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Vorwort. 

I nter  einer  „medizinischen  Physik“  kann  man  mancherlei 
verstehen. 

Man  wird  dabei  zunächst  au  ein  Lehrbuch  der  Physik  denken, 
das  sich  von  anderen  physikalischen  Lehrbüchern  nur  dadurch 
unterscheidet,  daß  es  keine  besonderen  mathematischen  Vorkennt- 
nisse voraussetzt  und  überdies  den  Bedürfnissen  des  Mediziners 
angepaßt  ist,  insofern  es  in  erster  Linie  Beispiele  und  Anwen- 
dungen behandelt,  welche  teils  für  die  Physiologie  und  Anatomie, 
teils  auch  für  die  praktische  Medizin  von  Wichtigkeit  sind. 
Ein  derartiges  Lehrbuch  hat  natürlich  in  systematischer  Anord- 
nung das  ganze  Gebiet  der  Physik  zu  berücksichtigen;  es  darf 
auch  keine  physikalischen  Kenntnisse  voraussetzen,  sondern  muß 
die  Physik  von  Grund  aus  aufbauen.  Bei  geeigneter  elementarer 
Behandlung  des  Stoffes  muß  also  das  Buch  dem  Mediziner  jedes 
andere  physikalische  Lehrbuch  ersetzen  können. 

An  derartigen  Werken  ist  kein  Mangel.  Es  liegt  daher  kein 
unmittelbares  Bedürfnis  vor,  ihre  Anzahl  zu  vergrößern.  Die 
ältesten  in  diesem  Sinne  abgefaßten  Bücher  dürften  das  „Com- 
pendium  der  Physik  für  Mediziner“  von  Ernst  Mach*)  und  das 
„Handbuch  der  medizinischen  Physik“  von  Wilhelm  Wundt**) 
sein.  Beide  Werke  müssen  aber  jetzt  als  zum  großen  Teil  ver- 
altet gelten.  Geeigneten  Ersatz  für  dieselben  bilden  z.  B.  das 
„Lehrbuch  der  Experimentalphysik  in  elementarer  Darstellung“ 
von  Arnold  Berliner***)  sowie  manche  andere  elementar  gehal- 
tene Lehrbücher  der  Physik. 

Eine  medizinische  Physik  kann  aber  auch  von  anderen  Ge- 
sichtspunkten aus  abgefaßt  werden. 

•)  Wien  1863.  Verlag  von  Wilhelm  Braumüller. 

**)  Erlangen  1867.  Verlag  von  Ferdinand  Enke. 

***)  Jena  1903.  Verlag  von  Gustav  Fischer. 

Fischer,  Medizin.  Physik. 
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Da  der  angehende  Mediziner  im  allgemeinen  schon  einen  ge- 
wissen Vorrat  an  physikalischen  Kenntnissen  von  der  Schule  mit- 
bringt, und  da  er  außerdem  auf  der  Universität  Veranlassung 
nehmen  muß,  diese  Kenntnisse  durch  die  Vorlesungen  über  Ex- 
perimentalphysik und  die  physikalischen  Übungen  zu  vertiefen 
und  zu  erweitern,  so  wird  er  vieles  von  dem,  was  ein  Lehrbuch 
der  medizinischen  Physik  in  dem  zuerst  angedeuteten  Sinne  ihm 
bietet,  gar  nicht  nötig  haben.  Er  wird  daher  mehr  Verlangen 
nach  einem  Buche  haben,  in  welchem  unter  Hinweis  auf  die 
für  ihn  besonders  in  Frage  kommenden  Tatsachen  und  Lehrsätze 
der  Physik  und  im  Anschluß  an  eine  kurze  Besprechung  derselben 
die  hauptsächlichsten  medizinischen  Anwendungen  der  Physik  zu- 
sammengostellt  sind.  Dies  ist  u.  a.  in  einem  vor  einigen  Jahren 
erschienenen  „Lehrbuch  der  medizinischen  Physik“  von  H.  Bo- 
ruttau*)  versucht  worden. 

Eine  derartige  Zusammenstellung  der  in  den  Lehrbüchern  und 
Handbüchern  der  Physiologie  sowie  in  zahlreichen  Spezialschriften 
niedergelegten  Anwendungen  in  der  Medizin  ist  an  und  für  sich 
sehr  verdienstlich;  denn  sie  ist  geeignet,  das  Interesse  des  Medi- 
ziners auf  physikalische  Dinge  zu  lenken  und  in  ihm  die  Über- 
zeugung zu  erwecken,  daß  die  Physik  nicht  allein  eine  unent- 
behrliche Grundlage  für  das  Studium  der  theoretisch  medizinischen 
Fächer  bildet,  sondern  auch  der  praktischen  Medizin  große  Dienste 
zu  leisten  vermag.  Es  ist  aber  auch  eine  gewisse  Gefahr  mit 
einem  derartigen  Werke  verbunden.  Nicht  alle  physikalischen 
Erscheinungen  und  Gesetze,  welche  Anwendung  auf  die  Medizin 
erfahren  haben,  sind  so  einfach,  daß  man  ihre  Kenntnis  selbst  bei 
einem  physikalisch  gut  ausgebildeten  Mediziner  ohne  weiteres 
voraussetzen  kann;  ein  klares  Verständnis  derselben  läßt  sich  auch 
nicht  durch  so  kurze  Andeutungen  hervorrufen,  wie  sie  beispiels- 
weise in  dem  Boruttauschen  Buche,  in  welchem  „jede  längere 
Ableitung  absichtlich  vermieden  wurde“,  gegeben  sind.  Es  muß 
demnach  vieles  dem  Mediziner  in  einem  derartigen  Buche  unver- 
ständlich und  bloßer  Memorierstoff  bleiben,  dessen  Kenntnis  für  ihn 
wichtig  ist. 

So  wertvoll  daher  an  sich  eine  Zusammenfassung  der  haupt- 
sächlichsten medizinischen  Anwendungen  der  Physik  ist,  so  läßt 
sie  doch  eine  für  den  Mediziner  sehr  fühlbare  Lücke  bestehen, 
wenn  sie  nicht  gleichzeitig  ihm  die  über  das  gewöhnliche  Maß 

*)  Leipzig  1908.  Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth. 
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hiuausgehenden  physikalischen  Grundlagen  vermittelt,  die  das  Ver- 
ständnis mancher  Anwendungen  erst  ermöglichen.  Denn  die  An- 
wendungen lernt  der  Mediziner  im  Verlaufe  seines  Studiums  all- 
mählich kennen,  die  physikalischen  Grundlagen  werden  ihm  aber 
dabei  nicht  nachträglich  erst  beigebracht. 

Es  wird  daher  ohne  Zweifel  ein  größeres  und  dringenderes 
Bedürfnis  erfüllt,  wenn  man  den  Begriff  der  medizinischen  Physik 
so  faßt,  wie  es  zuerst  von  Adolf  Fick  in  seinem  klassischen 
Buch  .Die  medizinische  Physik**)  geschehen  ist.  In  diesem  hat 
der  Autor,  wie  er  sich  selbst  in  seiner  Vorrede  zur  zweiten  Auf- 
lage äußert,  .versucht,  diejenigen  Lehren  der  Physik,  welche 
außer  dem  Kreise  des  gewöhnlichen  Elementarunterrichts 
liegen  und  die  dennoch  dem  Mediziner  unentbehrlich 
sind,  in  einer  Form  darzustellen,  in  der  sie  auch  dem 
nicht  mathematisch  geschulten  Verstände  faßlich  sind“. 

Die  letzte  Auflage  des  Fickschen  Buches  stammt  aus  dem 
Jahre  1885.  Seit  dieser  Zeit  hat  nicht  nur  die  Physik  in  vieler 
Hinsicht  Bereicheningen  an  neuen  Erscheinungen  von  großer  Trag- 
weite, und  dementsprechend  große  Umwälzungen  in  den  die  phy- 
sikalischen Erscheinungen  zusammenfassenden  und  erklärenden 
Theorien  erfahren,  sondern  es  sind  auch  zahlreiche  neue  Anwen- 
dungen der  Physik  auf  Vorgänge  im  lebenden  Körper  gemacht 
worden,  welche  größtenteils  zu  ihrem  Verständnis  noch  weiter- 
gehende physikalische  Vorkenntnisse  erfordern  wie  die  früheren 
Anwendungen.  Es  dürfte  daher  mehr  wie  je  das  Bedürfnis  für 
eine  medizinische  Physik  vorliegen,  die,  wie  es  das  hier  vorliegende 
Buch  versucht,  im  Sinne  der  Bestrebungen  von  Adolf  Fick  in 
elementarer  Form  diejenigen  Kapitel  der  Physik  behandelt,  welche 
trotz  ihrer  großen  Wichtigkeit  für  den  Mediziner  ihm  weder  auf 
der  Schule  noch  in  den  Vorlesungen  auf  der  Universität  mit  der 
für  ihn  nötigen  Ausführlichkeit  dargeboten  werden  können.  Ein 
derartiges  Werk  soll  durchaus  nicht  eine  medizinische  Physik  nach 
Art  des  angeführten  Boruttauschen  Buches  ersetzen,  sondern  eher 
eine  notwendige  Ergänzung  eines  solchen  Buches  darstellen.  Um 
den  Umfang  desselben  nicht  ins  Ungemessene  zu  steigern,  ist  es 
dabei  geboten,  sich  ausschließlich  auf  das  rein  Physikalische  zu 
beschränken  und  alles  Physikalisch-chemische  oder  rein  Physiolo- 
gische außer  Betracht  zu  lassen.  Diese  Beschränkung  war  zur 
Zeit  von  Adolf  Fick  noch  nicht  nötig;  sie  ist  daher  von  diesem 
auch  nicht  streng  beobachtet  worden. 

*)  III.  Auflage  Braunschweig  1885.  Verlag  von  Friedrich  Vieweg  ,V-  Sohn. 
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Während,  wie  schon  zu  Anfang  hervorgehoben  wurde,  eine 
medizinische  Physik  in  dem  zuerst  angedeuteten  Sinne  alle  Teile 
der  Physik  gleichmäßig  zu  berücksichtigen  hat,  kann  es  sich  bei 
einem  in  dem  zuletzt  angeführten  Sinne  verfaßten  Werk  ferner 
nur  um  eine  Auswahl  einzelner  Kapitel  der  Physik  handeln.  Dies 
ist  um  so  mehr  geboten,  als  die  Darstellung  des  betreffenden 
Stoffes  ganz  besonders  ausführlich  und  breit  sein  muß,  wenn  sie 
den  Zweck  erfüllen  soll,  auch  dem  nicht  mathematisch  geschulten 
Mediziner  vollkommen  verständlich  zu  sein. 

Bei  dem  heutigen  Stande  der  medizinischen  Wissenschaft  und 
der  physikalischen  Unterweisung  in  Schule  und  Universität  kann 
man  kaum  iin  Zweifel  sein,  welche  Kapitel  in  erster  Linie  Berück- 
sichtigung finden  müssen,  und  welche  Kapitel  im  Interesse  einer 
möglichsten  Beschränkung  auf  das  Allernotwendigste  fortgelassen 
werden  können. 

In  Anbetracht  der  großen  Zeit,  welche  jetzt  der  Elektrizitäts- 
lehre im  physikalischen  Unterricht  und  vor  allen  Dingen  auch  in 
den  praktischen  physikalischen  und  physiologischen  Obungen  ge- 
widmet wird,  darf  man  annehmen,  daß  der  Mediziner  sich  in 
diesem  Teile  der  Physik  vollkommen  genügend  von  allem  in 
Kenntnis  setzen  kann,  was  für  ihn  nur  einigermaßen  von  Be- 
deutung ist.  Es  erübrigt  sich  daher  eine  besondere  eingehende  Dar- 
stellung der  elektrischen  und  magnetischen  Erscheinungen  und  Ge- 
setze. Höchstens  hätte  daran  gedacht  werden  können,  die  einigen, 
von  den  Physiologen  heute  vielfach  verwendeten  Instrumenten,  wie 
z.  B.  dem  Kapillarelektrometer  oder  dem  Einthoven  sehen  Saiten- 
galvanometer zugrunde  liegenden  physikalischen  Vorgänge  aus- 
führlich darzulegen.  Da  die  letzteren  aber  so  einfacher  Natur  sind, 
daß  ihre  Bekanntschaft  wohl  bei  den  meisten  Medizinern  voraus- 
gesetzt werden  kann,  so  ist  auch  hiervon  Abstand  genommen 
worden,  um  den  ohnehin  sehr  großen  Umfang  des  Buches  nicht 
unnötigerweise  noch  weiter  zu  vergrößern.  Aus  dem  gleichen  Ge- 
sichtspunkte ist  auch  die  Wärmelehre  unberücksichtigt  geblieben, 
weil  man  wohl  annehmen  darf,  daß  der  Mediziner  in  ausreichen- 
der Weise  mit  den  für  ihn  wichtigen  Erscheinungen  und  Gesetzen 
aus  diesem  Gebiet  der  Physik  schon  bekannt  gemacht  worden  ist 

Anders  liegen  die  Verhältnisse  auf  den  Gebieten  der  Mechanik 
und  der  Optik  und  bis  zu  gewissem  Grade  auch  der  Akustik. 

Was  zunächst  die  Mechanik  anlangt,  so  läßt  sich  nicht  ver- 
kennen, daß  in  Mediziner-Kreisen  gerade  über  dieses  grundlegende 
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Gebiet  der  Physik  verhältnismäßig  am  wenigsten  ausreichende 
Kenntnisse  verbreitet  sind.  Es  liegt  das  durchaus  im  Wesen  der 
Sache.  Die  Mechanik  ist  eine  Wissenschaft,  welche  nicht  nur  um- 
fangreicher, sondern  vor  allen  Dingen  auch  schwerer  verständlich 
ist  wie  irgendein  anderer  Teil  der  Physik,  und  zu  deren  voller 
Beherrschung  Kenntnisse  gehören,  die  weit  über  das  hinausgehen, 
was  man  bisher  geglaubt  hat,  von  einem  Mediziner  verlangen  zu 
können.  Die  wenigen  elementaren  Gesetze  und  Regeln  der  Me- 
chanik, welche  Gemeingut  aller  Gebildeten  sein  dürften,  reichen 
nicht  annähernd  aus,  um  auch  nur  die  einfachsten  Bewegungs- 
und Gleichgewichtserscheinungen  an  einem  vom  Standpunkte  der 
Mechanik  so  komplizierten  Gebilde,  wie  es  der  menschliche  oder 
allgemein  tierische  Körper  darstellt,  exakt  behandeln  zu  können. 
Die  Mechanik  ist  eine  vorwiegend  mathematische  Wissenschaft: 
sie  verwendet  daher  zur  Darstellung  ihrer  Gesetze  die  Symbole 
der  höheren  Mathematik;  sie  operiert  mit  Differentialquotienten, 
Integralen  und  vor  allen  Dingen  mit  Differentialgleichungen.  Wem, 
wie  wohl  den  meisten  Medizinern,  die  genaue  Kenntnis  der  Be- 
deutung dieser  mathematischen  Operationszeichen  und  Beziehungen 
abgeht,  dem  scheint  daher  auch  das  Verständnis  der  über  die 
allerelementarsten  Gesetze  hinausgehenden  Mechanik  verschlossen 
zu  sein. 

Die  Verwendung  der  höheren  Mathematik  zur  Darstellung 
und  Ableitung  der  Bewegungsgesetze  so  komplizierter  Gelenk- 
systeme, wie  wir  sie  im  menschlichen  und  tierischen  Körper  vor- 
finden, ist  nun  zwar  von  großem  Vorteil,  aber  doch  für  viele 
Aufgaben  nicht  unerläßlich.  Es  läßt  sich  zeigen,  daß  man  mit 
der  Kenntnis  der  aus  der  Schule  jedem  geläufigen  elementaren 
mathematischen  Operationen  ausreicht,  um  unter  Umständen  selbst 
verwickeltere  mechanische  Gesetzmäßigkeiten  in  voller  Strenge 
zur  Darstellung  zu  bringen;  es  läßt  sich  dem  nicht  besonders 
mathematisch  ausgebildeten  Mediziner  verständlich  machen,  in 
welcher  Weise  sich  die  Bewegungen  eines  Systems  von  Körpern, 
die  wie  die  Glieder  des  menschlichen  Körpers  durch  irgendwelche 
Gelenke  miteinander  beweglich  verbunden  sind,  auf  die  Bewe- 
gungen eines  einzigen  starren  Körpers  zurückgeführt  werden 
können,  ohne  daß  man,  wie  es  die  analytische  Mechanik  tut,  mit 
Differentialgleichungen  und  deren  Integralen  zu  operieren  braucht. 
Man  gewinnt  dabei  zugleich  sogar  einen  noch  tieferen  Einblick  in 
das  mechanische  Geschehen  in  einem  solchen  Gelenksystem,  ins- 
besondere in  die  gegenseitige  Beeinflussung  der  einzelnen  Glieder 
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desselben,  als  es  bei  der  Ableitung  auf  rein  mathematischem 
Wege  möglich  ist. 

In  dem  vorliegenden  Buch  ist  nun  u.  a.  der  Versuch  einer 
derartigen  mathematisch  elementaren  und  doch  physikalisch  exakten 
Ableitung  der  für  die  Bewegungen  der  lebenden  Körper  in  erster 
Linie  in  Frage  kommenden  Bewegungsgesetze  gemacht  worden. 
Es  wird  dabei  den  Schwierigkeiten  nicht  aus  dem  Wege  gegangen, 
sondern  es  wird  vielmehr  gezeigt,  wie  diese  Schwierigkeiten  sich 
lösen,  wenn  man  die  Aufgaben  physikalisch  richtig  in  Angriff 
nimmt.  Das  einzige,  was  aus  der  höheren  Mathematik  hierzu 
verwendet  werden  muß,  ist  der  Begriff  des  Differentialquotienten, 
weil  ohne  diesen  ein  klares  Verständnis  der  Geschwindigkeiten 
und  Beschleunigungen,  auf  die  es  bei  der  Darstellung  des  Bewe- 
gungszustandes eines  Körpers  oder  Körpersystems  vor  allen  Dingen 
an  kommt,  nicht  möglich  ist.  Dementsprechend  findet  sich  aber 
an  geeigneter  Stelle  eine  so  ausführliche  und  anschauliche  Be- 
handlung des  Differentialquotienten  in  dem  Buch  vor,  daß  auch 
der  mathematisch  am  wenigsten  interessierte  Mediziner,  wie  ich 
hoffen  darf,  ein  klares  Verständnis  der  Bedeutung  und  des  Wesens 
dieser  wichtigen  Größe  erlangen  wird.  Es  dürfte  ohnehin  die 
Zeit  nicht  fern  sein,  in  der  die  Kenntnis  des  Differentialquotienten 
mit  zur  allgemeinen  Bildung  des  Menschen,  insbesondere  des  Medi- 
ziners, gehören  wird. 

Unter  Vermeidung  komplizierter  mathematischer  Formeln  ist 
nun  in  dem  Buch  die  Mechanik  in  einer  so  ausführlichen  Weise 
behandelt  worden,  wie  es  für  den  Mediziner  nur  wünschenswert 
sein  kann,  ihm  aber  weder  in  den  Vorlesungen  über  Experimental- 
physik, noch  in  Werken,  die  für  ihn  berechnet  sind,  bisher  ge- 
boten worden  ist.  Da  die  Gesetze  der  Kinematik  ihm  erst  das 
Verständnis  der  Bedeutung  und  Funktion  der  Gelenke  des  leben- 
den Körpers  erschließen,  so  ist  ein  erster  Teil  der  ausführlichen 
Behandlung  der  Kinematik  gewidmet.  Von  der  Tatsache  aus- 
gehend, daß  irgendeine  Bewegung  eines  starren  Körpers  sich  selbst 
im  allgemeinsten  Falle  in  eine  Translation  nach  Maßgabe  der  Be- 
wegung eines  seiner  Punkte  und  eine  gleichzeitige  Rotation  des 
Körpers  um  diesen  Punkt  zerlegen  läßt,  sind  zunächst  die  Gesetze 
für  die  Bewegung  eines  Massen punktes,  und  dann  die  für  die  Dre- 
hung eines  Körpers  um  eine  Axe  bzw.  um  einen  Punkt  ausführ- 
lich abgeleitet  und  dargestellt  worden.  Dabei  finden  sich  im  An- 
schluß an  die  Darstellung  zahlreiche  Anwendungen  auf  die  Bewe- 
gungen am  menschlichen  Körper  behandelt,  damit  aus  diesen  Bei- 
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spielen  die  Bedeutung  der  dargestellten  Bewegungsgesetze  für  den 
.Mediziner  besonders  klar  erkannt  werde.  Hierdurch  ist  die 
• Grundlage  geschaffen  worden,  nicht  nur  für  das  Verständnis  der 
allgemeinsten  ebenen  sowie  der  räumlichen  Bewegung  eines  Kör- 
pers und  deren  anschauliche  Darstellungen,  sondern  auch  für  die 
Erforschung  der  Bewegungen  in  Gelenksystemen  und  insbesondere  in 
den  Gelenken  selbst.  Dies  ist  wieder  durch  zahlreiche  im  mensch- 
lichen Körper  auftretende  Beispiele  illustriert  worden. 

Ein  zweiter  Teil  behandelt  die  Kinetik,  d.  h.  die  Lehre  von 
dem  Zusammenhänge  der  Bewegungen  mit  den  sie  hervorbringen- 
den Kräften.  Da  es  für  die  Bewegungen  des  menschlichen  oder 
allgemein  tierischen  Körpers,  soweit  sie  nicht  rein  passiv  vor  sich 
gehen,  charakteristisch  ist,  daß  sie  ihre  Entstehung  und  Regelung 
in  erster  Linie  den  Muskelkräften  verdanken,  so  stellt  sich  dieser 
zweite  Abschnitt  des  Buches  insbesondere  als  Muskelmechanik  dar. 
Wie  in  der  Kinematik,  so  findet  sich  auch  hier  zunächst  der  ein- 
zelne starre  Körper  behandelt;  es  sind  dabei  wiederum  diejenigen 
Grundgesetze  für  den  Einfluß  von  Kräften  auf  den  Bewegungs- 
zustand des  Körpers  in  anschaulicher  und  elementarer  Weise  dar- 
gestellt worden,  welche  den  Schlüssel  zum  Verständnis  der  Kraft- 
wirkungen an  einem  Gelenksystem  abgeben.  Darauf  finden  sich 
diese  Gesetze  auf  die  Kinetik  der  Gelenksysteme  verwendet.  Be- 
sondf^p  ausführlich  ist  zunächst  das  ebene  zweigliedrige  Gelenk- 
system behandelt  worden,  weil  manche  im  Leben  vorkommenden 
Bewegungen  am  menschlichen  Körper  mit  genügender  Annäherung 
auf  die  Bewegungen  eines  zweigliedrigen  Gelenksystems  zurück- 
geführt werden  können,  wie  wiederum  an  verschiedenen  Beispielen 
dargelegt  wird.  Die  bei  der  Untersuchung  des  ebenen  zweiglied- 
rigen Systems  angewendeten  elementaren  Methoden  lassen  sich 
dann,  wie  in  dem  Buch  ausführlich  gezeigt  wird,  auch  auf  drei- 
und  mehrgliedrige  Gelenksysteme  übertragen;  sie  bilden  die  Grund- 
lage für  die  Lösung  der  überaus  wichtigen  Aufgabe,  aus  den  auf 
empirischem  Wege  möglichst  genau  festgestellten  Bewegungen  des 
lebenden  Körpers  auf  die  dabei  wirksamen  inneren  Kräfte,  ins- 
besondere die  Muskelkräfte,  zu  schließen. 

Nächst  der  Mechanik  stellt  vor  allem  die  Optik  einen  Teil 
der  Physik  dar,  über  welchen  sich  gerade  der  Mediziner  in  mehr- 
facher Hinsicht  sehr  viel  eingehendere  Kenntnisse  zu  verschaffen 
hat,  als  sie  ihm  durch  die  Vorlesungen  über  Experimentalphysik, 
die  ja  alle  Kapitel  der  Physik  möglichst  gleichmäßig  berücksich- 
tigen müssen,  aus  Mangel  an  Zeit  wie  auch  an  allgemeinerem  In- 


Digitized  by  Google  f 


X 


Vorwort. 


teresse  vermittelt  werden  können.  Schon  der  optische  Apparat 
des  Auges  stellt  ein  in  verschiedener  Beziehung  nicht  ganz  ein- 
faches optisches  System  dar,  so  daß  zum  Verständnis  desselben 
z.  B.  die  Kenntnis  der  Gesetze  der  Bilderzeugung  an  Linsen  allein 
nicht  ausreicht.  In  noch  größerem  Maße  gilt  dies  für  die  zahl- 
reichen künstlichen  Apparate,  die  der  Mediziner  für  Studium, 
Untersuchung  und  Forschung  zur  Unterstützung  des  Auges  nötig 
hat,  um  Einblick  in  Gestaltsverhältnisse  und  Strukturen  sowie 
deren  pathologische  Veränderungen  zu  gewinnen,  die  sich  der 
direkten  Beobachtung,  sei  es  infolge  ihrer  geringen  Dimensionen, 
sei  es  infolge  ihrer  versteckten  Lagerung  im  Innern  von  Körper- 
höhlen, entziehen.  Um  bei  der  Benutzung  dieser  Apparate,  au 
deren  Spitze  das  Mikroskop  steht,  nicht  unter  Umständen  großen 
Täuschungen  unterworfen  zu  sein,  muß  man  sich  nicht  nur  von 
der  Wirkungsweise,  sondern  vor  allen  Dingen  auch  von  der 
Leistungsfähigkeit  derselben  Rechenschaft  geben  können.  Dies  ist 
aber  nur  bei  eingehender  Kenntnis  ihrer  wissenschaftlichen  Grund- 
lagen möglich. 

Da  der  Mediziner  in  der  Schule  und  auf  der  Universität  in 
ausreichender  Weise  über  die  optischen  Grundgesetze  unterrichtet 
wird , so  ist  deren  Kenntnis  im  vorliegenden  Werke  voraus- 
gesetzt worden.  Von  diesem  Standpunkte  aus  finden  sich  zu- 
nächst die  speziellen  Gesetze  der  Bilderzeugung  an  beliebig  zu- 
sammengesetzten optischen  Systemen  in  einer  so  elementaren 
und  ausführlichen  Weise  abgeleitet,  daß  jeder  Mediziner,  der  sich 
die  Mühe  gegeben  hat,  die  betreffenden  Kapitel  durchzuarbeiten 
und  dabei  die  zahlreichen  numerischen  Beispiele  selbst  durchzu- 
rechnen, in  den  Stand  gesetzt  sein  muß,  nicht  nur  die  meisten 
optischen  Systeme,  mit  denen  er  es  zu  tun  bekommt,  zu  berech- 
nen und  zu  analysieren,  sondern  sich  auch  einen  klaren  Einblick 
in  den  Verlauf  der  Strahlen  innerhalb  derselben  zu  verschaffen. 
Unter  anderem  wird  es  für  ihn  eine  leichte  Aufgabe  sein,  die  Lage 
der  wichtigen  Kardinalpunkte  des  Auges,  von  denen  so  mancher 
Mediziner  zwar  gehört,  aber  kein  richtiges  Verständnis  hat,  selbst 
zu  bestimmen,  sowie  ihre  Verlagerung  bei  Änderung  des  Akkom- 
inodationszustandes  des  Auges  richtig  zu  beurteilen. 

In  sehr  eingehender  Weise  finden  sich  ferner  in  dem  Buch 
die  aus  dem  Wesen  des  Lichtes  sich  ergebenden  Grenzen  für  eine 
scharfe,  farbenreine  und  lichtstarke  Abbildung  und  die  Mittel  zu 
ihrer  Erweiterung  behandelt.  Dabei  ist  insbesondere  versucht 
worden,  die  sogen.  Abbesche  Sinusbedingung  und  die  schwierigen 
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Kapitel  der  sphärischen  und  chromatischen  Aberrationen  unter 
Vermeidung  aller  komplizierten  Formeln  auf  sehr  anschauliche 
Weise  zu  behandeln  und  dadurch  auch  dem  nicht  mathematisch 
geschulten  Mediziner  zugängig  zu  machen.  Ähnliches  gilt  für  die 
Behandlung  der  Begrenzung  der  abbildenden  Strahlenbündel  und 
der  Helligkeit  optischer  Bilder. 

Von  außerordentlicher  Wichtigkeit  ist  für  den  Mediziner,  wenn 
er  nicht  fortwährend  den  größten  Täuschungen  ausgesetzt  sein 
will,  ein  klarer  Einblick  in  die  Grenzen,  welche  der  Leistungs- 
fähigkeit auch  des  besten  Mikroskops  betreffs  des  Auflösens  der 
Strukturen  der  mikroskopischen  Objekte  und  des  Erkennens  sehr 
kleiner  Objekte  gesetzt  sind.  Aus  diesem  Grunde  ist  sowohl  der 
Darstellung  der  Abbeschen  Theorie  der  Abbildung  nicht  selbst- 
leuchtender Objekte,  als  auch  den  Methoden  der  Ultramikroskopie 
ein  breiter  Raum  gewidmet  worden. 

Der  letzte  Abschnitt  aus  dem  Gebiete  der  Optik  beschäftigt 
sich  mit  den  Anwendungen  der  Polarisationserscheinungen  in  der 
Medizin,  wie  sie  sich  hauptsächlich  im  Polarisationsmikroskop  und 
den  sogen.  Polarimetern  bzw.  Saccharimetern  verwirklicht  finden. 
Das  Polarisationsmikroskop  gewährt  dem  Mediziner  zuweilen  einen 
tieferen  Einblick  in  den  Zustand  und  den  Aufbau  der  mikro- 
skopischen Objekte  als  das  gewöhnliche  Mikroskop,  insofern  es 
vielfach  gewisse  Partien  desselben,  solide  Körner,  Fasern  u.  a., 
welche  sonst  homogen  erscheinen,  als  doppelbrechend  erkennen 
läßt.  Der  dabei  sich  darbietende  optische  Effekt  gestattet  zugleich 
in  der  Regel  einen  Rückschluß  auf  die  Molekularbeschaffenheit 
und  den  Typus  der  inneren  Struktur  derartiger  Teilchen  und  gibt 
unter  Umständen  Aufschluß  über  das  Verhältnis  zwischen  ver- 
schiedenen Lebenserscheinungen  und  der  Anordnung  der  Moleküle 
in  Elementarorganen,  über  gewisse  innerhalb  derselben  vorhandene 
Spannungen  u.  a.  m.  Die  Polarimeter  dienen  dagegen  u.  a.  zur 
Bestimmung  des  Traubenzuckergehaltes  im  diabetischen  Harn  und 
sind  für  manche  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  physiolo- 
gischen und  pathologischen  Chemie  von  großem  Wert,  indem  sie 
eine  für  viele  Fragen  unentbehrliche  Charakterisierung  organischer 
Substanzen  ermöglichen.  Da  zum  Verständnis  und  zur  richtigen 
Deutung  der  in  allen  diesen  Apparaten  auftretenden,  zum  Teil 
nicht  ganz  einfachen  physikalischen  Erscheinungen  volle  Klarheit 
über  die  Grundvorgänge  bei  der  Polarisation  des  Lichtes  unerläß- 
lich ist,  so  sind  zu  Anfang  dieses  letzten  Abschnittes  der  Optik 
zunächst  die  letzteren  noch  einmal  kurz  zusammengefaßt  und  an- 
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schaulich  dargestellt  worden,  aber  nur  soweit  sie  für  die  haupt- 
sächlichsten Verwendungen  des  Polarisationsmikroskops  und  der 
Polarimeter  von  Bedeutung  sind- 

Zwischen  Mechanik  und  Optik  findet  sich  in  dem  Buch  die 
Akustik  behandelt,  soweit  sie  für  den  Mediziner  einer  über  das 
übliche  Maß  hinausgehenden  Darstellung  bedarf.  Die  Akustik  be- 
ansprucht in  doppelter  Beziehung  das  Interesse  des  Mediziners. 
Einmal  vermittelt  sie  ihm  das  Verständnis  für  die  Einrichtungen 
im  Ohre,  welche  der  Aufnahme  und  Übertragung  des  Schalles 
sowie  der  in  so  vollkommenem  Maße  möglichen  Analyse  des 
Klanges  dienen;  und  dann  ermöglicht  sie  ihm  eine  richtige  Beur- 
teilung der  bei  der  Erzeugung  der  Stimme  und  Sprache  statt- 
findenden Vorgänge  im  Kehlkopfe.  Leider  gibt  sie  ihm  bis  jetzt, 
trotz  aller  in  dieser  Hinsicht  unternommenen  Versuche,  noch  nicht 
auch  eine  gleich  sichere  physikalische  Grundlage  für  die  in  der 
medizinischen  Praxis  so  unentbehrlichen  l'ntersuchungsmethoden 
der  Perkussion  und  Auskultation;  denn  es  ist  bisher  nicht  ge- 
lungen. die  Geräusche  in  derselben  vollkommenen  Weise  zu  ana- 
lysieren, wie  es  seit  Helmholtz  für  die  musikalischen  Klänge 
möglich  geworden  ist 

Wenn  man  auch  bei  dem  Mediziner  im  wesentlichen  die  Be- 
kanntschaft mit  den  verschiedenen  Erzeugungsarten  von  Schall- 
wellen und  den  Vorgängen  bei  der  Fortpflanzung  derselben  wohl 
voraussetzen  kann,  so  erfordert  doch  die  richtige  Beurteilung  der 
Leistungen  des  Ohres  und  der  Stimm-  und  Sprachwerkzeuge  einen 
vollkommen  klaren,  bis  ins  einzelnste  gehenden  Einblick  in  das 
Wesen  der  Schallwellen.  Dieser  darf  aber  merkwürdigerweise  bei 
dem  Mediziner  bis  jetzt  nicht  allgemein  angenommen  werden; 
denn  sonst  wäre  es  nicht  verständlich,  daß  immer  und  immer 
wieder  in  der  Literatur  die  sonderbarsten,  zum  Teil  direkt  absur- 
de und  den  physikalischen  Gesetzen  widersprechende  Ansichten 
über  die  Funktion  des  Trommelfells  und  der  Gehörknöchelchen  wie 
über  die  sog.  Fortleitung  des  Schalles  in  festen  Körpern,  z.  B.  den 
Kopfknochen,  auftauchen.  Diesem  Umstande  Rechnung  tragend, 
finden  sich  daher  die  Grundvorgänge  bei  der  Erzeugung  und  Fort- 
pflanzung von  Wellen,  insbesondere  von  Schallwellen,  in  einem 
einleitenden  Kapitel  des  Abschnittes  über  Akustik  wiederum  in 
möglichst  anschaulicher  und  elementarer  Weise  so  ausführlich  dar- 
gestellt, wie  es  zum  Verständnis  der  in  den  darauf  folgenden  Ka- 
piteln behandelten  rein  physikalischen  Vorgänge  im  Ohr  und  im 
Kehlkopf  notwendig  schien.  — 
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Nun  zum  Schluß  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Behand- 
lung und  Darstellung  des  Stoffes.  Ganz  ohne  Zuhilfenahme  ma- 
thematischer Formeln  lassen  sich  die  meisten  physikalischen  Vor- 
gänge und  Gesetze  nicht  ableiten  und  exakt  darstellen.  Die  in 
dem  Buch  verwandten  Formeln  sind  aber  entweder  so  einfacher 
Natur,  daß  sie  von  jedem  gebildeten  Menschen  ohne  weiteres  ver- 
standen werden,  oder  sie  finden  sich  in  so  ausführlicher  Weise 
erläutert,  daß  jeder  ohne  Mühe  zu  ihrem  Verständnis  gelangen 
kann  und  in  den  Stand  gesetzt  wird,  mit  ihnen  wirklich  zu  rechnen 
und  neue  Resultate  unter  anderen  Verhältnissen,  als  sie  in  den 
zahlreichen  im  Buch  durchgeführten  Rechnungen  angenommen 
sind,  abzuleiten.  Die  mathematischen  Formeln  sollen  daher  hier 
nicht,  wie  es  in  manchen  Werken  der  Fall  zu  sein  scheint,  nur 
Verzierungen  des  Textes  bilden  und  damit  den  Erörterungen  ein 
wissenschaftlicheres  Aussehen  verleihen.  Formeln,  welche  von  dem 
Leser,  für  den  ein  Buch  geschrieben  ist,  weder  verstanden  noch 
auch  nur  angewendet  werden  können,  sind  eine  ganz  unnötige 
Beigabe,  nur  geeignet,  zu  blenden. 

Zu  einem  restlosen  Verständnis  des  behandelten  Stoffes  ge- 
hört es  auch,  daß  alle  Rechnungen  so  weit  vorbereitet  und  an- 
gedeutet worden  sind,  daß  die  Resultate  derselben  vom  Leser  ohne 
Mühe  selbständig  gewonnen  werden  können;  ein  bloßes  Verweisen 
auf  eine  Rechnung  oder  auf  eine  leichte  Überlegung,  die  vom 
Autor  ausgeführt  werden  mußte,  um  zu  dem  betreffenden  Resultat 
zu  gelangen,  kann  höchstens  den  Respekt  vor  dem  Autor  erhöhen, 
nicht  aber  dem  Leser  das  Zutrauen  zu  seiner  eigenen  Fähigkeit 
geben,  das  betreffende  Resultat  abzuleiten. 

Eine  wertvolle  Beigabe  zu  dem  vorliegenden  Buch  sind,  wie 
ich  hoffe,  die  zahlreichen  Figuren,  welche  die  Verlagshandlung  in 
so  dankenswerter  Weise  in  den  Text  aufgenommen  hat;  denn  nur 
durch  diese  wird  es  möglich  geworden  sein,  so  manches  auch  dem 
nicht  mathematisch  gebildeten  Mediziner  verständlich  zu  machen, 
was  in  der  Regel  nur  mit  Hilfe  höherer  Mathematik  abgeleitet 
und  dargestellt  wird.  Alle  Figuren  sind  von  mir  selbst  gezeichnet, 
und  diese  Zeichnungen  mit  ganz  verschwindenden  Ausnahmen 
direkt  zur  Reproduktion  verwendet  worden.  Wenn  sie  infolge- 
dessen auch  an  Schönheit  und  Exaktheit  der  Linienführung  man- 
ches zu  wünschen  übrig  lassen,  so  sind  sie  dafür  wohl  kaum  mit 
sachlichen  Fehlern  behaftet  und  daher  besser  geeignet,  das  Ver- 
ständnis des  Auseinandergesetzten  zu  erleichtern,  als  wenn  sie 
erst  von  einem  Zeichner  kopiert  worden  wären. 
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Da  der  behandelte  Stoff  bis  ins  einzelne  gegliedert  worden 
ist,  und  die  Anordnung  und  Gliederung  desselben  aus  dem  fol- 
genden ausführlichen  Inhaltsverzeichnis  deutlich  zu  ersehen  ist,  so 
erübrigte  sich  ein  besonderes  Sachregister  am  Schluß  des  Buches. 
Diese  medizinische  Physik  soll  überhaupt  kein  bloßes  Nachschlage- 
werk sein,  aus  dem  man  sich  schnell  über  irgendeine  physikalische 
Frage  orientieren  kann,  sondern  sie  beansprucht,  in  ihren  einzelnen 
Teilen  eingehend  studiert  zu  werden.  Dann  wird  sie  aber  auch, 
wovon  ich  überzeugt  bin,  ihren  oben  ausführlich  auseinander- 
gesetzten Zweck  erfüllen. 

Leipzig,  im  Juni  1913. 

Otto  Fischer. 


Digitized  by  Google 


Inhaltsverzeichnis. 

Kinematik  in  Anwendung  auf  die  Verhältnisse  am 
menschlichen  Körper 

Allgemeine  Betrachtungen  Uber  die  Bewegungen  fester  Körper  . . 

I.  Bewegung1  eines  Körperpunktes  und  Translation  des  Körpers  . 

1.  Geschwindigkeit  (Einführung  des  Differentialquotienten)  . . 

2.  Beschleunigung 

3.  Wichtige  Bewegungsarten  

a)  Sinusschwingung 

bi  Kreisbewegung.  Tangential-  und  Normalbeschleunigung  . . 
c)  Beliebige  krummlinige  Bewegung 

4.  Beziehung  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einKoordi- 

natensystem 

a)  Ebene  Bewegung 

b)  Räumliche  Bewegung 

5.  Graphische  Methoden  zur  kinematischen  Analyse  der 
empirisch  bestimmten  Bewegung  eines  Punktes  . . . 

a)  Wegkurven.  Beispiele 

b)  Graphische  Bestimmung  der  Geschwindigkeit.  Geschwindig- 

keitskurven.  Beispiele 

c)  Graphische  Bestimmung  der  Beschleunigung.  Beschleunigungs- 
kurven. Beispiele 

d)  Zusammenfassende  Darstellung  der  Bewegungsgesetze  des 

menschlichen  Schwerpunktes  beim  Gehen 

c)  Hodograph 

6.  Freiheit  der  Translationsbewegung  eines  Körpers  . . 

II.  Ebene  Bewegung  eines  Körpers  

1.  Rotation  eines  Körpers  um  eine  feste  Axe  

2.  Äquivalenz  zweier  endlichen  Rotationen  um  parallele 

Axen  mit  einer  einzigen  Rotation  

a)  Allgemeine  Resultate 

b)  Anwendungen  auf  das  zweig  iedrige  Gelenksystem  . . . . 

c)  Kombination  einer  endlichen  Translation  mit  einer  endlichen 

Rotation  und  allgemeinste  endliche  Ortsänderung  bei  der  ebenen 
Bewegung  

3.  Zusammensetzung  unendlich  kleiner  Drehungen  und 

Winkelgeschwindigkeiten  um  parallele  Axen  . . . . 

a)  Allgemeine  Resultate . 

b)  Anwendungen  auf  das  zweigliedrige  Gelenksystem  und  auf  die 

Bewegungen  in  Zylindergelenken 

4.  Zusammensetzung  • von  Translations-  und  Winkelge- 
schwindigkeiten   

a)  Kombination  einer  Translationsgeschwindigkeit  mit  einer  Winkel- 
geschwindigkeit   


Seite 


1 

1 

11 

11 

21 

23 

23 

28 

31 

32 
32 
38 

44 

44 

62 

71 

76 

8Ü 

86 

89 

90 

93 

93 

103 


109 

112 

112 

118 

123 

123 


Digilized  by  Google 


XVI 


Inhaltsverzeichnis. 


Seite 


b|  Anwendungen  auf  das  zweigliedrige  Gelenksvstem  und  auf  dio 
Bewegungen  in  Zylindergelenken  . ■ ■ ■ . 127 

c)  Kombination  mehrerer  Translationsgeschwindigkeiten  mit  meh- 

reren  Winkelgeschwindigkeiten  ■ 7 129 

d)  Anwendungen  aut  die  Bewegungen  zwei-  und  dreigliedriger 

(ielenksysteme 131 

5.  Axenflächen und  Polkurven  einer  ebenen  Bewegung  . 131) 

a)  Allgemeine  Betrachtungen  ■ ....  ■ 159 

b)  l’olkurveri  für  die  Bewegungen  des  nur  im  Wlbogengelenk  ge- 

gliederten  Armes  . . ■ ■ 140 

c)  I’olkurven  für  die  in  Zylindergolenken  möglichen  Bewegungen  l-iö 

6.  Freiheit  der  eh enon  Bewegung  eines  Körpers  ....  148 

a)  Allgemeine  Betrachtungen  . 1 48 

bTBeispiele  149 

c)  Allgemeine  Koordinaten  und  deren  Zusammenhang  mit  der 

Bewegungsfreiheit 151 

III.  Botatlon  eines  Körpers  uni  einen  Pnnkt  (gphUrische  Bewegung»  155 

1.  Charakterisierung  der  sphärischen  Bewegung  ....  155 

2.  Äquivalenz  zweier  endlichen  Rotationen  um  verschie- 
dene  Äsen  durch  den  lirehpunkt  mit  einer  einzigen 

Rotation L52 

a)  Allgemeine  Resultate  ■ . . . ■ . . ■ . . . ■ ■ . ■ 157 
H)  Anwendung  auf  die  Bewegungen  im  Humero-Kadialgelenk  ■ . ltiü 


Korperpnnkt  mit  einer  endlichen  Rotation  um  eine  bestimmte 

durch  den  festen  Run  kt  hindurchgehende  Axe  1 *'»9 

3.  Zusammensetzung  unendlich  kleiner  Drehungen  und 


einen  festen  Punkt  und  Folkegel  der  sphärischen  Be- 
wegung   . ■ 170 

4.  Instantane  Drehungsaxen  und  Polkegel  für  Bewegun  gen 
im  Humero-Kadialgelenk  ! ! ! ! ! ! . . . i 174 


ä)  tieleiikbewegiingT  bei  welcher  sich  beide  l'ilkegel  als  Kreis- 
kegel  darstellen  . . • ■ . . . . • • • • • • • • 174 

b)  Gelenkbewegung,  bei  welcher  die  Folkegel  kompliziertere  Ge- 

st, alt  aufweisen  ...  179 

5.  Koordinatenbestimmung  und  Freiheit  der  sphärischen 

Bewegung 202 

a)  Allgemeine  Koordinaten  (Eulersche  Winkel  I 202 

Ti)  Verschiedene  Grade  von  Bewegungsfreiheit  . 212 

cl  Verschiedene  (Jelenkbewegungeai  von  zwei  tiraden  der  Freiheit  21ä 

6.  l)as  Listingsche  Gesetz  218 

«)  Folgerungen  ans  dem  Listingschen  Gesetz  219 

E)  Mechanismen  zum  Erzwingen  des  Listingschon  Gesetzes  . . 22Ü 

c)  Bestimmung  der  instantanen  1 Irehnngsaxen  für  die  Bewegung 

des  Längspunktes  auf  einem  grollten  Kreise  der  Kxkursions- 
kugeltlacho  • • • • ■ • ■ ■ 233 

d)  Bestimmung  der  l’olkegel  für  die  im  vorhergehenden  Abschnitt 

behandelte  Bewegung 237 

IV.  Allgemeinste  räumliche  Bewegung  eines  Kifrpers 257 

1.  Äquivalenz  der  allgemeinsten  endlichen  Ortsänderung 
eines  Körpers  im  Raume  mit  einer  Schraubei-bewegung  257 

2.  Instantane  Schraubenaxe  u.  Schraubengeschwindigkeit  262 


Digitized  by  Google 


Inhaltsverzeichnis. 


XVII 


3.  Äquivalenz  einer  Schraubengeschwindigkeit  mit  zwei 

Soitt» 

Winkelgeschwindigkeiten  um  windschiefe  Axen  . . . 

266 

4.  Axenflächen  der  allgemeinen  räumlichen  Bewegung.  . 

275 

5.  Koordinatenbestimmung  und  Freiheit  der  räumlichen 

Bewegung  

284 

al  Vollkommen  freie  Beweglichkeit  im  Kaume 

284 

bl  Beweglichkeit  von  fünf  Graden  der  Freiheit 

•'Si; 

c)  Beweglichkeit  von  vier  Graden  der  Freiheit 

283 

d)  Beweglichkeit  von  weniger  als  vier  Graden  der  Freiheit  . . 

T<52 

6.  Cber  die  Bewegung  innerhalb  eines  Gelenkes  .... 

“235 

al  Allgemeine  Betrachtungen  über  die  Arten  der  Gelenkbewegung 

bei  nur  punktförmiger  Berührung  der  beiden  Gelenkflächen 

296 

b)  Untersuchung  bestimmter  Gelenkbewegungen  

“3m 

c)  Uber  den  Einflub  der  Deformierbarkeit  des  Gelenkknorpels  aut 

die  Bewegung  in  Gelenken  mit  geringem  Flächenkontakt  . . 

304 

d)  Zusammenhang  zwischen  Gelenkform  und  Gelenkhewegung 

307 

V.  Cber  Bewegungen  in  Gelenksystemen 

1.  Kinematische  Ketten 

315 

a)  Bewegungsfreiheit  der  Glieder  der  oberen  Extremität  relativ 

zum  Rumpfe 

317 

b)  Bewegungsfreiheit  der  Glieder  der  unteren  Extremität  relativ 

zum  Rumpfe 

2.  Freiheit  der  Fortbewegung  und  Freiheit  derFormände- 

rung  eines  Gelenksvstems 

331 

3.  Zwangläufig  geschlossene  kinematische  Ketten  im 

Organismus 

335 

Kinetik  (Muiskelnieehuiiik) 

I.  Einiges  ans  der  Kinetik  eines  einzelnen  starren  Körpers  . . 

337 

1.  Zusammenfassung  der  an  einem  starren  Körper  an- 
greifenden  Kräfte 

a)  Mali  und  Darstellung  einer  Kraft 

337 

b)  .Mehrere  Kräfte,  deren  Richtungen  durch  ein  und  denselben 

Funkt  eines  starren  Körpers  geben.  Gloichgewiclitsbedingungeii 

340 

c|  Kräftepaare 353 

d|  Beliebiges  Kräftesvstem  an  einem  starren  Körper 355 

2.  All  gemein  e Sätze  über  die  Wirkung  der  an  einem  starren 

Körper  allgreifenden  Kräfte 

357 

a)  Schwerpunktssätze . . 

b|  Cber  den  Druck  auf  eiue  feste  Drehungsaxe  eines  starren  Körpers 

362 

II.  Das  ebene  zweigliedrige  Gelenksvstem 

369 

1.  Zurückführung  der  Kinetik  des  zweigliedrigen  Gelenk- 

Systems  auf  die  Kinetik  einzelner  starrer  Körper  . . 

309 

2.  Uber  die  Bewegungen  eines  um  eine  feste  Axe  dreh- 
baren  zweigliedrigen  Gelenksvstems 

al  Ableitung  der  Bewegungsgleichungen  des  Systems  .... 

375 

b)  Einführung  der  reduzierten  Systeme  und  Hauptpunkte 

382 

3.  Das  frei  bewegliche  ebene  zweigliedrige  Gelenksvstem 

387 

4.  Uber  die Drehungs mom ent e derSchwereundder Muskeln 

Bill 

a)  Drehungsniomente  beim  frei  beweglichen  Svsteui.  Gleichge- 
wicht  beim  System 

391 

b)  Drehungsmomente  beim  beschränkt  beweglichen  System  . . 395 

5.  Gleichgewicht  zwischen  Schwere  und  Muskeln  am  be- 
schränkt  beweglichen  zweigliedrigen  Gelenksvstem  . 

399 

Digitized  by  Google 


XV11I 


Inhaltsverzeichnis. 


Seite 

6.  Cher  dio  Anfangsbewegung  eines  zweigliedrigen  ebenen 
OelenKsysteros  . . T . , , . . . . . 408 

a)  Anfangsbewegung  des  frei  beweglichen  Systems  . . . . ■ 409 

b)  Anftngsbewegung  des  um  eine  feste  Axe  drehbaren*  Systems. 

Kinetisches  Mali  eines  Muskels ■ ^ Mi 

HI.  Das  ebene  dreigliedrige  Gelenksystem 424 

1,  Die  reduzierten  Systeme  und  Hauptpunkte  des  drei- 

RPedrigen  Uelenksystems  .....  .......  426 

2.  Ziirückführnnp  der*  Kinetik  des  dreigliedrigen  (ielenk- 
Systems  auf  die  Kinetik  einzelner  starrer  Körper  . . . 435 

IV.  Das  aus  beliebig  tlel  Gliedern  bestehende  Gelenksystem  . . . 446 

1.  Über  die  Hauptpunkte  und  reduzierten  Systeme  des 

allgemeinen  Gelenksystems 446 

2.  Verwendung  der  Hewegungsgleichungen  des  allge- 

meinen  Gelenksystems  zur  Bestimmung  der  inneren 
Kräfte  insbesondere  der  Muskelspannungen  .....  451 

3 Kinpmsche  Bestimmung  der  Bewegung  eines  tielenk- 
Systems  454 


Akustik  . 4?(i 

I.  Allgemeines  über  Wellen,  insbesondere  Schallwellen  ....  477 

1.  Fortschreitende  Wellen . . 4SI 

a)  Fortschreitende  Traiisversalwellen 480 

b)  Fortschreitende  Longitudinalwcllen 484 

2.  Stehende  Wellen  492 

a)  Stehende  Transversalwellen 492 

l)j  Stehende  Longitudinalwcllen  . 495 

3.  Zusammenhang  zwischen  stehenden  und  fortschreiten- 

den  Wellen  ~. 422 

II.  Behallwmhrnehmnngen  und  Klanganalyse 511 

1,  Geräusche  und  Klänge 511 

2.  über  die  Klangfarbe  . ..............  513 

a)  Die  Sohwingungsform  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Phasen- 

Stellung  der  Komponenten  ...  . 7 514 

bl  Oer  Satz  von  Kourier 617 

c)  Bedeutung  des  Fourierschen  Satzesfürdie  Klanganalyse.  Re- 
sonatoren   51S 

d)  Zusammenhang  zwischen  der  Empfindung  der  Klangfarbe  und 

der  Zusammensetzung  eines  Klanges  ■■■■■■■■■  521 

e)  Unabhängigkeit  der  Klangfarbe  von  der  Phasenstollung  der 

Teiltöne  eines  Klanges  • • • • • ■ • • • • • • • • • 523 

f|  über  die  mathematische  Ausführung  der  Fourierschen  Analyse  525 
HI.  Physikalische  Vorgänge  Im  Ohr 531 

1.  Äußeres  Ohr  und  Mittelohr , , , . , , . , . . , , 531 

a)  Ohrmuschel  und  äußerer  Gehörgang 531 

ürpäs  Trommelfell  ....  533 

c)  Die  Kette  der  Gehörknöchelchen 541 

dl  Funktion  der  beiden  Muskeln  der  Paukenhöhle 549 

2.  Vorgänge  im  Labyrinth 551 

a)  Schwingungen  der  hahyrinthflüssigkeit  . . ■ . • ■ • • • 553 

h|  Übertragung  der  lOüssigkeitsschwingungen  aut  die  llasilar- 

membran  in  der  Schnecke 558 

c)  I>ie  Kesonanztheorie  des  Hörens 560 


Digitized  by  Google 


Inhaltsverzeichnis. 


XIX 


Seite 


d)  Erklärung  der  Schwebungen  durch  die  Holmholtzsche  Reso- 

nanzthcorie  , . , ± , , . , , , , , s s . s . s s |67 

e)  Über  die  Dämpfung  der  Resonatoren  im  Ohr 570 

IV.  Stimm-  und  Sprecinrerkzeuge  . 574 

1.  über  membranöse  Zungenpfeifen 574 

2.  Cher  den  Hau  des  Kehlkopfes  ■ . . . . ■ ■ ■ . . . 577 

3.  Die  akustischen  Funktionen  der  Gelenke  und  Muskeln 

des  Kehlkopfes  583 

4.  Über  die  Schwingung  der  Stimmlippen 691 

5.  Erzeugung  der  Vokale  und  Konsonanten 5ttü 


Optik  600 


I.  Brechung  bzw.  Reflezion  eines  homozentrischen  StrahlenbUndels 
aa  einer  KturelflUche 601 

1,  Über  die  Erhaltung  der  Homozen  trizität  der  Strahlen- 

hündel flOl 

2.  Abbildung  mittelst  Zentralstrahlen . . ■ • • • . ■ • 614 

a)  Ableitung  der  allgemein  gültigen  Beziehungen  und  Formeln  . 614 

TTTBeispiele  für  die  Anwendung  der  gewonnenen  Kormelp  . . , 63.s 

<■)  Zusammenhang  der  Formeln  für  die  Brechung  an  einer  Kugel- 


d)  Verwendung  der  Spiegelformeln  für  die  Bestimmung  der  Horn- 
hautkrümmung  am  lebenden  Menschen.  Ophthalmometer  ~ . 65(i 

II.  Zentrierte  optische  Systeme  brechender  Kugelfliichen  ....  »365 

1.  Allgemein  gültige  Beziehungen  upd  Formeln  ....  665 

2.  Teleskopisehe  Systeme  . 685 

a)  Die  hrechende  Ebene 685 


c)  Zusammensetzung  nichtteleskopischer  Systeme  zu  einem  tele- 

skopischen  System  . ■ , • • • . . . . 690 

3.  Zusammensetzung  zentrierter  brechender  Systeme  . . tiBT 

III.  Beispiele  für  die  Bestimmung  and  Verwendung  der  Kardinal- 

pnnkte  zentrierter  optischer  Systeme 701 

1.  Der  optische  Apparat  des  menschlichen  Auges  . . . 701 

2.  Berechnung  von  Linsen  un  d Brillen  713 

3.  Die  Lupen  und  das  Mikroskop 724 

a|  MaO  der  Vergrößerung  und  des  Vergrößerung-; Vermögens  , , 725 

b)  Einfache  Lupen  • • • • . ■ . . • . . . ■ . ■ . . 73Ö 

c)  Zusammengesetzte  Lupen  und  Okulare 744 

d)  Das  zusammengesetzte  Mikroskop  • ■ . . ■ • 759 

IV.  über  die  einer  scharfen,  farbenreinen  und  lichtstarken  Abbildung 
gesetzten  Grenzen  und  die  Mittel  zu  Ihrer  Erweiterung  ■ , . 781 

1.  Über  die  sphärische  Aberration  . ■ , , . .....  784 

2.  Abbildung  kleiner  Objekte  durch  weit  geöffnete  Strah- 

lenbündel.  Abbcsche  Sinusbedingung  814 

3.  Über  Astigmatismus  . ■ . . . . 7 • • 840 

4.  Abbildung  ausgedehnter  Objekte.  Airvsehe  Tangenten- 

hedingung  858 

5.  Über  die  chromatische  Aberration S(i2 

a)  Chromatische  Aberration  an  Kugelflächen,  am  menschlichen 

Auge  und  an  unendlich  dünon  Linsen  ■ • • • • • • • ■ M3 

b)  Achromasic  hei  einer  einzelnen  Linse  von  endlicher  Dicke  881 

c)  Achromatische  Linsenpaare  ■ ■ ■ • • . ■ . . ■ ■ . ■ 807 

d)  Sphärische  Differenz  der  chromatischen  Aberration,  Achrö- 

mate.  Apochromate  und  Kompensationsokulare V>04 


Digitized  by  Google 


XX 


Inhaltsverzeichnis. 


6.  Über  die  Begrenzung  der  abbildenden  Strahlenbündol 

a)  Aperturblende.  Eintrittspupille  und  Austrittspupille  . . . . 

b)  Gesichtsfeldblende.  Eintrittsluke  und  Austrittsluke  . . . . 

c)  Eintritts-  und  Austrittspupille  sowie  Eintritts-  und  Austritts- 
luke des  menschlichen  Auges 

7.  Über  die  Beleuchtungsstärke  und  die  Helligkeit  opti- 

scher Bilder  sowie  ihre  Abhängigkeit  von  der  nume- 
rischen  Apertur 

V.  l'ber  die  Ab  besehe  Theorie  der  Abbildung  nicht  selbstleueh- 
tender  Objekte 

1.  Unterschied  zwischen  selbstleuchtenden  und  beleuch- 
teten Objekten.  Kohärentes  und  inkohärentes  Licht  . 

2.  Abbildung  selbstleuchtender  Objekte 

3.  Abbildung  beleuchteter  bzw.  durchleuchteter  Objekte 

a)  Abbildung  einer  kreisförmigen  Öffnung 

b)  Abbildung  eines  Parallelgitters.  Verallgemeinerung  der  ge- 
fundenen Resultate 

c)  Experimentelle  Prüfung  der  Abbeschen  Theorie  mit  Hilfe  des 

Diffraktionsapparates 

4.  über  *die  Grenzen  für  die  Auflösbarkeit  der  Struktur 

eines  mikroskopischen  Objektes  

VI.  Dunkelfeldbelenchtung  und  Ultramikroskopie 

1.  Über  das  Wesen  der  Dunkelfeldbeleuchtung 

2.  Die  verschiedenen  Methoden  zur  Verwirklichung  der 

Dunkelfcldbeleuchtung 

a)  Seitliche  Beleuchtung 

bl  Zentrale  Blende  im  Diaphragmenträger  des  Beleuchtungsapparates 
cj  Paraboloidkondensor 

d)  Kardioidkondcnsor 

e)  Zentrale  Blende  im  Mikroskop 

3.  Ultramikroskopie 

VII.  Über  die  Anwendung  der  Polarlsatlonserschelnungen  in  der 

Medizin 

1.  Allgemeines  über  Polarisation  des  Lichtes 

a)  Linear  polarisiertes  Licht. 

b)  Elliptisch  und  zirkular  polarisiertes  Licht 

c)  Elastizitätsaxen  und  optische  Axen 

d)  Mittel  zur  Erzeugung  linear  polarisierten  Lichtes 

el  Drehung  der  Polarisationsebene 

2.  Das  Polarisationsmikroskop 

a)  Allgemeines  über  die  Einrichtung  des  Polarisationsmikroskops 

und  die  in  demselben  zu  beobachtenden  Erscheinungen  . . . 

b)  Beobachtungen  an  Kristallkeilen  und  an  durch  Druck  oder  Zug 

deformierten  Gelatinekörpem.  Optische  Indikatrix  . . . . 

c)  Polarisationserscheinungen  im  wcitlen  Licht.  Gipskeil  und  Gips- 
plättchen   

d)  Additions-  und  Subtraktionsfarben 

e|  Über  die  Untersuchungen  mit  Hilfe  des  Polarisationsmikroskops 

3.  Polarimetrie  ....  

a)  Biot-Mitscherlichsches  Polarimeter 

b)  Über  die  Verwendung  weißen  Lichtes  in  der  Polarimetrie. 

Sol  ei  Ische  Doppelquarzplatte 

c)  Saccharimeter  von  Soleil.  Keilkompensation 

d|  Polaristrobometer  von  Wild.  Savartsche  Doppclplatte  . . 

e)  Halbschattenapparate 


Seite 

906 

907 
924 

930 


937 

955 

955 

957 

958 

959 

961 

981 

984 

988 

988 

990 

990 

991 
95)3 
995 

1006 

1007 

1015 

1015 

1015 

1026 

1036 

1044 

1049 

1054 

1054 

1063 

1067 

1073 

1078 

1088 

1089 

1096 

1109 

1113 

1114 


Digitized  by  Google 


Kinematik 

in  Anwendung  auf  die  Verhältnisse  am  mensch- 
lichen Körper. 

Einleitung:  Allgemeine  Betrachtungen  Aber  die 
Bewegungen  fester  Körper. 

Um,  der  Aufgabe  der  Kinematik  entsprechend,  eine  beliebige 
Bewegung  eines  festen  Körpers  auf  die  einfachste  Weise  zu  be- 
schreiben und  dadurch  der  Anschauung  näher  zu  bringen,  empfiehlt 
es  sich  in  vielen  Fällen,  irgendeinen  Punkt  desselben  besonders 
ins  Auge  zu  fassen  und  zunächst  die  Bahn  festzustellen,  welche 
dieser  Punkt  während  der  Bewegung  des  Körpers  im  Raume 
zurücklegt.  Es  ist  dabei  nicht  einmal  nötig,  daß  der  heraus- 
gegriffene Punkt  dem  Körper  selbst  angehört,  sondern  es  genügt, 
daß  er  zu  demselben  eine  unveränderliche  Lage  besitzt,  wie  etwa 
der  Mittelpunkt  einer  Hohlkugel  oder  der  Schwerpunkt  eines  stark 
gekrümmten  Stabes.  Man  kann  sich  dann  immer  vorstellen,  daß 
der  ganze  Körper  mit  allen  seinen  Punkten  die  gleiche  Bewegung 
wie  der  herausgegriffene  Punkt  ausführt  und  sich  außerdem  gleich- 
zeitig um  diesen  Punkt  herumdreht. 

Eine  Bewegung,  bei  welcher  alle  Punkte  eines  Körpers  die 
gleiche  Bewegung  ausführen,  also  sowohl  kongruente  Bahnen  be- 
schreiben als  auch  in  jedem  Moment  nach  Größe  und  Richtung 
gleiche  Geschwindigkeit  auf  weisen,  bezeichnet  man  als  „Trans- 
lationsbewegung“ oder  kurz  Translation  des  Körpers.  Aus  der 
Definition  folgt,  daß  bei  der  Translation  nicht  nur  jede  Ebene, 
sondern  auch  jede  Gerade  des  Körpers  ihrer  ursprünglichen  Lage 
parallel  bleibt,  so  daß  also  der  Körper  dabei  dauernd  seine  Orien- 
tierung im  Raume  beibehält.  Reine  Translationsbewegungen  führen 
z.  B.  innerhalb  bestimmter  Grenzen  aus:  die  Magnetnadel  eines  mit 

Fischer,  Medizin.  Physik.  1 
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Cardanischer  Aufhängung  versehenen  Schiffskompasses,  der  Kolben 
und  verschiedene  andere  Teile  einer  feststehenden  Dampfmaschine, 
annähernd  ein  in  der  Luft  schwebender  Papierdrachen  bei  kon- 
stanter Windrichtung  u.  a. 

Zum  Unterschied  von  der  Translation  nennt  man  jede  Be- 
wegung eines  Körpers,  bei  welcher  ein  Punkt  desselben  oder 
wenigstens  ein  mit  demselben  fest  verbunden  zu  denkender  Punkt 
in  Ruhe  bleibt,  Drehung  oder  Rotation  des  Körpers  um 
diesen  Punkt  So  kann  z.  B.  das  menschliche  Auge  bei  ruhen- 
dem Kopf,  ebenso  wie  der  Oberschenkel  bei  ruhendem  Becken, 
nur  reine  Rotationen  um  einen  Punkt  ausführen. 

Unter  Verwendung  der  eingeführten  Bezeichnungen  kann  man 
also  sagen,  daß  die  allgemeinste  Bewegung  eines  Köq>ers  im 
Raume  sich  zerlegen  läßt  in  eine  Translation  nach  Maßgabe  der 
, Bewegung  irgendeines  ihm  angehörenden  oder  fest  zu  ihm  liegen- 
den Punktes,  verbunden  mit  Rotation  um  diesen  Punkt. 

Eine  jede  dieser  beiden  Bewegungskomponenten  läßt  sich  da- 
durch isolieren,  daß  man  dem  Körper  eine  der  anderen  Kompo- 
nente gerade  entgegengesetzte  Bewegung  hinzufügt 

Denkt  man  z.  B.  dem  Körper  außer  seiner  Bewegung  noch 
eine  Translation  aufgezwungen,  durch  welche  in  jedem  Moment 
die  sämtlichen  Körperpunkte  zwar  die  gleiche  Geschwindigkeit, 
aber  genau  die  entgegengesetzte  Bewegungsrichtung  erlangen 
würden  wie  bei  der  ursprünglichen  Translationskomponente,  so 
würde  hierdurch  der  bei  der  Zerlegung  in  Translation  und  Rotation 
bevorzugte  Punkt  zur  Ruhe  gebracht  werden;  es  bliebe  dem  Körper 
dann  nur  noch  eine  Rotation  um  diesen  Punkt  übrig.  Die  zur 
(Jardanischen  Aufhängung  nötigen  Ringe  bei  einem  Schiffskompaß 
führen  z.  B.  während  der  Bewegung  des  Schiffes  im  allgemeinen 
eine  komplizierte  Bewegung  im  Raume  aus.  Um  sich  dieselbe 
zu  veranschaulichen,  empfiehlt  es  sich,  sie  in  eine  Translation 
nach  Maßgabe  der  Bewegung  des  Drehpunktes  der  Magnetnadel 
und  eine  Rotation  um  diesen  Punkt  zu  zerlegen.  Denkt  man  zu 
der  Bewegung  eine  Translation  hiijpugefügt,  welche  der  Trans- 
lation der  Magnetnadel  genau  entgegengesetzt  gleich  ist,  so  wird 
dadurch  die  Bewegung  der  Magnetnadel  aufgehoben,  so  daß  nur 
noch  die  Rotationen  der  Aufhängungsringe  um  den  Mittelpunkt  der 
Nadel  übrigbleiben.  Es  ist  dabei  natürlich  gar  nicht  nötig,  daß 
sich  die  neue  Translationsbewegung  wirklich  ausführen  läßt;  sie 
soll  ja  nur  dazu  dienen,  sich  in  der  Vorstellung  die  Bewegung  zu 
vereinfachen.  Will  man  weiterhin  z.  B.  die  ziemlich  verwickelte 
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Bewegung  sich  veranschaulichen,  welche  der  menschliche  Ober- 
schenkel beim  Gehen,  Laufen  oder  irgendeiner  anderen  Lokomo- 
tionsbewegung ausführt,  so  braucht  man  sie  nur  in  eine  Trans- 
lation nach  Maßgabe  der  Bewegung  des  Hüftgelenkmittelpunktes 
und  eine  gleichzeitig  stattfindende  Rotation  um  den  Hüftgelenk- 
mittelpunkt zu  zerlegen.  Denkt  man  dann  dem  menschlichen 
Körper  eine  Translationsbewegung  erteilt,  welche  der  Bewegung 
des  Hüftgelenkmittelpunktes  genau  entgegengesetzt  gleich  ist,  so 
hat  man  damit  in  der  Vorstellung  die  Bewegung  des  Hüftgelenk- 
mittelpunktes aufgehoben  und  die  Drehung  des  Oberschenkels  um 
diesen  Punkt  isoliert  zur  Darstellung  gebracht 

In  ganz  entsprechender  Weise  läßt  sich  die  Translationskom- 
ponente eines  Körpers  isolieren,  indem  man  demselben  eine  Rota- 
tion um  den  für  die  Translation  maßgebenden  Körperpunkt  erteilt 
denkt,  welche  der  tatsächlich  vorhandenen  Rotationskomponente 
in  jedem  Moment  gerade  entgegengesetzt  gleich  ist.  So  braucht 
man  nur  in  dem  letzten  Beispiel  die  Drehung  des  Oberschenkels 
um  den  Hüftgelenkmittelpunkt  durch  eine  genau  entgegengesetzte 
Drehung  rückgängig  gemacht  zu  denken,  um  eine  reine  Trans- 
lationsbewegung übrig  zu  behalten. 

Noch  anschaulicher  sind  vielleicht  folgende  Beispiele. 

Eine  an  ihrem  Ring  vertikal  aufgehängte  Taschenuhr  werde 
so  in  irgendeiner  Weise  im  Raume  herumgetragen,  daß  die  Ebene 
des  Zifferblattes  stets  einer  bestimmten  Vertikalebene  des  Raumes 
parallel  bleibt.  Wäre  die  lihr  nicht  aufgezogen,  so  würde  sie 
mit  allen  ihren  Teilen  dabei  einer  reinen  Translationsbewegung 
unterliegen.  Wenn  sie  dagegen  in  Gang  ist,  so  führen  sowohl 
die  beiden  Zeiger  als  auch  alle  innerhalb  der  Uhr  sich  drehenden 
Räder  im  Raume  verhältnismäßig  komplizierte  Bewegungen  aus. 
Eine  jede  derselben  zeigt  sich  aber  hier  von  vornherein  als  zu- 
sammengesetzt aus  einer  allen  gemeinsamen  Translation  und  einer 
Drehung  um  einen  bestimmten  Punkt  bzw.  eine  bestimmte  auf 
der  Ebene  des  Zifferblattes  senkrecht  stehende  Axe.  Denkt  man 
u.  a.  dem  großen  Zeiger  eine  Drehung  erteilt,  welche  seiner  wirk- 
lichen Drehung  genau  entgegengesetzt  gleich  ist,  so  wird  dadurch 
seine  Bewegung  gegen  das  Zifferblatt  aufgehoben,  und  es  bleibt 
für  ihn  nur  noch  die  gemeinsame  Translation  übrig. 

Oder  ein  anderes  Beispiel.  Einen  ganz  speziellen  und  wohl 
den  einfachsten  Fall  einer  Translationsbewegung  hat  man,  wenn 
alle  Punkte  des  Körpers  sich  auf  parallelen  Graden  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  fortbewegen.  Sieht  man  von  kleinen  vertikalen 
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und  seitlichen  Schwankungen  ab,  so  findet  sich  dieser  Fall  z.  B. 
bei  dem  Körper  eines  auf  geradlinigen  Schienen  dahinrollenden 
Eisenbahnwagens  verwirklicht.  Die  Räder  desselben  führen  dagegen 
eine  Bewegung  aus,  die  sich  unmittelbar  als  Kombination  der  ge- 
meinsamen Translationsbewegung  mit  der  Drehung  um  ihre  Axen 
erweist.  Wie  man  die  Umdrehung  der  Räder  dadurch  leicht  iso- 
lieren kann,  daß  man  dem  ganzen  Eisenbahnwagen  etwa  durch 
Rückwärtsbewegen  der  Schienen  eine  seiner  wirklichen  Bewegung 
entgegengesetzt  gleiche  Translation  erteilt  denkt,  so  könnte  man 
auch  die  Translationsbewegung  der  Räder  isolieren,  indem  man 
bei  jedem  Rade  eine  seiner  wirklichen  Umdrehung  entgegengesetzt 
gleiche  Drehung  um  seine  Axe  hinzugefügt  und  dadurch  die  Drehung 
des  Rades  aufgehoben  denkt  Es  ist  wohl  eigentlich  unnötig,  an 
dieser  Stelle  darauf  aufmerksam  zu  machen,  daß  der  Körper  eines 
eine  Kurve  durchfahrenden  Eisenbahnwagens  keiue  reine  Trans- 
lationsbewegung mehr  ausführt.  Sind  die  beiden  Schienen  genau 
kreisförmig  gekrümmt,  so  daß  sie  einen  gemeinsamen  Mittelpunkt 
besitzen  (sofern  man  von  der  notwendigen  Erhöhung  der  äußeren 
Schienen  absieht),  so  läßt  sich  vielmehr  die  Bewegung  des  Eisen- 
bahnwagens mit  Ausnahme  der  Räder  als  reine  Drehung  um  einen 
Punkt,  nämlich  um  den  gemeinsamen  Krümmungsmittelpunkt 
beider  Schienen  bzw.  um  die  durch  diesen  Punkt  hindurchgehende 
Vertikale  auffassen.  Wenn  auch  dieser  Punkt  dem  Wagen  nicht 
direkt  angehört,  so  hat  er  doch  während  der  Bewegung  auf  der 
Kurve  eine  unveränderliche  Lage  zu  demselben. 

Bei  der  Zerlegung  der  Bewegung  eines  Körpers  in  Translation 
und  Rotation  ist  es  vom  rein  kinematischen  Standpunkte  aus  an 
und  für  sich  beliebig,  welchen  Punkt  des  Körpers  man  zum  Zwecke 
der  Absonderung  der  Translationsbewogung  herausgreifen  will. 
Wie  aber  schon  aus  den  angeführten  Beispielen  zu  ersehen  ist, 
wird  in  vielen  Fällen  die  Wahl  eines  ganz  bestimmten  Punktes 
des  Körpers  der  Zerlegung  der  Bewegung  besondere  Anschau- 
lichkeit verleihen.  Stellt  man  sich  dagegen  auf  den  kinetischen 
Standpunkt,  indem  man  die  Bewegung  nicht  nur  in  möglichst  ein- 
facher Weise  beschreiben,  sondern  auch  dem  Zustandekommen 
derselben  unter  dem  Einfluß  der  am  Körper  angreifenden  Kräfte 
Rechnung  tragen  will,  so  kann  nicht  immer  der  Gesichtspunkt  der 
Anschaulichkeit  allein  für  die  Wahl  des  Punktes  ausschlaggebend 
sein,  von  dessen  Bewegung  die  Translationskomponente  abhängig 
gemacht  wird. 

So  empfiehlt  es  sieh  bei  einem  vollständig  frei  im  Raume 
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beweglichen  Körper  aus  später  ausführlich  darzulegenden  Gründen, 
den  sogenannten  Massenmittelpunkt  oder  Schwerpunkt  desselben 
zu  bevorzugen,  und  demnach  die  Bewegung  auch  dann  in  eine 
Translation  nach  Maßgabe  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  und 
in  eine  Rotation  um  den  Schwerpunkt  des  Körpers  zu  zerlegen, 
wenn  die  Lage  des  Körperschwerpunktes  nicht  ohne  weiteres  zu 
erkennen  ist. 

ln  vielen  Fällen  beschränkter  Beweglichkeit  werden  dagegen 
die  kinetischen  Gesichtspunkte  mit  den  Forderungen  der  Anschau- 
lichkeit nicht  in  Widerspruch  stehen.  Wenn  z.  B.  ein  Körper  mit 
einem  andern  durch  ein  Gelenk  verbunden  ist,  so  wird  man  nicht 
nur  in  kinematischer  sondern  auch  in  kinetischer  Beziehung  eine 
Vereinfachung  der  Untersuchung  dadurch  herbeiführen,  daß  man 
seine  Bewegung  in  eine  Translation  nach  Maßgabe  der  Bewegung 
des  Gelenkmittelpunktes,  bzw.  eines  Punktes  einer  Gelenkaxe,  und 
in  eine  Rotation  um  diesen  Punkt  zerlegt,  so  wie  es  in  dem 
früheren  Beispiele  für  die  Bewegung  des  menschlichen  Ober- 
schenkels angedeutet  wurde.  Allerdings  hat  man  speziell  beim 
Oberschenkel  dann  immer  noch  die  Wahl  zwischen  dem  Mittel- 
punkte des  Hüftgelenks  und  dem  (wenigstens  annähernd  existie- 
renden) Mittelpunkte  des  Kniegelenks.  Es  kommt  dann  ganz  auf 
den  Zweck  der  jeweiligen  Untersuchung  und  auf  die  besonderen 
Umstände  an,  unter  denen  die  Bewegung  des  Körperteils  vor  sich 
geht,  ob  man  dem  einen  oder  dem  anderen  der  beiden  Punkte 
den  Vorzug  zu  geben  hat.  Schließlich  ist  es  in  diesem  und  ähn- 
lichen Fällen  bedingter  Beweglichkeit  nicht  ausgeschlossen,  daß 
man  auch  hier  den  Schwerpunkt  zur  Bestimmung  der  Translations- 
komponente verwendet;  dies  empfiehlt  sich  insbesondere  dann, 
wenn  man  die  Druck-  und  Zugwirkungen,  welche  die  übrigen 
Körperteile  während  der  Bewegung  auf  den  Oberschenkel  ausüben, 
durch  bestimmte,  in  den  Gelenkmittelpunkten  angreifend  zu  den- 
kende Kräfte  ersetzt  und  dadurch  die  Bewegung  des  Oberschenkels 
auf  die  eines  vollkommen  frei  beweglichen  Körpers  zurückzuführen 
sucht.  Hiervon  wird  in  der  Kinetik  noch  ausführlich  die  Rede  sein. 

In  der  Regel  wird  man  aber  an  Gelenksystemen,  wie  sie  der 
menschliche  oder  irgendein  tierischer  Körper  darstellen,  die  Ge- 
lenkmittelpunkte, wenn  solche  vorhanden  sind,  oder  sonst  irgend- 
welche Punkte  einer  Gelenkaxe  für  die  Absonderung  der  Trans- 
lationsbewegung von  der  Drehung  bevorzugen.  Welchen  kinetischen 
Vorteil  man  neben  der  größeren  Anschaulichkeit  der  rein  kine- 
matischen Beziehungen  dadurch  gewinnt,  zeigt  sich  vor  allen 
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Dingen,  wenn  inan  den  Einfluß  feststellen  will,  den  die  Bewegung 
irgendeines  Körperteils  auf  den  Bewegungszustand  anderer  Ab- 
schnitte des  Körpers  infolge  des  zwischen  ihnen  bestehenden  Ge- 
lenkzusammenhanges  ausübt.  Einige  Beispiele  mögen  dies  er- 
läutern. 

Die  Bewegung,  welche  dem  menschlichen  Rumpf  durch  irgend- 
welche auf  ihn  einwirkenden  Kräfte  erteilt  wird,  erfährt  eine 
wesentliche  Beeinträchtigung  dadurch,  daß  er  dabei  die  Extremi- 
täten und  den  Kopf  mitnehmen  muß.  Es  übt  nicht  bloß  die  in 
Bewegung  zu  setzende  Masse  der  am  Rumpfe  hängenden  Körper- 
teile, sondern  auch  die  in  der  Regel  vorhandene  Eigenbewegung 
der  letzteren  einen  bestimmenden  Einfluß  auf  die  Rumpfbewegung 
aus.  Sieht  man  zunächst  einmal  von  der  Gliederung  der  ein- 
zelnen Extremitäten  ab  und  faßt  sie,  wie  auch  den  Kopf,  als 
starren  Körper  auf,  so  wird  man  die  Bewegung  eines  jeden  dieser 
am  Rumpfe  hängenden  Körperteile  in  eine  Translation  nach  Maß- 
gabe der  Bewegung  des  denselben  mit  dem  Rumpfe  verbindenden 
Gelenkmittelpunktes  und  eine  Rotation  um  diesen  Punkt  zerlegen. 
Damit  sondert  man  aber  gerade  den  Einfluß,  welchen  die  Größe 
der  Masse  des  Körperteils  ausübt,  von  der  Einwirkung  der  Drehung 
desselben  um  den  Mittelpunkt  des  Verbindungsgelenkes  ab.  Denn, 
wie  sich  später  herausstellen  wird,  wirkt  die  Translationskompo- 
nente in  derselben  Weise  auf  den  Rumpf  ein,  als  ob  die  ganze 
Masse  des  anhängenden  Körperteils  im  Mittelpunkte  des  Verbin- 
dungsgelenkes konzentriert  wäre.  Man  kann  also  dadurch,  daß 
man  im  Mittelpunkte  jedes  Hüftgelenks  die  Masse  des  anhängen- 
den Beinos,  im  Mittelpunkte  jedes  Schultergelenks  die  Masse  des 
anhängenden  Armes,  und  etwa  im  Mittelpunkte  des  Atlanto- 
okzipitalgelenks  die  Masse  des  Kopfes  konzentriert  und  mit  dem 
Rumpfe  fest  verbunden  denkt,  dem  Einfluß  Rechnung  tragen, 
welchen  die  nach  den  Mittelpunkten  der  Verbindungsgelenke  be- 
messenen Translationsbewegungen  der  fünf  Körperteile  auf  die 
Bewegung  des  Rumpfes  ausüben;  es  bleibt  dann  nur  noch  die 
Einwirkung  der  Drehungen  dieser  Körperteile  um  die  Mittelpunkte 
der  Verbindungsgelenke  zu  berücksichtigen. 

In  ganz  entsprechender  Weise  läßt  sich  beim  Oberschenkel 
durch  Konzentrierung  der  Masse  des  anhängenden  Unterschenkels 
und  Fußes  im  Kniegelenkmittelpunkt,  und  der  Masse  des  ganzen 
menschlichen  Körpers  mit  Ausnahme  des  einen  Beins  im  Hüft- 
gelenkmittelpunkt die  Itückwii  kung  der  nach  diesen  Gelenkmittel- 
punkten sich  richtenden  Translationsbewegungen  der  beiden  mit 


Digitized  by  Google 


Allgemeine  Betrachtungen  über  die  Bewegungen  fester  Körper.  7 

dem  Oberschenkel  verbundenen  Körperabschnitte  auf  die  Bewegung 
des  Oberschenkels  in  anschaulicher  Weise  zur  Darstellung  bringen. 
Dabei  ist  aber  zunächst  wieder  vorausgesetzt,  daß  sich  die  beiden 
anhängenden  Abschnitte  wie  starre  Körper  verhalten. 

Bisher  war  angenommen  worden,  daß  der  Punkt,  nach  dessen 
Bewegung  die  Translationskomponente  eineä  Körpers  sich  richten 
soll,  diesem  Körper  selbst  angehört,  oder  doch  wenigstens  eine 
feste  Lage  zu  demselben  besitzt  Es  kann  sich  nun  aber  unter 
Umständen  auch  empfehlen,  die  Translationskomponenten  der  Be- 
wegung eines  Körpers  nach  einem  Punkte  zu  bemessen,  der  wäh- 
rend der  Bewegung  seine  Lage  zu  dem  betreffenden  Körper  fort- 
während ändert. 

Wenn  z.  B.  ein  lebender  oder  auch  irgendein  lebloser  Körper 
innerhalb  eines  in  gerader  Linie  dahinfahrenden  Eisenbahnwagens 
bewegt  wird,  so  setzt  sich  seine  auf  den  ruhenden  Raum  bezogene 
Bewegung  aus  der  Bewegung  innerhalb  dos  Wagens  und  der  Be- 
wegung des  Wagens  selbst  zusammen.  Da  die  letztere  im  vor- 
liegenden Falle  eine  reine  Translationsbewegung  darstellt,  so  wird 
man  bei  der  Zerlegung  der  Bewegung  des  im  Wagen  befindlichen 
Körpers  von  selbst  darauf  geführt,  zunächst  eine  Translation  nach 
Maßgabe  irgendeines  Punktes  des  Wagens  abzusondern.  Es  bleibt 
dann  noch  die  Bewegung  innerhalb  des  Wagens  übrig,  die  sich 
im  allgemeinen  nicht  als  reine  Rotation  des  Körpers  um  den  her- 
ausgegriffenen Punkt  darstellt  und  daher  zw'eckmäßigerweise 
nochmals  in  eine  Translation  nach  Maßgabe  eines  nunmehr  dem 
bew'egten  Körper  selbst  angehörenden  Punktes  und  eine  Rotation 
um  den  letzteren  zerlegt  wird.  Man  könnte  natürlich  in  diesem 
Falle  auch  die  beiden  Translationskomponenten  zu  einer  einzigen 
Translation  vereinigen,  so  daß  man  auf  die  übliche  Zerlegung  in 
nur  eine  Translations-  und  eine  Rotationskomponente  zurück- 
käme; es  ist  aber  hier  anschaulicher  und  auch  in  kinetischer  Be- 
ziehung zweckmäßiger,  die  drei  Bewegungskomponenten  gesondert 
in  Betracht  zu  ziehen.  Wenn  der  Wagen  nicht  auf  gerader  Bahn, 
sondern  in  irgendeiner  Kurve  fährt  und  demnach  keine  reine 
Translationsbewegung  mehr  ausführt,  so  kann  man  zunächst  auch 
wieder  von  der  Bewegung  eines  im  Innern  des  Wagens  befind- 
lichen Körpers  eine  Translation  nach  Maßgabe  irgend  eines 
Punktes  des  Wagens  absondem.  Die  dann  noch  übrig  bleibende 
Bewegung  um  diesen  Punkt  ist  aber  dabei  noch  nicht  mit  der 
Bewegung  des  Körpers  in  bezug  auf  den  Wagen  identisch,  denn 
sie  enthält  ja  noch  die  Rotationskomponente  um  den  herausge- 
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griffenen  Punkt,  welche  dem  ganzen  Wagen  mit  allen  in  ihm  be- 
findlichen Körpern  außer  der  angegebenen  Translation  zukommt. 
Erst  wenn  man  auch  noch  diese  Rotation  absondert,  erhält  man 
die  Bewegung  des  Körpers  innerhalb  des  Wagens,  die  dann  wie 
früher  nochmals  in  Translation  und  Rotation  unter  Bevorzugung 
eines  dem  Körper  selbst  angehörenden  Punktes  zerlegt  werden 
kann. 

Die  Zerlegung  der  Bewegung  eines  Körpers  in  eine  Trans- 
lation nach  Maßgabe  eines  gegen  den  Körper  selbst  bewegten 
Punktes  und  in  eine  dann  nicht  mehr  als  reine  Rotation  sich 
darstellende  Bewegung  um  diesen  Punkt  erweist  sich  als  beson- 
ders zweckmäßig,  wenn  man  am  lebenden  Körper  den  Einfluß  be- 
urteilen will,  den  die  Bewegung  eines  Körperteils  auf  einen  an- 
deren Körperteil  ausübt,  mit  dem  er  nicht  direkt  durch  ein  Gelenk, 
sondern  erst  durch  Vermittlung  anderer  Körperteile  verbunden  ist. 
ln  dem  oben  angeführten  Beispiele  der  Einwirkuhg  der  Extremi- 
täten und  des  Kopfes  auf  die  Bewegung  des  Rumpfes  war  zu- 
nächst angenommen  worden,  daß  die  ganzen  Extremitäten  sich 
wie  starre  Körper  verhalten.  Berücksichtigt  man  nun  'aber  die 
Verhältnisse,  wie  sie  in  der  Regel  tatsächlich  sind,  indem  man 
der  Gliederung  der  Extremitäten  durch  die  großen  Zwischengelenke, 
und  also  der  Bewegung  in  diesen  Gelenken  Rechnung  trägt,  so 
muß  man  für  jeden  Teil  einer  Extremität  den  Einfluß  auf  den 
Bewegungszustand  des  Rumpfes  gesondert  feststellen. 

Für  den  Oberschenkel  oder  den  Oberarm  allein  erhält  man 
dabei  das  gleiche  Resultat  wie  für  die  ganzen  Extremitäten.  Die 
Bewegung  derselben  zerlegt  sich  in  eine  Translation  nach  Maß- 
gabe der  Bewegung  des  Hüftgelenk-  bzw.  Schultergelenkmittel- 
punktes und  eine  reine  Rotation  um  diesen  Gelenkmittelpunkt. 

Faßt  man  dagegen  z.  B.  die  Bewegung  des  Unterschenkels 
oder  des  Unterarms  ins  Auge,  so  kann  man  als  eine  Komponente 
derselben  ebenfalls  eine  Translation  nach  Maßgabe  der  Bewegung 
des  Hüftgelenk-  oder  Schultergelenkmittelpunktes  ansehen;  die 
andere  Komponente  besteht  dann  aber  im  allgemeinen  nicht  mehr 
in  einer  reinen  Rotation,  sondern  in  einer  mehr  oder  weniger  ver- 
wickelten Bewegung  um  diesen  Gelenkmittelpunkt  Die  letztere 
ließe  sich  erforderlichen  Falles  dann  noch  weiter  in  eine  Trans- 
lation und  eine  reine  Rotation  zerlegen,  wobei  man  die  Trans- 
lation nach  der  zum  Hüftgelenk-  bzw.  Schultergelenkmittelpunkt 
relativen  Bewegung  des  Knie-  bzw.  Ellbogengelenkmitteipunktes 
zu  bemessen  hätte. 
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Ganz  ähnlich  gestalten  sich  die  Verhältnisse  beim  Fuß  oder 
der  Hand.  Auch  bei  diesen  Körperteilen  wird  man  in  Rücksicht 
auf  den  Einfluß,  den  jeder  derselben  auf  den  Bewegungszustand 
des  Rumpfes  ausübt,  zunächst  eine  Translation  nach  Maßgabe  der 
Bewegung  des  Hüft-  bzw.  Schultergelenkmittelpunktes  absondern; 
dann  bleibt  noch  die  Bewegung  relativ  zu  diesem  Gelenkmittel- 
punkt übrig,  die  man  dadurch  isoliert  zur  Darstellung  bringen 
kann,  daß  man  dem  Fuß  bzw.  der  Hand  eine  Translation  erteilt, 
welche  der  genannten  Translationskomponente  entgegengesetzt 
gleich  ist.  Von  der  Bewegung  des  Fußes  um  den  Hüftgelenk- 
mittelpunkt  kann  man,  wenn  nötig,  dann  noch  zwei  Translations- 
komponenten absondern,  von  denen  die  eine  der  Bewegung  des 
Kniegelenkmittelpunktes  relativ  zum  Hüftgelenkmittelpunkt,  und 
die  andere  der  Bewegung  des  Fußgelenkmittelpunktes  relativ  zum 
Kniegelenkmittelpunkt  entspricht.  Dann  bleibt  schließlich  nur 
noch  die  reine  Rotation  des  Fußes  um  den  Fußgelenkmittelpunkt 
als  letzte  Komponente  der  Bewegung  des  Fußes  im  Raume  übrig. 
In  ganz  entsprechender  Weise  würde  sich  die  Bewegung  der 
Hand  um  den  Schultergelenkmittelpunkt  in  weitere  zwei  Trans- 
lationskomponenten und  eine  Rotationskomponente  zerlesen  lassen. 

Es  erweisen  sich  also  auch  in  diesen  Fällen  die  Translation 
und  Rotation  um  einen  Punkt  als  die  Grundelemente,  aus  denen 
sich  jede  beliebige  Bewegung  eines  Körpers  zusammensetzen  läßt. 
Die  verschiedenen  Translationen,  welche  es  bei  den  letzten  Bei- 
spielen zweckmäßig  war,  voneinander  zu  unterscheiden,  lassen 
sich  natürlich  in  jedem  Falle  wieder  zu  einer  einzigen  Trans- 
lationsbewegung kombinieren,  die  auch  wieder  ihre  bestimmte  an- 
schauliche Bedeutung  besitzt.  So  entspricht  die  aus  den  drei 
Translationskomponenten  des  Fußes  resultierende  Translation  der 
Bewegung  des  Fußgelenkmittelpunktes  im  Raume  usf. 

Wie  man  sieht,  kann  man  auch  in  dem  Falle,  daß  alle  Ex- 
tremitätengelenke frei  beweglich  sind,  von  den  Bewegungen  aller 
Extremitätenabschnitte  zunächst  eine  Translation  absondern,  die 
sich  nach  der  Bewegung  des  Mittelpunktes  desjenigen  dem  Rumpfe 
angehörenden  Gelenks  richtet,  durch  welches  der  betreffende 
Körperteil  entweder  unmittelbar  oder  durch  Vermittlung  anderer 
Körperteile  mit  dem  Rumpfe  in  Verbindung  steht.  Nach  den 
früheren  Andeutungen,  welche  wie  gesagt  erst  später  ihre  ein- 
gehende Begründung  erfahren  werden,  hat  man  daher  auch  im 
Falle  ungehinderter  Beweglichkeit  der  Extremitätengelenke  die 
ganze  Masse  jeder  Extremität  im  Mittelpunkte  ihres  Verbindungs- 
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gelenks  mit  dem  Rumpfe  konzentriert  zu  denken,  um  dem  Einfluß 
der  allen  Teilen  einer  Extremität  gemeinsamen  Translationskom- 
ponente auf  die  Bewegung  des  Rumpfes  Rechnung  zu  tragen. 

Durch  die  angenommene  Belastung  des  Rumpfes  mit  den 
Massen  der  vier  Extremitäten  in  den  beiden  Hüftgelenk-  und  den 
beiden  Schultergelenkmittelpunkten  und  der  Masse  des  ganzen 
Kopfes  im  Mittelpunkte  des  Atlantookzipitalgelenks  erhält  man 
ein  (natürlich  nur  fingiertes)  Massensystem,  dessen  Einführung  die 
Untersuchung  der  Bewegung  des  Rumpfes  unter  der  Einwirkung 
beliebiger  Kräfte  in  bemerkenswerter  Weise  vereinfacht,  wie  sich 
später  heraussteilen  wird.  Ich  habe  derartige  fingierte  Massen- 
systeme ain  lebenden  Körper  oder  auch  an  irgendeinem  anderen 
Gelenksystem  als  „reduzierte  Systeme“,  und  insbesondere  das  in 
der  beschriebenen  Weise  aus  dem  Rumpf  hervorgehende  als  „das 
reduzierte  Rumpfsystem“  bezeichnet 

Für  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  Oberschenkels, 
eines  Unterschenkels,  eines  Oberarms,  des  Kopfes  usf.  führt  man 
dementsprechend  das  reduzierte  Oberschenkelsystem,  das  reduzierte 
Unterschenkelsystem,  das  reduzierte  Oberarmsystem,  das  reduzierte 
Kopfsystern  usf.  ein,  um  der  Beeinflussung  Rechnung  zu  tragen, 
welche  die  Bewegung  aller  dieser  Körperteile  dadurch  erfährt,  daß 
die  letzteren  bei  ihrer  Bewegung  die  Massen  aller  anderen  Ab- 
schnitte des  ganzen  Körpers  mitzunehmen  haben.  Dabei  entsteht 
das  rechte  reduzierte  Oberschenkelsystem  dadurch,  daß  man  im 
Mittelpunkte  des  Kniegelenks  die  Massen  des  anhängenden  rechten 
Unterschenkels  und  Fußes,  und  im  Mittelpunkte  des  Hüftgelenks 
die  Masse  des  ganzen  Körpers  mit  Ausnahme  des  rechten  Beins 
konzentriert  und  dem  rechten  Oberschenkel  hinzugefügt  denkt. 
Oder  man  erhält  das  reduzierte  Kopfsystem,  indem  man  nur  im 
Mittelpunkte  des  Atlantookzipitalgelenks  die  Masse  des  ganzen 
menschlichen  Körpers  ohne  den  Kopf  konzentriert  und  dem  Kopfe 
hinzugefügt  annimmt  usw. 

Wenn  auch  die  Eigenschaften  der  reduzierten  Systeme  und 
ihre  vielfache  Bedeutung  für  die  Kinetik  des  lebenden  Körpers 
erst  später  ausführlich  auseinandergesetzt  werden  können,  so  mag 
an  dieser  Stelle  doch  schon  darauf  aufmerksam  gemacht  sein, 
daß ' infolge  der  Zusammensetzung  der  reduzierten  Systeme  ein 
jedes  die  Masse  des  ganzen  lebenden  Körpers  besitzt 

Da  Translation  und  Rotation  die  beiden  Elemente  dar- 
stellon,  aus  denen  sich  selbst  die  komplizierteste  Bewegung  eines 
Körpers  bzw.  eines  Abschnittes  des  lebenden  Körpers  oder  irgend- 
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eines  Gelenksystems  zusammensetzen  läßt,  so  soll  in  den  nächsten 
Abschnitten  zunächst  ausführlich  auf  jede  dieser  beiden  Be- 
wegungsarten eingegangen  werden. 

I.  Bewegung  eines  Körperpunktes  und  Translation 

des  Körpers. 

Eine  Translationsbewegung  eines  festen  Körpers  ist  bekannt, 
sobald  man  die  Bewegung  nur  eines  einzigen  Punktes  desselben 
oder  eines  unveränderlich  mit  ihm  verbundenen  Punktes  bestimmt 
hat.  Daher  ist  es  zunächst  nötig,  sich  Klarheit  über  die  Bewe- 
gung eines  Punktes  im  Raume  zu  verschaffen;  denn  jeder  Satz 
über  die  Bewegung  eines  einzelnen  Punktes  läßt  sich  ohne  wei- 
teres auf  die  Translalion  eines  Körpers  übertragen. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  kann  in  einer  geraden  Linie 
oder  in  einer  krummen  Linie,  d.  h.  also  in  einer  Kurve  vor  sich 
gehen.  Im  letzteren  Falle  kann  die  Kurve  entweder  einer  Ebene 
angehören  oder  eine  sogenannte  Raumkurve  sein,  die  sich  in  keine 
Ebene  hineinzwängen  läßt.  Ist  die  Bahn  des  Punktes  eine  Gerade 
oder  eine  ebene  Kurve,  so  stellt  die  Translation  einen  speziellen 
Fall  einer  ebenen  Bewegung  dar.  Denn  unter  einer  „ebenen  Be- 
wegung“ versteht  man  allgemein  eine  solche,  bei  welcher  alle 
Punkte  des  Körpers  sich  in  Ebenen  bewregen,  die  sämtlich  einer 
bestimmten  Ebene  des  Raumes  und  daher  auch  untereinander  par- 
allel sind.  Ist  dagegen  die  Bahn  des  Punktes  eine  Raumkurve, 
so  stellt  die  zugehörige  Translation  des  Körpers  eine  „räumliche 
Bewegung“  dar. 

1.  Geschwindigkeit  (Einführung  des  Differentialquotienten). 

Wenn  ein  Punkt  sich  in  gerader  Linie  bewegt,  so  kann  seine 
Bewegung  entweder  gleichförmig  oder  ungleichförmig  sein.  Gleich- 
förmig ist  sie,  wenn  der  Punkt  in  gleichen  Zeiten  immer  gleiche 
Wege  auf  der  Geraden  zurücklegt  Er  besitzt  dann  während  der 
ganzen  Bewegung  dieselbe  Geschwindigkeit,  wobei  man  als  Maß 
für  die  konstante  Geschwindigkeit  den  Weg  nimmt,  welcher  in 
einer  Sekunde  zurückgelegt  wird.  Faßt  man  als  Längeneinheit 
das  Zentimeter  auf,  so  wird  man  als  Einheit  der  Geschwindigkeit 
diejenige  zu  verstehen  haben,  bei  welcher  in  jeder  Sekunde  der 
Weg  von  1 cm  zurückgelegt  wird.  Es  ist  nicht  nötig,  daß  man 
zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  einer  gleichförmigen  Be- 
wegung direkt  den  Weg  mißt,  welcher  in  einer  Sekunde  be- 
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schrieben  wird;  es  genügt,  festzustellen,  welchen  Weg  der  Punkt 
in  einer  beliebigen,  aber  gemessenen  Zeit  zurücklegt. 

Ist  t die  Anzahl  der  Sekunden,  welche  zum  Durchlaufen  eines 
Weges  von  w Zentimeter  gebraucht  wird,  so  kann  man  durch 
Division  der  beiden  Maßzahlen  w und  r die  Anzahl  v der  Ge- 
schwindigkeitseinheiten erhalten,  so  daß  man  hat 

i?  = ->  woraus  auch  folgt 

,,  w 

w=v'T  und  t = - • 

v 

Da  die  Geschwindigkeit  sich  als  das  Verhältnis  einer  Länge 
zu  einer  Zeit  ergibt,  so  ist  sie  von  einer  bloßen  Länge  wohl  zu 
unterscheiden.  Im  Sinne  des  absoluten  Maßsystems,  in  welchem 
man  alle  physikalischen  Größen  auf  die  drei  Grundgrößen  Länge, 
Masse  und  Zeit  zurückführt,  hat  man  daher  für  die  Geschwindig- 

Cf) i 

keitszahl  die  Benennung  ^ oder  cot  sec-1  zu  verwenden,  um  durch 

dieselbe  die  Beziehung  der  Geschwindigkeit  zu  Länge  und  Zeit 
zum  Ausdruck  zu  bringen. 

Der  Ort,  welchen  der  Punkt  bei  seiner  Bewegung  auf  der 
Geraden  in  einem  bestimmten  Moment  einnimmt,  kann  durch  die 
Entfernung  x desselben  von  einem  bestimmten,  auf  der  geraden 
Linie  ein  für  allemal  festgelegten  Ausgangspunkte  .4  angegeben 
werden.  Damit  diese  Angabe  eindeutig  ausfällt,  muß  inan  eine 
der  beiden  von  .4  aus  möglichen  Richtungen  auf  der  Geraden  als 
positiv  ansehen  und  daher  der  entgegengesetzten  Richtung  das 
negative  Vorzeichen  beilegen.  Je  nachdem  nun  ein  Punkt  der 
Geraden  von  A in  der  einen  oder  anderen  Richtung  entfernt  liegt, 
hat  man  diese  Entfernung  s als  positive  oder  negative  Größe  auf- 
zufassen. 

Bei  einer  beliebigen  Bewegung  des  Punktes  auf  der  Geraden 
wird  die  Größe  s in  jedem  Zeitpunkt  einen  ganz  bestimmten  posi- 
tiven oder  negativen  Wert  annehmen.  Bestimmt  man  einen  Zeit- 
punkt durch  die  Anzahl  t von  Sekunden,  welche  von  einem 
wiederum  ein  für  allemal  festgelegten  Moment  aus  verflossen  sind, 
so  kann  man  auch  sagen,  daß  zu  jedem  Werte  von  t ein  be- 
stimmter Wert  von  s gehört.  Mit  der  Änderung  von  t wird  sich 
im  allgemeinen  auch  s ändern,  und  zwar  bei  wachsendem  t zu- 
nehmen oder  abnehmen,  je  nachdem  die  Bewegung  des  Punktes 
in  positiver  oder  negativer  Richtung  auf  der  Geraden  vor  sich 
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geht.  Wenn  eine  derartige  Beziehung  zwischen  zwei  Größen  be- 
steht, so  sagt  man  bekanntlich,  daß  die  eine  Größe  eine  Funktion 
der  anderen  ist.  So  stellt  sich  also  bei  jeder  Bewegung  auf  einer 
Geraden  s als  Funktion  von  t dar,  was  man  durch  das  Symbol 
s = f(t)  ausdrückt.  Gewöhnlich  bezeichnet  man  die  eine  Größe, 
hier  t.  als  die  unabhängige  und  die  andere,  hier  s,  als  die  ab- 
hängige  Veränderliche. 

Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  läßt  sich  die  Gleichung 
zwischen  g und  t leicht  in  exakter  mathematischer  Form  hin- 
schreiben. Bedeutet  s0  den  Wert,  welchen  s für  t — 0,  d.  h.  also 
in  dem  Moment  besitzt,  von  welchem  aus  die  Zeit  gemessen 
werden  soll,  so  wird  sich  in  jeder  Sekunde  s um  v vergrößern,  da 
ja  »•  ein  Maß  für  den  in  einer  Sekunde  zurückgelegten  Weg  dar- 
stellt. In  t Sekunden  wird  daher  g0  sich  um  v • t Zentimeter  ver- 
mehrt haben,  so  daß  man  hat 

s = s0  + ri. 

Dies  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  gleichförmigen  Be- 
wegung. Setzt  man  für  t zwei  bestimmte  Werte  f,  und  t«  ein, 
so  erhält  man  aus  derselben  die  zugehörigen  Werte  s,  und  der 
Entfernung  s.  Ist  f,  j>  so  stellt  U — die  zwischen  den  beiden 
Zeitpunkten  liegende  Zeit  i und  ss  — »■,  den  in  dieser  Zeit  durch- 
laufenen Weg  w dar.  Man  hat  daher  für  die  Geschwindigkeit  v 
in  diesem  Falle  die  Beziehung 


ein  Resultat,  zu  dem  man  auch  unmittelbar  durch  die  obige  Be- 
wegungsgleichung geführt  wird,  wenn  man  für  s und  t einmal  die 
zusammengehörenden  Werte  s,  und  tA  und  dann  die  Werte  und 
t*  einsetzt,  und  darauf  die  erste  von  der  zweiten  Gleichung  sub- 
trahiert. 

Es  ist  üblich,  für  die  Differenz  zweier  bestimmter  Werte  einer 
Größe,  wrie  sie  sowohl  im  Zähler  wie  im  Nenner  des  Ausdrucks 
für  r vorhanden  ist,  ein  bestimmtes  Symbol  zu  verwenden.  Man 
setzt  nämlich  einfach  vor  die  betreffende  Größe  das  Zeichen  J, 
welches  aber  natürlich  nicht  als  Faktor,  sondern  nur  als  Symbol, 
als  mathematisches  Operationszeichen,  aufzufassen  ist  Demnach 
hat  man  also  unter  Jt  die  Differenz  U — h , oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  die  Zunahme  zu  verstehen,  welche  der  erste 
Wert  von  t erfahren  muß,  um  in  den  zweiten  überzugehen.  Des- 
gleichen bedeutet  Js  die  Zunahme,  welche  s,  erfahren  muß,  um 
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in  s4  überzugehen;  wäre  <Oi>  entsprechend  einer  Bewegung  des 
Punktes  nach  Ä hin,  so  würde  Js  einen  negativen  Wert  an- 
nehmen, und  es  handelte  sich  dann  um  eine  Abnahme  von  s,. 
Verwendet  man  das  angedeutete  Symbol,  so  geht  die  Formel  für 
v über  in 

Js 

v~Jt' 

Man  hat  also  auf  diese  Weise  die  Geschwindigkeit  einer 
gleichförmigen  Bewegung  bzw.  die  Translationsgeschwindigkeit  eines 
Körpers  durch  den  Quotienten  zweier  entsprechender  Änderungen 
der  Größen  s und  t dargestellt.  Einen  solchen  Quotienten  be- 
zeichnet man  als  einen  „Differenzenquotient“,  da  ja  die  beiden 
Änderungen  im  Grunde  Differenzen  verschiedener  Werte  derselben 
Größe  darstellen.  Dieser  Differenzenquotient  nimmt  einen  posi- 
tiven oder  negativen  Wert  an,  je  nachdem  die  Bewegung  des 
Punktes  auf  der  geraden  Linie  in  positiver  oder  negativer  Rich- 
tung vor  sich  geht;  es  ist  demnach  durch  die  Einführung  einer 
positiven  Richtung  auf  der  geradlinigen  Bahn  des  Punktes  schon 
das  Vorzeichen  der  Geschwindigkeit  mit  bestimmt. 

Beschreibt  der  Punkt,  nach  dem  sich  die  Translation  des 
ganzen  Körpers  richtet,  nicht  mehr  eine  gerade  Linie,  sondern 
eine  krummlinige  Bahn,  so  könnte  seine  Bewegung  auf  dieser 
Kurve  aber  immer  noch  gleichförmig  sein.  Versteht  man  in  diesem 
Falle  unter  s die  längs  der  Bahnkurve  gemessene  Entfernung, 
welche  der  Punkt  zu  der  Zeit  t von  einem  auf  der  Kurve  fest- 
gelegten Punkte  A besitzt,  so  läßt  sich  die  Geschwindigkeit  v der 
Bewegung  des  Punktes,  und  damit  der  ganzen  Translationsbewe- 
gung des  Körpers,  nach  wie  vor  durch  den  obigen  Differenzen- 
quotient bestimmten. 

Solange  die  Bewegung  gleichförmig  ist,  kommt  es  gar  nicht 
darauf  an,  wie  groß  man  die  einander  entsprechenden  Änderungen 
Jt  und  Js  nimmt;  ihr  Quotient  wird  stets  den  richtigen  Wert  für 
die  Geschwindigkeit  r angeben.  Dies  ist  nun  nicht  mehr  der  Fall, 
wenn  die  Bewegung  des  Punktes  in  seiner  geradlinigen  oder 
krummlinigen  Bahn  ungleichförmig,  also  nicht  mehr  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  vor  sich  geht.  Dann  gelangt  man  zu 

ganz  verschiedenen  Werten  des  Quotienten  je  nachdem  man 

die  Änderungen  der  beiden  voneinander  abhängigen  Größen  t und 
s groß  oder  klein  annimmt.  Keiner  dieser  Werte  wird  dabei  ein 
exaktes  Maß  für  die  Geschwindigkeit  abgeben,  solange  die  beiden 
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Änderungen  endlich  sind;  denn  bei  einer  ungleichförmigen  Be- 
wegung, wie  sich  z.  B.  der  freie  Fall  eines  Körpers  im  luftleeren 
Raume  darstellt,  wird  auch  in  einem  noch  so  kleinen  endlichen 
Zeitmtervall  die  Bewegung  nicht  mehr  genau  als  gleichförmig  auf- 
gefaßt werden  können.  Die  Geschwindigkeit  nimmt  vielmehr  da- 
bei im  vorliegenden  Falle  stetig  zu,  oder  bei  verzögerter  Bewegung 
stetig  ab,  so  daß  sie  am  Ende  eines  sehr  kleinen  Zeitintervalls 
schon  einen,  wenn  auch  nur  wenig  anderen  Wert  hat  als  zu 
Anfang  desselben.  Das  letztere  gilt  ganz  allgemein  für  jede  un- 
gleichförmige Bewegung.  In  dem  Wert  des  Differenzenquotienten 
js 

besitzt  man  nur  ein  Maß  für  die  durchschnittliche  oder  mittlere 

Geschwindigkeit  in  dem  Zeitintervall  Jt\  würde  der  Punkt  sich 
während  der  Zeit  Jt  nicht  mit  wechselnder  Geschwindigkeit,  son- 
dern gleichförmig  bewegen,  so  müßte  er  ^ als  Geschwindigkeit  be- 

sitzen,  um  die  Entfemungszunahine  Js  zu  erlangen. 

Wollte  man  auf  dem  angegebenen  Wege  einen  exakten  Wert 
für  die  Geschwindigkeit  erhalten,  so  müßte  mau  das  Zeitintervall 
unendlich  klein  annehmen.  Dies  läßt  sich  aber  weder  der  direkten 
Beobachtung  unterwerfen,  noch  überhaupt  nur  vorstellen.  Für  die 
Rechnung  würde  es  bedeuten,  daß  sowohl  der  Nenner  als  auch 
der  Zähler  des  Differenzenquotienten  den  Wert  Null  annimmt;  denn 
in  einem  unendlich  kleinen  Zeitintervall  Jt  kann  bei  einer  stetigen 
Bewegung  auch  nur  ein  unendlich  kleiner  WTeg  Js  zurückgelegt 
werden.  Damit  ist  aber  nicht  gesagt,  daß  auch  der  Differenzenquo- 
tient selbst  zu  Null  wird;  denn  der  Quotient  ist  in  dieser  Form 

unbestimmt  und  kann  jeden  beliebigen  Wert  bedeuten.  In  der  Tat 
nähert  sich  ja  doch  der  Differenzenquotient  immer  mehr  dem 
wahren  Werte  der  Geschwindigkeit,  je.kleiner  das  Zeitintervall  Jt 
genommen  wird,  und  bei  verschwindend  kleinem  Zeitintervall  muß 
er  schließlich  den  exakten  Wert  der  Geschwindigkeit  annehmen. 

Wenn  nun  auch  der  Bewegungsvorgang  in  einer  unendlich 
kleinen  Zeit  sich  nicht  mehr  sinnlich  erfassen  läßt,  so  kann  doch 
die  Rechnung  mit  Erfolg  den  Sprung  ins  Unendlichkleino  aus- 
führen, sobald  von  vornherein  die  Funktionsbeziehung  zwischen 
s und  t,  d.  h.  also  das  Gesetz  bekannt  ist,  nach  welchem  die  un- 
gleichförmige Bewegung  vor  sich  geht,  wie  im  folgenden  an  einigen 
Beispielen  gezeigt  werden  soll. 
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Das  Bewegungsgesetz  sei  durch  die  Gleichung  s = /,••/*  ge- 
geben, unter  k irgendeine  Konstante  verstanden.  Es  ist  dann, 
wie  inan  sieht,  die  zur  Zeit  t erreichte  Entfernung  vom  Punkte 
A direkt  proportional  dem  Quadrate  der  Zeit  t,  während  sie  bei 
gleichförmiger  Bewegung  sich  proportional  der  Zeit  selbst  darstellt, 
falls  der  Punkt  sieh  zur  Zeit  < = Ü gerade  in  A befindet,  so  daß 
s'o  — 0 ist. 

Sind  s und  t zwei  bestimmte  zusammengehörende  Werte  der 
Entfernung  und  der  Zeit,  so  wird  nach  Ablauf  eines  endlichen 
Zeitintervalls  Jt  die  Entfernung  s sich  um  eine  ebenfalls  endliche 
Strecke  Js  geändert  haben,  so  daß  auch  8-\-Js  und  zwei 

zusammengehörende  Werte  darstellen,  die  der  obigen  Bewegungs- 
gleichung entsprechen  müssen.  Man  hat  daher  die  beiden  Glei- 
chungen 

« = und  s-\-J8=k'(t+Jt)\ 

Durch  Subtraktion  der  ersten  von  der  zweiten  erhält  man  nach 
Auflösung  des  Quadrats  von 

Js  = k-(2t-Jt4-Jt-)- 

Auf  diese  Weise  hat  man  also  die  Änderung  von  s durch  die 
Änderung  von  t ausgedrüekt  und  kann  daher  auch  einen  ent- 
sprechenden Wert  für  den  Differenzenquotient  angeben,  nämlich 

J^  = 2k-t  + k-Jt. 

Diese  Formel  gilt  allgemein  für  jedes  Zeitintervall  Jt\  sie  ver- 
liert auch  ihre  Geltung  nicht,  wenn  man  dasselbe  unendlich  klein 
annimmt.  Geschieht  das  letztere,  so  erscheint  zwar  der  Differen- 
zenquotient in  der  unbestimmten  Form  sein  Wert  ergibt  sich 

aber  in  der  bestimmten  Form  2 k ■ t,  da  ja  dann  der  zweite  Sum- 
mand k-Jt  zu  Null  wird. 

Im  Grenzfalle,  in  welchem  die  beiden  Änderungen  von  » und  t 
unendlich  klein  geworden  sind,  bezeichnet  man  den  Differenzen- 
quotient als  „Differentialquotient“  von  s nach  t.  Um  diesen 
Grenzfall  anzudeuten,  verwendet  man  im  Zähler  und  Nenner  an 
Stelle  des  griechischen  J das  lateinische  d,  so  daß  man  also  schreibt 


Es  muß  ausdrücklich  davor  gewarnt  werden,  das  il  im  Zähler 
und  Nenner  als  einen  Faktor  aufzufassen;  es  ist  ein  Symbol,  ebenso 
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wie  das  Zeichen  J.  Während  aber  bei  dem  Differeuzenquotient 
die  Änderungen  Js  und  Jt  endliche  Größen  mit  bestimmbarem 
numerischen  Wert  bedeuteten,  sind  beim  Differentialquotient 
Zähler  und  Nenner  verschwindend  klein.  Nur  der  Quotient  selbst 
besitzt  im  allgemeinen  einen  endlichen,  mit  der  Zeit  sich  ändern- 
den Wert,  der  im  vorliegenden  Falle  in  sehr  einfacher  Weise  von 
dem  Werte  von  t abhängt;  da  2 k eine  Konstante  bedeutet,  so 
ist  er  hier  t direkt  proportional. 

Man  kann  sich  nun  aber  auch  Zähler  und  Nenner  in  anschau- 
licher Weise  deuten,  was  für  das  Verständnis  des  Differentialquo- 
tienten von  großem  Wert  ist. 

Die  in  Frage  stehende  Bewegung  unterscheidet  sich  dadurch 
von  der  gleichförmigen,  daß  bei  ihr  die  Geschwindigkeit  sich  mit 
mit  der  Zeit  stetig  ändert.  In  jedem  Augenblicke  besitzt  die  Ge- 
schwindigkeit aber  einen  bestimmt  angebbaren  Wert.  Denkt  man 
sich  nun,  daß  in  einem  gegebenen  Moment  die  Ursache  für  die 
Änderung  der  Geschwindigkeit  plötzlich  aufhörte  zu  wirken,  so 
würde  von  da  an  die  Bewegung  in  eine  gleichförmige  übergehen, 
indem  der  bewegte  Punkt  nunmehr  nach  dem  Gesetz  der  Trägheit 
die  in  dem  betreffenden  Augenblicke  vorhandene  Geschwindigkeit 
dauernd  beibehielte.  An  der  Atwoodschen  Fallmaschine  erreicht 
man  diesen  plötzlichen  Übergang  aus  der  ungleichförmigen  in  die 
gleichförmige  Bewegung  bekanntlich  dadurch,  daß  man  das  Über- 
gewicht auf  der  einen  Seite  durch  eine  einfache  Vorrichtung  ab- 
heben läßt.  Bei  der  dann  vorhandenen  gleichmäßigen  Bewegung 
kann  man  aber  durch  Bilden  des  Quotienten  endlicher  Änderungen 
von  s und  t die  Geschwindigkeit  ableiten;  der  Wert  dieses  Diffe- 
renzenquotienten muß  dabei  aber  genau  mit  dem  Werte  überein- 
stimmen, welchen  der  Differentialquotient  in  dem  Moment  besitzt, 
in  welchem  man  die  Beweguug  plötzlich  in  eine  gleichförmige  ver- 
wandelt denkt 

Aus  der  vorstehenden  Betrachtung  geht  hervor,  daß  man  dem 
Zahler  und  Nenner  des  Differentialquotienten,  trotzdem  in  Wirk- 
lichkeit beide  verschwindend  klein  sind,  sehr  wohl  eine  endliche 
und  damit  vorstellbare  Bedeutung  zuschreiben  kann.  Man  kann 
sie  nämlich  auffassen  als  einander  entsprechende  endliche  Ände- 
rungen, welche  s uud  f bei  der  fingierten  gleichförmigen  Bewegung 
erfahren  würden.  Demnach  kann  man  also  ds  und  dt  als  selbst- 
ständige Größen  deuten;  man  nennt  sie  dann  nur  nicht  mehr 
hifferenzen , sondern  „Differentiale“,  um  durch  den  Unterschied 
in  der  Bezeichnungsweise  anzudeuten  daß  es  sich  nicht  um  end- 
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liehe  Änderungen  bei  der  wirklich  vorhandenen,  sondern  utn  solche 
bei  einer  nur  gedachten  Ersatzbewegung  handelt.  Der  Differential- 
quotient würde  demnach  nicht  bloß  als  Grenzwert  eines  Quotien- 
ten, sondern  als  wirklicher  Quotient  zweier  endlicher  Größen,  näm- 
lich der  zueinander  gehörenden  Differentiale  von  s und  t zu  deuten 
sein.  Gibt  man  aber  den  Differentialen  ds  und  dt  eine  endliche 
Bedeutung,  so  ist  man  auch  berechtigt,  die  zuletzt  angeführte 
Gleichung  in  der  Form  ds  = 2k‘t‘dt  zu  schreiben,  was  sonst  keinen 
Wert  hätte,  da  ja  auf  beiden  Seiten  verschwindend  kleine  Größen 
stehen  würden.  Durch  diese  Schreibweise  drückt  man  dann  aus, 
daß  die  Änderung  von  s einen  2k -t  mal  so  großen  numerischen 
Wert  wie  die  zugehörige  Änderung  der  Zeit  t besitzen  würde,  wenn 
die  Bewegung  in  dem  durch  den  speziellen  Wert  von  t bestimmten 
Moment  plötzlich  aufhörte,  ungleichförmig  zu  sein,  und  demnach 
in  eine  gleichförmige  Bewegung  mit  der  momentan  vorhandenen 
Geschwindigkeit  überginge. 

Will  mau  sich  den  Wert  eines  Differentialquotienten  ver- 
schaffen, so  empfiehlt  es  sich  dagegen,  auf  seine  ursprüngliche 
Bedeutung  als  Grenzwert  des  Differenzenquotienten  zurückzugreifen 
und  daher  zunächst  den  Wert  des  letzteren  zu  bilden. 

Die  bei  der  speziellen  Funktion  angewendete  Methode 

zur  Bestimmung  des  Differenzenquotienten  läßt  sich  ganz  allgemein 
auf  jede  beliebige  Funktion  s — f(t ) anwenden.  Sind  t und  s zwei 
entsprechende  bestimmte  Werte  der  Zeit  und  der  Entfernung,  und 
vermehrt  man  t um  Jt,  so  wird  auch  s eine  positive  oder  nega- 
tive Änderung  Js  erfahren,  sofern  überhaupt  Bewegung  vorhanden 
ist.  Es  müssen  demnach  t -j-  Jt  und  s -j-  Js  wieder  zwei  zu- 
sammengehörende Werte  der  Zeit  und  der  Entfernung  darstellen, 
die  der  Bewegungsgleichung  entsprechen,  so  daß  man  auch  hat 
s~\~  Js—f{t-\-  Jt).  Dabei  ist  das  Symbol  f(t-\-Jt)  natürlich  so 
zu  verstehen,  daß  man  auf  der  rechten  Seite  der  Bewegungsglei- 
chung, in  welcher  ja  nur  t vorkommt,  dieses  t überall  durch  die 
Summe  t -f  Jt  zu  ersetzen  hat.  Zieht  man  dann  die  erste  bestimmte 
Gleichung  von  der  letzten  ab  und  dividiert  beide  Seiten  durch  Jt, 
so  erhält  man  die  zur  Bildung  des  Differenzenquotienten  allgemein 
gültige  Anweisung 

Js  = f {t  + Jt)  — f(t\ ' 

Jt  Jt 

Hat  man  mit  Hilfe  dieser  Formel  den  Wert  des  Differenzen- 
quotienten für  eine  bestimmte  Funktion  gewonnen,  so  braucht 


Digitized  by  Google 


Geschwindigkeit  eines  Körperpunktes. 


19 


man  dann  nur  die  in  demselben  auftretende  Größe  Jt  gleich  Null 
zu  setzen,  um  damit  den  Wert  des  Differentialquotienten  zu  er- 
halten. Es  kann  dabei  Vorkommen,  daß  beim  Grenzübergang  sich 

zunächst  auch  rechts  der  Wert  in  der  unbestimmten  Form  ^ ergibt; 

durch  geeignete  Umformung  des  erhaltenen  Ausdrucks  auf  der 
rechten  Seite  gelingt  es  aber  stets,  die  Unbestimmtheit  zu  be- 
seitigen. 

Es  würde  zu  weit  führen,  auch  nur  für  die  wichtigsten  Funk- 
tionen den  Differentialquotienten  zu  berechnen  und  die  Methoden  zu 
entwickeln,  nach  denen  man  die  Differentialquotienten  selbst  der 
kompliziertesten  Funktionen  auf  die  Differentialquotienten  einiger 
weniger  elementarer  Funktionen  zurückführen  kann. 

Es  sollte  hier  nur  versucht  werden,  auch  dem  Mediziner  einen 
klaren  Begriff  von  dem  Wesen  des  Differentialquotienten  und 
seiner  Bedeutung  für  die  Bewegung  eines  Punktes  bzw.  die  Trans- 
lationsbewegung eines  Körpers  zu  geben,  und  zu  zeigen,  daß  die  Ge- 
schwindigkeit der  ungleichförmigen  Bewegung  eine  Größe  ist,  die 
sich  exakt  nur  als  Differentialquotient  darstellen  läßt.  Die  folgen- 
den Beispiele  für  die  Bestimmung  des  Differentialquotienten  sollen 
daher  nur  dazu  dienen,  an  sie  einige  weitere  physikalische  Er- 
örterungen anzuknüpfen. 

Hat  die  Gleichung  einer  ungleichförmigen  Bewegung  allgemein 
die  Form  s = 7i*<",  wobei  der  Exponent  n eine  positive  ganze  Zahl 
bedeuten  soll,  so  lautet  die  Formel  für  den  Differenzenquotient 

Js  __  k • (t  -f-  Jt)"  — k ■ t" 

Jt~  Jt 

Entwickelt  man  die  wte  Potenz  von  t -\- Jt  nach  dem  be- 
kannten binomischen  Lehrsatz  für  ganzzahlige  Exponenten,  so 
stimmt  das  mit  k multiplizierte  erste  Glied  der  Entwicklung  mit 
];  ■ t*  überein  und  hebt  sich  demnach  gegen  den  Subtrahenden  fort. 
Alle  übrigen  Glieder  enthalten  als  Faktor  Jt  oder  eine  Potenz  von 
Jt.  so  daß  sich  die  Division  mit  Jt  durchführen  läßt.  Die  Rech- 
nung ergibt  dabei  als  erstes,  bleibendes  Glied  während 

alle  anderen  Glieder  selbst  nach  der  Division  noch  Jt  oder  eine 
Potenz  von  Jt  beibehalten,  so  daß  sie  für  Jt-=Q  in  Wegfall 
kommen.  Es  ist  daher  die  vollständige  Ausführung  der  «ten  Po- 
tenz von  (f  Jt)  gar  nicht  nötig;  es  genügt  die  Angabe  der  beiden 
ersten  Glieder,  um  zu  erkennen,  daß  der  Differenzenquotient  im 
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Grenzfalle  dt  — 0,  d.  h.  also  beim  Übergang  in  den  Differential- 
quotienten den  Wert  annimmt 


Man  kann  sich  leicht  davon  Rechenschaft  geben,  daß  auch 
im  Falle  der  Funktion  s = a -\- 1;  • tn,  unter  a ebenfalls  eine  Kon- 
stante verstanden,  der  Differentialquotient  denselben  Wert 


besitzt. 

Bei  einer  Bewegung  nach  der  Gleichung  s = /,••<*  erhält  daher 
die  Geschwindigkeit  r zur  Zeit  t den  Wert  3/>-ts,  im  Falle  der 
Bewegungsgleichung  s — lct*  ist  t>  = 4 /»•<*  usw. 

Lautet  die  Bewegungsgleichung  8 = eint,  wobei  t geometrisch 
als  Maßzahl  eines  Winkels  aufgefaßt  werden  kann,  den  man  durch 
den  Bogen  auf  dem  Einheitskreis  mißt,  so  ergibt  sich  zunächst  für 
den  Differenzenquotienten 

0 . dt  / , dt\ 

ds sm  {t  dt | — sin  t 2 V 2 ' 

dt~  dt  dt 


dt  dt 


Für  dt  — 0 nimmt  das  Verhältnis  sin  , den  Wert  1 an, 
so  daß  sich  für  den  Differentialquotienten  ergibt 


, = cos  t. 


Wenn  dagegen  die  Bewegungsgleichung  die  etwas  komplizier- 
tere Form  s=za‘sinwt  besitzt,  unter  a und  <o  Konstante  ver- 
standen, so  hat  man 


Digitized  by  Google 


Beschleunigung  eines  Körperpunktes. 


21 


Der  Differentialquotient  nimmt  daher  in  diesem  Falle  den 
Wert  an 


ds 


= aio ■ cos  io 
dt 


t. 


Auf  ganz  entsprechende  Weise  gelangt  man  zu  dem  Resultat, 

daß  für  die  Funktion  s — a-cos<ot  der  Differentialquotient  ist 

ds  . . 

— ato‘  sm  io  t. 
dt 

Wie  man  sieht,  ist  der  Differentialquotient  von  s nach  t in 
der  Regel  wieder  von  t abhängig;  es  ist  also  die  Geschwindigkeit 
der  Bewegung  im  allgemeinen  wieder  eine  Funktion  der  Zeit  Nur 
in  dem  speziellen  Falle  der  gleichförmigen  Bewegung,  welcher 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form  s=a-j-/r"f  charakterisiert  ist, 
erhält  man  schon  für  den  Differenzenquotienten  den  von  t unab- 
hängigen Wert  so  daß  dann  auch  der  Differentialquotient  den- 
selben Wert  Je  annimmt  Der  konstante  Faktor  k von  t in  der 
Bewegungsgleichung  hat  also  die  Bedeutung  der  Geschwindigkeit 
der  gleichförmigen  Bewegung,  wie  aus  den  früheren  Betrachtungen 
schon  hervorgegangen  war. 


2.  Beschleunigung. 

Die  Funktion,  welche  die  Geschwindigkeit  v der  ungleich- 
förmigen Bewegung  von  der  Zeit  t darstellt,  kann  nun  sehr  ver- 
schieden sein.  Bei  der  Bewegung  auf  einer  Geraden  nach  der 
Gleichung 

8 = k • t“ 

ist  die  Geschwindigkeit 

v — 2k’t. 

Die  Geschwindigkeit  wächst  also  in  diesem  Falle  proportional 
der  Zeit  In  gleichen  Zeitintervallen  nimmt  sie  um  gleiche  Beträge 
zu:  insbesondere  wird  der  Zuwachs,  welchen  die  Geschwindigkeit 
in  jeder  Sekunde  erfährt,  durch  die  Zahl  2 Je  ausgedrückt.  Eine 
Bewegung,  bei  welcher  in  gleichen  Zeitintervallen  die  Geschwin- 
digkeit um  die  gleiche  Größe  zunimmt,  bezeichnet  man  bekannt- 
lich als  „gleichförmig  beschleunigte  Bewegung“,  und  die  Geschwin- 
digkeitszunahme pro  Sekunde  ihre  „Beschleunigung“.  Da  man  die 
in  der  Sekunde  erreichte  Änderung  der  Geschwindigkeit  im  vor- 
liegenden Falle  natürlich  auch  so  bestimmen  kann,  daß  man  die 
in  irgendwelcher  Zeit  erreichte  Geschwindigkeitsänderung  durch 
die  dazu  gebrauchte  Zeit  dividiert,  so  kann  man  unter  Verwen- 
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düng  der  oben  eingeführten  Symbolik  die  Beschleunigung  der 
gleichförmig  beschleunigten  Bewegung  auf  einer  Geraden  auch 

durch  den  Differenzenquotient  definieren,  wobei  die  beiden  zu- 
einander gehörenden  Änderungen  Jv  und  Jt  der  Geschwindigkeit 
und  der  Zeit  beliebig  groß  angenommen  werden  dürfen.  Ein 
negativer  Wert  dieses  Differenzenquotienten  würde  dabei  darauf  hin- 
weisen,  daß  es  sich  um  fortwährende  Abnahme  der  Geschwindig- 
keit, d.  h.  also  um  Verzögerung  der  Bewegung  handelt. 

Während  die  Geschwindigkeit  durch  das  Verhältnis  einer 
Länge  und  einer  Zeit  gemessen  wurde,  was  in  der  Benennung 
cmsec~l  seinen  Ausdruck  fand,  stellt  sich  die  Beschleunigung  als 
Verhältnis  einer  Geschwindigkeit  und  einer  Zeit  dar.  Demnach 
hat  man  als  Benennung  der  Beschleunigung  cmsec~ 8 zu  verwenden. 
Die  Einheit  der  Beschleunigung  von  1 ent  sec~ä  ist  daher  bei  einer 
gleichförmig  beschleunigten  Bewegung  vorhanden,  wenn  die  Ge- 
schwindigkeit in  jeder  Sekunde  um  1 cm  »ec~l  zunimmt. 

Das  bekannteste  Beispiel  einer  geradlinigen  gleichförmig  be- 
schleunigten Translationsbewegung  stellt  der  freie  Fall  eines 

Körpers  ohne  Drehung  dar,  dessen  Gleichung  s=  ^f4,  unter  g die 

di 


Beschleunigung  der  Schwere  verstanden.  Da  k hier  den  Wert  ^ 

besitzt,  so  ist  zunächst  die  Geschwindigkeit  r nach  dem  obigen 
gleich  gt,  während  die  Beschleunigung  g tatsächlich  mit  dem 

Werte  des  Differenzenquotient  ^ übereinstimml 

Faßt  man  nun  eine  geradlinige  Bewegung  ins  Auge,  bei 
welcher  die  Beschleunigung  nicht  mehr  konstant  ist,  so  kann  die 

letztere  durch  den  Differenzenquotient  bei  endlichen  Änderungen 

von  v und  t nicht  mehr  exakt  ausgedrückt  werden,  ebensowenig 
wie  die  Geschwindigkeit  der  ungleichförmigen  Bewegung  sich  mit 

vollkommener  Genauigkeit  durch  den  Differenzenquotient  ^ bei 

endlichen  Änderungen  der  beiden  Größen  s und  t bestimmen  ließ. 
Um  zu  einem  exakten  Werte  der  Beschleunigung  zu  gelangen,  muß 
mau  zu  dem  Grenzfall  unendlich  kleiner  Änderungen  von  v und  /, 

d.  h.  aber  nach  dom  früheren  zu  dem  Differentialquotient  ' über- 
gehen. 
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In  der  Beschleunigung  der  allgemeinen  imgleichförmigen  Be- 
wegung hat  man  also  eine  zweite  Größe,  welche  sich  auch  nur 
durch  einen  Differentialquotienten  exakt  darstellen  läßt.  Da  v 
selbst  den  Differentialquotient  von  s nach  t bedeutet,  so  erhält 
man  die  Beschleunigung,  indem  man  sich  zuerst  den  Differential- 
quotient von  a nach  t verschafft  und  darauf  von  der  so  erhal- 
tenen Größe  nochmals  den  Differentialquotient  nach  t bildet.  Aus 
diesem  Grunde  bezeichnet  man  auch  die  Beschleunigung  als  den 
, zweiten  Differentialquotient“  von  s nach  t und  deutet  den  letzteren 


durch  das  Symbol 


dh 
dt * 


an. 


Handelt  es  sich  z.  B.  um  eine  Bewegung  auf  einer  Geraden, 
deren  Gleichung  die  Form  s — lc-t3  besitzt,  so  ist  nach  dem  Früheren 
die  Geschwindigkeit  v = 3 &•<*.  Für  die  Beschleunigung  y ergibt 
sich  demnach  der  Wert 


d*s  dv  „ , . 

dt*  dt  U ' ‘ 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  die  Beschleunigung,  nicht  mehr 
konstant,  sondern  mit  der  Zeit  veränderlich;  sie  ist  dem  Werte 
von  t direkt  proportional,  wächst  also  fortwährend. 


3.  Wichtige  Bewegungsarten. 

a)  Slnusschwinguug. 

Findet  die  Bewegung  auf  einer  Geraden  nach  der  Gleichung 
4 = a • sin  m t statt,  so  ist  nach  dem  obigen  seine  Geschwindigkeit 
durch  die  Gleichung  v = au-cosut  bestimmt.  Für  die  Beschleu- 
nigung y ergibt  sich  demnach  durch  Differentiation  von  v nach  t 
der  Wert 

y = — au 3 • sin  u t. 

Es  hängt  also  in  diesem  Falle  die  Beschleunigung  y in  ähn- 
licher Weise  von  t ab  wie  die  Entfernung  s vom  festen  Punkte  .-1 
auf  der  Geraden.  Beide  Größen  sind  dem  Sinus  von  ut  propor- 
tional; ein  Unterschied  ist  nur  insofern  zu  erkennen,  als  der  Pro- 
portionalitätsfaktor bei  s durch  die  Konstante  a,  bei  y dagegen 
durch  die  Konstante  au*  dargestellt  ist,  und  außerdem  y das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  wie  s besitzt.  Hat  man  den  Wert  von 
* für  einen  bestimmten  Wert  von  t gefunden,  so  kann  man  mit 
Hilfe  desselben  auch  den  Wert  von  y leicht  ableiten;  denn  wie 
eine  Vergleichung  beider  Formeln  lehrt,  ist 

y = — «>-■$. 
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Hieraus  geht  hervor,  daß  bei  der  Bewegung  auf  einer  Geraden 
nach  der  Gleichung  s=  a' sin  tot  die  Beschleunigung  y der  Ent- 
fernung des  bewegten  Punktes  von  dein  festen  Punkte  A projior- 
tional  ist  und  dabei  stets  die  Richtung  nach  A hin  besitzt;  denn 
wenn  s positiv  ist,  hat  y einen  negativen  Wert  und  umgekehrt. 
Die  Bewegung  ist  also  verzögert,  wenn  sich  der  Punkt  auf  der 
einen  oder  anderen  Seite  von  .1  entfernt,  und  beschleunigt,  wenn 
er  sich  von  der  einen  oder  anderen  Seite  her  dem  Punkte  A 
nähert.  Daß  beide  Fälle  im  Laufe  der  Zeit  eintreten,  davon  kann 
man  sich  leicht  Rechenschaft  geben. 

Wenn  die  Bewegung  vom  Punkte  fort  verzögert  ist,  so 
heißt  das:  die  Geschwindigkeit  nimmt  ab;  es  wird  daher  schließ- 
lich ein  Moment  eintreten  müssen,  in  welchem  die  letztere  zu 
Null  geworden  ist.  Von  da  an  muß  sich  notwendigerweise  die 
Bewegungsrichtung  ändern,  weil  eine  Geschwindigkeit  in  der  alten 
Richtung  nur  durch  eine  in  gleicher  Richtung  verlaufende  Be- 
schleunigung gewonnen  werden  könnte.  Die  nunmehr  nach  A 
hin  gerichtete  Bewegung  ist  nach  dem  obigen  beschleunigt,  d.  h. 
die  Geschwindigkeit  nimmt  immer  mehr  zu,  bis  sie  im  Punkte  A 
ihren  größten  Wert  erreicht  hat.  Sobald  der  bewegte  Punkt  den 
festen  Punkte  passiert  hat,  wird  aber  nach  der  Beziehung  zwischen 
y und  s die  Bewegung  wieder  verzögert.  Es  spielt  sich  daher  jetzt 
auf  der  anderen  Seite  von  A ein  entsprechender  Vorgang  ab  wie 
vorher,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  nimmt  immer  mehr  ab.  bis  sie 
schließlich  zu  Null  geworden  ist.  Von  dem  letzten  Moment  an 
nähert  sich  der  Punkt  wieder  .4  mit  beschleunigter  Bewegung  usf. 

Man  kann  also  schon  aus  der  Beziehung  zwischen  y und  s 
den  Schluß  ziehen,  daß  es  sich  um  eine  Schwingungsbewegung 
um  den  Punkt  A herum  handelt.  In  der  Tat  stellt  s = a -xinat 
die  Gleichung  einer  regelmäßigen  Schwingungsbewegung  dar,  für 
welche  man  die  Bezeichnung  einer  einfachen  „Sinusschwingung1" 
verwendet.  Da  die  Schwingungsbewegungen  in  der  Natur  eine 
außerordentlich  wichtige  Rolle  spielen,  und  sich  auch  innerhalb 
des  menschlichen  Organismus  mancherlei  Schwingungsvorgänge 
nachweisen  lassen,  so  soll  die  Sinusschwingung  noch  einer  etwas 
eingehenderen  Betrachtung  an  dieser  Stelle  unterworfen  werden. 

Aus  der  Form  der  Funktionsbeziehung  zwischen  s und  t geht 
zunächst  hervor,  daß  die  Werte  von  s sich  wiederholen,  sobald 
das  Argument  wt  um  2n  oder  ein  ganzes  Vielfaches  von  2 n zu- 
genommen hat;  denn  2n  ist  ja  im  Bogenmaß  gleichbedeutend  mit 
einem  Winkel  von  360°  im  gewöhnlichen  Winkelmaß.  Einer  Ver- 
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mehrung  von  m t um  2 n entspricht  aber  eine  Zunahme  der  Zeit 

um  — ; diese  Zahl  gibt  also  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung 

an.  Bezeichnet  man  die  Schwingungsdauer  mit  T,  so  kann  man 
demnach  dieselbe  in  die  Formeln  dadurch  einführen,  daß  man  “ 

2 TT 

durch  ~ rj.  ersetzt.  Die  Gleichungen  für  s,  r und  y nehmen  dann 
die  Form  an 

• 2 n 

s — a’sinwt  = (e sin  -y  t 
. 2 na  2 n. 

t>=  rtö)  • COS  (Ol  = -y-  ’COS-f=t 

t ■ . 4 7i*a  . 

y — — am-  -8111(01= — yj--sm-yf- 


In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Werte  von  v und  y 
niedergelegt,  welche  unter  Zugrundelegung  des  absoluten  Maß- 
systems verschiedenen  um  je  ^ T voneinander  differierenden 
Werten  der  Zeit  t entsprechen. 


t (insecl 


0 

1 T 
12  1 


12 

8 T 
12  1 

4 T 

12  1 


<>  tr. 
12 


1 

12 

8 

12 


x (in  cm) 


0 


1 
2 

1 „/o  . 


- 2 fl 


0 

1 

9 


-f  j V 3 • <1 
+ « 

+ 1 /3‘« 


— -2-  a 

— 1 /3-ft 


r (in  cm  sec—1) 


am 


+ 2 V 3 • fl« 
, 1 

+ .»  «“ 


am 


ö y 3 • am 


am 


2 V 3 • fl“ 

1 


— 2 am 


y (in  cm  sec  -) 


— am- 


— t ys-«“5 


2 

— «“ 
1 


— ..  y :i  • fdu- 


— 8 


0 

1 


«or 


1 e o •> 

■ V o-ff“ 
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t (in  »ec) 

8 (in  cm) 

t’  (in  cm  sec-i) 

y (in  cm  sec-s) 

— T 
12  1 

— a 

0 

+ «M* 

10  rn 
12  1 

-jVB-a 

+ 2 am 

Vs- (t<»~ 

11  T 
12  1 

1 

— 2 ° 

-j-  g \ 3 • ao> 

i t 

+ 2 <"»' 

T 

0 

-j-aio 

0 

13  r 
12  J 

+ ¥• 

+ 2 y 3- aoi 

1 

— 2 Oft.- 

An  Stelle  von  o>  kann  dabei  natürlich  überall  auch 


setzt  werden. 

Aus  der  Tabelle  ist  nun  folgendes  unmittelbar  zu  erkennen. 

Der  nach  dem  obigen  Gesetz  auf  einer  Geraden  hin-  und  her- 
gehende Punkt  befindet  sich  zur  Zeit  t = 0 gerade  im  festen  Punkte  A 
dieser  Geraden  (vgl.  Fig.  1).  Dabei  besitzt  er  eine 
fiT  positive,  d.  h.  in  der  Figur  nach  oben  gerichtete  Ge- 

_j  jr_N  schwindigkeit,  deren  Maßzahl  durch  das  Produkt  der 
al  ßl  I beiden  Konstanten  a und  m angegeben  wird:  dies 
ist,  wie  die  Tabelle  zeigt,  überhaupt  der  grüßte 
st  lyV  ^ Wert,  den  die  Geschwindigkeit  annehmen  kann. 
’ l Die  Beschleunigung,  welche  er  zur  Zeit  f = 0 hat,  ist 
dagegen  gleich  Null;  die  Bewegung  findet  daher  im 
/ ersten  Augenblick  nach  Art  einer  gleichförmigen  Be- 

K TKF  wegung  statt. 

Wenn  nun  die  Zeit  wächst,  so  nimmt  s positive 
Werte  an,  d.  h.  der  Punkt  bewegt  sich  in  der  Figur 

,Kp  nach  oben.  Gleichzeitig  vermindert  sich  die  Ge- 
12 1 11 1 schwindigkeit,  so  daß  die  Bewegung  verzögert  wird; 

damit  stimmt  auch  das  negative  Vorzeichen  von  y 
ßTirr  überein,  welches  andeutet,  daß  die  Beschleunigung 

! ^ der  Bewegung  entgegen  gerichtet  ist,  daß  es  sich 

■:1  also  um  Verzögerung  handelt.  Wie  aus  der  Tabelle 

Fig.  l.  hervorgeht,  kann  sich  der  Punkt  nur  um  die  Strecke 
von  acut,  welche  man  als  die  „Schwingungsamplitude“ 
bezeichnet,  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  von  A entfernen. 
Demnach  hat  nach  dem  ersten  Zwölftel  der  ganzen  Schwingungs- 


stI  it 
<1  1 12  1 


,¥TKT 


7T“I  "T* 
ß 1 i Ü 1 


SÜßT 
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datier  T der  Punkt  sich  schon  um  die  halbe  Schwingungsamplitude 
von  A entfernt.  Auch  die  Verzögerung  hat  zu  dieser  Zeit  einen 
Wert  erreicht,  welcher  der  Hälfte  ihres  Maximalwertes  a«s  gleich- 
kommt Dagegen  hat  sich  die  Geschwindigkeit  bis  dahin  nur  bis  auf 

j l 3,  d.  h.  abgerundet  86,6  "/o  ihres  Anfangswertes  aw  verringert 

Nach  Ablauf  des  zweiten  Zwölftels  der  Schwingungsdauer 
ist  s auf  86,6  °/o  der  ganzen  Amplitude  angewachsen,  während  sich 
die  Geschwindigkeit  v auf  die  Hälfte  ihres  Anfangswertes  verringeit 
hat  Die  Verzögerung  hat  dagegen  auch  bis  zu  86,6%  ihres  Maxi- 
malwertes zugenommeu. 

Am  Ende  des  dritten  Zwölftels  oder  ersten  Viertels  der 
Schwingungsdauer  haben  endlich  sowohl  die  Entfernung  des 
Punktes  von  A als  auch  die  Verzögerung  ihre  Maximalwerte  er- 
reicht; die  Geschwindigkeit  ist  aber  dann  auf  den  Wert  Null 
herabgesunken.  Von  da  an  kehrt  der  Punkt  seine  Bewegungs- 
richtung um  und  durchläuft  während  des  zweiten  Viertels  der 
Schwingungsdauer  rückwärts  dieselben  Lagen  mit  der  gleichen 
Geschwindigkeit  wie  vorher,  nur  ist  jetzt  die  Geschwindigkeit 
negativ,  d.  h.  gegen  den  Punkt  A hin  gerichtet.  Da  auch 
die  Beschleunigung  diese  Richtung  besitzt,  so  ist  die  Bewegung 
jetzt  beschleunigt,  aber  nicht  wie  beim  freien  Fall  gleichförmig 
beschleunigt,  sondern  die  Beschleunigung  nimmt  immer  mehr 
ab,  bis  sie  am  Eude  des  zweiten  Viertels  wieder  auf  Null  herab- 
gesunken ist  Die  Geschwindigkeit  hat  demnach  während  dieser 
Zeit  zwar  zugenommen,  aber  in  geringerem  Maße,  als  es  bei  einer 
gleichförmig  beschleunigten  Bewegung  der  Fall  wäre.  In  dem 
Moment,  in  welchem  die  Beschleunigung  den  Wert  Null  angenom- 
men hat,  ist  die  Geschwindigkeit  wieder  zu  ihrem  Maximalwert 
angewachsen,  während  der  Punkt  seinen  Ausgangsort  A wieder 
erreicht  hat 

Von  da  an  spielt  sich  während  des  dritten  und  vierten  Vier- 
tels der  Schwingungsdauer  auf  der  unteren  Seite  der  Geraden  der 
gleiche  Bewegungsvorgang  in  entgegengesetzter  Richtung  ab  wie 
vorher  oberhalb  von  A.  Nach  Verlauf  der  ganzen  Schwingungs- 
dauer wiederholt  sich  dann  die  ganze  Bewegung  in  jeder  Be- 
ziehung, sowohl  was  die  Größe  und  Richtung  der  Geschw’indig- 
keit  als  auch  der  Beschleunigung  anlangt,  Wollte  man  die  obige 
Tabelle  noch  weiter  fortsetzen,  so  würden  sich  die  Werte  von  s, 
v und  y stets  wiederholen,  sobald  inan  für  t zu  einem  Werte  ge- 
langt, welcher  um  T oder  ein  ganzes  Vielfaches  von  T größer 
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ist  als  vorher.  So  findet  man  in  der  Tat  in  der  Tabelle  die 
gleichen  Werte  für  t = 0 und  t = T,  ferner  die  gleichen  Werte 

für  t = T und  t = T vor  usw. 

Schließlich  ist  es  für  die  Erkenntnis  der  Bewegung  und  ihrer 
Gleichungen  noch  von  gewissem  Wert,  sich  über  die  physikalische 
Bedeutung  der  in  denselben  auftretenden  Konstanten,  d.  h.  also 
im  vorliegenden  Falle  der  Grüßen  a und  <u,  Rechenschaft  zu  geben. 
Wie  aus  der  Tabelle  ohne  weiteres  hervorgeht,  stellt  a eine  Länge 
dar;  dieselbe  ist  in  cm  zu  messen.  Die  Konstante  o>  ergibt  hin- 
gegen mit  a multipliziert  eine  Geschwindigkeitsgröße:  da  die  Ge- 
schwindigkeit durch  cm  sec-1  gemessen  wird,  so  ist  also  m die  Be- 
nennung scc"1  zu  erteilen.  Damit  stimmt  auch  überein,  daß  am- 
eine  Beschleunigungsgröße  darstellt,  welche  nach  dem  obigen  durch 
cmsec~ * zu  messen  ist.  Mau  drückt  dies  aucl\  so  aus,  daß  man 
sagt,  a besitzt  die  Dimension  einer  Länge  und  o>  die  Dimension 
des  reziproken  Wertes  einer  Zeit. 

b)  Kreisbewegung.  Tangential-  und  Kormalbesehleunigung. 

Bisher  war  für  die  Bestimmung  der  Beschleunigung  ange- 
nommen worden,  daß  die  Bewegung  auf  einer  geraden  Linie  vor 
sich  geht  Wenn  nun  der  Punkt,  nach  dessen  Bewegung  die 
Translation  des  Körpers  gemessen  wird,  sich  auf  einer  gekrümmten 
Bahn  bewegt,  und  dabei  der  jeweilige  Ort  desselben  auf  seiner 
Bahn  durch  die  längs  der  gekrümmten  Bahnkurve  gemessene  Ent- 
fernung s von  einem  bestimmten  Punkte  A derselben  angegeben 
ward,  so  stellt  der  zweite  Differentialquotient  von  s nach  t nicht 
mehr  die  ganze  Beschleunigung  dar,  welche  der  Punkt  in  einem 
bestimmten  Moment  erfährt,  sondern  nur  die  in  der  Richtung  der 
Tangente  an  die  Bahn  verlaufende  Komponente  der  Gesamtbe- 
schleunigung. Man  bezeichnet  die  letztere  daher  als  die  .Tan- 
gentialbeschleunigung“ des  Punktes.  Entsprechend  der  Krüm- 
mung der  Bahn  an  der  betreffenden  Stelle  ist  dann  noch  eine 
zweite  Beschleunigungskomponente  vorhanden,  welche  senkrecht 
zur  Bahntangente  steht,  also  die  Richtung  der  Normalen  zur  Bahn 
an  der  betreffenden  Stelle  besitzt.  Man  bezeichnet  diese  Kom- 
ponente daher  auch  als  die  „Normalbeschleunigung“  des 
Punktes. 

Über  die  Größe  der  Normalbeschleunigung  kann  man  sich 
leicht  Rechenschaft  geben,  wenn  die  Bahnkurve  einen  Kreis  dar- 
stellt, und  zunächst  angenommen  wird,  daß  der  Punkt  sich  längs 
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desselben  mit  konstanter  Geschwindigkeit  r bewegt-  Wenn 
der  Punkt  zur  Zeit  t im  Punkte  B seiner  Kreisbahn  (vgl. 
Fig.  2)  angelangt  ist,  so  sucht  er  sich  in  der  Richtung  der  Tan- 
gente in  B weiter  zu  bewegen.  Wäre  ihm  dies  möglich,  so 
würde  er  auf  der  Tangente  in  dem  nun  folgenden  kleinen  Zeit- 
intervall /ft  die  Strecke  BC  von  der  Länge  vJt  zurücklegen; 
er  würde  sich  aber  dabei  vom  Mittelpunkte  0 des  Kreises  ent- 
fernen. Um  das  letztere 
zu  verhindern,  muß  ihm 
gleichzeitig  eine  Bewegung 
nach  dem  Mittelpunkte  hin 
erteilt  werden:  diese  Be- 
wegung muß  beschleunigt 
sein,  da  ja  der  Punkt  in 
B zunächst  nur  eine  Ge- 
schwindigkeit in  der  Rich- 
tung der  Tangente  besitzt, 
seine  Geschwindigkeit  in 
der  dazusenkrechtenRicli- 
tung  B 0 also  zu  Anfang 
des  Zeitintervalls  den 
Wert  Null  besitzt.  Wird 
das  Zeitintervall  Jt  klein 
genug  genommen,  so  kann 
man  in  erster  Annäherung 
annehmen,  daß  während 
desselben  die  nach  0 gerichtete  Bewegung  gleichförmig  beschleunigt 
ist.  Die  konstante  Beschleunigung  derselben  stellt  die  Normalbeschleu- 
nigung  oder,  wie  man  sie  auch  nennt,  die  „Zentripetalbeschleunigung“ 
des  Punktes  dar:  sie  sei  während  eine  eventuell  vorhandene 
Tangentialbeschleunigung  zum  Unterschied  mit  bezeichnet  sein 
möge,  ln  der  Zeit  /ft  würde  nun  der  Punkt  bei  seiner  nach  0 

gerichteten  Bewegung  die  Strecke  BD  gleich  } y« ' ^/<4zurücklegen. 

In  Wirklichkeit  kommt  er  aber  weder  nach  C noch  nach  D,  son- 
dern nach  dem  Eckpunkt  E des  aus  beiden  Strecken  gebildeten 
Parallelogramms.  Damit  E wieder  auf  dem  Kreis  liegt,  ist  er- 
forderlich, daß  B(f  = BD'DF\  denn  BC  stimmt  ja  mit  der 
Höhe  DE  des  rechtwinkligen  Dreiecks B EF  überein.  Da  BF=2r , 
unter  r den  Radius  des  Bahnkreises  verstanden,  so  hat  man  also 
die  Beziehung 


c 
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woraus  zunächst  folgt 

Solange  Jt  ein  endliches  Zeitintervall  darstellt,  entspricht 
diese  Beziehung  noch  nicht  der  wirklichen  Kreisbewegung,  weil 
ja  die  beiden  endlichen  Bewegungen  in  den  Richtungen  der  Tan- 
gente und  der  Normalen  sich  nicht  zu  einer  endlichen  Bewegung 
auf  dem  Kreis,  sondern  zu  einer  solchen  längs  der  Sehne  BE  zu- 
sammensetzen. Man  muß  daher  zu  unendlich  kleinem  Zeitinter- 
vall übergehen,  um  die  korrekte  Beziehung  zu  erhalten;  es  gilt 
dann  auch  die  Annahme,  daß  die  Bewegung  in  der  Richtung  nach 
0 gleichförmig  beschleunigt  ist,  nicht  mehr  bloß  in  erster  An- 
näherung, sondern  ganz  streng,  und  man  kann  auch  nun  die  oben 
zunächst  gemachte  Annahme,  daß  die  Bewegung  gleichförmig,  die 
Geschwindigkeit  also  konstant  ist,  fallen  lassen.  Setzt  man  aber 
At  gleich  Null,  so  geht  die  obige  Beziehung  über  in 

v*=r-Y«, 


woraus  für  die  Normalbeschleunigung  folgt 


1 Pf 

r W 


An  Stelle  der  nunmehr  beliebig  veränderlichen  Bahngeschwin- 
digkeit v kann  man  auch  die  Winkelgeschwindigkeit  einführen. 
Bestimmt  man  die  Stellung,  welche  der  Punkt  zur  Zeit  t auf 
seiner  Kreisbahn  einnimmt,  durch  den  im  Bogenmaß  ausgedrückten 
Winkel  (f  zwischen  den  Radien  OA  und  OB,  d.  h.  also  durch  den 
von  diesen  Radien  auf  dem  Einheitskreis  abgeschnittenen  Bogen 


A‘B‘  (vgl.  Fig.  2),  so  bedeutet  die  Winkelgeschwindigkeit  u>  die 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  während  der  Bewegung  des  Punktes  P 
auf  seiner  Kreisbahn  der  Schnittpunkt  des  nach  ihm  gezogenen 
Radius  mit  dem  Einheitskreis  auf  dem  letzteren  fortwandert.  Nach 
den  obigen  Darlegungen  über  die  Bestimmung  einer  Geschwindig- 
keit wird  daher  u>  durch  den  Differentialquotient  f gemessen. 


Wie  die  Länge  s des  dem  Bahnkreis  angehörenden  Bogens  AB 
rmal  so  groß  ist  als  der  Winkel  <f,  so  ist  auch  die  Bahngeschwin- 
digkeit rrnal  so  groß  wie  die  Winkelgeschwindigkeit  u>.  Man  hat 
also  die  Beziehung 
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r — rta  und  demnach  auch 


Es  ist  zu  beachten,  daß  die  Maßzahl  <p  für  den  Winkel  zwi- 
schen den  beiden  Radien  OA  und  OB  eine  absolute  Zahl  dar- 
stellt, da  ja  der  Winkel  durch  das  Verhältnis  des  Bogens  zu  dem 

Radius,  also  im  vorliegenden  Falle  durch  gemessen  werden  soll. 

Dementsprechend  ist  der  Winkelgeschwindigkeit  die  Benennung 
sec-1  zu  erteilen.  Bezeichnet  man  weiter,  wie  üblich,  als  Winkel- 
beschleunigung die  Tangentialbeschleunigung  des  Schnittpunktes 
des  nach  P gezogenen  Radius  mit  dem  Einheitskreis,  so  erhält 
dieselbe  die  Benennung  .«ec-2;  denn  sie  wird  ja  nach  dem  obigen 

, . d(&  » , , 

durch  den  Differentialquotient  — oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 

(l~ 

kommt,  durch  den  zweiten  Differentialquotient  dargestellt.  Die 


Tangentialbeschleunigung  des  auf  dem  Kreise  mit  dein  Radius  r 
sich  bewegenden  Punktes  ist  natürlich  /mal  so  groß,  so  daß 
man  hat 


Yi  = 


dm  d'if 
dt  ~ r dt- ' 


c)  Beliebige  krummlinige  Bewegung. 

Die  für  die  Kreisbewegung  erhaltenen  Resultate  lassen  sich 
auf  jede  beliebige  krummlinige  Bewegung  verallgemeinern.  Wie 
durch  zwei  aufeinanderfolgende,  unendlich  benachbarte  Punkte 
einer  Kurve  eine  gerade  Linie,  nämlich  die  Tangente  an  die  Kurve 
an  der  betreffenden  Stelle,  bestimmt  ist,  so  läßt  sich  durch  drei 
aufeinanderfolgende,  aber  ebenfalls  unendlich  benachbarte  Kurven- 
punkte immer  nur  ein  einziger,  ganz  bestimmter  Kreis  gelegt 
denken;  diesen  Kreis  bezeichnet  man  als  den  zu  der  betreffenden 
Kurvenstelle  gehörenden  „Krümmungskreis“  und  seinen  Radius  als 
den  zugehörigen  „Krümmungsradius“  der  Kurve.  Es  läßt  sich  dem- 
nach jeder  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  zurückgelegte  Teil  eiuer 
krummlinigen  Bewegung  als  Bewegung  auf  einem  Kreise  auf- 
fassen. Die  dieser  unendlich  kleinen  Kreisbewegung  entsprechende 
Zentripetalbeschleunigung  stellt  dann  die  zur  Tangente  an  die 
Bahn  senkrecht  gerichtete  Komponente  der  Gesamtbeschleunigung, 
cL  b.  also  die  Normalbeschleunigung  des  Punktes  dar.  Ihr  Wert 
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1 i (l 

( ) , wobei  unter  e jetzt  der  Krüm- 


ist  demnach  wieder  y„  — , , , 

r r 'dt' 

mungsradius  der  Bahn  an  der  betreffenden  Stelle  zu  verstehen 
ist,  während  die  in  die  Richtung  der  Bahn  fallende  Tangential- 
beschleunigung nach  dem  obigen  den  Wert  besitzt 

dr  d’s 
r‘~"dt~  dt-' 


Aus  beiden  zueinander  senkrechten  Komponenten  setzt  sieh 
die  Gesamtbeschleunigung  in  bekannter  Weise  mit  Hilfe  des  Par- 
allelogramms der  Beschleunigungen  zusammen;  sie  bildet  nach 
Größe  und  Richtung  die  Diagonale  eines  Rechtecks,  dessen  Seiten 
durch  ihre  Länge  und  Richtung  die  beiden  Beschleunigungskom- 
ponenten darstellen.  Während  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung 
eines  Punktes  stets  die  Richtung  der  Tangente  an  die  Bahn  be- 
sitzt, weicht  also  die  Richtung  der  Gesamtbeschleunigung  bei 
einer  gekrümmten  Bahn  immer  von  der  Richtung  der  Tangente 
ab.  Nur  bei  geradliniger  Bewegung  fällt  auch  die  Richtung  der 
Beschleunigung  stets  in  die  Gerade  hinein. 


4.  Beziehung  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  ein 
Koordinatensystem. 

I)a  sich  bei  geradliniger  Bewegung  die  Verhältnisse  im  all- 
gemeinen wesentlich  einfacher  gestalten  wie  bei  der  krummlinigen, 
so  sucht  man  die  letztere  auf  die  erstere  zurückzuführen.  Dies 
erreicht  man  dadurch,  daß  man  die  krummlinige  Bewegung  auf 
bestimmte  Gerade  projiziert.  Allerdings  genügt  dabei  die  Projek- 
tion auf  eine  Gerade  nicht,  um  aus  derselben  rückwärts  die  Be- 
wegung auf  der  krummen  Bahn  in  ihrem  Verlauf  erschließen  zu 
können.  Es  reichen  aber  zu  diesem  Zwecke  die  Projektionen  auf 
zwei  oder  drei  geeignete  Gerade  von  verschiedener  Richtung  aus, 
je  nachdem  die  Bahnkurve  einer  Ebene  angehört  oder  doppelt  ge- 
krümmt ist. 

a)  Ebene  Bewegung. 

Handelt  es  sich  zunächst  um  eine  ebene  Bewegung  des  Punk- 
tes P,  so  empfiehlt  es  sich,  in  der  Bewegungsebene  zwei  zuein- 
ander senkrecht  gerichtete  Gerade  festzulegen  und  auf  dieselben 
die  Projektionen  vorzunehmen.  Mau  bezieht  damit  die  Bewegung 
gewissermaßen  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem. 

In  Fig.  3 findet  sich  ein  derartiges  Koordinatensystem  mit 
dem  Nullpunkte  0,  horizontaler  Abszissenaxe  (A'-Axe)  und  verti- 
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kaler  Ordinatenaxe  (F-Axe)  und  innerhalb  desselben  die  Bahn- 
kurve des  Punktes  P angegeben.  Der  feste  Punkt  A auf  der 
Kurve,  von  dein  aus  die  Größe  s gemessen  wird,  projiziere  sich 
in  die  Punkte  Au  A*  auf  den  beiden  Axen;  dann  stellen  die 
Strecken  0.1,  und  OA*  seine  Koordinaten  xa  und  t/0  dar.  Irgend- 
ein anderer  Punkt  B der  Kurve,  in  welchem  sich  der  bewegte 
Punkt  zur  Zeit  t befindet,  projiziere  sich  in  Zf,  und  B *,  so  daß 
OB,  und  OB*  seine  Koordinaten  x und  y sind.  Während  der  Be- 
wegung ändern  sich  die 
letzteren  im  allgemeinen; 
es  stellt  daher  sowohl  x 
als  auch  y eine  Funktion 
der  Zeit  t dar.  Kennt  man 
diese  beiden  Funktionen 
von  t , welche  allgemein 
durch  x=f,  (f)  und  y = ft(t) 
angedeutet  sein  mögen,  so 
ist  damit  auch  die  ganze 
Bewegung  des  Punktes  be- 
kannt. so  daß  sich  alle  Ein- 
zelheiten derselben  unter 
Verwendung  dieser  Funk- 
tionen ableiten  lassen.  Will 
man  z.  B.  wissen,  wo  sich  der  Punkt  in  einem  bestimmten 
Moment  befindet,  so  braucht  man  nur  den  diesem  Moment  ent- 
sprechenden Wert  von  t in  die  beiden  Gleichungen  x = f,(t)  und 
y = ft[t)  einzusetzen,  um  damit  die  Koordinaten  zu  erhalten,  welche 
der  Punkt  in  dem  betreffenden  Augenblicke  besitzt  Trägt  man 
dann  vom  Nullpunkte  0 des  Koordinatensystems  aus  auf  derAbszis- 
senaxe  die  Strecke  x und  auf  der  Ordinatenaxe  die  Strecke  y ab 
und  vervollständigt  das  durch  diese  beiden  Strecken  bestimmte 
Rechteck,  so  erhält  man  in  der  0 gegenüberliegenden  Ecke  des- 
selben die  Lage  des  Punktes  P.  Denkt  man  sich  dies  für  jeden 
Wert  von  t ausgeführt,  so  erhält  mau  zugleich  die  Gestalt  und 
Lage  der  Bahnkurve  im  Koordinatensystem. 

Will  man  nur  die  letztere  aus  den  beiden  Funktionen  ab- 
leiten, so  braucht  man  die  Zeit  schließlich  gar  nicht  in  Rücksicht 
zu  ziehen,  wie  sich  aus  folgender  Betrachtung  ergibt. 

Die  beiden  Funktionen  mögen  die  spezielle  Form  haben  x^=  ct 

und  y — — t 3,  unter  c und  <7  Konstante  verstanden.  Jedem  be- 

Fischer,  Medizin.  Physik.  3 
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stimmten  Werte  von  f entsprechen  bestimmte  Werte  von  x und  y, 
welche  als  Koordinaten  eines  Punktes  der  Bahnkurve  zusammen- 
gehören; und  umgekehrt  sind  die  zusammengehörenden  Werte 
von  x und  y vor  allen  anderen  dadurch  ausgezeichnet,  daß  sie 
ein  und  demselben  Werte  von  t entsprechen.  Drückt  man  daher 
aus  der  einen  Gleichung  die  Zeit  t durch  x,  und  aus  der  anderen 
Gleichung  durch  y aus,  so  müssen  sich  beide  Werte  als  gleich 
herausstellen , wenn  man  für  x und  y die  Kooordinaten  eines 
Punktes  der  Bahnkurve  einsetzt.  Man  erhält  demnach  für  zu- 
sammengehörende Werte  von  x und  y nach  einer  leicht  zu  über- 
sehenden Umformung  die  Beziehung 


welche  gestattet,  zu  jedem  Werte  der  Abszisse  x eines  Kurvenpunk- 
tes die  zugehörige  Ordinate  y desselben  zu  berechnen. 

Diese  Methode  der  Ableitung  der  Beziehung  zwischen  x und  y 
gilt  ganz  allgemein:  sie  besteht  im  Grunde  darin,  daß  man  aus 

den  beiden  Gleichungen  für  x 
und  y die  Zeit  t eliminiert.  Man 
bezeichnet  diese  Beziehung  zwi- 
schen den  Koordinaten  aller  Punkte 
der  Kurve  als  die  Gleichung  der 
letzteren.  Im  vorliegenden  Falle 
ergibt  sich  als  Kurve  eine  Para- 
bel, deren  Axe  mit  der  negativen 
I-Axe  zusammenfällt,  so  wie 
es  in  Figur  4 angedeutet  ist. 
Nimmt  man  an,  daß  die  durch 
die  obigen  speziellen  Gleichungen 
für  x und  y bestimmte  Bewegung  zur  Zeit  t — 0 beginnt,  so  kommt 
nur  der  rechte  Parabelast  als  Bahnkurve  in  Betracht.  Daß  es 
sich  hier  um  eine  Parabel  handeln  muß,  folgt  schon  aus  dem  Um- 
stande, daß  nach  der  zuletzt  angeführten  Kurvengleichung  die 
Ordinaten  dem  Quadrate  der  Abszissen  proportional  sind,  eine  be- 
kannte Eigenschaft  der  Parabel.  Nebenbei  gesagt  beziehen  sich 
die  hier  als  Beispiel  genommenen  Bewegungsgleichungen  auf  den 
sogenannten  horizontalen  Wurf  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  c. 

Man  kann  sich  nun  weiterhin  an  der  Hand  von  Fig.  3 leicht 
davon  Rechenschaft  geben,  daß  sowohl  die  Projektion  der  Ge- 
schwindigkeit als  auch  die  Projektion  der  Gesamtbeschleunigung 


Fig.  4 
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auf  eine  Gerade  gleich  der  Geschwindigkeit  bzw.  Beschleunigung 
der  Projektionsbewegung  ist. 


Während  der  Punkt  aus  der  Stellung  B in  der  Zeit  Jt  um 
./>'  auf  der  Kurve  bis  zum  Punkte  C fortrückt,  ändern  sich  die 
beiden  Koordinaten  um  bestimmte  Größen  B, Ci  ~ Jx  und  B»C\  = Jy) 
unter  C\  und  Ct  die  Projektionen  des  Punktes  C auf  die  Koordi- 
nutenaxen  verstanden.  Die  Grenzwerte  der  beiden  Differenzen- 


quotienteil und  f.  für  Jt  = 0.  d.  h.  also  die  beiden  Differential- 

z/f  z/t 

quotienten  ^ und  ~ geben  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen 

die  Geschwindigkeiten  an,  mit  welchen  die  Projektionen  des  bewegten 
Punktes  auf  den  beiden  Koordinatenaxen  fortwandern.  Da  nun  Jx 
und  Jy  die  Projektionen  von  Js  auf  die  beiden  Axen  darstellen,  so 

werden  auch  die  Differenzenquotienten  und  -j!  für  gleiches 

z/  t Z#  t 


Zeitintervall  Jt  als  Projektionen  des  Differenzenquotienten  und, 

wenn  man  zu  deren  Grenzwerten  für  ./f=0  übergeht,  schließlich 

d%t%  du 

auch  die  Geschwindigkeiten  ^ und  als  Projektionen  der  Ge- 
schwindigkeit ~ auf  die  beiden  Koordinatenaxen  erscheinen,  so- 
fern man  die  letztere  durch  eine  Strecke  auf  der  Kuiventangente 
und  die  ersteren  durch  Strecken  auf  den  beiden  Axen  dargestellt 
bat  Man  hat  damit  die  Bahngeschwindigkeit  in  zwei  zueinander 
senkrechte  Komponenten  in  der  Richtung  der  Koordinatenaxen 

zerlegt,  so  daß  sich  rückwärts  die  Bahngeschwindigkeit  ^ durch 

dx  d tj 

Zusammensetzung  der  beiden  Geschwindigkeiten  ' und  •'  nach 
dem  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  hersteilen  läßt. 


In  entsprechender  Weise  gewinnt  man  eine  Zerlegung  der  Ge- 
samtbeschleunigung in  zwei  Komponenten  durch  Projektion  der- 
selben auf  die  beiden  Koordinatenaxen  und  kann  auch  rück- 
wärts die  Gesamtbeschleunigung  aus  den  letzteren  nach  dem  Paral- 
lelogramm der  Beschleunigungen  zusammensetzen.  Die  Projektion 
der  Gesamtbeschleunigung  auf  die  eine  oder  andere  der  beiden 
Koordinatenaxen  stellt  dabei  die  Beschleunigung  der  Piojektions- 
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bewegung  innerhalb  der  betreffenden  Axe  dar,  so  daß  sie  nach 

dem  Früheren  durch  — bzw.  bestimmt  wird. 
dt  dt 

Um  die  Größe  der  Projektion  einer  Geschwindigkeit,  einer  Be- 
schleunigung oder  irgendeiner  anderen  Vektorgröße  auf  eine  Gerade 
zu  erhalten,  braucht  man  die  absolute  Größe  derselben  nur  mit 
dem  Kosinus  des  Winkels  zu  multiplizieren,  den  ihre  Richtung 
mit  der  als  positiv  ausgewählten  Richtung  der  Geraden  bildet; 
man  erkennt  dies  unmittelbar,  wenn  man  die  Gerade,  auf  welche 
die  Projektion  vorgenommen  wird,  parallel  mit  sich  durch  den 

Anfangspunkt  des  Vek- 
tors verlegt  denkt  und 
beachtet,  daß  hierdurch 
die  Größe  der  Projektion 
nicht  geändert  wird. 

Als  weiteres  Beispiel 
einer  ebenen  Bewegung 
eines  Punktes  auf 
krummliniger  Bahn  sei 
wieder  die  Kreisbeweg- 
ung ins  Auge  gefaßt, 
und  zwar  möge  insbe- 
sondere diese  Bewegung 
gleichförmig  sein.  Dann 
ist  sowohl  die  Bahn- 
geschwindigkeit v als 
auch  dieihr  proportionale 
W inkelgeschwindigkeit 
«konstant.  Infolgedessen 
besitzt  die  Tangential- 
beschleunigung Yt  den 
Wert  Null,  so  daß  in  diesem  Falle  überhaupt  nur  die  Normal- 
beschleunigung 

r* 

Y„  = - = )«- 

in  Frage  kommt  und  die  Gesamtbeschleunigung  darstellt. 

Befindet  sich  der  bewegte  Punkt  zur  Zeit  t — 0 in  dem  rech- 
ten Endpunkt  A des  horizontalen  Kreisdurchmessers  (vgl.  Fig.  5), 
so  hat  der  in  der  Zeit  t zurückgelegte  Bogen  AB  infolge  der  kon- 
stanten Bahngeschwindigkeit  v die  Länge 

s=vt. 
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Der  gleichzeitig  auf  dem  Einheitskreis  zurückgelegte  Bogen, 
welcher  den  Winkel  y zwischen  den  Radien  OA  und  OB  mißt, 
drückt  sich  in  entsprechender  Wreise  durch  die  konstante  Winkel- 
geschwindigkeit to  aus,  so  daß  man  hat 

(p  — wt. 

Nimmt  man  nun  den  horizontalen  und  verlikalen  Durchmesser 
des  Kreises  als  die  beiden  Axen  eines  rechtwinkligen  Koordi- 
natensystems und  projiziert  den  der  Zeit  t entsprechenden  Ort  B 
des  bewegten  Punktes  auf  die  Koordinatenaxen,  so  hat  man 

x=rcos  <f  = reosu>t  und 
y—rsin  y — rsin  tot. 

Die  Bahngeschwindigkeit  e,  welche  in  die  Richtung  der  Tangente 
irn  Punkte  B fällt,  bildet  mit  den  positiven  Richtungen  der  Ar- 

Achse  und  F-  Achse,  bzw'.  die  W'inkel  --f-y  und  y,  wie  aus  der 

dt 

Fisrur  sich  leicht  aoleiten  läßt.  Die  Projektionen  x‘  und  y der  Ge- 
schwindigkeit r auf  die  beiden  Koordinatenaxen  besitzen  daher 
die  Werte 

x'  — — v sin  <f  = — re»  sin  o>  t 
y‘  = r cos  y — rtocosto  t. 

Die  Beschleunigung  y„,  welche  von  B nach  0 gerichtet  ist, 
bildet  dagegen  mit  den  beiden  Axen  bzw.  die  Winkel  n -f-  y 

und  **  -j-  y\  ihre  Projektionen  x"  und  y“  sind  daher 

'dt 

r* 

x“  — cos  y — — r o)'1  cos  01 1 

r 

• 

V 

y“  — — — sin  y — — r co*  sin  w f. 

Man  kann  sich  nun  auf  dem  Wege  der  Differentation  ohne 
Mühe  davon  überzeugen,  daß  x'  und  y‘  die  Geschwindigkeiten, 
und  x"  und  y“  die  Beschleunigungen  der  beiden  Projektionsbe- 
wegungen sind;  denn  die  zuletzt  angegebenen  Werte  von  x‘  und  y' 
stellen  die  ersten  Differentialquotienten,  und  die  zuletzt  angeführten 
Werte  von  x"  und  y"  die  zweiten  Differentialquotienten  von  x 
und  y nach  der  Zeit  t dar. 

Es  mag  an  dieser  Stelle  angeführt  sein,  daß  es  vielfach  üblich 
ist,  den  ersten  Differentialquotienten  einer  Größe  einfach  durch 
einen  oben  angebrachten  Strich,  und  den  zweiten  Differentialquo- 
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tienten  durch  zwei  Striche  anzudeuten,  wovon  hier  in  den  Bezeich- 
nungen x\  x “ usw.  Gebrauch  gemacht  worden  ist. 

Vergleicht  man  die  Formeln  für  y,  y‘  und  y"  mit  den  früher 
(vgl.  S.  25)  abgeleiteten  Formeln  für  die  Sinusschwingung,  so  er- 
kennt man  das  bemerkenswerte  Resultat,  daß  sich  die  einfache 
Sinusschwingung  als  Projektion  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung 
auffassen  läßt,  und  daß  die  Amplitude  der  Schwingung  mit  dem 
Radius  der  Kreisbahn,  und  der  Faktor  von  t in  der  Bewegungs- 
gleichung mit  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Kreisbewegung  über- 
einstimmt Natürlich  ist  dabei  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung 
gleich  der  Umlaufszeit  auf  dem  Kreis. 

b)  Räumliche  Bewegung. 

Bisher  wurde  angenommen,  daß  die  Bahnkurve  des  bewegten 
Punktes  P eben  ist  Daher  reichten  die  Projektionen  auf  zwei 
zueinander  senkrechte  Gerade  innerhalb  der  Bewegungsebene  voll- 
kommen aus,  um  nicht  nur  die  Bahnkurve,  sondern  auch  die  ganze 

Bewegung  auf  der  letzteren 
nach  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  in  eindeutiger 
Weise  zu  charakterisieren. 
Wenn  nun  aber  der  Punkt 
sich  auf  einer  Raumkurve 
bewegt,  so  bedarf  es  hierzu 
der  Projeklionen  auf  min- 
destens drei  Gerade,  die  weder 
einander  parallel  laufen,  noch 
auch  nur  ein  und  derselben 
Ebene  angehören  dürfen.  Am 
zweckmäßigsten  ist  es,  in 
diesem  Falle  die  drei  Axen 
eines  rechtwinkligen  räum- 
lichen Koordinatensystems  für 
die  Projektionen  zu  verwenden; 
dieselben  gehen  bekanntlich 
durch  einen  Punkt  des  Rau- 
mes, den  Nullpunkt  des  Koor- 
dinatensystems, hindurch,  und 
jede  derselben  steht  immer  auf  der  Ebene  der  beiden  anderen  senk- 
recht, so  daß  sich  also  je  zwei  von  ihnen  ebenfalls  unter  einem 
rechten  Winkel  durchkreuzen. 


♦Z-A» 
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In  Fig.  6,  welche  räumlich  aufzufassen  ist,  stellt  0 den  Null- 
punkt eines  solchen  Koordinatensystems  dar;  die  drei  zueinander 
rechtwinkligen  Axen,  von  denen  sich  in  der  Figur  nur  die  posi- 
tiven Halbaxen  angegeben  finden,  sind  als  X-,  Y-  und  Z-Axe 
voneinander  unterschieden  worden;  sie  bilden  zu  je  zweien  die  drei 
ebenfalls  aufeinander  senkrecht  stehenden  Koordinatenebenen,  die 
man  kurz  als  17-,  YZ-  und  A'^-Ebene  bezeichnet.  Die  A'F- Ebene 
soll  horizontal  liegen;  demnach  steht  die  Z-Axe  vertikal.  AB 
stelle  die  doppelt  gekrümmte  Bahnkurve  des  bewegten  Punktes  P 
dar,  wobei  A die  Stelle  bedeutet,  von  der  aus  die  Entfernungen  n 
der  verschiedenen  Lagen  bestimmt  werden,  und  B den  Ort  des 
Punktes  zur  Zeit  t. 

Die  Projektion  eines  Raumpunktes  auf  eine  der  Koordinaten- 
axen  gewännt  man  dadurch,  daß  man  durch  ihn  eine  Ebene  ge- 
legt denkt,  welche  auf  der  betreffenden  Koordinatenaxe  senk- 
recht steht  und  demnach  der  von  den  beiden  übrigen  Koordinaten- 
axen  gebildeten  Ebene-  parallel  läuft;  man  bezeichnet  eine  solche 
Ebene  als  eine  projizierende  Ebene.  Hat  man  alle  drei  auf  je 
einer  Koordinatenaxe  senkrecht  stehenden  projizierenden  Ebenen 
für  einen  Punkt  des  Raumes  konstruiert,  so  setzen  dieselben  mit 
den  drei  Koordinatenebenen  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  zu- 
sammen, in  welchem  der  Raumpunkt  und  der  Nullpunkt  des  Ko- 
ordinatensystems einander  diametral  gegenüberstehende  Ecken 
darstellen.  Die  auf  den  Koordinatenaxen  liegenden  Ecken  dieses 
Parallelepipeds  bilden  die  Projektionen  des  Raumpunktes  auf  diese 
Axen,  während  der  außerdem  in  jeder  Koordinatenebene  noch 
vorhandene  Eckpunkt  als  die  Projektion  des  Raumpuuktes  auf 
diese  Ebene  aufzufassen  ist. 

In  Fig.  6 ist  sowohl  das  vom  Punkte  .4  als  auch  das  vom 
Punkte  B der  Bahnkurve  ausgehende  Parallelepiped  angedeutet 
worden.  Die  auf  die  Koordinatenaxen  fallenden  Eckpunkte  der- 
selben, d.  h.  also  die  Projektionen  von  A bzvv.  B auf  die  drei 
Axen,  sind  beziehungsweise  mit  Au  A8  und  B„  B 2,  Bs  be- 
zeichnet wrorden,  während  für  die  Projektionen  auf  die  drei  Koordi- 
natenebenen die  Bezeichnungen  AI2,  AS3,  Aai  bzvv.  Bti,  Bia , Btl 
verwendet  worden  sind.  Gleichzeitig  finden  sich  die  ebeneu  Pro- 
jektionen der  ganzen  Raumkurve  auf  die  drei  Koordinatenebenen 
angedeutet,  und  zwar  zum  Unterschied  von  der  Raumkurve  in 
durchbrochenen  Linien. 

Die  drei  räumlichen  Koordinaten  eines  Raumpunktes  stellen 
die  Strecken  auf  den  Axen  vom  Nullpunkt  0 bis  zu  den  Projek- 
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tionen  des  Raumpunktes  auf  diese  Achsen  dar.  So  sind  die  Koor- 
dinaten .To,  >/0  und  z0  des  Punktes  A identisch  mit  den  Strecken 
0.4 1,  0,4.  und  0.4 , während  die  Koordinaten  x,  y und  z des  be- 
liebigen anderen  Punktes  B der  Bahnkurve  mit  OBi , OB.,  und  0B:t 
übereinstimmen.  Jede  dieser  Strecken  muß  natürlich  negativ  ge- 
rechnet werden,  wenn  sie  auf  der  Rückwärtsverlängerung  der  be- 
treffenden Koordinatenaxe  über  0 hinaus  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  auf  der  negativen  Seite  der  Axe  liegt. 

In  dem  Zeitintervall  At  möge  der  bewegte  Punkt  auf  seiner 
Bahn  um  das  Stück  As  fortgerückt  und  demnach  von  der  Stelle  B 
zu  einer  benachbarten  Stelle  C (vgl.  die  Figur)  gelangt  sein.  Dann 
haben  sich  im  allgemeinen  auch  die  sämtlichen  Projektionen  des 
Punktes  geändert.  Insbesondere  sind  auf  den  drei  Koordinaten- 
axen  die  Projektionen  von  B, , B., , B3  bzw.  nach  Ci,  Cs,  0* 
übergegangen.  Die  von  den  Projektionen  dabei  zurückgelegten 
Strecken  BtC\,  B3C3,  B3  Ca  seien  beziehungsweise  mit  Ax,  Ay, 
A z bezeichnet,  da  sie  mit  den  in  der  Zeit  At  vor  sich  gehenden 
Änderungen  der  drei  Koordinaten  des  bewegten  Punktes  gleich- 
bedeutend sind.  Dabei  sind  diese  Koordinatenänderungen  die  Pro- 
jektionen der  Änderung  As  der  längs  der  Bahnkurve  gemessenen 
Entfernung  s des  bewegten  Punktes  von  .4. 

Da  sich  bei  der  Bewegung  die  drei  Koordinaten  im  allge- 
meinen fortwährend  ändern,  so  stellen  sie,  ebenso  wie  s,  be- 
stimmte Funktionen  der  Zeit/  dar;  dieselben  mögen  allgemein  mit 
x = fi  (/);  y — fi  (/)  und  z — f;t  (/)  bezeichnet  sein.  Verschafft  man 


sich  nun  die  Differenzenquotienten  '*'!  und  -f  und  veranschau- 

Jt  /t  t /ft 


licht  sich  die  Werte  derselben  durch  Strecken  längs  der  Koordi- 


natenaxen,  so  erscheinen  diese  gleichfalls  als  Projektionen  der 
in  der  Richtung  BC  verlaufenden  Strecke,  welche  den  Wert  von 


Js 

At 


veranschaulicht. 


Dieses  Resultat  ist  ganz  unabhängig  davon, 


ob  das  Zeitintervall  verhältnismäßig  groß  oder  nur  verschwindend 
klein  genommen  wird.  Geht  man  schließlich  zu  den  Grenzwerten 
aller  dieser  Differenzenquotienten  für  At  = o,  d.  h.  also  zu  den 

Differentialquotienten  ^ ^ über,  so  verliert  es  daher 

seine  Gültigkeit  nicht.  Unter  Berücksichtigung  der  Bedeutung 
der  vier  Differentialquotienten  erhält  man  infolgedessen  den  Satz, 
daß  auch  bei  der  räumlichen  Bewegung  die  Geschwindigkeiten 
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der  Projektionsbewegungen  in  der  Richtung  irgendwelcher  Ge- 
raden. also  z.  B.  die  Geschwindigkeiten  ,r',  //,  z‘  in  der  Richtung 
der  drei  Koordinatenaxen,  sich  als  Projektionen  der  Bahnge- 
schwindigkeit v des  bewegten  Punktes  darstellen.  Da  die  letztere 
die  Richtung  der  Tangente  der  Bahnkurve  im  Punkte  B besitzt, 
so  braucht  man  sich  nur  die  drei  Winkel  a,,  o.j,  as  zu  ver- 
schaffen, unter  welchen  diese  Tangente  gegen  die  drei  Koordi- 
natenaxen oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt  gegen  die  durch 
B gehenden  Parallelen  zu  den  Koordinatenaxen  geneigt  ist,  um 
die  Beziehungen  zwischen  den  Geschwindigkeiten  mathematisch 
formulieren  zu  können.  Man  erhält  dann 


d.r 

dt 


ds 

dt 


ros  a, 


. dy 

’ dt 


oder  kürzer  geschrieben 


ds 

dt  C°S(h 


und 


dz 

dt 


ds 

, rosa 
dt 


x‘  = r cos  ft, ; >/  = r cos  a>  und  z‘  = vrosa3. 

Man  kann  sich  diesen  Zusammenhang  leicht  veranschaulichen, 
wenn  man  den  Punkt  B als  Nullpunkt  eines  Hilfskoordinaten- 
systems auffaßt,  dessen  Axen  und  Ebenen  denen  des  einge- 
f ührtenKoordinatensystems 
parallel  laufen.  Durch  diese 
Parallelverschiebung  des 
ganzen  Koordinatensystems 
nach  dem  Punkte  B werden 
die  Projektionen  der  Ge- 
schwindigkeit r weder  in 
ihrer  Richtung  noch  auch 
in  ihrer  Größe  geändert. 

Hat  man  also  die  Bahn- 
geschwindigkeit rdurcheine 
in  B beginnende  Strecke 
BD  auf  der  Tangente  des 
Punktes  B veranschau- 
licht, so  werden  die  Ge- 
schwindigkeiten x\  >/,  z‘ 
durch  die  Projektionen  die- 
ser Strecke  auf  die  Axen 
des  nach  B verlegten  Hilfskoordinatensystems  dargestellt,  so  wie 
es  Fig.  7 andeutet 

Die  oben  angegebenen  Beziehungen  zwischen  der  Bahnge- 
schwindigkeit und  ihren  Projektionen  auf  die  Koordinatenaxen 
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erlauben  nicht  nur  die  letzteren  durch  die  erstere  auszudrücken, 
sondern  ermöglichen  auch  eine  Berechnung  der  Größe  und  Rich- 
tung von  v mit  Hilfe  der  Geschwindigkeiten  x',  //',  z‘.  Aus  der 
Figur  ist  unmittelbar  ersichtlich,  daß  v zum  Beispiel  als  Hypo- 
tenuse des  Dreiecks  BD^l)  aufgefaßt  werden  kann,  deren  eine 
Kathete  (DtiD)  gleich  z‘  ist,  während  die  andere  (BDit)  die  Pro- 
jektion von  r auf  die  horizontale  Koordinatenebene  darstellt.  Die 
letztere  Kathete  stellt  sich  aber  ihrerseits  als  Hypotenuse  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  BDtDti  dar,  dessen  Katheten  x‘  und  //' 
sind.  Wendet  man  erst  auf  das  letztere  Dreieck  den  pythagorei- 
schen Lehrsatz  an,  um  das  Quadrat  der  Strecke  BDlt  zu  erhalten, 
und  verwendet  dann  denselben  Satz  nochmals  für  das  erste  Drei- 
eck, so  erhält  man  dio  zur  Berechnung  von  r sich  eignende  Be- 
ziehung 

» <21  <21  <2 

v1  = x*--\-y 

aus  welcher  durch  Wurzelziehen  für  v der  Wert  resultiert 


v = y'*+*‘*. 

Nebenbei  erhält  man  aus  der  Formel  für  r*  durch  Ver- 
gleichen mit  den  Formeln  für  x\  y‘  und  z1  auf  Seite  41  das 
wichtige  Resultat,  daß  die  drei  Winkel  <*,,  a„  nicht  unab- 
hängig voneinander  sind,  sondern  daß  der  dritte  immer  schon  mit- 
bestimmt ist,  sobald  zwei  derselben  gegeben  sind.  Es  ergibt  sich 
nämlich  die  Beziehung 

cos*  ß,  -j-  cos * a3  -j-  cos*  a.,  = ] . 


Um  diese  für  die  Richtung  von  r maßgebenden  Winkel  aus 
den  Werten  von  rr*,  //,  z'  abzuleiten,  hat  man  die  durch  Kombi- 
nation der  angeführten  Beziehungen  gewonnenen  Formeln 


x _ y 

C0S  C°S  + 


cos  ß., 


VX‘ 


y‘4  + < 


Giuiz  entsprechende  Beziehungen  gelten  für  die  Gesamtbe- 
schleunigung y und  die  Beschleunigungen  x“,  >/“,  z“  der  drei  Pro- 
jektionsbewegungen, welch  letztere  mit  den  zweiten  Differential- 

d/x  d“y. 
dt*' 


quotienten 


dt * 


7,  übereinstimmen. 
dt~ 


Da  jedoch  die  Gesamt- 


beschleunigung bei  gekrümmter  Bahn  nicht  mehr  in  die  Richtung 
der  Tangente  an  die  Bahnkurve  fällt,  sondern  sich  aus  der  Tan- 
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geniiulbesehleunigung  und  der  Normal  Beschleunigung  y„  zu- 
sammengesetzt, so  sind  die  Winkel  ßt,  ßt,  ßa  zwischen  der  Rich- 
tung der  Beschleunigung  und  den  Richtungen  der  drei  Koordinaten- 
axen  von  den  Winkeln  «n  oSr  o8  im  allgemeinen  verschieden. 
Dies  ist  bei  der  Deutung  und  Verwendung  der  Formeln  zu  be- 
achten. Dieselben  lauten 


x"  — ycosßi ; y"  = Y ' cos  ßo-,  z“  = Y'COsßt; 

1 — Yx'^  + y*- hi57*; 

x"  „ y“ 


ros  ß,  = »- ~ - ; cos ß*  — -==. 


COS  ßi 


wobei  wieder 


COS*  ßi  -f-  COS3  ßi  cos’-ßt  — 1. 


Ferner  besteht  zwischen  der  Gesamtbeschleunigung  y und 
ihren  beiden  zueinander  rechtwinkligen  Komponenten  y<  und  y„  die 
Beziehung 

y*=y*4-  3^,  wobei  nach  oben 


Yt 


dr  , 

i, ,,nd  * 


r 


ist 


Kennt  man  die  Gesamtbeschleunigung  y und  die  Bahn-  oder 
Tangentialbeschleunigung  y,,  so  kann  man  also  auch  y,  mit  Hilfe 
dieser  Formel  leicht  bestimmen.  Unter  Berücksichtigung  des  Zu- 
sammenhanges von  y„  mit  v und  r läßt  sich  weiterhin  der  Krüm- 
mungsradius r der  Bahn  an  der  dem  bestimmten  Werte  von  t 
entsprechenden  Stelle  berechnen,  da,  wie  man  leicht  bestätigt, 


c 


Der  Hauptvorteil  der  Projektion  der  Bewegung  auf  die  drei 
Axen  eines  rechtwinkligen  räumlichen  Koordinatensystems  liegt 
für  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  Punktes  bzw.  der  Trans- 
lationsbewegung eines  Körpers  darin,  daß  man  damit  die  im  all- 
gemeinen verwackelte  und  wenig  übersichtliche  räumliche  Be- 
wegung auf  die  viel  leichter  zu  behandelnde  Bewegung  längs 
bestimmter  gerader  Linien  zurückführt.  Sobald  man  die  drei  Pro- 
jektionsbewegungen für  den  ganzen  Ablauf  der  Bewegung  nach 
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Ortsänderung,  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  bestimmt  hat, 
lassen  sich  aus  den  gewonnenen  Daten  alle  kinematischen  Einzel- 
heiten der  zu  untersuchenden  Bewegung  im  Raume  ableiten.  Dies 
ist  eine  nach  den  Methoden  der  analytischen  Geometrie  sowie  der 
Differential-  und  Integralrechnung  auf  rein  rechnerischem  Wege 
zu  lösende  Aufgabe,  wrenn  es  im  gegebenen  Falle  der  Untersuchung 
einer  bestimmten  Bewegung  gelungen  ist,  die  Funktionen  f , (t), 
ft  (t)  und  ft  (#)  anzugeben,  welche  die  drei  Koordinaten  .r,  //,  z von 
der  Zeit  darstellen.  Ist  dagegen  eine  genaue  Angabe  der  Glei- 
chungen x = fi  (t),  1/  = ft  (t)  und  z — f*  (t)  infolge  zu  komplizierter 
Verhältnisse  nicht  möglich,  so  ist  die  Aufgabe  auf  Grund  genü- 
gender empirisch  gewonnener  Daten  in  vielen  Fällen  trotzdem  mit 
ausreichender  Genauigkeit  lösbar.  Man  kann  dann  nur  für  die  Ab- 
leitung des  Ortes,  der  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  des 
bewegten  Punktes  zu  einer  bestimmten  Zeit  nicht  mehr  rein  rech- 
nend verfahren,  sondern  muß  in  der  Hauptsache  zu  geeigneten 
graphischen  Methoden  seine  Zuflucht  nehmen,  von  denen  nunmehr 
die  Rede  sein  soll. 

5.  Graphische  Methoden  zur  kinematischen  Analyse  der 
empirisch  bestimmten  Bewegung  eines  Punktes. 

Unter  Anwendung  der  Momentphotographie  ist  es  möglich  ge- 
worden, sich  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Bewegungsphasen 
eines  im  Raume  irgendwie  bewegten  Punktes  die  drei  rechtwink- 
ligen Koordinaten  zu  verschaffen.  Auf  welche  Weise  man  zu 
verfahren  hat,  um  dabei  eine  genügende  Genauigkeit  zu  erzielen, 
wird  später  noch  ausführlich  auseinandergesetzt  werden  (vgl.  den 
Abschnitt  IV,  3 der  Kinematik).  An  dieser  Stelle  soll  dagegen  die 
Beziehung  der  ganzen  Bewegung  eines  Körperpunktes  auf  ein 
räumliches  Koordinatensystem  in  der  Weise  als  gegeben  voraus- 
gesetzt sein,  daß  man  für  eine  große  Anzahl  von  Werten  der 
Zeit  t , von  denen  je  zwei  aufeinanderfolgende  nur  wenig  von- 
einander abweichen,  die  zugehörigen  Werte  der  drei  Koordinaten 
x,  >/,  z empirisch  bestimmt  hat  Es  lassen  sich  dann  leicht  auf 
graphischem  Wege  auch  die  Koordinatenwerte  für  alle  anderen, 
beim  Versuch  nicht  herausgegiiffenen  Zeitpunkte  mit  einer  gewissen 
Genauigkeit  ableiteu,  so  daß  man  dadurch  die  Kenntnis  der 
ganzen  Bahn  des  bewegten  Punktes  erlangt. 

a)  Wepkurven. 

Zu  dem  zuletzt  angedeuteten  Zwecke  trägt  man  auf  der  hori- 
zontalen Abszissenaxe  eines  rechtwinkligen  ebenen  Koordinaten- 
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Systems  von  dessen  Nullpunkt  aus  Strecken  ab,  welche  der  von 
einem  bestimmten  Zeitpunkt  (dem  Nullpunkt  für  die  Zeitmessung) 
an  verflossenen  Zeit  proportional  sind.  Damit  ordpet  man  die 
Werte  der  Zeit  t in  eindeutiger  Weise  den  Punkten  der  Abszissen- 
axe  zu.  In  jedem  einem  bestimmten  Werte  von  t entsprechen- 
den Punkte  der  Abszissenaxe  errichtet  man  dann  als  Ordinate 
je  nach  dem  Vorzeichen  nach  oben  oder  unten  ein  Lot,  dessen 
Länge  dem  zugehörigen  Werte  von  x bzw.  y oder  z proportional 
ist.  Demnach  veranschaulicht  der  Ort  des  Endpunktes  des  Lotes 
durch  seine  Koordinaten  eine  bestimmte  Phase  der  einen  oder  an- 
deren Projektionsbewegung.  Soviel  Bewegungsphasen  man  bei 
der  experimentellen  Registrierung  der  Bewegung  herausgegriffen 
hat,  soviel  Punkte  erhält  man  im  Koordinatensystem  von  dem 
die  ganze  Bewegung  veranschaulichenden  Diagramm.  Man  be- 
zeichnet ein  derartiges  Diagramm  als  eine  „ Wegkurve“  des  be- 
wegten Punktes,  welche  aber  nicht  mit  der  Bahnkurve  desselben 
zu  verwechseln  ist.  Sofern  die  empirisch  gefundenen  Punkte  nicht 
zu  weit  auseinander  liegen,  bestimmen  sie  dann  in  der  Regel 
schon  die  ganze  Wegkurve  mit  großer  Genauigkeit;  denn  es  läßt 
sich  bei  genügender  Häufigkeit  der  Punkte  in  vielen  Fällen  nur 
auf  eine  einzige  Art  eine  Kurve  durch  dieselben  hindurchziehen, 
die  von  kleinen  Buckeln  und  unwahrscheinlichen  Unregelmäßig- 
keiten frei  ist.  Ja  man  wild  sogar  zuweilen  sich  veranlaßt  sehen, 
die  Kurve  etwas  an  den  vorher  festgelegten  Punkten  vorüberzu- 
ziehen, um  damit  kleine  Messungsfehler  zu  korrigieren;  natürlich 
müssen  sich  dabei  die  Abweichungen  der  Kurve  von  den  empirisch 
gewonnenen  Punkten  innerhalb  der  Fehlergrenzen  bei  der  Messung 
halten. 

An  und  für  sich  brauchen  zwar  kleine  Buckel  in  einem  der- 
artigen Diagramm  nicht  ausgeschlossen  zu  sein.  Sobald  dieselben 
aber  in  den  Bereich  der  bei  einem  bestimmten  Versuch  unver- 
meidlichen Beobachtungs-  und  Messungsfehler  hineinfallen,  können 
sie  sich  nicht  mit  Sicherheit  in  dem  Diagramm  ausprägen;  man 
ist  dann  in  diesem  Falle  direkt  genötigt,  dieselben  beim  Ausziehen 
der  Kurve  zu  vermeiden,  um  mit  den  aus  den  Diagrammen  weiter- 
hin abzuleitenden  Resultaten  innerhalb  der  Grenzen  der  überhaupt 
erreichbaren  Genauigkeit  zu  bleiben. 

Eis  muß  daher  als  eine  der  wichtigsten  Aufgaben  bei  jeder 
experimentellen  Messung  betrachtet  werden,  sich  von  der  Größen- 
ordnung der  unvermeidlichen  Fehler  Rechenschaft  zu  geben.  Diese 
Aufgabe  läßt  sich  in  sehr  eleganter  Weise  mit  Hilfe  der  hier  aus 
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verschiedenen  Gründen  nicht  ausführlich  darstellbaren  Gaußschen 
Methode  der  kleinsten  Fehlerquadrate  lösen,  sobald  man  die  gleiche 
Messung  wiederholt  vornehmen  kann.  Ist  das  letztere  ausgeschlossen, 
so  bedarf  es  einer  eingehenden  Genauigkeitsprüfung  aller  zur 
Messung  verwendeten  Instrumente  unter  Berücksichtigung  der 
unvermeidlichen  Beobachtungsfehler.  In  den  weiter  unten  als 
Beispiele  mitgeteilten  Wegkurven  für  die  Projektionen  der  relativen 
Bewegung  des  menschlichen  Schwerpunktes  beim  Gehen  (Figg.  9, 
10  und  11)  waren  ursprünglich  deutliche  Unterschiede  in  der 
Abweichung  der  Kurven  von  den  durch  direkte  Messung  ge- 
fundenen Punkten  zu  erkennen  (vgl.  die  Tafeln  V,  VI  und  VII  der 
auf  Seite  51  unten  angegebenen  Abhandlung).  Während  für  die 
Projektionsbewegung  in  vertikaler  Richtung  (Fig.  11)  und,  in  der 
Seitenrichtung  (Fig.  10)  die  Diagramme  fast  genau  durch  die 
sämtlichen  vorher  bestimmten  Punkte  hindurcbgingen , wich  die 
Wegkurve  für  die  Projektionsbewegung  in  der  Gangrichtung  (Fig.  9) 
zum  Teil  etwas  von  diesen  Punkten  ab.  Dies  war  eine  Folge 
davon,  daß  die  in  die  Gangrichtung  fallende  Koordinate  für  die 
relative  Bewegung  des  Schwerpunktes  bei  den  grundlegenden 
Versuchen  sich  mit  geringerer  Genauigkeit  bestimmen  ließ  als  die 
beiden  anderen  Koordinaten. 

Wie  oben  ausgeführt  wurde,  sind  die  Abszissen  eines  der- 
artigen Diagramms  der  Zeit  t.  und  die  Ordinaten  der  bei  der 
Projektionsbewegung  erreichten  Entfernung  x,  y oder  z vom  Null- 
punkte des  räumlichen  Koordinatensystems  proportional  zu  nehmen. 

Welche  Länge  auf  der  Abszissenaxe  man  der  Zeiteinheit 
entsprechen  lassen  will,  ist  an  sich  gleichgültig.  Man  kann  das 
Zeitintervall  von  einer  Sekunde  ebenso  gut  durch  die  Länge  von 
einem  Zentimeter  wie  durch  die  von  einem  Dezimeter  oder  einem 
Meter  darstellen;  schließlich  ist  es  auch  durchaus  nicht  ausge- 
schlossen, daß  man  ohne  Berücksichtigung  der  sonst  üblichen 
Längeneinheiten  eine  ganz  beliebige  Strecke  für  die  Veranschau- 
lichung von  einer  Sekunde  verwendet,  wenn  man  dann  nur  auf 
der  Abszissenaxe  eine  entsprechende  Einteilung  unter  Zugrunde- 
legung dieser  bestimmten  Strecke  als  Längeneinheit  vornimmt. 
Für  die  Wahl  der  Längeneinheit  auf  der  Abszlssenache  ist  z.  B. 
die  Art  der  Bewegung,  der  Umfang  des  darzustellenden  Teiles 
derselben,  die  Größenänderung  der  Geschwindigkeiten,  die  Genauig- 
keit der  Messung,  die  Größe  des  Zeitintervalls  zwischen  zwei 
aufeinanderfolgenden  Messungen  u.  a.  m.  maßgebend.  Im  allge- 
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meinen  wird  man  bei  schnellen  Bewegungen  die  Sekunde  durch 
eine  größere  Länge  darstellen  müssen  als  bei  langsamen. 

Trotzdem  die  Ordinaten  der  Wegkurven  zur  Veranschaulichung 
einer  Länge  dienen,  wird  man  diese  Länge  doch  nicht  immer  in 
natürlicher  Größe  abtragen  können,  sondern  oft  zu  kleinerem, 
zuweilen  auch  zu  größerem  Maßstab  greifen  müssen.  Auch  hier 
kommt  es  ganz  auf  die  Art  der  Bewegung,  insbesondere  auf  die 
Geschwindigkeit  und  andere  Faktoren  an,  durch  welche  Längen- 
einheit man  die  Einheit  des  in  der  Projektionsbewegung  zurück- 
gelegten Weges  veranschaulichen  will.  Es  ist  auch  durchaus  nicht 
immer  möglich,  die  Einheiten  der  Zeit  und  des  Weges  durch  die 
gleiche  Länge  auf  der  Abszissenaxe  und  der  Ordinatenaxe  zur 
Darstellung  zu  bringen,  wie  sich  leicht  aus  folgenden  Beispielen 
erkennen  läßt. 

Fig.  8 zeige  die  Wegkurve  für  eine  der  drei  Projektions- 
bewegungen, etwa  die  längs  der  x-Axe  des  rechtwinkligen  räum- 
lichen Koordinatensystems  stattfindenden,  unter  Verhältnissen, 
welche  es  für  zweckmäßig  erscheinen  lassen,  auf  der  Abszissen- 
axe (Zeitaxe)  die  Zeit  von  1 sec  durch  die  Länge  von  1 cm,  und 
auf  der  Ordinatenaxe  (Wegaxe)  den  Weg,  bzw.  die  zur  Zeit  t 
erreichto  Entfernung  x vom  Nullpunkte  des  rechtwinkligen  räum- 
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liehen  Koordinatensystems,  in  natürlicher  Größe  darzustellen,  so 
daß  also  1 cm  Ordinate  in  der  Tat  dem  Weg  von  1 cm  entspricht. 

Die  Wegkurve  vermittelt  in  diesem  Falle  eine  sehr  klare  Vor- 
stellung von  dem  ganzen  Ablauf  der  dargestellten  Projektionsbewe- 
gung. Man  sieht  zunächst,  daß  sich  die  Bewegung  über  einen  Zeit- 
raum von  10  sec,  zwischen  t = 0 und  / = 10,  ausdehnt.  Alle  Punkte 
der  Wegkurve,  welche  dem  Ablauf  einer  ganzen  Anzahl  von  Se- 
kunden seit  dem  Nullpunkte  für  die  Zeitmessung  entsprechen,  sind 
mit  den  betreffenden  Werten  von  t versehen.  Es  mögen  sowohl 
diese  Punkte  als  auch  die  zwischen  ihnen  liegenden,  zu  den  Mitten 
der  10  aufeinanderfolgenden  Sekunden  gehörenden  Punkte  empirisch 
bestimmt  worden  sein.  Dann  erkennt  man  aus  der  Figur,  daß 
die  Wegkurve  damit  in  eindeutiger  Weise  gegeben  ist;  denn  man 
hat  gar  keine  Wahl,  wenn  man  die  festgelegten  Punkte  durch 
eine  möglichst  glatt  verlaufende  Kurve  verbinden  will,  und  es 
macht  sich  mir  an  wenigen  Stellen  eine  kleine  Abweichung  von 
den  gegebenen  Punkten  nötig. 

Wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  hat  man  mit  der  Kon- 
struktion der  Wegkurve  nun  zunächst  ein  sehr  bequemes  Mittel 
gewonnen,  die  Werte  von  x auch  für  Zeitpunkte  abzuleiten,  in 
denen  keine  Messung  der  drei  rechtwinkligen  räumlichen  Koordi- 
naten des  bewegten  Punktes  vorgenommen  war.  Man  braucht  zu 
diesem  Zwecke  nur  in  dem  Abszissenpunkte,  welcher  dem  in  Frage 
stehenden  Zeitpunkte  entspricht,  die  Ordinate  zu  konstruieren;  die 
hänge  derselben  gibt  dann  ohne  weiteres  den  zugehörigen  Wert 
von  x mit  einer  Genauigkeit  an,  welche  gegen  die  Genauigkeit 
der  durch  direkte  Messung  gefundenen  Ordinatenwerte  durchaus 
nicht  zurücksteht 

Ist  die  Zeichnung  sorgfältig  genug  ausgeführt,  daß  man  auf 
der  Abszissenaxe  noch  für  zwei  um  nur  * mm  voneinander 


entfernte  Punkte  die  Ordinaten  unterscheiden  kann,  so  läßt  sich 
auf  diesem  Wege  für  alle  um  sec  voneinander  abstehenden 

tlU 


Zeitpunkte  der  Wert  von  x gewinnen.  Wollte  man  noch  weiter 
gehen  und  den  Wert  von  x für  Zeitwerte  ableiten,  welche  bis 
auf  Hundertstel  Sekunden  genau  bestimmt  sein  sollen,  so  würde 
sich  eine  gleichmäßige  Vergrößerung  der  Zeichnung,  etwa  auf  das 
Fünffache  oder  Zehnfache,  empfehlen,  so  daß  dann  sowohl  die  Se- 
kunde als  auch  die  Wegeinheit  von  1 cm  durch  eine  Strecke  von 
5 cm  bzw.  10  cm  dargestellt  wären. 
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Man  darf  jedoch  mit  der  Vergrößerung  der  Wegkurve  zum 
Zwecke  der  Erzielung  einer  größeren  Genauigkeit  nicht  zu  weit 
gehen;  denn  von  einer  gewissen  Grenze  an  würde  das  Ausziehen 
der  Wegkurve  infolge  zu  großer  Entfernung  der  direkt  gemessenen 
Punkte  mit  so  bedeutenden  Fehlern  behaftet  sein,  daß  dadurch 
der  mit  der  Vergrößerung  beabsichtigte  Vorteil  wieder  illusorisch 
gemacht  würde.  Es  kann  sich  daher  zuweilen  sogar  empfehlen, 
in  Rücksicht  auf  die  bei  einem  Versuch  überhaupt  erreichbare 
Genauigkeit  die  ursprünglich  aufgezeichnete  Wegkurve  zu  verklei- 
nern. Bei  einiger  Cbung  im  Zeichnen  von  Kurven  wird  man  leicht 
herausfinden,  welcher  Maßstab  sich  für  die  Erzielung  einer  den 
Verhältnissen  entsprechenden  Genauigkeit  am  besten  eignet. 

Die  gleichmäßige  Vergrößerung  von  Abszissen  und  Ordinaten 
ruft  keine  Gestaltsänderung  der  Wegkurve  hervor;  denn  die  ver- 
größerte oder  verkleinerte  Kurve  ist  in  diesem  Falle  der  ursprüng- 
lichen ähnlich.  Das  letztere  ist  nun  nicht  mehr  der  Fall,  wenn 
entweder  nur  die  Abszissen  bzw.  nur  die  Ordinaten  vergrößert 
oder  verkleinert  werden,  oder  wenn  der  Maßstab  der  Veränderung 
für  die  Ordinaten  anders  genommen  wird  als  für  die  Abszissen. 
Das  eine  oder  andere  erweist  sich  aber  oft  als  nötig,  um  die  Ge- 
stalt der  Wegkurve  übersichtlicher  und  für  die  Veranschaulichung 
der  Abhängigkeit  des  Weges  von  der  Zeit  geeigneter  zu  machen. 

Wenn  z.  B.  die  oben  in  Betracht  gezogene  Bewegung  sich 
anstatt  in  10  Sekunden  schon  in  einer  einzigen  Sekunde  in  sonst 
gleicher  Weise  abspielen  würde,  und  man  wollte  dann  auch  noch 
die  Sekunde  durch  die  Länge  von  1 cm  auf  der  Abszissen  ach  se 
darstellen,  so  würde  die  Wegkurve  die  in  Fig.  8 links  in  der  Nähe 
der  Wegaxe  punktiert  angedeutete  Gestalt  annehmen.  Es  würden 
sich  zwar  dabei  das  vorhandene  Minimum  und  Maximum  der 
Ordinaten  besonders  scharf  ausprägen,  im  übrigen  wäre  aber 
von  den  Einzelheiten  in  der  Kurvengestalt  nur  verhältnismäßig 
wenig  zu  erkennen.  In  diesem  Falle  würde  es  sich  daher  empfehlen, 
die  Einheit  der  Zeit  durch  eine  größere  Länge  darzustellen.  Ver- 
wendete man  dazu  die  Länge  von  1 dm,  so  würde  man  gerade  auf 
die  dem  früheren  Falle  entsprechende  Gestalt  geführt.  Man  hätte 
also  hier  die  Abszisse  auf  das  Zehnfache  zu  vergrößern,  ohne  die 
Ordinatenlängen  zu  ändern. 

Würde  dagegen  die  zuerst  in  Betracht  gezogene  Bewegung 
zwar  in  der  Zeit  von  10  Sekunden  ablaufen,  aber  so,  daß  alle 
Wege  nur  den  zehnten  Teil  der  ursprünglich  angenommenen  Längen 
betrügen,  so  würde  man  zu  der  in  Fig.  8 ebenfalls  punktiert  an- 
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gedeuteten  flachen  Gestalt  der  Wegkurve  in  unmittelbarer  Nähe 
der  Zeitaxe  geführt,  sofern  man  wieder  die  Sekunde  durch  die 
Abszissenlänge  von  1 cm  und  die  ürdinaten  in  natürlicher  Größe 
dargestellt  hätte.  Bei  dieser  Form  der  Wegkurve  prägen  sich  die 
für  die  Bewegung  ganz  besonders  charakteristischen  Maximal-  und 
Minimalstellen  sowie  auch  die  übrigen  Gestaltseigentümlichkeiten 
so  wenig  aus,  daß  man  genötigt  ist,  zu  dem  Hilfsmittel  der  Ordi- 
natenvergrößerung  zu  greifen,  um  sie  in  deutlicherer  Weise  her- 
vortreten zu  lassen.  Eine  zehnfache  Vergrößerung  der  Ordinaten 
würde  dann  gerade  zu  der  dem  ersten  Falle  entsprechenden  sehr 
übersichtlichen  Kurvengestalt  führen.  Dabei  wäre  zwar  1 sec 
durch  1 cm,  dagegen  der  Weg  von  1 cm  durch  die  Länge  von 
1 dm  dargestellt. 

Wie  die  Projektionsbewegung  in  der  Richtung  einer  der  drei 
Axen  des  räumlichen  Koordinatensystems,  so  läßt  sich  jede  be- 
liebige Bewegung  innerhalb  einer  geradlinigen  oder  auch  krumm- 
linigen Bahn  durch  eine  Wegkurve  veranschaulichen.  Im  letzteren 
Falle  sind  dann  nur  die  Ordinaten  den  zu  den  verschiedenen 
Werten  der  Zeit  t gehörenden  Enthüllungen  $ von  dem  festen 
Punkte  A innerhalb  der  Bahn  proportional  zu  nehmen. 

Hat  man  für  einen  bestimmten  Fall  die  Wegkurve  abgeleitet, 
so  kann  man  sich  rückwärts  mit  Hilfe  derselben  eine  sehr  klare 
Vorstellung  von  der  innerhalb  der  Bahn  stattfindenden  Bewegung 
verschaffen.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  anzunehmen, 
daß  ein  Punkt  die  Wegkurve  so  durchläuft,  daß  seine  Projektion 
auf  die  Abszissenaxe  (Zeitaxe)  eine  gleichförmige  Bewegung  be- 
schreibt und  dabei  in  jeder  Sekunde  einen  Weg  auf  der  Ab- 
szissenaxe zurücklegt,  welcher  der  zur  Darstellung  der  Sekunde 
verwendeten  Längeneinheit  gleich  ist;  dann  führt  die  Projektion 
dieses  Punktes  auf  die  Ordinatenaxe  genau  die  durch  die  Weg- 
kurve dargestellte  Bewegung  aus,  wie  sie  entweder  in  der  Rich- 
tung einer  der  drei  rechtwinkligen  Koordinatenaxen  oder  inner- 
halb der  Bahn  stattfindet,  falls  die  Wegkurve  die  Bewegung  eines 
Punktes  in  seiner  Bahn  veranschaulicht 

Da  auf  der  Wegkurve  in  Fig.  8 schon  die  Zeiten  aufgetragen 
sind,  so  braucht  man  also  nur  einen  Punkt  diese  Kurve  so  durch- 
laufen zu  lassen,  daß  er  in  der  ersten  Sekunde  von  0 bis  1,  in 
der  zweiten  von  1 bis  2 usf.  gelangt  und  dabei  seine  Projektion 
auf  die  horizontale  Abszissenaxe  konstante  Geschwindigkeit  be- 
sitzt Denkt  man  sich  gleichzeitig  dieselbe  Bewegung  auf  die  verti- 
kale Ordinatenaxe  projiziert,  so  findet  man,  daß  der  Punkt  sich 
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im  Anfang  nach  0 hin  bewegt,  und  zwar  so,  daß  die  in  den  auf- 
einanderfolgenden Sekunden  zurückgelegten  Wege  immer  kleiner 
werden:  etwas  vor  dem  Zeitpunkt  2,  entsprechend  dem  tiefsten 
Punkte  der  Wegkurve,  hat  er  die  kleinste  Entfernung  von  0 er- 
reicht. Von  da  an  kehrt  sich  die  Bewegungsrichtung  in  der  verti- 
kalen Geraden  um;  der  Punkt  entfernt  sich  erst  langsam,  dann 
schneller  und  zuletzt  wieder  langsamer  von  0,  bis  er  etwa  im 
Zeitpunkt  6,  entsprechend  dem  höchsten  Punkte  der  Wegkurve, 
seine  größte  Entfernung  von  0 erreicht  hat  und  dann  wieder  0 
zustrebt.  In  Wirklichkeit  braucht  natürlich  die  Gerade,  in  der  die 
Bewegung  des  Punktes  stattfindet,  nicht  vertikal  zu  sein;  die  Be- 
wegung wird  aber,  abgesehen  von  der  Richtung,  genau  in  der 
soeben  beschriebenen  Art  vor  sich  gehen.  Das  würde  natürlich 
auch  noch  gelten,  falls  die  Wegkurve  die  Bewegung  innerhalb 
einer  beliebig  gekrümmten  Bahn  veranschaulichte. 

Während  die  bisherigen  Beispiele  fingiert  waren  und  unter 
anderem  zeigen  sollten,  daß  man  im  allgemeinen  verschiedene  Maß- 
stäbe zur  Darstellung  von  Zeit  und  Weg  einführen  muß,  um  die 
Wegkurve  möglichst  klar  und  übersichtlich  zu  gestalten,  soll  nun 
ein  Beispiel  angeführt  und  ausführlich  diskutiert  werden,  welches 
einer  vom  lebenden  Körper  tatsächlich  ausgeführten  Bewegung 
entspricht. 

Auf  Grund  einer  zu  Anfang  der  neunziger  Jahre  des  ver- 
gangenen Jahrhunderts  von  Wilhelm  Braune  und  mir  ausge- 
führten photographischen  Registrierung  des  menschlichen  Ganges 
haben  sich  für  eine  große  Reihe  nahe  aufeinander  folgender  Be- 
wegungsphasen die  Orte  des  Gesamtschwerpunktes  im  Raume  ab- 
leiten lassen.*)  Es  hat  sich  dabei  gezeigt,  daß  der  Schwerpunkt 
beim  Gehen  nicht  etwa  eine  geradlinige  und  gleichförmige  Be- 
wegung ausführt,  sondern  eine  doppelt  gekrümmte  Kurve  im 
Raume  beschreibt,  die  er  teils  in  beschleunigter  teils  in  verzögerter 
Bewegung  durchläuft.  Die  Kenntnis  der  Bewegung  des  Gesamt- 
schwerpunktes kann  dazu  dienen,  von  den  Bewegungen  des  ganzen 
menschlichen  Körpers  beim  Gehen  zunächst  eine  allen  Teilen  des 
Körpers  gemeinsame  Translationsbewegung  abzusondern.  Dann 
bleibt  für  die  weitere  Untersuchung  nur  noch  die  Bewegung  um 
den  Gesamtschwerpunkt  übrig. 

*)  Vgl.  0.  Fischer,  Dor  Gang  des  Menschen.  II.  Teil:  Die  Bewegung 
des  Gesamtschwerpunktes  und  die  äußeren  Kräfte.  Abhandlungen  der  mathe- 
»athisch-physischen  Klasse  der  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften. Band  XXV  Nr.  I.  Leipzig  1899. 
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Zur  genaueren  Untersuchung  der  Schwerpunktsbewegung  ist 
dieselbe  auf  ein  geeignetes  rechtwinkliges  räumliches  Koordinaten- 
system bezogen  worden.  Die  eine  Axe  desselben  fiel  mit  der 
Gangrichtung  zusammen,  während  eine  zweite  Axe  die  Richtung 
von  links  nach  rechts  und  die  dritte  Axe  die  vertikale  Richtung 
besaß. 

Es  ist  von  vornherein  einzusehen,  daß  die  Projektionen  auf 
die  beiden  zuletzt  angeführten  Axen  periodische  Bewegungen 
nach  Art  von  mehr  oder  weniger  komplizierten  Schwingungen  dar- 
stellen werden,  während  die  Projektion  auf  die  Gaiigrichtung  als 
stetig  nach  vorn  fortschreitende  Bewegung  erscheinen  wird.  Eine 
gewisse  Periodizität  muß  alletdings  auch  die  letztere  Projektions- 
bewegung aufweisen,  insofern  sich  nach  Ablauf  eines  Schrittes 
jedenfalls  die  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  wiederholen 
werden.  Um  diese  Periodizität  zur  Anschauung  zu  bringen,  empfiehlt 
es  sich,  von  der  Bewegung  in  der  Gangrichtung  die  fortschreitende 
Bewegung  des  ganzen  Körpers  mit  ihrer  mittleren  Geschwindigkeit 
in  Abzug  zu  bringen.  Man  bezieht  damit  gewissermaßen  die  Be- 
wegung des  Gesamtschwerpunktes  beim  Gehen  auf  einen  Raum, 
welcher  mit  der  mittleren  Geschwindigkeit  der  Fortbewegung  des 
Menschen  gleichförmig  translatorisch  in  der  Gangrichtung  fort- 
schreitet. Diese  Bewegung  des  Schwerpunktes  soll  kurz  als  seine 
.relative  Bewegung“  bezeichnet  sein.  Unter  der  gemilchten  An- 
nahme haben  sich  aus  der  photographischen  Aufnahme  des  Ganges 
in  einem  der  angestellten  Versuche  (II.  Versuch  in  der  genannten 
Abhandlung)  die  in  der  Tabelle  auf  S.  53  niedergelegten,  in  Zenti- 
metern gemessenen  relativen  Koordinaten  des  Gesamtschwerpunktes 
für  eine  Reihe  zeitlich  gleich  weit  voneinander  entfernter  Momente 
ergeben,  wobei  der  Nullpunkt  des  mit  dem  bewegten  Raume  fest 
verbunden  zu  denkenden  Koordinatensystems  in  der  mittleren  Höhe 
des  Gesamtschwerpunktes  über  dem  Fußboden  von  91.45  cm  und 
zugleich  in  einer  Mittellage  gegenüber  den  seitlichen  Schwingungen 
des  Schwerpunktes  angenommen  worden  ist  (vgl.  Tabelle  11  auf 
S.  105  und  Tabelle  8 auf  S.  82  der  genannten  Abhandlung). 

Die  aufeinander  folgenden  Bewegungsphasen  sind  der  Reihe 
nach  von  1 bis  28  numeriert  worden.  Da  die  Dauer  eines 
Doppelschrittes  bei  diesem  Versuch  0,970  sec  (a,  a.  0.  Seite  67)  be- 
trug, so  waren  also  von  einem  Doppelschritt  26  Bewegungsphasen 
empirisch  bestimmt  worden,  welche  in  dem  kurzen  Zeitintervall 
von  0,038  sec  aufeinander  folgten.  Dies  reicht,  wie  sich  zeigen 
wird,  vollkommen  aus,  um  den  ganzen  stetigen  Ablauf  der  Be- 
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wegung  des  Schwerpunktes  und  damit  der  dieser  entsprechenden 
Translationsbewegung  des  ganzen  menschlichen  Körpers  in  allen 
Einzelheiten  feststellen  zu  können. 

Da  die  Zeit  in  diesem  Falle  bis  auf  Tausendstel  - Sekunden 
bestimmt  worden  war,  so  wird  man  für  die  Konstruktion  der  zu 
den  drei  Projektiousbewegungen  gehörenden  Wegkurven  die  Sekunde 
auf  der  Abszissenaxe  durch  eine  Strecke  von  mindestens  1 Am 
darstellen  müssen,  um  der  Genauigkeit  der  Zeitangaben  Rechnung 
tragen  zu  können.  Andererseits  stellt  sich  aber  heraus,  daß  man 
im  Interesse  einer  übersichtlichen  Gestalt  der  Kurven  über  diese 
Längeneinheit  für  die  Abszissen  nicht  wesentlich  hinausgehen  darf, 
wenn  man,  wie  es  hier  geschehen  ist,  jede  der  drei  rechtwinkligen 
räumlichen  Koordinaten  in  natürlicher  Größe  als  ürdinaten  bei 
der  betreffenden  Wegkurve  verwenden  will.  Aus  diesem  Grunde 
ist  in  allen  drei  Wegkurven  1 sec  durch  die  Strecke  von  1 Am 
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dargestellt,  so  daß  1 cm  Abszisse  einein  Zeitintervall  von  0,1  sec, 
1 mm  Abszisse  einem  solchen  von  0,01  sec  usw.  entspricht 

Fig.  9 zeigt  zunächst  die  zur  Projektion  der  relativen  Schwer- 
punktsbewegung auf  die  .Y-Axe,  d.  h.  also  auf  die  Gangrichtung,  ge- 
hörende Wegkurve,  wie  sie  sich  aus  den  in  der  Figur  ebenfalls  eingetra- 
genen, durch  die  Angaben  derobigen  Tabelle  bestimmten  Punkten  ergibt 
Die  Wegkurve  für  die  Projektion  der  relativen  Bewegung  des 
Gesamtschwerpunktes  auf  die  Gangrichtung  ist,  wie  aus  der  Figur 
deutlich  hervorgeht,  periodisch,  und  zwar  entspricht  die  Dauer  der 
Periode  sehr  genau  der  Dauer  eines  einfachen  Schrittes  von  0,485  sec , 
wie  es  bei  vollkommener  Symmetrie  der  aufeinanderfolgenden 


Wegkurve  für  die  Bewegung  in  der  Gangrichtung. 

Ai  E R St  Ar  Er  L Sr  Ai 


Fig.  11 


Schritte  auch  nicht  anders  zu  erwarten  ist.  Wenn  auch  die  Weg- 
kurve nicht  eine  reine  Sinuslinie  darstellt,  so  kommt,  sie  einer 
solchen  doch  sehr  nahe;  sie  besitzt  wie  diese  innerhalb  einer 
Periode,  d.  h.  also  hier  auf  einer  Strecke  der  Abzissenacbse  von 
48,5  mm,  ein  Maximum  und  ein  Minjmum  und  setzt  sich  dabei 
nahezu  aus  zwei  symmetrischen  und  zur  Abszissenaxe  sym- 
metrisch gelegenen  Teilen  zusammen.  Einer  nach  oben  gerichteten 
Ordinate  entspricht  eine  Stellung  des  Gesamtsehwerpunlites  vor 
der  frontalen  FZ-Ebene  des  mit  der  mittleren  Ganggeschwindig- 
keit gleichmäßig  in  der  Gangrichtung  fortschreitenden  Koordinaten- 
systems; und  umgekehrt  deutet  eine  negative  Ordinate  der  Weg- 
kurve  darauf  hin,  daß  der  Schwerpunkt  hinter  diese  Koordinaten- 
ebene getreten  ist.  Beachtet  man  dies,  so  lehrt  die  Gestalt  der 
Wegkurve,  daß  der  Schwerpunkt  während  der  Dauer  eines  Schrittes 
sich  nahezu  ebenso  lange  Zeit  vor  der  FZ- Ehe  ne  des  bewegten 
Koordinatensystems  wie  hinter  derselben  befindet 
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l m nun  die  relative  Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  auf 
die  einzelnen  Phasen  des  menschlichen  Ganges  beziehen  zu  können, 
finden  sich  in  der  Figur  noch  einige  für  das  Gehen  besonders 
charakteristische  Momente  durch  stärker  gezeichnete  vertikale 
Gerade  markiert.  Bekanntlich  setzt  sich  der  Fuß  beim  Gang  zu- 
erst immer  nur  mit  der  Hacke  auf  den  Fußboden  auf:  dieser 
Moment  soll  für  den  rechten  Fuß  mit  R,  für  den  linken  mit  L 
bezeichnet  werden.  Nach  dem  Aufsetzen  mit  der  Hacke  dreht 
sich  dann  der  Fuß  kurze  Zeit  um  dieselbe,  bis  er  sich  schließlich 
mit  seiner  ganzen  Sohle  auf  den  Boden  aufsetzt-  Der  Moment, 
in  welchem  das  letztere  geschieht,  soll  durch  Ar  für  den  rechten, 
und  durch  Ai  für  den  linken  Fuß  angedeutet  sein;  er  stellt  zu- 
gleich den  Anfang  einer  etwas  längeren  Periode  dar,  in  welcher 
der  Fuß  mit  seiner  ganzen  Sohle  auf  dem  Boden  aufgestellt  bleibt. 
Zuletzt  wickelt  sich  dann  der  Fuß  gewissermaßen  vom  Boden  ab, 
indem  er  zuerst  die  Hacke,  und  dann  allmählich  immer  weiter 
vorn  gelegene  Teile  der  Sohle  vom  Boden  loslöst,  bis  er  schließlich 
in  einem  Moment  nahezu  nur  noch  mit  seiner  Spitze  am  Boden 
haftet.  Der  Beginn  dieser  nicht  sehr  lange  dauernden  Periode  des 
Abwickelns  des  Fußes  vom  Boden,  welcher  also  zugleich  das  Ende 
der  Periode  des  Aufstehens  mit  der  ganzen  Fußsohle  darstellt,  soll 
mit  Er  für  den  rechten,  und  mit  Ei  für  den  linken  Fuß  bezeichnet 
sein.  Nachdem  sich  der  Fuß  vom  Boden  abgewickelt  hat,  löst  er 
sich  ganz  vom  Boden  ab,  und  von  nun  an  schwingt  das  ganze 
Bein  im  Hüftgelenk  frei  nach  vorn,  bis  sich  der  Fuß  schließlich 
vor  dem  in  dieser  Zeit  allein  auf  dem  Boden  aufstehenden  anderen 
Bein  wieder  auf  den  Boden  aufsetzt.  Der  Beginn  dieser  verhält- 
nismäßig ausgedehnten  Periode  des  Schwingens  soll  für  das  rechte 
Bein  durch  Sr  und  für  das  linke  Bein  durch  Si  angedeutet  sein. 

Die  Untersuchung  hatte  ergeben,  daß  den  einzelnen  in  der 
beschriebenen  Weise  definierten  Momenten  die  in  der  umstehenden 
Tabelle  angeführten  Werte  der  Zeit#  entsprachen,  wobei  wieder,  wie 
in  der  früheren  Tabelle,  als  Nullpunkt  für  die  Zeitmessung  der 
Moment  der  ersten  durch  die  Photographie  herausgegriffenen  Be- 
wegungsphase (Nr.  1 in  der  früheren  Tabelle)  genommen  ist  (vgl. 
Tabelle  9 auf  Seite  82  der  genannten  Abhandlung). 

Den  in  dieser  Tabelle  niedergelegten  Werten  von  t entsprechend 
finden  sich  die  einzelnen  Momente  in  der  obigen  und  den  beiden 
später  folgenden  Wegkurven  in  der  angegebenen  Weise  markiert. 
Wie  man  aus  der  Tabelle  und  vielleicht  noch  klarer  aus  den 
Wegkurven  erkennt,  befindet  sich  im  allgemeinen  ein  Bein  in 
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Ungefähre  Lage  des  betr.  Zeitpunktes  zwischen  den  Momenten 
der  photographisch  aufgenommenen  Bewegungsphasen 

Ai 

0.027 

zwischen  der  ersten  und  zweiten  Bewegungsphasc , näher  der 
zweiten 

Ei  ! 

0,287 

etwa  in  der  Mitte  zwischen  der  achten  und  neunten  Be- 
wogungsphase 

R 

: 0,396 

zwischen  der  elften  und  zwölften  Bewegungsphase,  näher  der 
elften 

St 

0,473 

zwischen  der  dreizehnten  und  vierzehnten  Bswegungsphasc. 
1 näher  der  dreizehnten 

Ar  ; 

0,511 

zwischen  der  vierzehnten  und  fünfzehnten  Bewegungsphase, 
näher  der  vierzehnten 

Er 

0,767 

einundzwanzigste  Bewegungsphase 

L ! 

■ 0,882 

vierundzwanzigste  Bewegungsphase 

Sr 

0,958 

sechsundzwanzigste  Bewegungsphase 

A,  \ 

0,997 

siebenundzwanzigste  Bewegungsphase 

Schwingung,  während  das  andere  auf  dem  Boden  aufsteht.  Es 
gibt  aber  eine  kurze  Periode,  in  welcher  beide  Beine  gleichzeitig 
mit  dem  Boden  #in  Berührung  sind,  da  das  eine  Bein  nicht  in  dem 
gleichen  Moment  die  Schwingung  beginnt,  in  welchem  das  andere 
sich  mit  der  Hacke  auf  den  Boden  aufsetzt  Diese  Periode  des 
doppelten  Aufstehens,  wie  sie  kurz  genannt  sein  mag,  ist  durch 
die  Momente  R und  St  bzw.  L und  Sr  begrenzt  In  dieser  Periode 
dreht  sich  immer  der  eine  (eben  aufgesetzte)  Fuß  um  seine  Hacke, 
während  der  andere  sich  gleichzeitig  vom  Boden  ab  wickelt,  um 
dann  kurze  Zeit  darauf  seine  Schwingung  zu  beginnen. 

Unter  Berücksichtigung  der  in  der  Figur  markierten  Momente 
erkennt  man  nun  aus  der  Wegkurve  für  die  Projektion  auf  die 
Gangrichtung  folgendes  Verhalten  des  Schwerpunktes  gegenüber 
der  frontalen  YZ- Ebene  des  beweglichen  Koordinatensystems. 

Ziemlich  genau  zeitlich  in  der  Mitte  zwischen  den  Momenten 
Et  und  R bzw.  Er  und  L,  d.  h.  also  zwischen  dem  Moment,  in 
welchem  der  allein  aufstehende  Fuß  beginnt,  sich  vom  Boden  ab- 
zuwickeln, und  dem  Moment,  in  welchem  das  gleichzeitig  in 
Schwingung  befindliche  andere  Bein  sich  wieder  auf  den  Boden 
aufsetzt,  weicht  der  Schwerpunkt  von  der  YZ- Ebene  am  weitesten 
nach  hinten  ab.  Er  nähert  sich  dann  dieser  Ebene  von  hinten, 
erreicht  sie  aber  erst  in  der  kurzen  Periode  R bis  St  bzw.  L bis 
Sr  des  doppelten  Aufstehens,  etwas  näher  dem  Moment  St  bzw.  Sr 
des  Beginns  der  Schwingung  des  bis  dahin  sich  vom  Boden  ah- 


Digitized  by  Google 


Graphische  Methoden  zur  kinematischen  Analyse  usw. 


57 


wickelnden  Beins.  Darauf  tritt  der  Schwerpunkt  vor  die  FZ-Ebene 
und  entfernt  sich  zunächst  immer  mehr  von  derselben  in  der 
Richtung  nach  vorn,  bis  er  schließlich  kurze  Zeit  nach  dem  Auf- 
setzen des  nunmehr  allein  mit  dem  Boden  in  Berührung  befind- 
lichen Beins  mit  der  ganzen  Sohle  wiederum  seine  größte  Ent- 
fernung von  dieser  Koordinatenebene  erreicht  hat.  Während  der 
ganzen  Periode  des  Aufstehens  dieses  Beins  mit  der  ganzen  Sohle 
[Ar  bis  Er  bzw.  Ai  bis  Ei  ) und  noch  darüber  hinaus  bewegt  sich 
dann  der  Schwerpunkt  gegen  die  PZ-Ebene  in  der  Richtung  von 
vorn  nach  hinten;  er  durchdringt  dabei  diese  Koordinatenebene 
etwa  im  Anfang  des  letzten  Drittels  der  genannten  Periode  und 
erreicht  schließlich  wieder  in  der  Mitte  zwischen  dem  Beginn  des 

Wegkurve  für  die  Bewegung  in  der  Seitenriclitung. 


Fig.  10 


Abwickelns  des  aufstehenden  Fußes  vom  Boden  und  des  Aufsetzens 
des  jetzt  in  Schwingung  befindlichen  Beins  auf  den  Boden  die  größte 
Entfernung  hinter  der  FZ-Ebene.  Dann  kehrt  er  die  Richtung  seiner 
relativen  Bewegung  wieder  um  und  beginnt  die  beschriebene  Be- 
wegung gegen  die  Koordinatenebene  von  neuem. 

In  Fig.  10  findet  sich  die  Wegkurve  für  die  Projektion  der 
Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  auf  die  zur  vertikalen  Gang- 
ebene (ZZ-Ebene)  senkrechte,  von  links  nach  rechts  verlaufende 
F-Axe  aufgezeichnet  Auch  in  diesem  Falle  ist  die  Zeit  von 
1 sec  durch  eine  Abszissenlänge  von  1 dm  dargestellt,  wäh- 
rend die  Ordinaten  die  Abweichung  des  Schwerpunktes  von  der 
Gangebene  in  natürlicher  Größe  angeben.  Die  Wegkurve  für 
diese  Projektionsbewegung  ist  von  der  Bewegung  des  Koordinaten- 
systems unabhängig,  gilt  also  in  gleicher  Weise  für  die  absolute 
Bewegung  des  Schwerpunktes  im  Raume  wie  für  seine  Bewegung 
relativ  zu  dem  in  der  Gangrichtung  gleichmäßig  translatorisch 
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fortschreitenden  Raum.  Da  für  die  I- Axe  die  Richtung  nach 
rechts  als  positiv  eingeführt  war,  so  sind  in  der  Wegkurve  die 
positiven  Ordinaten  nach  unten  und  die  negativen  nach  oben  ge- 
zeichnet worden,  weil  dies  der  Ansicht  der  Bewegung  von  oben 
entspricht 

Wie  vorauszusehen  war,  verläuft  auch  die  Projektions- 
bewegung in  der  Richtung  der  3 -Axe  periodisch;  nur  entspricht 
hier  die  Periode  nicht  der  einfachen  Schrittdauer,  sondern  der 
Dauer  eines  Doppelschrittes.  Im  übrigen  erkennt  man  aus  der 
Figur  u.  a.  folgendes. 

Im  Moment  des  Aufsetzens  des  bis  dahin  schwingenden 
Beines  befindet  sich  der  Schwerpunkt  noch  etwas  nach  der  Seite 
des  anderen  Beines  von  der  Gangebene  entfernt.  Während  der 
nun  folgenden  Periode  des  Aufstehens  beider  Beine  tritt  der 
Schwerpunkt  durch  die  Gangebene  hindurch,  so  daß  er  schon  zu 
Beginn  der  Schwingung  des  sich  nunmehr  vom  Boden  ablösenden 
Beines  auf  die  Seite  des  jetzt  die  Unterstützung  des  Körpers  über- 
nehmenden Beines  übergetreten  ist.  Er  bleibt  dann  auf  dieser 
Seite,  solange  das  betreffende  Bein  allein  mit  dem  Boden  in 
Berührung  ist,  und  erreicht  dabei  etwa  am  Ende  des  ersten 
Drittels  der  Periode  des  Aufstehens  mit  ganzer  Fußsohle  das 
Maximum  seiner  Entfernung  von  der  Gangebone.  Erst  kurze  Zeit, 
nachdem  das  jetzt  schwingende  Bein  sich  von  neuem  auf  den  Boden 
aufgesetzt  hat,  tritt  der  Schwerpunkt  wieder  auf  die  andere  Seite 
der  Gangebeno  über  usf. 

Endlich  findet  sich  in  Fig.  11  die  Wegkurve  für  die  Pro- 
jektion der  Bewegung  des  Gesarntschwerpunktes  auf  die  Z- Axe, 
d.  h.  also  auf  die  vertikale  Richtung,  aufgezeichnet  Dabei  ent- 
spricht auch  hier,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  1 dm  Ab- 
szissenlänge der  Zeit  von  1 sec , während  die  Ordinaten  den  Ab- 
stand des  Schwerpunktes  von  der  91,45  cm  über  dem  Fußboden 
liegenden  horizontalen  A'I -Ebene  in  natürlicher  Größe  angeben. 

Da  das  Koordinatensystem  sich  nur  in  der  Gangrichtung 
fortbewegt,  so  gibt  auch  diese  Wegkurve  zugleich  die  verti- 
kale Projektion  der  auf  den  ruhenden  Raum  bezogenen  ab- 
soluten Bewegung  des  Gesamt  Schwerpunktes  an.  Die  Periode 
dieser  Bewegung  stimmt  wieder,  wie  bei  der  Projektion  auf  die 
Gangrichtung,  mit  der  Dauer  eines  einfachen  Schrittes  überein, 
wie  es  bei  gleichmäßiger  Tätigkeit  beider  Beine  auch  nicht  anders 
zu  erwarten  ist-  Im  übrigen  ergeben  sich  aus  der  Gestalt  der 
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Westkurve  für  die  vertikale  Schwingungsbewegung  des  Schwer- 
punktes noch  folgende  Einzelheiten. 

Während  der  Periode  des  gleichzeitigen  Aufstehens  beider 
Beine,  fast  genau  in  dem  Moment,  in  welchem  er  in  seiner  Pro- 
jektion auf  die  Gangrichtung  die  FZ-Ebene  des  beweglichen  Ko- 
ordinatensystems von  hinten  nach  vorn  durchdringt,  ist  der  Ge- 
samtschwerpunkt dem  Fußboden  am  nächsten.  Er  steigt  dann  in 
die  Höhe,  bis  er  etwa  in  der  Mitte  der  folgenden  Periode  des  Auf- 
stehens nur  eines  Beins  seinen  höchsten  Stand  erreicht  hat.  Darauf 
sinkt  er  wieder  herunter,  bis  er  in  der  nachfolgenden  Periode  des 
Aufstehens  beider  Beine  sich  dem  Boden  wiederum  am  meisten  ge- 
nähert hat.  Aus  der  regelmäßigen  Gestalt  der  Wegkurve,  welche 


Wegkurve  für  die  Bewegung  iu  der  vertikalen  Richtung. 


MC  f*8-  11 


mit  der  einer  Sinuslinie  viel  Ähnlichkeit  besitzt,  geht  hervor,  daß 
dieses  periodische  Auf-  und  Abwärtsschwingen  des  Schwerpunktes 
einer  sogenannten  reinen  Sinusschwingung  von  der  Gleichung 
(vgl.  S.  25)  2 n 

2 — a-stn  j,  I 

nahe  kommen  wird,  bei  welcher  die  Amplitude  a ungefähr  1.9  cm 
und  die  Schwingungsdauer  T 0,485  svc  beträgt. 

Die  Wegkurven  für  die  drei  Projektionsbewegungen  vermitteln 
nun  zusammen  eine  sehr  klare  Vorstellung  von  dem  ganzen  Ab- 
lauf der  periodischen  räumlichen  Bewegung  des  Gesamtschwer- 
punktes.  Ein  Vergleich  derselben  zeigt,  daß  etwa  in  der  Mitte 
der  Periode  des  Aufstehens  beider  Beine  der  Schwerpunkt  dem 
Boden  am  nächsten  liegt  und  dabei  gleichzeitig  sowohl  die  fron- 
tale FZ- Ebene  von  hinten  nach  vorn,  als  auch  die  vertikale 
Gangebene  von  links  nach  rechts  oder  von  rechts  nach  links 
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durchdringt,  je  nachdem  am  Ende  der  Periode  der  doppelten  Unter- 
stützung das  rechte  oder  das  linke  Bein  die  alleinige  Unterstützung 
des  Körpers  übernimmt  In  der  nun  folgenden  Periode,  in  welcher 
nur  ein  Bein  auf  dem  Boden  aufsteht,  während  das  andere  sich 
in  Schwingung  befindet,  weicht  der  Schwerpunkt  auf  der  Seite 
des  unterstützenden  Beinas  von  der  Gangebene  ab,  indem  er  sich 
erst  von  der  letzteren  entfernt,  dann  aber  sich  ihr  wieder  nähert 
Gleichzeitig  erhebt  er  sich  und  bleibt  dabei  vor  der  frontalen 
FZ-Ebene  des  beweglichen  Koordinatensystems;  während  er  sich 
dann  wieder  senkt,  durchdringt  er  jedoch  diese  Koordinatenebene 
von  vorn  nach  hinten  und  bleibt  hinter  derselben  bis  in  die  Mitte 
der  nächsten  Periode  des  doppelten  Aufstehens. 

Von  der  Form  der  Kaumkurve,  welche  der  Gesamtschwer- 


Projektionen  der  relativen  Hahn  des  Schwerpunktes  des  menschlichen  Körpers 
“u,  ,,ip  Oangehen«  "uf  auf  dw  UorUontttleben. 

( .YZ-Ebem» : ( FZ-Eb^ne)  (.V 1 -Ebene) 


punkt  bei  dieser  Bewegung  relativ  zu  dem  in  der  Gangrichtung 
translatorisch  fortschreitenden  Koordinatensystem  beschreibt,  die 
man  auch  als  die  Bahnkurve  des  Schwerpunktes  bezeichnet,  kann 
man  sich  arn  besten  eine  Anschauung  verschaffen,  indem  man 
dieselbe  auf  jede  der  drei  Koordinatenebenen  projiziert.  Diese 
drei  ebenen  Projektionen  lassen  sich  ohne  Mühe  mit  Hilfe  der 
in  der  früheren  Tabelle  (S.  53)  angegebenen  Koordinaten  von 
28  Punkten  der  Bahnkurve  aufzeichnen;  denn  in  der  Gangebene 
(AM -Ebene)  stellen  die  X-  und  Z- Koordinaten  des  räumlichen 
Systems  zugleich  die  ebenen  Koordinaten  der  Projektion  der  Bahn- 
kurve auf  diese  Koordinatenebene  dar  usf. 
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Die  auf  diese  Weise  sich  ergebenden  Projektionen  der  Bahn- 
kurve auf  die  drei  Koordinatenebenen  finden  sich  in  Fig.  12 
nebeneinander  gezeichnet,  und  zwar  gibt  das  Bild  am  weitesten 
links  die  Projektion  auf  die  Gangebene  (XZ-Kbene)  oder  die  An- 
sicht von  rechts,  das  mittlere  Bild  die  Projektion  auf  die  zur 
Gangrichtung  senkrechte  frontale  Ebene  (F/J-Ebene)  oder  die  An- 


Ansicht  von  rechts  Ansicht  von  hinten 


Ansicht  von  oben 


Fig.  13 


sicht  von  hinten,  und  das  Bild  am  weitesten  rechts  die  Projektion 
auf  die  horizontale  Koordinatenebene  (A'F-Ebene)  oder  die  Ansicht 
von  oben.  Da  in  den  drei  Projektionen  nicht  nur  die  28  durch 


den  Versuch  herausgegriffenen  Phasen,  sondern  auch  die  durch 
B,  Sr  usw.  bezeichneteu  Momente  markiert  sind,  so  vermitteln  sie 
gleichzeitig  ebenfalls  eine  sehr  klare  Vorstellung  von  der  Bewegung 
des  Schwerpunktes  innerhalb  seiner  doppelt  gekrümmten  Bahn. 
Wären  die  Bewegungen  der  Glieder  auf  beiden  Seiten  des  zum 
Versuch  verwendeten  Menschen  beim  Gang  durchaus  symmetrisch 
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gewesen,  was  voraussichtlich  bei  keinem  Individuum  exakt  der 
Fall  sein  wird,  so  würden  alle  drei  Kurven  geschlossen  sein,  und 
außerdem  das  mittlere  Bild  zur  Vertikalen  und  das  rechte  Bild 
zur  Gangrichtung  vollkommene  Symmetrie  aufweisen,  dagegen 
das  linke  Bild  eine  während  eines  Doppelschrittes  zweimal  durch- 
laufene geschlossene  Kurve  darstellen.  Dieser  ideale  Fall  findet 
sich  durch  Fig.  13  angedeutet. 

Schließlich  kann  man  sich  mit  Hilfe  der  beiden  stereosko- 
pischen Bilder  der  Bahnkurve  in  Fig.  14  entweder  durch  Ver- 
schmelzung derselben  mit  bloßen  Augen  oder  vermittelst  eines 
stereoskopischen  Apparates  eine  direkte  Vorstellung  von  der  Ge- 
stalt der  doppelt  gekrümmten  relativen  Bahn  des  Gesamtschwer- 
punktes verschaffen. 

bj  Graphische  Bestimmung  der  Geschwindigkeit.  Gesehwindigkeitskarien. 

Beispiele. 

Bisher  wurde  gezeigt,  auf  welche  Art  man  sich  mit  Hilfe  der 
Wegkurven  eine  klare  Vorstellung  von  dem  Ablauf  der  Bewegung 
eines  Punktes  innerhalb  seiner  Bahn  und  auch,  falls  die  Weg- 
kurven zu  den  Projektionen  der  Bewegung  auf  zwei  bzw.  drei 
Gerade  gehören,  ein  deutliches  Bild  von  der  Gestalt  der  Bahn 
verschaffen  kann.  Damit  ist  aber  die  Bedeutung  und  Anwend- 
barkeit der  Wegkurven  noch  nicht  erschöpft 

Sofern  eine  Wegkurve  genau  genug  bestimmt  ist,  gibt  sie  auch 
ein  sehr  wertvolles  Hilfsmittel  ab,  um  die  Größe  der  Geschwindig- 
keit für  jeden  beliebigen  Moment  abzuleiten.  Um  dies  zu  zeigen, 
kann  der  Betrachtung  beispielsweise  wieder  die  frühere  Fig.  8 auf 
S.  47  zugrunde  gelegt  werden,  in  welcher  sowohl  die  Einheit  der 
Zeit  als  auch  die  Einheit  des  Weges  durch  die  Länge  von  1 cm 
dargestellt  war.  ln  Fig.  15  ist  diese  Kurve  in  der  ursprünglichen 
Form,  aber  mit  einer  für  die  Art  der  Bewegung  belanglosen  Ver- 
kürzung sämtlicher  Ordinaten  um  je  0,5  cm,  wieder  abgebildet 
worden.  Dieselbe  braucht  nicht,  wie  früher,  gerade  eine  der 
drei  Projektionen  einer  beliebigen  räumlichen  Bewegung  zu  ver- 
anschaulichen, sondern  mag  allgemein  als  die  graphische  Darstel- 
lung einer  Bewegung  aufgefaßt  werden,  die  nach  dem  Gesetz 
s = f(t)  auf  einer  beliebigen  Geraden  oder  auch  innerhalb  irgend- 
einer Kurve  im  Raume  stattfindet.  Die  Ordinaten  werden  daher 
jetzt  in  natürlicher  Größe  die  zu  den  verschiedenen  Werten  der 
Zeit  t gehörenden  Werte  der  Entfernung  s von  einem  festen 
Punkte  *4  der  Bahn  darstellen. 
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Die  Geschwindigkeit,  welche  der  bewegte  Punkt  in  seiner 
Bahn  zur  Zeit  t besitzt,  wurde  durch  den  Differentialquotieut 
ds 

gemessen.  Es  fragt  sich  nun,  welche  Bedeutung  dieser  Dif- 
ferentialquotient für  die  Wegkurve  besitzt. 

Um  dies  zu  entscheiden,  geht  man  zweckmäßigerweise  zu- 

nächst  auf  die  Bedeutung  des  Differenzenquotienten  ^ ein.  Es  sei 


6*S-Axe  (Weg-Axe) 


Fig.  15 


t = 2, 5 und  die  Zunahme  At  — 0,5,  dann  entsprechen  den  beiden 
Werten  von  t die  mit  2,5  und  3 bezeichneten  Punkte  auf  der 
Kurve  in  Fig.  15,  und  die  Änderung  zls  der  Größe  s wird  durch 
den  Unterschied  der  zugehörigen  Ordinaten  dargestellt.  Wie  man 
aus  der  Figur  leicht  erkennt,  bilden  At  und  As  die  Katheten  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  mit  der  Verbindungssehne  der  Kurven- 

J g 

punkte  2,5  und  3 als  Hypotenuse.  Der  Differenzenquotient  ■ ^ 

gibt  daher  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  an,  welchen 
diese  Sehne  mit  der  Parallelen  zur  Abszissenachse  im  Punkte  2,5 
bildet.  Denkt  man  die  Sehne  über  die  Kurvenpunkte  2,5  und  3 
hinaus  verlängert,  so  kann  man  diese  Verbindungsgerade  als  eine 
Sekante  auffassen,  welche  die  Kurve  in  den  Punkten  2,5  und  3 
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schneidet.  Als  Bedeutung  des  Differenzenquotient  ergibt  sich  dann 
auch  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  welchen  diese 
Sekante  mit  der  Abszissenaxe  bildet. 

Der  Übergang  vom  Differenzenquotient  in  den  Differential- 


quotient ^ für  den  Wert  f = 2,5  vollzieht  sich  in  der  Weise,  daß 

die  Änderung  dt  immer  kleinere  und  kleinere  Werte  annimmt, 
bis  sie  schließlich  unendlich  klein  oder  rechnerisch  zu  Null  ge- 
worden ist.  Geometrisch  bedeutet  dies,  daß  der  zweite  Schnitt- 
punkt der  Sekante  dem  ersten  Schnittpunkt  2,5  auf  der  Kurve 
immer  näher  und  näher  rückt,  bis  er  schließlich  mit  ihm  direkt 
zusammenfällt.  Die  Sekante  dreht  sich  also  dabei  um  den  Kur- 
venpunkt 2,5  und  nähert  sich  in  ihrer  Richtung  immer  mehr  der 
Tangente  im  Punkte  2,5,  bis  sie  schließlich  mit  letzterer  direkt 
zusammenfällt;  denn  eine  Tangente  kann  als  Sekante  aufgefaßt 
werden,  welche  die  Kurve  in  zwei  unendlich  nahe  liegenden,  prak- 
tisch also  zusammenfallenden  Punkten  schneidet.  Beachtet  man 
dies,  so  ergibt  sich  unmittelbar  das  wuchtige  Resultat,  daß  der 

Differentialquotient  ^ für  den  Wert  t — 2,5  die  trigonometrische 


Tangente  des  Winkels  a mißt,  welchen  die  im  Punkte  2,5  an 
die  Kurve  gezogene  geometrische  Tangente  mit  der  Abszissenaxe 
bildet  Das  gleiche  gilt  für  jeden  anderen  Wert  von  t.  Der  Winkel 
a muß  hier  positiv  gerechnet  werden,  wenn  die  Tangente  ent- 
gegen dem  Sinne  des  Uhrzeigers  von  der  positiven  Richtung  der 
Abszissenachse  abweicht,  und  negativ,  wenn  die  erstere  im  Sinne 
des  Uhrzeigers  gegen  die  positive  Abszissenachse  geneigt  ist.  Im 
ersteren  Falle  steigt  die  Wegkurve  in  Fig.  15  nach  rechts  auf,  im 
letzteren  senkt  sie  sich  nach  abwärts. 

Danach  läßt  sich  also  die  Geschwindigkeit  für  irgendeinen 
Zeitpunkt  aus  der  Richtung  der  Kurve  beurteilen  und  mit  Hilfe 
des  Tangentenwinkels  numerisch  bestimmen.  Je  steiler  die  Weg- 
kurve an  einer  Stelle  ansteigt  oder  abfällt,  um  so  größer  ist  die 
Geschwindigkeit  in  der  einen  oder  anderen  Richtung.  Ist  in  einem 
Punkte  der  Wegkurve  die  Tangente  horizontal  gerichtet,  wie  an- 
nähernd bei  2 oder  6,  so  deutet  das  darauf  hin,  daß  die  Ge- 
schwindigkeit in  dem  entsprechenden  Zeitpunkte  gerade  den  Wert 
Null  besitzt.  Wäre  die  Steigung  oder  Neigung  der  Wegkurve 
überall  die  gleiche,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  wäre  die  Wegkurve 
eine  gerade  Linie,  so  würde  die  Geschwindigkeit  im  ganzen  Ver- 
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laufe  der  Bewegung  denselben  Wert  besitzen,  die  Bewegung  also 
eine  gleichförmige  sein.  In  der  Tat  ist  das  geometrische  Bild  der 
Beziehung  s = sp  -f-  v • t , welche  nach  Seite  13  die  allgemeine  Glei- 
chung der  gleichförmigen  Bewegung  darstellt,  eine  gerade  Linie, 
und  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den  diese  mit  der 
Abszissenaxe  bildet,  hat  den  Wert  v. 

Die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  « gibt  für  die 
Geschwindigkeit  direkt  die  Anzahl  der  cmsec~l  an,  sofern  zur 
Darstellung  der  Zeiteinheit  von  1 sec  und  der  Wegeinheit  von  1 cm 
die  gleiche  Länge  bei  der  Konstruktion  der  Wegkurve  verwendet 
wurde.  Es  ist  nicht  einmal  nötig,  daß  diese  Länge  wie  bei 
Fig.  15  gerade  1 cm  beträgt;  denn  bei  gleichmäßiger  Vergrößerung 
oder  Verkleinerung  der  Abszissen  und  Ordinaten  wird  nur  die  Größe 
der  Wegkurve,  nicht  aber  die  Richtung  ihrer  Tangenten  geändert. 
Das  ist  nun  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  die  Maßeinheiten  für  die 
Zeit  und  den  zurückgelegten  Weg,  bzw.  die  Entfernung  des  sich 
bewegenden  Punktes  vom  festen  Punkte  A der  Bahn,  verschieden 
genommen  werden  mußten.  Dann  ist  die  Anzahl  der  Geschwindig- 
keitseinheiten  nur  der  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels  a 
proportional ; die  letztere  muß  man  also  in  diesem  Falle  erst  noch 
mit  einem  von  1 verschiedenen  Proportionalitätsfaktor  multiplizieren, 
um  die  richtige  .Maßzahl  für  die  Geschwindigkeit  zu  erhalten. 

Es  sei  z.  B.  die  Sekunde  durch  die  Abszissenlänge  von  n Zenti- 
meter dargestellt,  während  die  Ordinaten  der  Wegkurve  die  Größe 
s bzw.  x,  y oder  z in  natürlicher  Größe  angeben;  dann  hat  der 
genannte  Proportionalitätsfaktor  den  Wert  n.  Dies  läßt  sich 
leicht  einsehen,  wenn  man  beachtet,  daß  bei  Vergrößerung  (bzw. 
Verkleinerung,  sofern  « <d  1)  der  Ordinaten  im  Verhältnis  n:l 
die  Zeiteinheit  und  Wegeinheit  durch  die  gleiche  Länge  von  n Zenti- 
meter dargestellt  wären,  so  daß  dann  tan  a direkt  die  Geschwin- 
digkeit messen  würde.  Durch  alleinige  Vergrößerung  der  Ordinaten 
im  Verhältnis  n:l  werden  aber  auch  die  trigonometrischen  Tan- 
genten aller  Tangenten winkel  in  demselben  Verhältnis  vergrößert. 

Wenn  dagegen  die  Sekunde  durch  1 cm,  die  Wegeinheit  von 
1 cm  aber  durch  eine  Länge  von  m Zentimeter  dargestellt  ist,  so 

wird  der  Proportionalitätsfaktor  für  tan  a den  Wert  * besitzen. 

Auch  hiervon  kann  man  sich  leicht  dadurch  Rechenschaft  geben, 
daß  man  durch  Änderung  der  Ordinaten  im  Verhältnis  l:m  Zeit- 
einheit und  WTegeinheit  wiederum  auf  das  gleiche  Längenmaß  von 
1 cm  gebracht  denkt. 
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Wird  schließlich  allgemein  die  Sekunde  durch  eine  Abszissen- 
länge von  n Zentimeter  und  die  Wegeinheit  von  1 cm  durch  eine 
Ordinatenlänge  von  m Zentimeter  bei  der  Wegkurve  dargestellt, 
so  hat  man  demnach  die  trigonometrische  Tangente  jedes  Winkels 
a,  welchen  eine  Tangente  an  diese  Wegkurve  mit  der  Abszissen- 

axe  bildet,  noch  mit  dem  Faktor  — zu  multiplizieren,  um  die 

Geschwindigkeit  für  den  entsprechenden  Zeitpunkt  in  cm  sec*1  aus- 
zudrücken. 

Bei  den  oben  in  den  Figg.  9,  10  und  11  aufgezeichneten  Weg- 
kurven für  die  drei  Projektionen  der  relativen  Bewegung  des 
menschlichen  Schwerpunktes  beim  Gehen  war  die  Zeiteinheit  durch 
die  Länge  von  10  cm  dargestellt,  während  die  Abstände  x,  y,  z 
von  den  drei  Ebenen  des  gleichmäßig  fortschreitenden  Koordinaten- 
systems in  natürlicher  Größe  als  Ordinaten  für  die  Wegkurven 
verwendet  worden  waren.  Man  hat  daher  in  allen  drei  Fällen  die 
trigonometrische  Tangente  jedes  Tangenten  winkeis  « noch  mit  10 
zu  multiplizieren,  um  die  Geschwindigkeiten  x , y,  z der  drei  Pro- 
jektionsbewegungen in  cm  wc“1  zu  erhalten. 

So  hat  man  denn  in  der  Konstruktion  der  Tangenten  an  die 
Wegkurve  ein  sehr  einfaches  Mittel,  um  für  jeden  beliebigen  Zeit- 
punkt die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  abzuleiten,  zu  welcher 
die  betreffende  Wegkurve  gehört.  Diese  Konstruktion  läßt  sich 
mit  Hilfe  eines  Lineals,  das  man  an  die  Wegkurve  in  dem  in 
Frage  stehenden  Punkte  anlegt,  bei  einiger  Übung  leicht  ausführen. 
Je  genauer  die  Wegkurve  bestimmt  ist,  um  so  genauer  wird  sich 
natürlich  auch  die  Konstruktion  der  Tangenten  ausführen  lassen. 
Da  es  nur  auf  die  Gewinnung  der  trigonometrischen  Tangente  des 
Winkels  a ankommt,  so  braucht  man  diesen  Winkel  gar  nicht 
erst  zu  messen,  sondern  kann  ohne  Zuhilfenahme  einer  trigonome- 
trischen Tafel  aus  der  Figur  direkt  seine  trigonometrische  Tan- 
gente bestimmen.  Dies  macht  sich  besonders  einfach,  wenn  man 
die  Wegkurve  wie  in  den  Figg.  9,  10,  11  auf  Millimeterpapier  auf- 
gezeichnet findet.  Man  braucht  dann  nur  abzuzählen,  um  wieviel 
Millimeter  die  Ordinate  eines  Punktes  auf  der  Tangente  zu-  oder 
abuimmt,  während  die  Abszisse  sich  etwa  um  10,  20  oder  100  mm 
vergrößert,  und  dann  die  gefundene  Zahl  durch  10,  20  oder  100 
zu  dividieren,  um  tan  a zu  erhalten.  Natürlich  kann  man 
sich  auch  Instrumente  konstruieren,  welche  das  Abzählen  unnötig 
machen,  indem  sie  das  Ablesen  von  tan  a direkt  gestatten,  so- 
bald ein  Lineal  als  Tangente  an  die  Wegkurve  angelegt  ist.  So 
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kann  man  sich  leicht  selbst  einen  Mechanismus  herstellen,  welcher 
ein  Dreieck  mit  bestimmter  horizontaler,  aber  veränderlicher  verti- 
kaler Kathete  und  dementsprechend  veränderlicher  Hypotenuse 
bildet,  und  auf  dessen  vertikaler  Kathete  ein  Maßstab  angebracht 
ist.  Wenn  jemand  wiederholt  derartige  Messungen  auszuführen 
hat,  so  verfällt  er  meistens  von  selbst  auf  ein  derartiges  Hilfs- 
mittel, welches  gerade  ihm  besonders  bequem  ist,  während  ein 
anderer  vielleicht  ein  ganz  anderes  Prinzip  vorzieht  Es  soll  daher 
auf  derartige  Meßinstrumente  hier  nicht  weiter  eingegangen  werden. 

Die  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  mit  Hilfe  des  Tan- 
gentenwinkels hat  für  die  drei  Projektionen  der  relativen  Bewegung 
des  menschlichen  Schwerpunktes  beim  Gehen  die  in  der  unten- 
stehenden Tabelle  niedergelegten  Resultate  ergeben,  wobei  die 
Zahlen  die  Geschwindigkeiten  in  cm  sec-1  ausgedrückt  angeben. 

Die  Funktionsbeziehung  zwischen  jeder  der  drei  Geschwindig- 
keiten und  der  Zeit  läßt  sich  nun  in  ganz  entsprechender  Weise 
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graphisch  veranschaulichen,  wie  es  für  die  Beziehungen  zwischen 
den  Koordinaten  x,  y,  z des  Schwerpunktes  und  der  Zeit  t durch 
die  drei  Wegkurven  von  Fig.  9,  10  u.  11  geschehen  ist.  Zur  Dar- 
stellung der  Zeit  wird  man  auch  in  diesem  Falle  die  Abszissen- 
axe  verwenden,  während  die  Ordinaten  den  Werten  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  zu  nehmen  sind.  Ein  derartiges  Dia- 
gramm bezeichnet  man  als  eine  „Geschwindigkeitskurve“. 

Die  folgenden  Figuren  16,  17  und  18  stellen  die  Geschwindig- 
keitskurven für  die  drei  Projektionsbewegungen  dar,  wie  sie  sich 
aus  der  Tabelle  auf  S.  67  ergeben.  Dabei  entspricht  die  Geschwin- 
digkeit von  1 cmsec~l  nur  einer  Ordinatenlänge  von  1 mm,  so  daß 
also  1 cm  Ordinate  schon  eine  Geschwindigkeit  von  10  cm  sec-1 
respräsentiert.  Die  Zeiteinheit  von  1 sec  ist  dagegen  wie  bei  den 
Wegkurven  durch  eine  Länge  von  10  cm  dargestellt. 

Gemäß  der  Entstehung  jeder  Geschwindigkeitskurve  aus  der 
zugehörigen  Wegkurve  durchschneidet  die  erstere  an  allen  Stellen 
die  Abszissenaxe , welchen  in  der  Wegkurve  ein  höchster  oder 
tiefster  Punkt  entsprechen ; denn  die  Maxima  bzw.  Minima  der 
Wegkurve  sind  durch  horizontale  Tangentenrichtung  charakteri- 
siert. Die  Maxima  bzw.  Minima  der  Geschwindigkeitskurve  da- 
gegen deuten  darauf  hin,  daß  an  den  entsprechenden  Punkten  der 
Wegkurve  die  Steigung  bzw.  Neigung  größer  ist  als  an  den  vor- 
hergehenden und  nachfolgenden  Punkten.  Solche  Stellen  einer 
Kurve  bezeichnet  inan  als  Wendepunkte  derselben.  Wie  man  aus 
einer  Vergleichung  beider  Kurvenarten  erkennt,  gehören  im  vor- 
liegenden Falle  auch  umgekehrt  die  Maxima  bzw.  Minima  der  drei 
Geschwindigkeitskurven  wenigstens  annähernd  zu  Zeitpunkten,  in 
denen  die  zugehörigen  Wegkurven  die  Abszissenaxe  durch- 
schneiden.  Diese  Beziehung  findet  nicht  etwa  ganz  allgemein 
zwischen  einer  Geschwindigkeitskurve  und  ihrer  Wegkurve  statt; 
sie  deutet  hier  an,  daß  in  jeder  der  drei  Projektionsbewegungen  die 
Koordinatenebene,  zu  welcher  die  Bewegung  senkrecht  gerichtet 
ist,  nahezu  immer  mit  maximaler  Geschwindigkeit  durchdrungen 
wird.  Im  übrigen  zeigen  die  Geschwindigkeiten  der  drei  Projek- 
tionsbewegungen, welche  nach  den  früheren  Auseinandersetzungen 
zugleich  als  die  drei  Projektionen  der  in  jedem  Augenblick  vom 
Gesamtschwerpunkt  im  Raume  erreichten  Geschwindigkeit  aufzu- 
fassen sind,  noch  folgende  Einzelheiten  in  ihrem  Verhalten  wäh- 
rend des  stetigen  Ablaufs  der  Gehbewegung. 

Die  Geschwindigkeit  in  der  Gangrichtung  ist  nach  Fig.  16 
bei  der  zur  YZ- Ebene  des  beweglichen  Koordinatensystems  rela- 
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üven  Bewegung  nach  vorn  ant  größten  in  der  Periode  des  dop- 
pelten Aulstehens,  und  zwar  kurz  vor  dem  Beginn  der  Schwin- 
gung des  einen  Beins;  ihr  Wert  beträgt  im  Mittel  etwa  15  emser~l. 
Wie  schon  gesagt,  fällt  dieser  Moment  der  maximalen  Geschwin- 
digkeit ziemlich  genau  mit  demjenigen  zusammen,  in  welchem 
der  Schwerpunkt  die  FZ-Ebene  von  hinten  nach  vom  durchdringt. 
Während  sich  nun  der  Schwerpunkt  im  Anfang  der  Periode  des 
Schwingens  des  alsbtdd  vom  Boden  abgelösten  Beins  nach  vom 
von  dieser  Koordinatenebene  entfernt,  nimmt  die  Geschwindigkeit 
immer  mehr  ab,  bis  sie  schließlich  zu  Null  geworden  ist.  In 
diesem  Moment  kehrt  der  Schwerpunkt  in  seiner  relativen  Be- 
wegung um  UDd  beginnt,  sich  der  beweglichen  FZ-Ebene  wieder 


Geschwindigkeitskurve  für  die  Bewegung  in  der  Gangrichtung. 
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zu  nähern.  Seine  nunmehr  negativ  zu  rechnende  Geschwindigkeit 
nimmt  stetig  an  absoluter  Größe  zu,  bis  die  letztere  wiederum 
nahezu  im  Moment  des  Dnrchdringens  der  Koordinatenebene  von 
vom  nach  hinten  ihr  Maximum  von  etwas  über  10 msec-1  er- 
reicht hat  Die  darauffolgende  Entfernung  des  Schwerpunktes  von 
der  Koordinatenebene  nach  hinten  findet  infolgedessen  wieder  mit 
stetig  abnehmender  Geschwindigkeit  statt;  die  in  die  Mitte  zwi- 
schen dem  Beginn  des  Abwickelns  des  allein  aufstehenden  Beins 
und  dem  Moment  des  Aufsetzens  des  bis  dahin  in  Schwingung 
befindlichen  anderen  Beins  auf  den  Boden  fallende  Umkehrung 
der  Bewegungsrichtung  relativ  zur  FZ-Ebene  ist  natürlich  wieder 
durch  den  Wert  Null  der  Geschwindigkeit  charakterisiert.  Darauf 
nähert  sich  der  Schwerpunkt  wieder  mit  stetig  zunehmender  Ge- 
schwindigkeit der  Koordinatenebene  von  hinten  her  und  erreicht 
und  durchdringt  die  letztere  schließlich  mit  der  oben  schon  an- 
gegebenen maximalen  Geschwindigkeit  von  abgerundet  15c/».«;'1. 
Dem  Umstand,  daß  der  Schwerpunkt  hei  seiner  relativen  Bewegung 
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nach  vorn  größere  Werte  der  Geschwindigkeit  erreicht  als  bei  der 
umgekehrten  Bewegung,  entspricht  die  Tatsache,  daß  die  erstere 
Bewegung  sich  in  kürzerer  Zeit  abspielt  als  die  letztere.  Davon 
kann  man  sich  sowohl  durch  Betrachtung  von  Fig.  9 als  auch 
von  Fig.  16  Rechenschaft  geben. 

Aus  den  Werten  der  relativen  Geschwindigkeit  in  der  Gang- 
richtung kann  man  leicht  auch  die  in  dieser  Richtung  vorhandenen 
absoluten  Gesehvvindigkeitswerte  ableiten.  Man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  nur  zu  den  Zahlen  in  der  mit  x‘  überschriebenen  Reihe 
der  Tabelle  auf  S.  67  noch  die  mittlere  Ganggeschwindigkeit  von 
158,35  cmsec~x  zu  addieren. 

Während  die  relative  Bewegung  des  Schwerpunktes  in  der 


Geschwindigkeitskurve  für  die  Bewegung  io  der  Seitenrichtung. 
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Gangrichtung  annähernd  wie  eine  Sinusschwingung  verläuft  und 
sich  von  dieser  im  wesentlichen  nur  dadurch  unterscheidet,  daß 
die  Vor-  und  Rückwärtsbewegung  sich  in  etwas  verschiedenen 
Zeitintervallen  abspielen,  zeigt  die  Bewegung  in  der  Seitenrichtung, 
wie  man  noch  deutlicher  aus  Fig.  17  als  aus  Fig-  10  erkennt,  ein 
weniger  einfaches  Verhalten.  Zwar  handelt  es  sich  auch  hier 
darum,  daß  der  Schwerpunkt  sich  zeitweilig  von  der  Koordinaten- 
ebene, welche  hier  mit  der  Gangebene  zusammenfällt,  mit  abneh- 
mender Geschwindigkeit  entfernt,  darauf  wieder  urnkehrt  und  sich 
der  Gangebene  mit  wachsender  Geschwindigkeit  nähert,  dieselbe 
durchdringt  und  nun  auf  der  anderen  Seite  sich  von  ihr  entfernt, 
bis  er  schließlich  wieder  umkehrt  und  sich  von  neuem  der  Ebene 
nähert.  Ferner  besitzt  er  dabei  wiederum  im  Moment  der  Durch- 
dringung der  Gangebene  seine  maximale  Geschwindigkeit,  die  hier 
abgerundet  10  cmsec~ 1 beträgt.  Die  Änderung  der  Geschwindig- 
keit findet  aber  hei  der  Seitenbewegung  nicht  so  gleichmäßig 
statt  wie  bei  der  Bewegung  in  der  Gangrichtung  und  auch  hei 
der  in  der  vertikalen  Richtung.  Aus  den  Figg.  17  und  10  ist  zu 
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ersehen,  daß  die  Geschwindigkeit  bei  der  Annäherung  des  Schwer- 
punktes an  die  Gangebene  namentlich  im  Anfang  viel  langsamer 
wächst,  als  sie  abnimmt  während  der  Entfernung  von  derselben. 
Daher  nimmt  auch  die  Annäherung  ungefähr  die  doppelte  Zeit  in 
Anspruch  als  die  Entfernung. 

Das  aus  Fig.  18  zu  erkennende  Verhalten  der  Geschwindigkeit 
bei  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  in  der  vertikalen  Richtung 
gleicht  dagegen  wieder  mehr  dem  bei  einer  reinen  Sinusschwin- 
gung, wie  schon  angesichts  der  viel  regelmäßigeren  Form  der  zu- 


Geschwindigkeitskurve  für  die  Bewegung  in  der  vertikalen  Richtung. 
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gehörigen  Wegkurve  von  Fig.  11  zu  erwarten  war.  Es  ist  daher  nicht 
nötig,  noch  weiter  auf  diese  Geschwindigkeitskurve  einzugehen. 

e)  Graphische  Bestimmung  der  Beschleunigung.  Beschleunlgungskurrcn. 

Beispiele. 

Die  Methode,  aus  den  Tangenten  an  die  Wegkurve  die  Ge- 
schwindigkeiten der  betreffenden  Bewegung  abzuleiten,  besitzt 
ganz  allgemeine  Bedeutung  für  die  Bestimmung  der  numerischen 
Werte  des  zu  einer  Funktionsbeziehung  gehörenden  Differential- 
quotienten. Sobald  man  sich  die  Funktion,  welche  die  eine  Größe, 
die  man  als  abhängige  Variabele  bezeichnet,  von  der  anderen 
Oröße,  der  unabhängigen  Variabelen,  darstellt,  in  einem  rechtwink- 
ligen Koordinatensystem  durch  eine  Kurve  veranschaulicht  hat, 
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sind  die  Werte  des  Differentialquotienten  beider  Variabelen  ge- 
geben durch  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Winkel,  welche 
die  geometrischen  Tangenten  der  Kurve  mit  der  Abszissenachse 
bilden;  dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Abszissen  der  Kurven- 
punkte den  Werten  der  unabhängigen  Variabelen,  und  die  zuge- 
hörigen Ordinaten  denen  der  abhängigen  Variabelen  entsprechen. 

Da  nun  die  Beschleunigung,  welche  ein  Punkt  bei  gerad- 
liniger Bewegung  in  irgendeinem  Moment  besitzt,  durch  den  Wert 
des  Differentialquotienten  der  Geschwindigkeit  nach  der  Zeit  ge- 
messen wird,  so  kann  man  demnach  z.  B.  dio  Beschleunigungen 
der  drei  Projektionsbo  wegungen  des  menschlichen  Schwerpunktes 
beim  Gehen  mit  Hilfe  der  Tangenten  an  die  drei  Geschwindig- 
keitskurven von  Fig.  16,  17  und  18  ableiten.  In  jeder  dieser  Ge- 
schwindigkeitskurven war  die  Zeiteinheit  von  1 sec  durch  die 
Länge  von  10  an,  und  die  Geschwindigkeitseinheit  von  1 cmsec~l 
durch  die  Länge  von  1/,0  an  dargestellt.  Nach  den  obigen  Aus- 
einandersetzungen muß  daher  die  trigonometrische  Tangente  jedes 
Tangentenwinkels  a mit  100  multipliziert  werden,  um  die  ent- 
sprechende Beschleunigung  in  der  Beschleunigungseinheit  cm  sec-* 
ausgedrückt  zu  erhalten.  Auf  diese  Weise  haben  sich  die  in  fol- 
gender Tabelle  niedergelegten  Werte  für  die  Beschleunigungen  x“. 
y“  und  z"  der  drei  Projektionsbewegungen  des  menschlichen 
Schwerpunktes  beim  Gehen  ergeben.  Da  die  Hinzufügung  einer 
gleichförmigen  Bewegung  keinen  Beitrag  zur  Beschleunigung  liefern 
kann,  so  gelten  diese  Werte  nicht  bloß  für  die  relative,  sondern 
auch  für  die  absolute,  d.  h.  also  auf  den  ruhenden  Raum  bezogene 
Bewegung  des  Schwerpunktes  beim  menschlichen  Gange.  Die 
Zahlen  geben  die  Beschleunigungen  in  cmsec~*  ausgedrückt  an. 
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jeden  der  drei  Projektionsbeschleunigungen  von  der  Zeit  empfiehlt 


es  sich  hier,  die  Beschleunigung  von  1 cmsec~ * nur  durch  eine 
Ordinatenlänge  von  Vioo  cm  dar/.ustellen,  während  natürlich  die  Zeit 
von  1 sec  wie  bei  den  Wegkurven  und  den  Geschwindigkeitskurven 


Beschleunigungskurvo  für  die  Hewegung  in  der  Gangrichtung. 
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wieder  durch  eine  Abszissenlänge  von  10  cm  zu  veranschaulichen 
ist.  Man  erhält  dann  die  in  den  Figg.  19,  20  und  21  aufgezeichneten 
Kurven,  welche  zum  Unterschied  vou  den  Weg-  und  Gesehwindig- 
keitskurven  als  „ Beschleunigungskurven“  bezeichnet  werden. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  daß  die  Beschleunigung  auf 
dem  eingeschlagenen  Wege  nicht  mit  derselben  Genauigkeit  be- 


Bescliieunigungskurvo  für  die  Bewegung  in  der  Seitenriclitung. 
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Fig.  21 
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stimmt  werden  kann  wie  vorher  die  Geschwindigkeit  Aus  diesem 
Grunde  sind  die  Maßzahlen  für  die  drei  Beschleunigungen  auf 
Ganze  abgerundet  worden,  während  die  Werte  der  Geschwindig- 
keiten bis  auf  eine,  und  die  Werte  der  relativen  Koordinaten  x,  y,  z 
des  Schwerpunktes  sogar  bis  auf  zwei  Dezimalstellen  angegeben 
wurden.  Daß  aber  die  Beschleunigungen  wirklich  nahezu  mit  der 
angenommenen  Genauigkeit  richtig  sein  müssen,  geht  nicht  nur 
aus  der  periodischen  Wiederholung  bei  jeder  Kurve,  sondern  vor 
allen  Dingen  auch  aus  dem  Umstande  hervor,  daß  die  Analyse 
einer  anderen  unter  denselben  Verhältnissen  gewonnenen  Auf- 
nahme des  menschlichen  Ganges  im  wesentlichen  zu  den  gleichen 
Besohleunigungskurven  geführt  hatte1). 

Cber  die  vorliegenden  Beschleunigungskurven  ist  zunächst  zu 
sagen,  daß  sie  nahezu  an  den  gleichen  Stellen  die  Abszissenaxe 
durchschneiden,  im  übrigen  aber  in  allen  Teilen  gerade  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  der  Abszissenaxe  verlaufen  wie  die  Weg- 
kurven. Die  Beschleunigung  ist  daher  stets  gegen  die  betreffende 
Koordinatenebene,  auf  welcher  die  Projektionsbewegung  senkrecht 
steht,  hin  gerichtet  Soweit  zeigt  also  jede  der  drei  Projektionsbewe- 
gungen die  Eigenschaften  einer  einfachen  Schwingungsbewegung. 
Im  übrigen  sind  aber  gerade  an  den  Beschleunigungskurven  am 
deutlichsten  die  Unterschiede  von  der  reinen  Sinusschwingung  zu 
erkennen;  denn  bei  einer  reinen  Sinusschwingung  nach  der 
Gleichung  s = arinut  wäre  nach  dem  früheren  die  Beschleunigung 
y = — »*•#,  so  daß  also  in  diesem  Falle  die  Ordinaten  der  Be- 
schleunigungskurve den  Ordinaten  der  Wegkurve  an  Größe  pro- 
portional, aber  an  Richtung  entgegengesetzt  sein  müßten. 

W:ie  aus  den  drei  WTegkurven  die  Werte  der  relativen  Ko- 
ordinaten r,  y,  z des  Schwerpunktes  für  jeden  beliebigen  Moment 
im  Verlaufe  eines  Doppelschrittes,  gleichgültig  ob  er  im  photo- 
graphischen Bilde  festgehalten  war  oder  nicht,  bestimmt  werden 
konnten,  so  geben  auch  die  Geschwindigkeitskurven  Rechenschaft 
über  alle  vorkommenden  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen. 
Damit  ist  aber  das  ganze  Gesetz  der  relativen  Bewegung,  und  in- 
folgedessen auch  der  absoluten  Bewegung  des  Gesamtschwer- 
punktes beim  menschlichen  Gang  in  allen  Einzelheiten  gegeben. 
Faßt  man  die  durch  die  drei  Kurvenarten  gewonnenen  Ergebnisse 
noch  einmal  zusammen,  so  hat  man  den  folgenden  gesetzmäßigen 
Verlauf  der  Schwerpunktsbewegung. 

')  Man  vergleiche  in  dieser  Hinsicht  die  Kurven  auf  Taf.  VI  mit  denen 
auf  Taf.  V der  genannten  Abhandlung  über  den  Gang  des  Menschen  II.  Teil. 
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d>  Zusammenfassende  Darstellung  der  Bewegungsgesetze  des  mensch- 
lichen Schwerpunktes  beim  Gehen. 

Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  in  der  Gang- 
richtung: Der  Gesamtschwerpunkt  des  menschlichen  Körpers 
schwingt  während  der  Dauer  eines  einfachen  Schrittes  in  der 
Gangrichtung  um  eine  zur  Gangrichtung  senkrechte  und  mit 
der  mittleren  Ganggeschwindigkeit  sich  gleichmäßig  in  der  Gang- 
richtung mit  der  Geschwindigkeit  von  158,35  cm  sec-1  fortbewe- 
gende Ebene  hin  und  her.  Seine  größte  Entfernung  nach  hinten 
und  vorn  von  dieser  Ebene  betrug  bei  unserem  Individuum  im 
Durchschnitte  12  mm.  Kurz  vor  dem  Aufsetzen  des  jeweils 
schwingenden  Beines,  während  das  andere  Bein  schon  seinen  Fuß 
vom  Boden  abwickelt,  befindet  sich  der  Schwerpunkt  am  weitesten 
hinter  dieser  bewegten  Ebene.  Er  besitzt  dabei  relativ  zu  der 
bewegten  Ebene  die  Geschwindigkeit  Null  und  infolgedessen  im  ruhen- 
den Raume  die  mittlere  Ganggeschwindigkeit  von  158,35  cm  sec-1. 
Gleichzeitig  erfährt  er  in  demselben  Moment  eine  Beschleunigung 
nach  vorn.  Infolgedessen  vergrößert  er  jetzt  seine  relative  Ge- 
schwindigkeit und  rückt  der  bewegten  Ebene  von  hinten  her 
näher.  Er  erreicht  sie  jedoch  noch  nicht  in  dem  Moment,  in 
welchem  das  schwingende  Bein  sich  nun  auf  den  Boden  aufsetzt, 
sondern  erst  kurz  vor  dem  Moment,  in  welchem  das  bisher  auf 
dem  Boden  aufstehende  Bein  seine  Schwingung  beginnt.  Dabei 
hat  er  fortwährend  an  Geschwindigkeit  zugenommen,  so  daß  er 
nun  mit  der  Maximalgeschwindigkeit  durch  die  Ebene  von  hinten 
nach  vorn  hindurchtritt.  Diese  Zunahme  der  Geschwindigkeit  ist 
nicht  gleichmäßig,  wie  man  aus  dem  Verhalten  der  Beschleuni- 
gungskurve erkennt.  Die  Beschleunigung  wächst  nämlich  zunächst 
ziemlich  stark  bis  zum  Moment  des  Aufsetzens  des  bisher  schwin- 
genden Beines  und  nimmt  dann  in  der  Periode  des  Aufstehens 
beider  Beine  sehr  rasch  wieder  ab,  so  daß  sie  im  Moment  des 
Ablösens  oder  noch  kurz  vor  dem  Ablösen  des  anderen  Beines 
vom  Boden  zu  Null  geworden  ist,  und  zwar  in  demselben  Moment, 
in  welchem  der  Gesamtschwerpunkt  die  bewegte  Ebene  von  hinten 
her  eingeholt  hat.  Das  Verhalten  der  beiden  Beine  ist  hierbei 
nicht  ganz  gleichmäßig,  wie  ja  auch  nach  dem  schon  früher  er- 
wähnten, bei  jedem  Menschen  mehr  oder  weniger  vorhandenen 
asymmetrischen  Verhalten  derselben  zu  erwarten  stand.  Das 
rechte  Bein  beginnt  seine  Schwingung  ziemlich  genau  in  dem 
Moment,  in  welchem  der  Gesamtschwerpunkt  die  bewegte  Ebene 
passiert.  Das  linke  Bein  löst  sich  dagegen  erst  vom  Boden  ab, 
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nachdem  der  Gesamtschwerpunkt  auf  die  Vorderseite  der  bewegten 
Ebene  hinübergetreten  und  die  Geschwindigkeit  schon  wieder  im 
Abnehmen  begriffen  ist,  indem  nunmehr  die  Beschleunigung  die 
Richtung  von  vom  nach  hinten  besitzt  oder,  mit  anderen  Worten, 
in  Verzögerung  übergegangen  ist»  Da  die  absolute  Geschwindig- 
keit aber  immer  noch  größer  wie  die  mittlere  Ganggeschwindigkeit 
bleibt,  so  entfernt  sich  der  Schwerpunkt  immer  weiter  nach  vom 
von  der  bewegten  Ebene,  bis  er  im  Anfänge  der  Periode  des  Auf- 
stehens des  Beines  mit  ganzer  Fußsohle  seine  größte  Entfernung 
erreicht  und  die  mittlere  Ganggeschwindigkeit  angenommen  hat. 
Die  Verzögerung  hat  dabei  zunächst  sehr  stark  zugenommen  und 
kurz  vor  dem  Maximum  der  Entfernung  des  Schwerpunktes  von 
der  bewegten  Ebene  ihren  größten  Wert  erreicht.  Der  Schwer- 
punkt nähert  sich  nun  der  bewegten  Ebene  von  vom  her,  indem 
er  relativ  zu  derselben  eine  negative  Geschwindigkeit  oder,  was 
damit  gleichbedeutend  ist,  im  ruhenden  Raume  eine  Geschwindig- 
keit annimmt,  die  kleiner  als  die  mittlere  Ganggeschwindigkeit 
ist.  Untenles  hat  sich  die  Verzögerung  immer  mehr  vermindert. 
Etwa  zu  Anfang  des  letzten  Drittels  der  Periode,  in  welcher  der 
Kuß  mit  der  ganzen  Sohle  auf  dem  Boden  aufsteht,  tritt  der 
Schwerpunkt  wieder  hinter  die  bewegte  Ebene.  Fast  gleichzeitig 
mit  diesem  zweiten  Durchgänge  durch  die  Ebene  besitzt  er  die 
größte  relative  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  von  vorn  nach 
hinten,  bezüglich  die  geringste  Geschwindigkeit  im  ruhenden 
Raume,  so  daß  in  demselben  Moment  die  Verzögerung  wieder  in 
Beschleunigung  übergeht  Während  nun  der  Schwerpunkt  mit 
abnehmender  relativer  Geschwindigkeit  sich  nach  hinten  von  der 
Ebene  entfernt,  nimmt  die  Beschleunigung  immer  mehr  zu.  In- 
folgedessen erreicht  die  relative  Geschwindigkeit  bald  den  Weit 
Null,  und  die  auf  den  ruhenden  Raum  bezogene  Geschwindigkeit 
ist  wieder  bis  zur  mittleren  Ganggeschwindigkeit  angewachsen, 
ln  diesem  Moment,  der,  wie  schon  oben  erwähnt,  kurz  vor  dem 
Aufsetzen  des  bisher  schwingenden  Beines  eintritt,  kehrt  der 
Schwerpunkt  die  Richtung  seiner  zu  der  bewegten  Ebene  relativen 
Bewegung  um  und  nähert  sich  nun  derselben  wieder  von  hinten. 
Damit  beginnt  das  geschilderte  Spiel  von  neuem.  Die  Dauer 
dieser  Schwingung  des  Gesamtschwerpunktes  relativ  zu  der  mit 
der  mittleren  Ganggeschw'indigkeit  fortbewegten  Frontalebene 
stimmt  daher  mit  der  Dauer  eines  einfachen  Schrittes  überein. 

Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  in  der  Seiten- 
richtung: Senkrecht  zu  der  Gangebene,  d.  h.  der  durch  die  Gang 
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richtung  gehenden  Vertikalebene,  führt  der  Gesamtschwerpunkt 
folgende  Schwingungsbewegung  aus.  Während  des  Aufstehens 
eines  einzigen  Beines  befindet  er  sich  stets  auf  der  Seite  der 
Gangebene,  welcher  das  betreffende  Bein  angehört.  Der  Moment 
des  Übertretens  von  einer  Seite  auf  die  andere  ist  für  beide  Beine 
bei  unserem  Individuum  etwas  verschieden.  Der  Übertritt  von 
rechts  nach  links  fällt  ziemlich  genau  mit  dem  Aufsetzen  des 
linken  Beines  auf  den  Boden  zusammen.  Dagegen  durchschreitet 
der  Schwerpunkt  die  Gangebene  von  links  nach  rechts  erst,  nach- 
dem das  rechte  Bein  sich  auf  den  Boden  aufgesetzt  hat,  und  zwar 
in  einem  Moment,  welcher  ungefähr  die  zeitliche  Mitte  der  Periode 
des  Aufstehens  beider  Beine  darstellt.  Die  Geschwindigkeit  erreicht 
in  beiden  Fällen  erst  kurz  nach  dem  Passieren  der  Gangebene  in 
der  einen  oder  anderen  Richtung  ihr  Maximum,  und  gleichzeitig 
die  Beschleunigung  dementsprechend  den  Wert  Null.  Die  größte 
Entfernung  von  der  Gangebene  besitzt  der  Schwerpunkt  sowohl 
rechts  wie  links  etwa  am  Ende  des  ersten  Drittels  der  Periode 
des  Aufstehens  des  Fußes  mit  der  ganzen  Sohle.  Da  hier  eine 
Änderung  der  Bewegungsriohtung  eintritt,  so  besitzt  natürlich  die 
Geschwindigkeit  in  diesem  Moment  immer  den  Wert  Null.  Die- 
selbe hat  dabei  von  der  Mitte  der  Periode  des  Aufstützens  beider 
Beine  fortwährend  an  Größe  abgenommen,  und  zwar  nicht  gleich- 
mäßig, sondern  mit  zunehmender  und  dann  mit  abnehmender  Ver- 
zögerung. Das  Maximum  der  Verzögerung  liegt  für  beide  Seiten 
merklich  verschieden.  Befindet  sich  der  Schwerpunkt  auf  der 
rechten  Seite  der  Gangebene,  so  tritt  dasselbe  erst  kurz  vor  dem 
Moment  der  größten  Ausweichung  nach  rechts  ein.  Liegt  dagegen 
der  Schwerpunkt  auf  der  linken  Seite  der  Gangebene,  so  fällt  das 
Maximum  der  Verzögerung  bei  beiden  Versuchen  übereinstimmend 
mit  dem  Moment  zusammen,  in  welchem  das  rechte  Bein  seine 
Schwingung  beginnt.  Während  nun  der  Schwerpunkt  sich  auf 
der  einen  oder  anderen  Seite  der  Gangebene  wieder  nähert,  ver- 
größert er  seine  Geschwindigkeit  nur  allmählich.  Er  hält  sogar 
einmal,  etwa  am  Anfänge  des  letzten  Drittels  der  Periode  des  Auf- 
stehens des  Fußes  mit  ganzer  Sohle,  seine  Geschwindigkeit  für  eine 
kurze  Zeit  nahezu  konstant,  indem  die  Beschleunigung  annähernd 
auf  Null  heruntergesunken  ist;  er  vergrößert  aber  dann  wieder 
die  Geschwindigkeit,  und  zwar  mit  wachsender  Beschleunigung 
bis  zum  Durchtritt  durch  die  Gangebene,  und  auch  noch  kurze 
Zeit  auf  der  anderen  Seite  der  Gangebene,  aber  dann  mit  ab- 
nehmender Beschleunigung.  Endlich  erreicht  die  Geschwindigkeit 
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in  der  zweiten  Hälfte  der  Periode  des  Aufstehens  beider  Beine 
ihr  Maximum,  und  die  Beschleunigung  geht  von  da  an  in  Ver- 
zögerung über.  Zu  beachten  ist  noch,  daß  die  Dauer  der  Schwin- 
gung des  Gesamtschwerpunktes  senkrecht  zur  Gangebene  nicht, 
wie  bei  der  Bewegung  in  der  Gangrichtung,  gleich  der  Dauer 
eines  einfachen  Schrittes,  sondern  gleich  der  eines  Doppel- 
schrittes ist 

Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  in  der  verti- 
kalen Richtung:  Endlich  führt  der  Gesamtschwerpunkt  des 
menschlichen  Körpers  sehr  regelmäßige  Schwingungen  in  verti- 
kaler Richtung  um  eine  Horizontalebene  aus,  welche  bei  unserem 
Individuum  eine  Höhe  von  91,45  cm  über  dem  Fußboden  besitzt. 
Er  passiert  diese  Ebene  in  der  Richtung  von  oben  nach  unten, 
kurz  nachdem  der  allein  auf  dem  Boden  aufstehende  Fuß  be- 
gonnen hat,  sich  durch  Drehung  um  einen  Punkt  des  Fußballens 
vom  Boden  abzuwickeln.  Dabei  ist  kurz  vorher  seine  Geschwindig- 
keit in  der  Richtung  von  oben  nach  unten  maximal  und  die  Be- 
schleunigung Null  gewesen.  Er  bewegt  sich  darauf  mit  abnehmen- 
der Geschwindigkeit  nach  unten,  bis  er  etwa  in  der  Mitte  der 
Periode  des  Aufstehens  beider  Beine  seinen  tiefsten  Stand  und  die 
Geschwindigkeit  Null  erreicht  hat.  Die  Geschwindigkeit  nimmt 
dabei  nicht  erst  allmählich,  sondern  gleich  von  vornherein  ziemlich 
rasch  ab,  denn  die  Verzögerung  für  die  Bewegung  nach  unten 
(Beschleunigung  nach  oben)  besitzt  im  Moment  des  Hindurch- 
tretens  des  Schwerpunktes  durch  die  Horizontalebene  schon  einen 
beträchtlichen  Wert  Darauf  kehrt  dann  der  Schwerpunkt  die 
Richtung  seiner  Bewegung  um  und  nähert  sich  der  Horizontal- 
ebene mit  zunehmender  Geschwindigkeit  von  unten,  bis  er  sie 
etwa  am  Ende  des  ersten  Viertels  der  Periode  des  Aufstehens 
des  anderen  Fußes  mit  ganzer  Sohle  wieder  erreicht  hat.  Kurz 
vor  diesem  Moment  hat  die  Geschwindigkeit,  und  noch  einen 
Augenblick  vorher  die  nach  oben  gerichtete  Beschleunigung  ein 
Maximum  erreicht.  Die  letztere  ist  aber  gleich  darauf  fast  mo- 
mentan auf  Null  herabgesunken,  wie  es  für  das  Maximum  der 
Geschwindigkeit  erforderlich  ist;  sie  geht  dann  ebenso  rasch  in 
negative  Beschleunigung,  d.  h.  Beschleunigung  nach  unten,  über, 
so  daß  sich  also  im  Moment  des  Hindurchtretens  des  Schwer- 
punktes durch  die  Horizontalebene  von  unten  nach  oben  die  Ge- 
schwindigkeit schon  wieder  etwas  verringert  hat.  Der  Schwer- 
punkt erhebt  sich  nun  mit  weiter  abnehmender  Geschwindigkeit 
über  die  Horizontalebene,  bis  er  gegen  Ende  des  zweiten  Drittels 
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der  Periode  des  Aufstehens  des  Fußes  mit  ganzer  Sohle  seinen 
höchsten  Stand  und  wiederum  die  Geschwindigkeit  Null  erreicht 
hat.  Die  Beschleunigung  nach  unten  hat  dabei  zunächst  schnell, 
dann  etwas  langsamer,  und  dann  wieder  schneller  an  Größe  zu- 
genommen und  bei  der  höchsten  Erhebung  des  Schwerpunktes 
ihren  größten  Wert  erreicht  Darauf  kehrt  der  Schwerpunkt  die 
Richtung  seiner  Bewegung  um.  Während  der  nun  folgenden  Ab- 
wärtsbewegung des  Schwerpunktes  verringert  sich  die  nach 
unten  gerichtete  Beschleunigung  wieder,  und  zwar  so  schnell,  daß 
sie  den  Wert  Null  angenommen  hat,  bevor  der  Schwerpunkt  von 
oben  her  wieder  an  der  Horizontalebene  angelangt  ist  Dement- 
sprechend hat  gleichzeitig  die  Geschwindigkeit  der  Abwärts- 
bewegung schnell  zugenommen  und  schließlich  ihren  größten  Wert 
in  dieser  Richtung  erreicht.  Kurz  darauf  tritt  der  Schwerpunkt 
abermals  in  der  Richtung  von  oben  nach  unten  durch  die  Hori- 
zontalebene hindurch,  und  das  Spiel  beginnt  von  neuem.  Die 
Dauer  dieser  eben  geschilderten  vertikalen  Schwingung  des  Schwer- 
punktes ist,  wie  bei  der  Schwingung  in  der  Gangrichtung,  gleich 
der  Dauer  eines  einfachen  Schrittes. 

e)  Hodograph. 

Für  die  Untersuchung  der  räumlichen  Bewegung  eines  Punktes 
bzw.  der  Translationsbewegung  eines  Körpers  im  Raume  ist  es 
schließlich  von  großem  Wert,  daß  man  sich  mit  einer  Methode 
bekannt  macht,  mittelst  der  man  die  Änderung  der  Geschwindig- 
keit nach  Größe  und  Richtung  für  den  ganzen  Ablauf  der  Be- 
wegung unmittelbar  veranschaulichen  kann.  Die  drei  Geschwindig- 
keitskurven lassen  zunächst  die  zu  jedem  Zeitpunkt  gehörenden 
Projektionen  der  Geschwindigkeit  auf  die  drei  Axen  des  räum- 
lichen Koordinatensystems  erkennen.  Diese  Projektionsgeschwindig- 
keiten  x\  y‘,  z'  geben  mit  anderen  Worten  drei  im  Raume  auf- 
einander senkrecht  stehende  Komponenten  der  Geschwindigkeit  an, 
aus  denen  sich  die  resultierende  Geschwindigkeit  als  Diagonale 
eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds  mit  den  Kanten  x\  y‘,  z\ 
d.  h.  also  als  Vektorsumme  von  x\  y\  z‘  ableiten  läßt  (vgl.  Fig.  7 
auf  S.  41).  In  entsprechender  Weise  läßt  sich  die  Lage  des  be- 
wegten Punktes  relativ  zum  Anfangspunkte  des  räumlichen  Ko- 
ordinatensystems aus  den  entsprechenden  aus  den  Wegkurven  zu 
entnehmenden  Werten  der  drei  Koordinaten  x , y,  z ableiten;  denn 
der  vom  Koordinatenanfangspunkt  nach  dem  bewegten  Punkte 
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gezogene  Vektor  stellt  sich  ja  auch  als  Vektorsumme  von  x,  y,  z 
dar  (vgl.  Fig.  6 auf  S.  38). 

Wie  nun  der  Endpunkt  dieses  letzteren  Vektors  im  Laufe 
der  Zeit  die  vom  bewegten  Punkte  im  Raume  durchlaufene  Bahn- 
kurve beschreibt,  so  wird  man  auch  eine  räumliche  Kurt  e er- 
halten, wenn  man  die  Vektorsurome  der  drei  Geschwindigkeits- 
komponenten x',  y\  z‘  vom  Anfangspunkte  eines  im  Raume  fest- 
liegenden rechtwinkligen  Koordinatensystems  aus  bildet,  dessen 
drei  Axen  die  gleichen  Richtungen  besitzen  wie  die  Axen  des 
Systems,  auf  welches  der  ganze  Bewegungsvorgang  bezogen  ist 
Für  diese  Kurve  spielen  dann  die  Strecken,  welche  die  drei  Ge- 
schwindigkeitskomponenten veranschaulichen,  die  Rolle  der  Ko- 
ordinaten, wie  dies  aus  Fig.  7 auf  S.  41  ersichtlich  ist.  Mit  Hilfe 
dieser  Kurve,  die  man  nach  Hamilton  als  „Hodograph“  be- 
zeichnet, kann  man  sich  in  besonders  einfacher  und  klarer  Weise 
das  Verhalten  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes  ver- 
anschaulichen, während  derselbe  seine  Bahn  durchläuft  Einem 
jeden  Werte  der  Zeit  t entspricht  ein  ganz  bestimmter  Punkt  auf 
dem  Hodographen,  und  während  die  Zeit  fortschreitet,  wandert 
dieser  Punkt  auf  dem  Hodographen  fort.  Denkt  man  sich  den 
Punkt  auf  dem  Hodographen  dabei  immer  mit  dem  festen  Ko- 
ordinatenanfangspunkte verbunden,  so  gibt  der  so  entstehende,  im 
Anfangspunkte  beginnende  Vektor  in  jedem  Moment  nach  Größe 
und  Richtung  die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes  an.  Im 
Grunde  sind  es  also  nicht  die  Punkte  der  als  Hodograph  bezeieh- 
rieten  Raumkurve  selbst,  welche  die  Geschwindigkeit  für  jeden 
Zeitpunkt  nach  Größe  und  Richtung  veranschaulichen,  sondern  die 
Erzeugenden  einer  Kegelfläche,  die  man  dadurch  erhält,  daß  man 
von  einem  festen  Punkte  des  Raumes  aus,  nämlich  dem  Koordi- 
natenanfangspunkte, Gerade  nach  den  Punkten  der  Ilodographen- 
kurve  zieht 

Ist  die  Bahn  des  bewegten  Punktes  doppelt  gekrümmt,  also 
eine  sogenannte  Raumkurve,  so  liegen  auch  die  in  die  Richtung 
ihrer  Tangenten  fallenden  Geschwindigkeiten  weder  in  einer  Ebene, 
noch  können  sie  ein  und  derselben  Ebene  parallel  sein.  Der  Ilodo- 
graph  ist  daher  in  diesem  Falle  auch  eine  Raumkurve.  Wenn  da- 
gegen die  Bahn  des  Punktes  einer  Ebene  angehört,  so  liegen  auch 
die  sämtlichen  von  einem  festen  Punkte  aus  gezogenen  Geschwin- 
digkeitsvektoren in  einer  Ebene,  und  der  die  Endpunkte  aller 
dieser  Vektoren  verbindende  Hodograph  ist  demnach  eine  ebene 
Kurve. 
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Projiziert  man  die  räumliche  Bewegung  eines  Punktes  auf 
eine  Ebene,  so  stellen  nach  dem  früheren  die  Geschwindigkeiten 
der  Projektionsbewegung  zugleich  die  Projektionen  der  Geschwin- 
digkeiten der  räumlichen  Bewegung  auf  diese  Ebene  dar.  Nach  der 
Bedeutung  des  Hodographen  ergibt  daher  seine  Projektion  auf 
eine  Ebene  den  Hodographen  für  die  Projektion  der  Bewegung 
auf  diese  Ebene.  Wie  man  durch  die  Projektion  der  Bahnkurve 
eines  Punktes,  wie  z.  B.  der  relativen  Bahn  des  menschlichen  Ge- 
samtschwerpunktes beim  Gehen,  auf  die  drei  Koordinatenebenen 
(vgl.  Fig.  12  auf  S.  60)  eine  klare  Vorstellung  von  der  Gestalt 
dieser  Kurve  gewinnt,  so  empfiehlt  es  sich  auch,  den  Hodographen 
zum  Zwecke  der  Veranschaulichung  seiner  Gestalt  auf  die  drei 
Koordinatenebenen  zu  projizieren.  Man  hat  dann  nach  dem  Ge- 
sagten zugleich  die  Hodographen  für  die  Projektionen  der  Bewe- 
gung auf  die  drei  Koordinatenebenen  gewonnen. 

Da  die  räumlichen  Koordinaten  der  Hodographenpunkte  durch 
die  Werte  der  Geschwindigkeiten  x\  y‘,  z‘  in  der  Richtung  der 
drei  Koordinatenaxen  gegeben  sind,  so  bilden  je  zwei  von  diesen 
Geschwindigkeiten  immer  die  ebenen  Koordinaten  der  Projektion 
des  Hodographen  auf  eine  Koordinatenebene.  Man  hat  daher  z.  B. 
mit  den  Zahlen  der  Tabelle  auf  S.  67  schon  die  ausreichenden 
Unterlagen,  um  für  die  28  direkt  gemessenen  Phasen  der  Bewe- 
gung des  menschlichen  Schwerpunktes  beim  Gehen  die  Punkte 
der  Projektionen  des  Hodographen  auf  die  drei  Koordinatenebenen 
aufzuzeichnen,  wodurch  die  ganzen  Hodographenprojektionen  mit 
genügender  Genauigkeit  gegeben  sind. 

In  Fig.  22  finden  sich  nach  den  Zahlen  der  genannten  Tabelle 
die  Projektionen  des  Hodographen  des  menschlichen  Schwer- 
punktes auf  die  Gangebene  (x‘  /-Ebene),  die  zur  Gangrichtung 
senkrechte  Ebene  [y‘£ '-Ebene)  und  die  Horizontalebene  (a^  y'- Ebene) 
aufgezeichnet,  wobei  wieder  die  Geschwindigkeit  von  1 msec-1 
durch  die  Länge  von  1 mm  dargestellt  wird.  Da  in  die  Kurven, 
wie  bei  den  Projektionen  der  Bahnkurve  in  Fig.  12  auf  S.  60,  die 
Nummern  der  Bewegungsphasen  an  den  entsprechenden  Stellen 
eingetragen  sind,  so  kann  man  sich  leicht  Rechenschaft  von  der 
Richtung  und  Größe  der  Geschwindigkeit  in  irgendeinem  Zeitpunkte 
geben.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  die  zugehörigen  Punkte 
der  drei  Hodographenprojektionen  mit  dem  entsprechenden  Koordi- 
natenanfangspunkt O verbunden  zu  denken,  um  in  den  von  0 
ausgehenden  Vektoren  die  Projektionen  der  tatsächlichen  Ge- 
schwindigkeit nach  Größe  und  Richtung  zu  erhalten. 
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Ein  Vergleich  jeder  Hodographenprojektion  mit  der  in  Fig.  12 
aufgezeichneten  Projektion  der  Bahnkurve  auf  die  gleiche  Koordi- 

Projektionen  des  Hodographcn  für  die  relative  Bewegung  des  Schwerpunktes 
des  menschlichen  Körpers 

Mi  die  Gangebene  „nk^ch  “Fbene,m*  »af  die  Horisoutalebene 

(.U*Ebeoe)  ()£-Ebene)  (X) -Ebene) 


Ansicht  von  rechts  Ansicht  von  hinten  Ansicht  von  oben 

Fig.  22 


Ansicht  von  rechts  Ansicht  von  hinten  Ansicht  von  ohon 

fig.  23 
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natenebene  zeigt  nun  zunächst,  daß  für  entsprechende  Punkte 
beider  Kurven  der  von  0 aus  nach  dem  Hodographen  gezogene 
Vektor  in  der  Tat  die  Richtung  der  Tangente  an  die  Projektion 
der  Bahnkurve  besitzt  Sieht  man  von  Unregelmäßigkeiten  infolge 
unsymmetrischen  Gebrauchs  der  Beine  usw.  ab,  so  erhält  man  im 
Palle  vollkommener  Symmetrie  bei  den  Gehbewegungen  die  in 
Fig.  23  angegebenen  idealen  Formen  der  drei  Hodographenprojek- 
tionen.  Man  erkennt  aus  denselben,  daß  die  Projektion  des  Hodo- 
graphen auf  die  Gangebene  eine  geschlossene  Kurve  von  der  Form 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  abgerundeten  Ecken  darstelli, 
welche  während  eines  einfachen  Schrittes  einmal,  also  während 


Fig.  24 

eines  Doppelschrittes  zweimal  durchlaufen  wird.  Das  gleiche  hatte 
sich  auch  bei  der  Projektion  der  relativen  Schwerpunktsbahn  auf 
die  Gangebene  herausgestellt  (vgl.  Fig.  13  auf  Seite  61).  Die 
beiden  anderen  Projektionen  des  Hodographen  bilden  ebenfalls 
geschlossene  Kurven,  welche  beide  im  idealen  Falle  Symmetrie 
gegenüber  der  Schnittgeraden  der  Gangebene  mit  der  betreffenden 
Koordinatenebene,  auf  welche  projiziert  worden  ist,  auf  weisen. 
Diese  beiden  Kurven  werden  entsprechend  den  gleichnamigen  Pro- 
jektionen der  Schwerpunktsbahn  während  eines  Doppelschrittes  nur 
einmal  durchlaufen.  Dies  alles  ist  leicht  zu  verstehen,  wenn  man  sich 
eine  klare  Vorstellung  von  der  räumlichen  Gestalt  des  Hodographen 
gebildet  hat.  Außer  durch  die  drei  ebenen  Projektionen  erreicht  man 
dies  noch  unmittelbarer  mit  Hilfe  der  in  Fig.  24  aufgezeichneten  stereo- 
skopischen Bilder  des  Hodographen  in  seiner  Ansicht  von  hinten. 

Der  Hodograph  läßt  nun  nicht  allein  die  Größe  und  Richtung 
der  Geschwindigkeit  einer  Translationsbewegung  für  jeden  Moment 
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erkennen,  sondern  er  gibt  auch  Rechenschaft  von  deren  Beschleu- 
nigung. Wie  schon  hervorgehoben  wurde,  durchwandert  während 
der  Bewegung  der  Endpunkt  des  vom  Koordinatenanfangspunkt 
aus  gezogenen  Geschwindigkeitsvektors  den  Hodographen.  Der 
längs  des  Hodographen  gemessene  Abstand  s'  dieses  Punktes  von 
einem  bestimmten  festen  Punkte  auf  dem  Hodographen  ändert 
sich  also  mit  der  Zeit  Es  ist  daher  eine  Funktion  der  Zeit  t, 
so  wie  auf  der  Bahnkurve  eines  bewegten  Punktes,  wie  z.  B.  des 
menschlichen  Schwerpunktes,  die  längs  der  Bahn  gemessene  Ent- 
fernung s des  letzteren  von  einem  festen  Punkt  auf  der  Bahn  sich 
auch  als  Funktion  von  t darstellt.  Faßt  man  Fig.  6 auf  S.  38 
nicht  als  Darstellung  der  Bahnkurve,  sondern  des  Hodographen 
für  irgendeine  Bewegung  eines  Punktes  auf,  indem  man  die  dort 
verwendeten  Buchstaben  s,  x,  y , z dementsprechend  mit  je  einem 
Strich  versehen  denkt,  so  gelangt  man  nach  den  im  Anschluß  an 
diese  Figur  gegebenen  Erörterungen  auf  S.  40  ff.  zu  dem  Resultat, 

rfs' 

daß  die  Geschwindigkeit^-,  mit  welcher  der  den  Hodographen 


beschreibende  Punkt  der  wirklichen  Bewegung  entsprechend  auf 
dem  Hodographen  fortwandert,  sich  in  die  drei  aufeinander  senk- 


rechten Komponenten  und  zerlegen  läßt  und  daher 

dt  dt  dt 


auch  umgekehrt  als  deren  Resultante  aufgefaßt  w'erden  kann. 
Nun  bedeuten  x\  y\  z‘  die  Geschwindigkeiten  der  auf  die 
Richtung  der  drei  Koordinatenaxen  vorgenommenen  Projek- 
tionen der  Bewegung  des  Punktes  auf  seiner  Bahnkurve.  Da- 
her drücken  nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  ihre 
Differentialquotienten  nach  der  Zeit  die  Beschleunigungen  der 
drei  Projektionsbewegungen  aus,  welche  gleich  den  Projektionen 
der  Beschleunigung  des  im  Raume  bewegten  Punktes,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinausläuft,  gleich  drei  zueinander  recht- 
winkligen Komponenten  dieser  Beschleunigung  sind.  Beachtet 

man  dies,  so  erkennt  man,  daß  die  Geschwindigkeit  mit 


welcher  der  den  Hodographen  beschreibende  Punkt  auf  demselben 
fortwandert,  mit  der  Beschleunigung  der  wirklichen  Bewegung  in 
jedem  Moment  übereinstimmt.  Da  nun  die  Geschwindigkeit  irgend- 
einer Bewegung  eines  Punktes  stets  die  Richtung  der  Tangente 
an  die  von  ihm  beschriebene  Kurve  besitzt,  so  wird  man  also 
durch  die  Tangenten  an  den  Hodographen  iu  jedem  Moment  über 
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die  Richtung,  und  durch  die  Größe  der  Geschwindigkeit  des  Hodo- 
graphenpunktes  über  die  Größe  der  Beschleunigung  der  unter- 
suchten Bewegung  unterrichtet. 

Wie  man  aus  den  Tangenten  an  die  Projektionen  der  rela- 
tiven Bahnkurve  des  menschlichen  Schwerpunktes  in  Fig.  12 
bzw.  13  die  Richtung  seiner  Geschwindigkeit  im  Raume  erkennen 
kann,  so  vermitteln  die  Tangenten  an  die  Projektionen  des 
zugehörigen  Hodographen  in  Fig.  22  bzw.  23  eine  klare  Vorstellung 
von  der  Richtung  seiner  Beschleunigung  im  Raume. 

6.  Freiheit  der  Translationsbewegung  eines  Körpers. 

Da  die  Translationsbewegung  eines  Körpers  durch  die  Be- 
wegung irgendeines  seiner  Punkte  schon  vollständig  bestimmt  ist, 
so  kann  ein  einzelner  Körper  für  seine  Translationsbewegungen 
keine  größere  Freiheit  besitzen  als  ein  isolierter  Massenpunkt  bei 
vollkommen  ungehinderter  Bewegung  im  Raume. 

Einem  Massenpunkte,  der  sich  in  unserem  dreidimensionalen 
Raume  ganz  frei,  ohne  alle  Einschränkung,  hin  und  her  zu  be- 
wegen vermag,  schreibt  man  drei  Grade  von  Bewegungsfreiheit 
zu.  Dies  beruht  auf  folgender  Tatsache.  Von  einem  beliebigen 
Orte  des  Raumes  aus  kann  zwar  ein  Punkt  in  unzählig  viel  ver- 
schiedenen Richtungen  fortbewegt  werden;  jede  kleine  Verrückung, 
die  er  in  einer  bestimmten  Richtung  erfährt,  läßt  sich  aber  in 
drei  und  nur  drei  voneinander  unabhängige  Verrückungen  von  vor- 
geschriebenen, aber  voneinander  verschiedenen  Richtungen  zerlegen. 

Man  bezeichnet  eine  in  unendlich  kleiner  Zeit  verlaufende 
Bewegung  eines  Punktes  als  eine  „Elementarbewegung“  des- 
selben; die  Bahn,  welche  er  während  einer  solchen  Elementar- 
bewegung beschreibt,  kann  infolge  der  unendlich  kleinen  Zeit  als 
geradlinig  genommen  werden.  Eine  unendlich  kleine  Zeit  kann 
als  Grenzwert  einer  Zunahme  Jt  der  von  einem  bestimmten  Zeit- 
punkt aus  gemessenen  Zeit  t,  d.  h.  also  als  Differential  aufgefaßt 
und  daher  mit  dt  bezeichnet  werden.  Dementsprechend  stellt  dann 
der  zugehörige  unendlich  kleine  Weg  bei  der  Elementarbewegung 
das  Differential  ds  von  s dar.  Jede  in  endlicher  Zeit  verlaufende 
Bewegung  setzt  sich  aus  einer  unendlich  großen  Anzahl  aufein- 
anderfolgender Elementarbewegungen  zusammen.  Wenn  auch  bei 
zwei  direkt  aufeinanderfolgenden  dieser  Elementarbewegungen  die 
Richtung  nur  unendlich  wenig  verschieden  ist,  so  kann  dieselbe 
im  Laufe  einer  endlichen  Zeit  doch  jede  beliebige  endliche  Ände- 
rung erfahren.  Unter  Verwendung  des  Begriffs  der  Elementar- 
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bewegung  kann  man  den  oben  angeführten  Satz  auch  so  aus- 
sprechen, daß  jede  im  dreidimensionalen  Raume  vor  sich  gehende 
Elementarbewegung  eines  Punktes  stets  in  drei  und  nur  drei  von- 
einander unabhängige  Elementarbewegungen  von  vorgeschriebenen 
Richtungen  zerlegt  werden  kann. 

Um  dies  einzusehen,  braucht  man  nur  die  Elementarbewe- 
eung  auf  drei  im  Raume  festliegende  Gerade  von  verschiedener 
Richtung  zu  projizieren,  wie  es  in  dem  früher  ausführlich  behan- 
delten Beispiel  der  Bewegung  des  menschlichen  Schwerpunktes 
beim  Gehen  geschehen  ist.  Ob  die  drei  verschiedenen,  im  Raume 
festgelegten  Richtungen  aufeinander  senkrecht  stehen,  wie  es  sich 
in  der  Regel  als  zweckmäßig  erweist,  oder  ob  sie  ganz  beliebig 
angenommen  sind,  ist  dabei  an  und  für  sich  gleichgültig.  Stets 
sind  die  drei  Projektionen  der  Elementarbewegung  voneinander 
unabhängig.  Wenn  man  dagegen  die  Projektion  noch  auf  eine 
vierte  Gerade  vornimmt,  deren  Richtung  von  den  drei  anderen 
Richtungen  verschieden  ist,  so  erweist  sich  dieselbe  nicht  mehr 
unabhängig  von  den  anderen,  sondern  durch  diese  schon  voll- 
kommen bestimmt.  Dies  läßt  sich  unmittelbar  erkennen,  wenn 
man  beachtet,  daß  durch  die  Projektionen  einer  Elementarbewe- 
gung auf  drei  verschiedene  Richtungen  rückwärts  die  ursprüng- 
liche Elementarbewegung  durch  geometrische  Addition,  also  als 
Vektorsumme  wieder  gewonnen  werden  kann,  ebenso  wie  sich  aus 
den  drei  Koordinaten  eines  Punktes  dessen  Lage  im  Raume  be- 
stimmen läßt.  Sobald  man  nun  eine  Elementarbewegung  aus 
ihren  Projektionen  rekonstruiert  hat,  kann  man  sie  dann  von 
neuem  auf  irgendeine  vierte  Richtung  projizieren,  so  daß  diese 
neue  Projektion  also  in  der  Tat  vollständig  bestimmt  ist,  sobald 
die  drei  ersten  Projektionen  gegeben  sind.  Hätte  man  dagegen 
ursprünglich  die  Elementarbewegung  im  Raume  nur  auf  zwei 
verschiedene  Richtungen  projiziert,  so  könnte  man  aus  den  letz- 
teren die  erstere  nicht  mehr  eindeutig  zurückgewinnen.  Es  sind 
also  für  die  Charakterisierung  einer  Elementarbewegung  eines 
Punktes  im  Raume  drei  Elementarbewegungen  von  bestimmten 
Richtungen  nicht  nur  hinreichend,  sondern  auch  notwendig.  Da 
aber  diese  drei  Elementarbewegungen  ganz  voneinander  unab- 
hängig sind  und  jeden  beliebigen  Wert  annehmen  können,  so 
schreibt  man  dem  Punkte  bei  seiner  ungehmderten  Bewegung  im 
Raume  „drei  Grade  von  Bewegungsfreiheit“  zu.  Es  ist  im  Grunde 
nur  eine  andere  Ausdrucksweise,  wenn  man  sagt,  unser  Raum 
besitzt  „drei  Dimensionen“. 
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Man  hat  damit  zugleich  das  Resultat  gewonnen,  daß  jede 
elementare  Translationsbewegung  eines  Körpers  aus  drei  und  nur 
drei  voneinander  unabhängigen  elementaren  Translationsbewegungen 
von  vorgeschriebenen  Richtungen  zusammengesetzt  aufgefaßt  werden 
kann.  Ein  Körper  hat  daher,  entsprechend  einer  bestimmten  Orien- 
tierung im  Raume,  die  ja  bei  den  reinen  Translationsbewegungen 
nicht  geändert  wird,  im  Falle  vollkommen  freier  Beweglichkeit 
nur  drei  Grade  der  Freiheit  für  Translationsbewegtingen. 

Ist  die  Bewegung  eines  Punktes  im  Raume  nicht  mehr  voll- 
kommen frei,  sondern  bestimmten  Bedingungen  unterworfen,  so 
können  ihm  nicht  mehr  drei  Grade  von  Bewegungsfreiheit  zuge- 
schrieben werden.  Durch  die  Bedingungen  ist  ein  größerer  oder 
kleinerer  Zwang  für  ihn  eingeführt  worden,  durch  welchen  auf 
alle  Fälle  seine  Freiheit  herabgemindert  wird.  Das  gleiche  gilt 
natürlich  für  die  nach  der  Bewegung  des  Punktes  sich  richtende 
Translation  des  Körpers. 

Ist  z.  B.  der  Punkt  gezwungen,  bei  allen  seinen  Bewegungen 
auf  einer  bestimmten  Fläche  des  Raumes  zu  bleiben,  so  ist  da- 
durch, wie  man  sagt,  ein  Grad  des  Zwanges  eingeführt,  insofern 
es  ihm  nicht  mehr  gestattet  ist,  von  einer  bestimmten  Stelle  der 
Fläche  aus  sich  von  der  letzteren  fort,  d.  h.  in  der  zur  Fläche 
senkrechten  Richtung  zu  bewegen.  Dementsprechend  geht  für  ihn 
ein  Grad  der  Freiheit  verloren,  und  er  besitzt  nur  noch  zwei 
Grade  von  Bewegungsfreiheit.  Wählt  inan  die  drei  bestimmten 
Richtungen  im  Raume,  auf  welche  man  in  diesem  Falle  die  Ele- 
mentarbewegung des  Punktes  projizieren  will,  für  jeden  Ort  auf 
der  Fläche  so,  daß  die  eine  mit  der  Richtung  der  Normalen  zur 
Fläche  zusammenfällt,  während  die  beiden  anderen  in  die  zuge- 
hörige Tangentialebene  der  Fläche  hineinfallen,  so  folgt  daraus, 
daß  die  Projektion  jeder  zulässigen  Elementarbewegung  des  Punktes 
auf  die  Richtung  der  Normalen  die  Größe  Null  besitzen  muß.  Es 
reichen  daher  in  diesem  Falle  die  Projektionen  jeder  Elementar- 
bewegung auf  die  beiden  anderen  Richtungen  hin,  um  dieselbe 
eindeutig  zu  charakterisieren.  Man  hat  demgemäß  folgerichtig  dem 
Punkte  bei  seiner  ungehinderten  Bewegung  innerhalb  einer  Fläche 
nur  „zwei  Grade  von  Bewegungsfreiheit1“  zuzuweisen.  Nichts 
anderes  will  man  ausdrücken,  wenn  man  von  einer  Fläche  als 
von  einem  „zweidimensionalen  Gebilde“  redet.  Ein  spezielles  Bei- 
spiel für  diesen  Fall  stellt  die  ebene  Translationsbewegung  dar, 
bei  welcher  also  alle  Punkte  ebene  Bahnen  beschreiben,  die  natür- 
lich parallelen  Ebenen  angehören  müssen.  Ein  Körper  kann  da- 
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her  nur  mit  zwei  Graden  der  Freiheit  ebene  Translationsbewe- 
gungen ausführen. 

Da  eine  beliebige  Kurve  im  Raume  sich  stets  als  Schnitt 
zweier  Flächen  auffassen  läßt,  so  führt  man  für  die  Bewegung 
eines  Punktes  zwei  Grade  des  Zwanges  ein,  wenn  inan  ihm  nur 
erlaubt,  beliebige  Bewegungen  auf  einer  Kurve  auszuführen,  die 
im  besonderen  Falle  natürlich  auch  eine  gerade  Linie  sein  kann. 
Er  besitzt  demnach  nur  noch  „einen  einzigen  Grad  der  Frei- 
heit“, indem  er  von  jeder  Stelle  seiner  Bahnkurve  aus  nur  Ele- 
mentarbewegungen in  der  Richtung  der  Tangente  an  diese  Kurve 
auszuführen  vermag.  Er  kann  sich  mit  anderen  Worten  dann 
nur  noch  auf  einem  „Gebilde  von  einer  Dimension“  ungehindert 
hin  und  her  bewegen.  Auf  die  Translationsbewegung  eines 
Körpers  übertragen  sagt  dieses  Resultat  aus,  daß  die  Bewegung 
nur  mit  einem  Grade  der  Freiheit  möglich  ist,  falls  alle  Punkte 
des  Körpers  auf  bestimmte  im  Raume  festliegende  und  natürlich 
untereinander  kongruente  Bahnen  gezwungen  sind.  Eine  derartige 
Bewegung  nennt  man  auch  „zwangläufig“,  wobei  allerdings  die 
zwangläufige  Translationsbewegung  noch  nicht  den  allgemeinsten 
Fall  einer  zwangläufigen  Bewegung  einer  Körpers  darstellt. 

Drei  Grade  des  Zwanges  führt  man  für  die  Bewegung  eines 
Massenpunktes  ein,  wenn  man  ihn  zwingt,  gleichzeitig  auf  drei 
beüebigen  voneinander  verschiedenen  oder  wenigstens  verschieden 
gelegenen  Flächen  zu  bleiben.  Sofern  diese  Bedingung  überhaupt 
zu  erfüllen  ist,  hebt  man  damit  seine  Beweglichkeit  vollkommen 
auf:  denn  er  muß  sich  dann  notwendigerweise  in  irgendeinem  der 
etwa  vorhandenen,  aber  jedenfalls  getrennt  voneinander  liegenden 
Schnittpunkte  der  drei  Flächen  befinden  und  daselbst  in  Ruhe 
verharren,  da  jede  Elementarbewegung  von  dieser  Stelle  aus  den 
Massenpunkt  mindestens  von  einer  der  Flächen  entfernen  und 
damit  eine  der  drei  Bedingungen  für  seine  Bewegung  verletzen 
würde.  Hiermit  ist  aber  auch  noch  der  letzte  Grad  von  Be- 
wegungsfreiheit vernichtet,  so  daß  dem  an  irgendeiner  Stelle  des 
Raumes  ruhenden  Punkte  bzw.  Körper  kein  Grad  der  Freiheit 
mehr  zukommt. 

II.  Ebene  Bewegung  eines  Körpers. 

Unter  „ebener  Bewegung“  versteht  man  eine  solche,  bei  der 
alle  Punkte  eines  Körpers  sich  nur  in  Ebenen  bewegen,  welche 
sämtlich  einer  festen  Ebene  des  Raumes  und  daher  auch  unter- 
einander parallel  sind.  Wie  die  Translationsbewegung  bekannt 
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war,  nachdem  man  die  Bewegung  irgendeines  Punktes  des  Kör- 
pers bestimmt  hatte,  so  ist  eine  ebene  Bewegung  vollkommen  auf- 
geklärt, nachdem  die  Bewegung  der  Projektion  des  Körpers  auf 
die  genannte  feste  Ebene  des  Raumes,  oder  auch  nur  die  Be- 
wegung des  Schnittes  des  Körpers  mit  dieser  Ebene  bzw.  einer 
derselben  parallelen  festen  Ebene  in  allen  Einzelheiten  bestimmt 
ist.  Die  feste  Ebene  des  Raumes  soll  daher  als  die  „Bewegungs- 
ebene“ der  ebenen  Bewegung  des  Körpers  bezeichnet  sein. 

Gleich  der  allgemeinsten  räumlichen  Bewegung  läßt  sich  ins- 
besondere auch  jede  ebene  Bewegung  in  eine  Translation  nach 
Maßgabe  der  Bewegung  irgendeines  Körperpunktes  und  eine  Rota- 
tion um  diesen  Punkt  zerlegen.  Während  aber  bei  der  allge- 
meinen Bewegung  die  Rotation  um  jede  beliebige  Axe  durch 
den  Punkt  vor  sich  gehen  kann,  wie  sich  später  heraussteilen 
wird,  handelt  es  sich  bei  der  Rotationskomponente  der  ebenen 
Bewegung  immer  nur  um  Drehung  des  ganzen  Körpers  um  die 
durch  den  herausgegriffenen  Punkt  gehende  Axe,  welche  auf 
der  Bewegungsebene  senkrecht  steht.  Da  diese  Rotationsaxe 
unter  der  gemachten  Annahme  dauernd  mit  einer  bestimmten 
Geraden  innerhalb  des  Körpers  zusammenfällt,  so  hat  man  sich 
also  zunächst  Rechenschaft  über  die  Rotation  eines  Körpers  um 
eine  feste  Axe  zu  geben.  Anstatt  die  ebene  Bewegung  eines 
Körpers  aus  Translation  und  Rotation  zusammengesetzt  zu  denken, 
kann  dieselbe,  wie  sich  zeigen  wird,  aber  auch  als  eine  Folge 
bloßer  Rotationen  aufgefaßt  werden;  nur  ändert  dabei  die  Rota- 
tionsaxe im  Laufe  der  Bewegung  fortwährend  ihre  Lage  inner- 
halb des  Körpers  wie  auch  im  Raume,  und  die  Drehung  kann  um 
jede  Axe  im  allgemeinen  nur  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel 
vor  sich  gehen.  Infolgedessen  muß  man  sich  auch  Klarheit  über 
die  Verhältnisse  bei  unendlich  kleinem  Drehungswinkel  und  ver- 
änderlicher Axenlage  geben. 

1.  Rotation  eines  Körpers  um  eine  feste  Axe. 

Bei  der  Rotation  um  eine  feste  Axe  beschreiben  alle  Punkte 
des  Körpers  Kreisbahnen,  deren  Ebenen  znr  Rotationsaxe  senk- 
recht stehen,  und  deren  Mittelpunkte  in  die  Axe  hineinfallen. 
Die  ganze  Drehungsbewegung  ist  bekannt,  sobald  man  die  Be- 
wegung eines  einzigen  außerhalb  der  Rotationsaxe  liegenden 
Körperpunktes  innerhalb  seiner  Kreisbahn  bestimmt  hat.  Man  ver- 
wendet hierzu  einen  Punkt,  welcher  sich  in  einem  Abstande 
von  der  Rotationsaxe  gleich  der  Längeneinheit  befindet  Nimmt 
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man  im  Sinne  des  absoluten  Maßsystems  das  Zentimeter  als 
Längeneinheit,  so  hat  man  also  sein  Augenmerk  auf  einen  Punkt 
des  Körpers  oder  einen  fest  mit  dem  Körper  verbunden  zu  denken- 
den Punkt  in  der  Entfernung  von  1 cm  von  der  Rotationsaxe 
zu  richten. 

Die  Geschwindigkeit,  welche  dieser  Punkt  auf  seinem  Kreise 
von  1 cm  Radius,  den  man  kurz  als  „Einheitskreis“  bezeichnet, 
in  einem  bestimmten  Moment  besitzt,  bezeichnet  man  als  die  Rota- 
tionsgeschwindigkeit, Drehungsgeschwindigkeit  oder  „Winkel- 
geschwindigkeit“ des  Körpers.  Der  letztere  Ausdruck  hängt, 
wie  schon  aus  den  früheren  Betrachtungen  über  die  Kreisbewegung 
hervorgeht,  damit  zusammen,  daß  man  den  Winkel  <p , welchen 
der  nach  dem  Punkte  gezogene  Radius  des  Einheitskreises  mit 
einer  bestimmten  Ausgangsstellung  desselben  bildet,  durch  den 
Bogen  auf  dem  Einheitskreis  mißt.  Man  vergleiche 
hierzu  Fig.  25,  in  welcher  R den  auf  der  Rota- 
tionsaxe gelegenen  Mittelpunkt  eines  Einheitskreises,  / 
ferner  RA  die  Anfangslage  bzw.  eine  im  Raume  { 
festliegende  Richtung,  und  RB  die  der  Zeit  t ent-  \ 
sprechende  Lage  des  Radius  nach  dem  Punkte 
darstellt  Da  die  Winkelgeschwindigkeit  gleich- 
bedeutend  mit  der  Bahngeschwindigkeit  auf  dem  2- 

Einheitskreis  sein  soll,  so  ergibt  sich  nach  dem 
Früheren,  daß  dieselbe  durch  den  Differentialquotienten  von  <p 
nach  t gemessen  wird.  Man  hat  also 


Mit  Hilfe  der  Winkelgeschwindigkeit  Hißt  sich  die  Ge- 
schwindigkeit eines  jeden  Punktes  des  Körpers  angeben.  Während 
ein  Punkt  in  der  Entfernung  1 von  der  Rotationsaxe  die  Ge- 
schwindigkeit to  aufweist,  besitzt  jeder  in  der  Entfernung  r von 
der  Axe  befindliche  Punkt,  wie  leicht  ersichtlich  ist,  die  rmal 
so  große  Geschwindigkeit  rm,  wobei  die  Richtung  der  Geschwin- 
digkeit stets  in  die  Tangente  an  die  Kreisbahn  des  Punktes  hinein- 
fällt Es  haben  also  alle  Punkte  im  Abstande  r von  der  Rota- 
tionsaxe die  Geschwindigkeit 


wobei  ihre  Richtung  auf  der  Ebene  senkrecht  steht,  welche  den 
einzelnen  Punkt  mit  der  Rotationsaxe  verbindet. 
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Findet  die  Drehung  des  Körpers  um  die  feste  Axe  gleichförmig 
statt,  so  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  <o  konstant  Ist  dies  da- 
gegen nicht  der  Fall,  so  besitzt  der  Körper  in  jedem  Moment  eine 
bestimmte  Winkelbeschleunigung  ß,  welche  sich  als  Bahnbeschleu- 
nigung des  Punktes  in  der  Entfernung  1,  also  nach  dem  Früheren 
als  Differentialquotient  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  der  Zeit 
darstellt,  so  daß  man  hat 

„ di o 

ß~~dt' 


Da  ß die  Bahn-  oder  Tangentialbeschleunigung  irgendeines 
Punktes  im  Abstand  1 von  der  Rotationsaxe  angibt,  so  ist  die 
Tangentialbeschleunigung  yt  eines  im  Abstand  r von  der  Axe 
gelegenen  Punktes  r mal  so  groß,  also 


Y<  —r'ß  — r 


cLo d*<f 

dt  V dt* 


Für  die  Normalbeschleunigung  eines  Punktes  des  sich  um 
die  feste  Axe  drehenden  Körpers  hat  man  dagegen  nach  dem 
Früheren  (vgl.  Seite  31)  die  Formel 


Während  die  Tangentialbeschleunigung  außer  von  dem  Ab- 
stand eines  Punktes  von  der  Rotationsaxe  nur  von  der  Winkel- 
beschleunigung des  Körpers  abhängt  und  dieser  proportional  ist, 
wird  die  Normalbeschleunigung  aller  Punkte  außer  von  ihrem 
Axenabstand  nur  von  der  Winkelgeschwindigkeit  bestimmt,  indem 
sie  dem  Quadrat  der  letzteren  proportional  ist. 

Wie  sich  sowohl  die  Geschwindigkeit  als  auch  die  Beschleu- 
nigung der  Bewegung  eines  Punktes  bzw.  der  Translation  eines 
Körpers  für  jeden  Augenblick  durch  Vektoren  darstellen  lassen,  so 
kann  man  sich  auch  die  Winkelgeschwindigkeit  und  die  Winkel- 
beschleunigung der  Rotation  eines  Körpers  durch  je  einen  Vektor 
veranschaulichen.  Diese  beiden  Strecken  müssen  zunächst  in  die 
Rotationsaxe  hineinfallen,  damit  sie  die  Lage  der  letzteren  an- 
geben können.  Man  läßt  sie  daher  bei  ebener  Bewegung  etwa 
von  dem  Durchschnittspunkte  der  Rotationsaxe  mit  der  Bewegungs- 
ebene ausgehen,  so  daß  sie  auf  der  Bewegungsebene  senkrecht 
stehen.  Dann  braucht  man  der  einen  Strecke  nur  w und  der 
anderen  nur  ß Längeneinheiten  zu  erteilen,  wobei  man  in  der 
Wahl  der  Längeneinheit  im  einen  wie  im  anderen  Falle  ganz  un- 
beschränkt ist  und  daher  sie  so  troffen  kann,  daß  die  Längen 
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der  beiden  Vektoren  sich  in  bequemen  und  zugleich  anschaulichen 
Grenzen  halten.  Schließlich  hat  man  in  der  Richtung  eines  jeden 
der  beiden  Vektoren  dem  Drehungssinne  Rechnung  zu  tragen,  wobei 
man  zunächst  auch  freie  Wahl  hat  Nachdem  man  die  Richtung 
in  bestimmter  Weise  festgesetzt  hat,  ist  man  aber  dann  genötigt, 
konsequent  an  der  Vereinbarung  festzuhalten.  Es  ist  üblich,  den 
Vektor  für  die  Winkelgeschwindigkeit  von  der  Bewegungs- 
ebene aus  nach  derjenigen  Seite  der  letzteren  zu  ziehen  und 
als  positiv  zu  rechnen,  von  welcher  aus  gesehen  die  Drehung 
im  Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgt  Dies  soll  bei  den  späteren  Bei- 
spielen auch  durchweg  angenommen  sein,  sobald  es  sich  um  Ge- 
lenkdrehungen oder  Drehungen  eines  Körperteils  auf  der  rechten 
Seite  des  menschlichen  Körpers  handelt  Für  die  symmetrisch 
hierzu  vor  sich  gehenden  Drehungen  auf  der  anderen  Körperseite 
empfiehlt  es  sich  dagegen,  die  entgegengesetzt  dem  Uhrzeigersinne 
verlaufenden  Drehungen  als  positiv  zu  nehmen.  Dem  Vektor  für 
die  Winkelbeschleunigung  ist  die  gleiche  oder  die  entgegengesetzte 
Richtung  wie  dem  Winkelgeschwindigkeitsvektor  zu  erteilen,  je 
nachdem  die  Drehung  beschleunigt  oder  verzögert  ist,  d.  h.  also 
je  nachdem  die  Winkelbeschleunigung  /#  das  positive  oder  negative 
Vorzeichen  besitzt.  Daß  die  beiden  Vektoren  gerade  im  Durch- 
schnittspunkte der  Rotationsaxe  mit  der  Bewegungsebene  ihren 
Anfang  nehmen  sollen,  ist  zwar  bequem,  aber  nicht  unbedingt  zur 
eindeutigen  Darstellung  von  Winkelgeschwindigkeit  und  Winkel- 
beschleunigung erforderlich.  Man  kann  sie  daher,  falls  dies  im 
gegebenen  Falle  als  zweckmäßig  erscheint,  beliebig  in  der  Richtung 
der  Rotationsaxe  verschieben,  wie  man  andererseits  auch  die  Be- 
wegungsebene beliebig  im  Raume  parallel  mit  sich  verlegen  kann, 
ohne  die  Projektion  der  ebenen  Bewegung  des  Körpers  dadurch 
zu  verändern.  Derartige  Vektoren,  welche  man  beliebig  in  ihrer 
Richtung  verschieben  kann,  ohne  daß  sie  ihre  Bedeutung  verlieren, 
bezeichnet  man  gelegentlich  auch  als  „linienflüchtige  Vektoren“. 

2.  Äquivalenz  zweier  endlichen  Rotationen  um  parallele 
Axen  mit  einer  einzigen  Rotation. 

a)  Allgemeine  Resultate. 

Wenn  ein  Körper  nacheinander  zwei  Rotationen  um  ver- 
schiedene parallele  Axen  unterworfen  wird,  so  läßt  sich  nach- 
weisen,  daß  die  hierbei  eintretende  Stellungsänderung  des  Köipers 
auch  durch  eine  einzige  Rotation  um  eine  den  gegebenen  Axen 
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parallele  Axe  hervorgebracht  werden  kann,  und  daß  der  Drehungs- 
winkel um  die  letztere  Axe  in  sehr  einfacher  Weise  von  den 
Drehungswinkeln  abhängt,  um  welche  nacheinander  um  die  ur- 
sprünglichen Axen  gedreht  worden  ist.  Da  auch  die  Lage  der 
neuen  Axe  von  der  Größe  der  ursprünglichen  Drehungswinkel 
abhängt,  so  soll  zunächst  der  Fall  behandelt  werden,  daß  es  sich 
um  zwar  beliebige,  aber  doch  jedenfalls  endliche  Drehungen  han- 
delt. Wie  sich  die  Verhältnisse  unter  der  Annahme  unendlich 
kleiner  Drehungen  ändern,  wird  sich  dann  leicht  entscheiden  lassen. 

Jede  feste  Axe,  um  welche  ein  Körper  gedreht  wird,  behält 
während  der  Drehung  sowohl  ihre  Stellung  im  Raume,  als  auch 
ihre  Lage  innerhalb  des  Körpers  bei.  Je  nachdem  man  die  Axe 
nun  als  Gerade  auffaßt,  die  entweder  dem  ruhenden  Raume  oder 
dem  bewegten  Körper  fest  angehört,  wird  dieselbe  bei  jeder 
anderen  Bewegung  des  Körpers  entweder  ihre  Lage  innerhalb  des 
Körpers  oder  ihre  Stellung  im  Raume  ändern.  Nimmt  man  aber 
die  Axe  sowohl  als  Gerade  des  Raumes  wie  als  besondere 
Gerade  des  bewegten  Körpers,  so  werden  diese  beiden  Geraden 
nur  während  der  betreffenden  Rotation  zusammenfallen,  im  übrigen 
aber  bei  der  Bewegung  des  Körpers  sich  voneinander  entfernen, 
wobei  sie  im  Falle  ebener  Bewegung  allerdings  stets  parallel 
bleiben  müssen. 

Um  sich  die  Stellung-änderung  eines  Körpers  nach  zwei  auf- 
einanderfolgenden endlichen  Rotationen  um  parallele  Axen  zu 
veranschaulichen,  empfiehlt  es  sich,  die  beiden  Geraden  des  Körpers 
ins  Auge  zu  fassen,  mit  denen  die  Rotationsaxen  während  der 
Drehung  zusammenfallen,  und  deren  Ortsänderung  im  ruhenden 
Raume  zu  ermitteln.  I)a  es  sich  zunächst  nur  um  ebene  Be- 
wegungen des  Körpers  handeln  soll,  so  sind  die  beiden  Axenge- 
raden  des  Körpers  durch  ihre  Schnittpunkte  J?,  und  Rt  mit  der 
Bewegungsebene  vollständig  bestimmt.  Die  Stellungsänderung 
des  ganzen  Körpers  ist  daher  bekannt,  sobald  man  weiß,  in  welche 
Lage  die  Strecke  RiR«  der  Bewegungsebene  infolge  der  beiden 
Rotationen  gelangt  ist. 

In  Fig.  26  stelle  RiRt  die  Lage  der  Verbindungsstrecke  der 
beiden  Axenpunkte  vor  den  beiden  Rotationen  dar.  Durch  Drehung 
um  die  Axe  RA  um  den  Winkel  y,  kommt  dann  7?s  nach  Rt 
und  die  Strecke  R^R*  in  die  Lage  RtR t.  Dreht  man  dann 
weiter  den  Körper  um  die  Axe  Rt  um  einen  Winkel  <ys,  so  ge- 
langt jetzt  Ä,  nach  R \ und  die  Strecke  RtR^  in  die  Stellung 
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Rt  Rx.  Es  stellt  also  ß,  R}  die  Endlage  dar,  in  welche  die  Strecke 
ß,ß*  durch  die  beiden  aufeinanderfolgenden  Rotationen  um  die 
im  Körper  festliegenden  Axengeraden  gebracht  wird.  Gleichzeitig 
geben  die  in  den  Punkten  ß,  und  Rs  auf  der  Ebene  der  Zeich- 
nung errichteten  Lote  die  dem  ruhenden  Raume  angehörenden 
Geraden  an,  welche  während  der  beiden  Rotationen  mit  den  Axen 
zusammenfallen.  Man  kann  auch  die  Axe  ß„  um  welche  zuerst 
gedreht  wird,  ira  Raume,  und  die  Axe  ßs,  um  welche  die  zweite 
Drehung  erfolgt,  im  Körper  fest  annehmen;  dann  ergibt  sich  die 
gleiche  Endlage  des  Körpers,  weil  ja  R.,  durch  die  Drehung  um 
die  feste  Axe  ß,  des 
Raumes  in  die  Stellung  ß'.> 
übergeführt  wird.  Diese 
letztere  Auffassung  gewinnt 
gerade  für  die  Beurteilung 
der  Stellungsänderung  eines 
Gliedes  des  menschlichen 
Körpers  infolge  der  Beweg- 
ung um  zwei  parallele 
Axen  verschiedener  Ge- 
lenke besondere  Bedeutung. 

Wenn  z.  B.  bei  ruhendem 
Schultergürtel  oder  Becken, 
der  Arm  oder  das  Bein 
zunächst  um  eine  zur  Ell- 
bogenaxe  bzw.  Knieaxe  parallele  Axe  des  Schultergelenks 
bzw.  Hüftgelenks  gedreht  und  darauf  im  Ellbogen-  bzw.  Knie- 
gelenk gebeugt  oder  gestreckt  wird,  so  hat  sich  der  Unterarm 
bzw.  Unterschenkel  zunächst  um  eine  i;n  Raume  feste  und  dann 
um  eine  in  ihm  selbst  festliegende  Axe  gedreht. 

Durch  die  Lageänderung  der  Strecke  ßjß,  ist  nun  bei  ebener 
Bewegung  die  Ortsänderung,  welche  der  ganze  Körper  erfahren 
hat,  vollständig  bestimmt 

Die  Überführung  des  Körpers  aus  der  Stellung  ß, ß,  in  die 
Stellung  ßjßj  kann  auf  die  kürzeste  Weise  durch  eine  einzige 
Drehung  um  eine  zu  der  Ebene  der  Zeichnung  ebenfalls  senkrechte 
Axe  hervorgebracht  werden.  Die  Lage  des  Punktes  ß„,  in  wel- 
chem diese  Axe  die  Bewegungseben 0 durchschneidet,  ist  dadurch 
bestimmt,  daß  ß0  einmal  von  den  beiden  Orten  ß,  und  R\  des 


Digitized  by  Google 


()g  Kinematik  in  Anwendung  auf  die  Verhältnisse  am  menschl.  Körper. 


ersten  Axenpunktes,  und  dann  ebenfalls  von  den  beiden  Orten 
R.,  und  Rg  des  zweiten  Axenpunktes  gleich  weit  entfernt  sein 

muß.  Es  liegt  daher  ii0  im  Schnittpunkte  des  Mittellotes  zu  ä,jBj 
und  des  Mittellotes  zu  RiRt,  wie  es  in  Fig.  26  zur  Darstellung  ge- 
kommen ist.  Verbindet  man  R0  mit  Rx  und  R\  einerseits,  und 
mit  Iti  und  Rt  andererseits,  so  entstehen  u.  a.  die  beiden  in  der 
Figur  schraffierten  Dreiecke  R0R2R2  und  R0R\Rt\  dieselben 
stimmen  infolge  der  Lage  von  R0  auf  den  beiden  Mittelloten  in  den 
drei  Seiten  überein  und  sind  folglich  kongruent.  Man  bestätigt  da- 
her, daß  das  erste  Dreieck  durch  eine  einfache  Drehung  um  R0 
in  das  zweite  Dreieck,  und  somit  R,R2  in  R\R2  übergeführt 
wird.  Der  Winkel  <f„,  um  welchen  diese  Drehung  stattfinden  muß, 
ist  der  Winkel  zwischen  A’0/i,  und  R0Rt,  oder,  was  auf  dasselbe 

hinauskommt,  zwischen  R0Rt  und  R0Rt-  Wie  man  aus  der 
Figur  leicht  erkennen  kann,  stellt  sich  die  Hälfte  dieses  Drehungs- 
winkels wiederholt  als  Außenwinkel  eines  Dreiecks  dar,  dessen 
gegenüberliegende  Innenwinkel  die  Hälften  der  ursprünglichen 
Drehungswinkel  9,  und  <p.:  sind. 

Es  ist  daher  im  vorliegenden  Falle,  wo  die  Drehungen  um 
die  beiden  gegebenen  Axen  in  dem  gleichen  Sinne,  nämlich  im 
Sinne  des  Uhrzeigers,  stattfinden,  die  Aufeinanderfolge  der  Drehungen 
um  die  im  Körper  festen  Axen  i£,  und  R.2  bzw.  die  im  Raume 
festen  Axen  Rx  und  Rt  äquivalent  einer  einzigen  in  demselben 
Sinne  verlaufenden  Drehung  um  die  Axe  Äo  um  einen  Winkel  </0 , 
welcher  gleich  der  Summe  der  beiden  ursprünglichen  Drehungs- 
winkel <fi  und  <f  i ist.  Die  Axe  Ra  ergibt  sich  dabei  als  Schnitt- 
punkt zweier  von  Rx  und  R.s  ausgehenden  Strahlen,  von  denen  der 

erste  um  den  Winkel  im  Sinne  der  ersten  Drehung,  der  zweite  da- 
gegen um  den  Winkel  in  dem  der  zweiten  Drehung  entgegen- 
gesetzten Sinne  gegen  die  Verbindungsstrecke  R , R > geneigt  ist. 
Für  die  Berechnung  der  Entfernungen  des  Axenpunktes  R0  von 
den  beiden  Axeupunkten  Ä,  und  Rt  hat  man  nach  dem  Sinus- 
satz der  Trigonometrio  die  Formeln 


R , Ra Ri  7?o_  /<’,/«’, 


V> 


sm 


<f  0 
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Für  die  Entfernung  e des  Punktes  Rn  von  der  Verbindungs- 
strecke RtR«  erhält  man  ferner  die  Formel: 

r — l{\R0  s in  = R-.  R0  sin 

oder  auch 

• <f\  ■ <fi 

sin  0 sin  - 

e = RtR, — > 

. <fo 

smj 

wobei  nach  oben  <f0  = <jpt  -j-  (f  . ist 

Zu  den  gleichen  Resultaten  würde  man  natürlich  geführt, 

wenn  man  den  Ort  des  Axenpunktes  R„  auf  die  Endlage  R\Rt 
der  Verbindungslinie  der  beiden  im  Körper  festen  Axenpunkte 
beziehen  wollte.  Geht  man  dagegen  von  den  Orten  i?,  und  Ri 
der  beiden  Axenpunkte  im  ruhenden  Raume  aus,  so  muß  man  den 
vom  ersten  Axenpunkt  ausgehenden  Strahl  in  dem  der  ersten 
Drehung  entgegengesetzten  Sinne,  dagegen  den  durch  den  zweiten 
Axenpunkt  gezogenen  Strahl  im  richtigen  Drehungssinne  um  je 

den  halben  entsprechenden  Drehungswinkel  gegen  Rx  Rs  geneigt 
annehmen,  um  zu  R0  zu  gelangen. 

Will  man  sich  im  vorliegenden  (wie  auch  in  den  noch  zu 
untersuchenden  Fällen)  nicht  auf  die  Projektion  der  Bewegung  auf 
die  Bewegungsebene  beschränken,  sondern  die  Rotationsaxen  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  in  Rücksicht  ziehen,  so  hat  man  das 
Resultat,  daß  die  Axe  R0  der  den  beiden  Rotationen  um  Rt  und 
IL  äquivalenten  Rotation  mit  den  Axen  Ry  und  Rt  die  Kanten 
eines  prismatischen  Raumes  darstellen ,’  dessen  Seitenflächen  mit- 
einander die  drei  Winkel  des  Dreiecks  R0RtRi  in  Fig.  26  bilden. 

Die  Lage  der  Axe  R0  ist  bei  endlichen  Drehungen  außer  von 
dem  Orte  der  im  Körper  festliegenden  Axen  und  den  zu- 

gehörigen Drehungswinkeln  und  2 auch  noch  von  der  Reihenfolge 
abhängig,  in  der  die  beiden  Rotationen  ausgeführt  werden.  Diese 
Tatsache  läßt  sich  an  der  Hand  von  Fig.  27  leicht  einsehen. 
Dreht  man  nämlich  zuerst  um  i?2,  so  kommt  die  Verbindungs- 
strecke Ri  Ri  zunächst  in  die  Stellung  i?..  R\.  Die  hierauf  folgende 
Drehung  um  R\  führt  dann  die  Verbindungsstrecke  der  beiden 

im  Körper  festen  Axenpunkte  in  eine  Endlage  R,  Ri,  welche  von 
der  früheren  durchaus  verschieden  ist,  wie  ein  Vergleich  von 
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Fig.  27  mit  Fig.  26  ohne  Mühe  erkennen  läßt.  Da  jetzt  nach  der  oben 
angegebenen  Regel  für  die  Konstruktion  von  if0  vom  Axenpunkte  i?., 
aus  ein  Strahl  gezogen  werden  muß,  welcher  gegen  h\  um  den 

Winkel  im  Sinne  der  Drehung  um  der  Axe  geneigt  ist,  während 

der  von  h\  aus  zu  ziehende  Strahl  um  die  Winkel  _ 1 entgegen 

dem  Drehungssinne  um  die  Axe  h\  von  der  Verbindungsstrecke  der 
beiden  im  Körper  festen  Axenpunkte  abweichen  muß,  so  liegt  7i’0  nicht, 
wie  in  Fig.  26  unter,  sondern  über  der  Strecke  Der  Winkel 

<fo,  um  welchen  um  die  Axe  li0  gedreht  werden  muß,  um  die 
richtige  Endlage  des  Körpers  hervorzubringen,  ist  dagegen  wie  im 

ersten  Falle  gleich  der  Sum- 
me der  beiden  sukzessiven 
Drehungswinkel  <f  > und  <f,. 
wie  man  leicht  aus  Fig.  27 
ableiten  kann,  und  ebenso 
besitzt  der  Abstand  e des 
Axenpunktes  7>’n  von  7? 
den  gleichen  Wert  wie  vorher. 

ln  ganz  entsprechender 
Weise  hat  sich  infolge  der 
Änderung  der  Reihenfolge  der 
beiden  Drehungen  auch  die 
Lage  der  Axe  7i\>  gegenüber 
den  Geraden  des  ruhenden 
Raumes  geändert,  mit  wel- 
chen die  beiden  Axen  sich  während  der  Drehung  decken.  Dies 
erkennt  man  ohne  weiteres,  wenn  man  beachtet,  daß  im  jetzigen 
Fiillc  die  im  Raume  ruhenden  Axenpunkte  bzw.  mit  />’,  und  R[ 
in  Fig.  27  zusammenfallen. 

Bisher  wurde  vorausgesetzt,  daß  die  aufeinanderfolgenden 
Rotationen  im  gleichen  Sinne  vor  sich  gehen.  Findet  nun  die 
zweite  Drehung  im  entgegengesetzten  Sinne  statt  wie  die  erste, 
so  bleibt  doch  das  Prinzip  der  Konstruktion  im  wesentlichen  das 
gleiche,  wie  man  aus  den  folgenden  Figuren  erkennen  kann. 

ln  Fig.  28  ist  angenommen  worden,  daß  der  Körper  zunächst 
um  die  Axe  7?,  um  den  Winkel  <f\  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  und 
darauf  um  die  dadurch  erreichte  Stellung  Nt  der  Axe  Ji»  um  den 
Winkel  </\>  entgegen  dem  Uhrzeigersinne  gedreht  worden,  und  da- 
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durch  die  Verbindungsstrecke  RxR.i  über  die  Stellung  RXR>  hin- 
weg nach  der  Endlage  R\  Rt  gekommen  ist.  Der  Axeopunkt  R0 
für  die  zu  beiden  Drehungen  äquivalente  Rotation  ergibt  sich  auch 
hier  wieder  als  Schnittpunkt  der  Mittellote  zu  RXR[  und  R> R*- 
Die  in  der  Figur  schraffierten  Dreiecke,  welche  die  Anfangs- 
und Endlage  der  Verbindungsstrecke  der  beiden  im  Körper  festen 
Axenpunkte  mit  dem  Axenpunkte  R0  verbinden,  sind  wiederum 
kongruent  und  enthalten  Winkel,  welche  mit  den  drei  Drehungs- 
winkeln gq,  ff?.  r/0  in  einfacher  Beziehung  stehen.  Wie  man  sieht, 


Winkel  bei  Rx  bzw.  R[  jetzt  gleich  dem  Supplement  zu  da  der 

Außenwinkel  an  dieser  Ecke  durch  diesen  halben  Drehungswinkel 

gemessen  wird.  Dafür  bildet  aber  jetzt  der  halbe  Winkel  einen 

Dreieckswinkel.  Beachtet  man  dies,  so  erkennt  man,  daß  bei 
verschiedenem  Drehungssinne  der  beiden  ursprünglichen  Rotationen 
der  Winkel  der  äquivalenten  Rotation  um  R0  gleich  der  Differenz 
der  beiden  Winkel  <fx  und  <f»  ist. 

Der  Ort  von  R0  läßt  sich  auch  in  diesem  Falle  aus  der  An- 
fanjrsstellung  (oder  auch  der  Endstellung)  der  Verbindungsstrecke 
R\R».  gewinnen,  indem  man  an  derselben  in  R 1 einen  Strahl 
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ff). 

unter  dem  Winkel  und  in  B*  einen  solchen  unter  dem  Winkel 

ff, 

v,  abtrügt,  wobei  der  erstere  im  Sinne  der  Drehung  um  i?,,  da- 
gegen der  letztere  entgegen  dem  Drehungssinn  um  B»  von  B,  Z?2 
abweiehen  muß. 

Zu  ganz  entsprechenden  Resultaten  gelangt  man,  wenn  der 
Körper  zuerst  um  Ä»,  und  dann  um  B,  um  die  genannten  Winkel 
in  dem  angegebenen  Sinne  gedreht  worden  ist.  Dies  läßt  sieh  an 
der  Hand  von  Fig.  29  ohne  weiteres  bestätigen.  Auch  in  diesem 
Falle  kann  man  erkennen,  daß  die  Lage  von  B0  durch  die  Ände- 
rung der  Reihenfolge  der  beiden  Drehungen  eine  andere  geworden 


ist.  Die  oben  (auf  Seite  96  und  97)  angegebenen  trigonometrischen 
Formeln  zur  Berechnung  der  Lage  des  Axenpunktes  B0  behalten 
auch  jetzt  noch  ihre  Gültigkeit,  sofern  man  nur  die  Drehungswinkel 
mit  verschiedenen  Vorzeichen  versieht,  wenn  die  Drehungen  im 
entgegengesetzten  Sinne  vor  sich  gehen. 

Die  Resultate  über  die  Äquivalenz  zweier  sukzessiven  Rota- 
tionen um  parallele  Axen  mit  einer  einzigen  Rotation  sind  bei 
verschiedenem  Sinne  der  beiden  Rotationen  im  Grunde  die  gleichen 
wie  im  Falle  gleichen  Drehungssinnes.  Um  sich  davon  zu  über- 
zeugen braucht  man  nur  in  dem  zuerst  betrachteten  Falle  den 
einen  der  beiden  Drehungswinkel  negativ  zu  rechnen,  also  z.  B. 
— <f«  für  (fi  zu  setzen. 

Ein  spezieller  Fall  der  Rotationen  um  parallele  Axen  mit  ver- 
schiedenem Sinn  ist  schließlich  noch  besonders  in  Rücksicht  zu 
ziehen,  nämlich  der  Fall,  daß  die  beiden  Drehungen  zwar  ver- 
schiedenen Sinn,  im  übrigen  aber  gleiche  Größe  besitzen,  so  daß 
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also  yä  = — <f  i ist.  In  diesem  Falle  werden  die  von  L\  und  1\, 
bzw.  /» i und  i?s  nach  H0  führende  Strahlen  parallel,  so  daß  also 
die  Axe  der  äquivalenten  Rotation  ins  Unendliche  rückt.  Die 
Figg.  28  und  29  gehen  dann  in  die  Figg.  30  und  31  über.  Wie  man 

leicht  bestätigen  wird,  ist  dann  die  Endlage  i?i  Rt  der  Verbin- 


Fig.  3»  i 


dungsstrecke  der  beiden  im  Körper  festen  Axenpunkte  ihrer  An- 
fangslage parallel.  Es  kann  daher  der  Körper  aus  der  einen  Stel- 
lung in  die  andere  durch  eine  einfache  ebene  Translation  mit 


konstanter  Bewegungsrichtung  übergeführt  werden.  Man  hat  somit 
das  bemerkenswerte  Resultat,  daß  zwei  Rotationen  um  parallele 
Axen  von  gleicher  Größe  aber  entgegengesetztem  Drehungssinn 
einer  geradlinigen  Translation  äquivalent  sind.  Die  Größe  dieser 
Translationsbewegung  stellt  sich,  wie  aus  den  Figuren  ersichtlich 
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ist,  dar  als  Basis  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  mit  dem  Winkel 
cp,  an  der  Spitze,  dessen  Seite  gleich  dem  Abstand  a der  beiden 

ff) 

im  Körper  festliegenden  Rotationsaxen  ist.  Es  ist  daher  s~2a  sin  , ; 

gleichzeitig  bildet  die  Richtung  der  Translation  mit  der  Verbin- 
dungsstrecke i?,  R>  einen  spitzen  Winkel  A,  welcher,  wie  man  sieht, 

den  halben  Drehungswinkel  y zu  90°  ergänzt.  Man  kann  auch 

sagen,  die  Richtung  der  Translation  weicht  von  der  Senkrechten 

zur  Strecke  h\  R*  um  den  Winkel  ab  (vgl.  Fig.  HO),  und  zwar 

nach  der  Seite,  auf  welcher  sich  die  Axe  der  zuerst  ausgeführten 

Drehung  befindet 

ft"  Aus  den  vorstehenden  Be- 

trachtungen ging  hervor,  daß 
sowohl  in  dem  Falle,  daß 
die  sukzessiven  . Rotations- 
ft  axen  dem  bewegten  Körper, 
2 als  auch  in  dem  Falle,  daß 
sie  beide  dem  ruhenden 
Raume  fest  angehören,  die 
Reihenfolge  der  beiden  Dreh- 
ungen für  die  Endlage  des 
Körpers  nicht  gleichgültig 
ist.  Nimmt  man  nun  aber 
die  eine  Axe  im  ruhenden 
Fig.  32  Raume,  die  andere  dagegen 

im  bewegten  Körper  fest 
an,  so  kann  man  sich  leicht  davon  überzeugen,  daß  die  Reihen- 
folge der  beiden  Drehungen  auf  das  Resultat  keinen  Einfluß 
mehr  ausübt,  und  daß  man  sogar  zu  der  gleichen  Endlage  des 
Körpers  gelangt,  wenn  man  beide  Drehungen  zu  gleicher  Zeit  aus- 
geführt denkt. 

Es  liege  z.  B.  in  den  in  Betracht  gezogenen  Fällen  die  Axe  ii, 
im  Raume  fest,  während  die  andere  Axe  i?ä  innerhalb  des  be- 
wegten Körpers  eine  unveränderliche  Lage  besitze.  Führt  man 
zuerst  die  Drehung  um  Rt  aus,  so  geht  die  im  Körper  feste  Axe 
7?3  in  die  Stellung  i?*  über,  wie  dies  die  Figg.  26  und  28,  sowie 
auch  die  folgenden  beiden  Figg.  32  und  33  veranschaulichen.  Bei 
der  nun  folgenden  Drehung  um  die  neue  Lage  Rg  der  im  Körper 
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festen  Axe  im  einen  oder  anderen  Sinne  bleibt  zwar  die  Axe  Rt 
des  Raumes  an  ihrer  Stelle,  dagegen  nimmt  diejenige  Gerade  des 
Körpers,  welche  ursprünglich  mit  der  festen  Raumaxe  zusammen- 
fiel, die  neue  Stellung  li\  ein.  Denkt  man  dagegen  zuerst  die 
Drehung  um  die  im  Körper  feste  Axe  ff*  ausgeführt,  so  gelangt 
die  mit  ff,  ursprünglich  zusammenfallende  Gerade  des  Körpers  zu- 
nächst in  eine  Stellung  ff",  wie  dies  durch  Fig.  32  für  den  einen, 
und  durch  Fig.  33  für  den  anderen  Drehungssinn  veranschaulicht 
wird.  Die  hierauf  folgende  Drehung  um  die  unterdes  im  Raume 
festgebliebene  Axe  ff,  bringt  dann  aber  die  Verbindungsstrecke 
der  im  Körper  festen  Axe  ff»  mit  der  zuletzt  genannten  Geraden 
des  Körpers  in  die  Stellung  -ffjffj,  und  damit  den  Körper  in  die- 
selbe Lage  wie  bei  der  früheren  Reihenfolge  der  Drehungen. 


Man  kann  die  Sache 
auch  so  auffassen:  Der 
Körper  und  die  in  ihm 
festliegende  Axe  ff»,  um 
dieersich  beliebig  herum- 
drehen  kann,  gehören 
einem  Raume  an,  der 
nicht  feststeht,  sondern 
sich  seinerseits  um  die 
dem  ruhenden  Raume 


angehörende  Axe  ff,  Pis-  33 

drehen  kann.  Man  ver- 


steht dann  ohne  weiteres,  daß  beide  Drehungen  in  beliebiger 


Reihenfolge  oder  auch  gleichzeitig  ausgeführt  werden  können, 
ohne  daß  die  Endlage  des  Körpers  gegenüber  dem  ruhenden  Raume 


sieh  ändert. 


b)  Anwendungen  auf  das  zweigliedrige  Relenksystem. 

Wie  schon  oben  hervorgehoben  wurde,  kann  bei  ruhendem 
Schultergürtel  bzw.  Becken  der  Unterarm  bzw.  Unterschenkel 
Drehungen  um  zwei  parallele  Axen  ausführen,  von  denen  die  Ell- 
bogen- bzw.  Knieaxe  in  ihm  selbst  liegt,  während  die  andere,  ihr 
parallele  Axe  des  Schulter-  bzw.  Hüftgelenks  dem  ruhenden 
Raume  angehört.  Im  Schulter-  und  Hüftgelenk  sind  zwar  auch 
Drehungen  um  alle  anderen  Axen  möglich,  welche  der  Ellbogen- 
und  Knieaxe  nicht  parallel  laufen;  diese  sollen  aber  vorläufig 
außer  Betracht  bleiben.  Nach  den  letzten  Erörterungen  wird  der 
Unterarm  bzw.  Unterschenkel  durch  Drehen  um  die  beiden  paral- 
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leien  Gelenkaxen  uin  bestimmte  Winkel  stets  aus  einer  Stellung 
in  eine  ganz  bestimmte  andere  Stellung  im  ruhenden  Raume  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  relativ  zum  Schultergürtel  bzw. 
Recken  übergeführt,  unabhängig  davon,  ob  die  Drehungen  gleich- 
zeitig, oder  in  der  einen  oder  anderen  Reihenfolge  in  den  beiden 
Gelenken  erfolgen.  Die  hierdurch  hervorgebrachte  Stellungsände- 
rung kann  aber  auch  durch  eine  einzige  Drehung  um  eine  den 
beiden  Gelenkaxen  parallele  Axe  um  einen  Winkel  gleich  der  al- 
gebraischen Summe  der  beiden  Gelenkdrehungswinkel  hervorge- 
bracht werden,  deren  genaue  Lage  zu  den  Gelenkaxen  sich  nach 
der  oben  (S.  96)  angegebenen  Regel  bestimmt. 

Wird  z.  R.  der  Arm  aus 
der  in  Fig.  34  durch  dunklere 
Schraffierunghervorgehobenen 
Haltung  durch  Drehungum  den 
Winkel  o im  Schultergelenk  und 
den  Winkel  e im  Ellbogen- 
gelenk  in  die  heller  schraf- 
fierte Haltung  gebracht,  so 
ist  die  dabei  erzielte  Stel- 
lungsänderung des  Unter- 
armes äquivalent  einer  Dreh- 
ung um  eine  zu  den  Gelenk- 
axen © und  G (welche  beide 
auf  der  Ebene  der  Zeichnung 
senkrecht  zu  denken  sind) 
parallele  Axe  21  um  den 
Winkel  ff-f-e,  falls  beide  Gelenkdrehungen,  wie  in  der  Figur  an- 
genommen wurde,  im  gleichen  Drehungssinne  vor  sich  gehen.  Der 
Axenpunkt  21  liegt  nach  der  früheren  Regel  so,  daß  das  Dreieck 

S21G  bei  © den  Winkel  ^ und  bei  G den  Winkel  * besitzt:  da- 
bei befindet  er  sich  im  vorliegenden  Falle,  wo  beide  Gelenk- 
drehungen Beugungen  sind,  also  den  Sinn  der  Uhrzeigerdrehung 
desitzen,  auf  die  Ausgangsstellung  bezogen  in  der  Figur  links, 
b.  h.  also  in  Wirklichkeit  vor  der  Längsaxe  SG  des  Oberarms. 
Würden  Schultergelenk  und  Ellbogengelenk  gleichzeitig  gestreckt 
werden,  die  Drehungen  also  in  der  Figur  entgegen  dem  Uhrzeiger- 
sinn vor  sich  gehen,  so  läge  der  Axenpunkt  in  der  Ausgangs- 
stellung hinter,  also  in  der  Figur  rechts  von  der  Längsaxe  des 
Oberarms.  Auch  zur  Demonstration  dieses  Falles  eignet  sich 
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Fig.  34.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  mir  die  heller  gezeich- 
nete Haltung  des  Armes  als  dessen  Ausgangsstellung  und  die 
dunklere  als  die  Endstellung  aufzufassen:  dann  kommt  zur  Be- 
stimmung von  31  entsprechend  der  früheren  Kegel  das  dem  ersten 
symmetrisch  kongruente  Dreieck  03KS'  in  Frage. 

Finden  die  beiden  Gelenkbewegungen  in  verschiedenem  Dre- 
hungssinnestatt, aber 
so , daß  dabei  die 
Drehung  im  Schulter- 
gelenk  von  größerem 
Betrag  ist  als  die  ent- 
gegengesetzte Dreh- 
ung im  Ellbogenge- 
lenk, so  liegt  der 
Axenpunkt  31  für  die 
den  beiden  Gelenk- 
bewegungen äquiva- 
lente Drehung  von 
der  Größe  ff — t auf 
der  Verlängerung  der 

Halbierenden  des 
Winkels  a über  0 
hinaus.  Diesen  Fall 

veranschaulicht 
Fig.  35. 

Man  kann  sich 
leicht  darüber  Re- 
chenschaft geben,  daß 
der  Axenpunkt  31  sich 
um  so  weiter  von  0 
entfernt,  je  näher  der 
Drehungswinkel  f des 
EllbogeDgelenks  in 
seiner  absoluten  Größe  Fig.  3,') 

an  den  Wert  des  Dreh- 
ungswinkels ff  des  Schultergelenks  heran  kommt.  Im  Falle  glei- 
cher Größe  der  beiden  in  entgegengesetztem  Sinne  vor  sich  gehen- 
den Gelenkdrehungen  ist  31  schließlich  ins  Unendliche  gerückt. 
Damit  stimmt  überein,  daß  dann  der  Unterarm  in  seiner  Einstel- 
lung der  Anfangsstellung  parallel  ist,  so  daß  er  aus  der  letzteren 
indieerstcre  durch  eine  reine  Translation  übergeführt  werden  kann. 


Digitized  by  Google 


10ß  Kinematik  in  Anwendung  auf  die  Verhältnisse  am  menschl.  Körper. 

Für  den  Fall,  daß  von  den  beiden  in  entgegengesetztem  Sinne 
stattfindenden  Gelenkdrehungen  die  des  Ellbogen gelenks  den  größe- 
ren Betrag  aufweist,  liegt  dagegen  der  Axenpunkt  wieder  auf  der 
anderen  Hälfte  der  Halbierenden  des  Winkels  ff.  Er  nähert  sich 
dabei  dein  Schultergelenk  immer  mehr,  je  mehr  der  absolute  Be- 
trag des  Winkels  e den  des  Winkels  ff  überragt.  Im  Ellbogen- 
gelenk können  nun  zwar  im  günstigsten  Falle,  d.  h.  von  einer 
Extremstellung  aus,  nur  Drehungen  im  maximalen  Umfange  von 
14U°  bis  150°  im  Leben  ausgeführt  werden.  Nimmt  man  aber 
einmal  an,  daß  die  Drehungen  in  diesem  Gelenk  gar  keinen  Be- 
schränkungen unterworfen  wären,  so  würde  bei  der  Zusammen- 
setzung einer  bestimmten  Drehung  im  Schultergelenk  mit  allen 
möglichen  Drehungen  im  Ellbogengelenk  der  Axenpunkt  91  für  die 
zu  beiden  Drehungen  äquivalente  Drehung  auf  der  Halbierenden 
des  Schultergelenkwinkels  ff  jeden  beliebigen  Ort  einnebmen  können. 
■Jedem  Punktauf  der  Winkelhalbierenden  des  bestimmten  Drehungs- 
winkels ff  entspräche  dann  ein  mit  diesem  Schultergelenkwinkel 
kombinierter  Drehungswinkel  f im  Ellbogengelenk,  welcher  das 
Doppelte  des  Winkels  darstellt,  den  der  vom  Ellbogengelenkpunkte 
(S  nach  dem  betreffenden  Punkte  der  Winkelhalbierenden  gezogene 
Vektor  mit  der  Längsaxe  (£3  des  Oberarms  bildet.  Der  Sinn  der 
Drehung  im  Ellbogengelenk  ist  dabei  nach  der  früheren  Regel 
entgegengesetzt  dem  Sinne,  in  welchem  dieser  Vektor  gegen  die 
Oberarmlängsaxe  geneigt  erscheint.  Es  genügt  im  Falle  unbe- 
grenzter Drehbarkeit  um  die  Ellbogenaxe,  sich  auf  Drehungen  von 
180®  im  einen  und  im  anderen  Sinne  zu  beschränken,  da  ja  die 
gleiche  Gelenkstellung  hervorgebracht  wird,  wenn  man  anstatt  in 
einem  bestimmten  Sinne  um  einen  über  180®  hinausgehenden 
Winkel  zu  drehen,  im  entgegengesetzten  Sinne  eine  Drehung  um 
den  noch  an  360®  fehlenden  Winkel  vornimmt. 

Fig  36  veranschaulicht,  soweit  die  Grenzen  der  Zeichnung  es 
gestatten,  die  verschiedenen  Lagen  des  Axenpunktes  91,  wenn  zu 
einer  Drehung  im  Schultergelenk  um  30®  alle  möglichen  um  je 
10“  voneinander  verschiedenen  Drehungen  im  Ellbogengelenk 
hinzukommen.  Die  neben  den  Punkten  angebrachten  Winkel- 
zalilen  geben  dabei  direkt  die  zugehörige  Drehung  im  Ellbogen- 
gelenk an,  wobei  ein  vorgesetztes  Plus-  oder  Minuszeichen  an- 
deutet, ob  die  Drehung  im  Ellbogengelenk  den  gleichen  oder  den 
entgegengesetzten  Sinn  besitzt,  wie  die  Drehung  von  30®  im 
Schultergelenk.  Um  sieh  in  jedem  Falle  die  Endlage  des  Unter- 
armes und  die  Konstruktion  des  Axenpunktes  leicht  vor  Augen 
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halten  zu  können,  ist  eine  bestimmte  Kombination  beider  Drehungs- 
winkel (<r  = 30u  und  e = 50°)  in  der  Figur  besonders  hervorgehoben 
und  für  sie  die  Endlage  des  Armes  eingezeichnet  worden. 


Hat  der  Drehungswinkel  o im 
Schultergelenk  einen  anderen  Wert, 
so  ist  die  Verteilung  der  Axen- 
punkte auf  der  Winkelhalbierenden 
von  o der  Art  nach  die  gleiche  wie 
in  dem  durch  Fig.  36  veranschau- 
lichten Falle;  nur  ist  die  gegenseitige 
Lage  und  Entfernung  der  zu  den 
aufeinanderfolgenden  Werten  von  e 
gehörenden  Axenpunkte  etwas  anders 
geworden.  Man  kann  sich  aber  in 
jedem  Falle  leicht  eine  Übersicht 
über  die  Verteilung  der  Axenpunkte 
verschaffen,  wenn  man  die  folgenden 
aus  der  früheren  Regel  über  die 
Konstruktion  des  Axenpunktes  un- 
mittelbar entspringenden  Gesetz- 
mäßigkeiten beachtet:  Zunächst  liegt 
der  zu  e = + 1 80 u gehörende  Axen- 
punkt  stets  auf  der  in  G auf  der 
Längsaxe  (5  © des  Oberarmes  senk- 
recht stehenden  Geraden.  In  Fig.  37 
auIS.108  findet  sich  die  auf  diese  Weise 
bestimmte  Lage  dieses  auf  der  Grenze 
der  positiven  und  negativen  Winkel- 
zahlen liegenden  Punktes  für  je  einen 
positiven  und  einen  negativen  (in 
der  Figur  durch  einen  oben  ange- 
hängten Strich  gekennzeichneten) 
Wert  des  Schultergelenkwinkels  an- 
gegeben. Das  Mittellot  zu  G und 
ö schneidet  ferner  auf  jeder  Win- 
kelhalbierenden denjenigen  Axen- 


Kig.  :IG 


punkt  aus,  für  welchen  die  beiden  Gelenkdrehungen  sowohl  der 
1 Töße  als  auch  dem  Sinne  nach  gleich  sind  (vgl.  Fig.  37). 
Dagegen  entspricht  der  Fall,  daß  zwar  beide  Gelenkdrehungen 
gleich  groß  sind,  aber  entgegengesetzten  Drehungssinn  besitzen, 
dem  unendlich  fernen  Punkte  jeder  Winkelhalbierenden  als  Axen- 
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punkt.  In  den  Schulterpunkt  3 rückt  der  Axenpunkt,  wenn 
f = 0 ist  und  daher  ausschließlich  Drehung  im  Schultergelenk 
stattfindet.  Schließlich  liegt  der  Axenpunkt  auf  dem  Lote  von  G 
auf  die  betreffende  Winkelhalbierende,  wenn  der  Drehungswinkel 
des  Ellbogengelenks  das  Supplement  zum  Drehungswinkel  des 
Schultergelenks  darstellt  und  dabei  den  gleichen  Sinn  besitzt. 
Alles  dies  kann  man  sich  mit  Hilfe  von  Fig.  37  leicht  veranschau- 

\ / 

V • 

\ / 

\ / 


liehen.  Die  zwischen  3 und  dem  mit  180°  bezcichneten  Punkte 
liegende  Strecke  jeder  Winkelhalbierenden  enthält  alle  Axenpunkto 
für  den  Fall  gleichen  Drehungssinnes  in  beiden  Gelenken,  während 
auf  den  beiden  anderen  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Teilen 
jeder  Winkelhalbierenden  alle  Axenpunkte  liegen,  die  zu  verschie- 
denem Drehungssinne  in  beiden  Gelenken  gehören. 

Es  ist  besonders  zu  beachten,  daß  auf  die  Lage  des  Axen- 
punktes  die  Ausgangsstellung  im  Ellbogengelenk  gar  keinen  Ein- 
fluß ausübt,  sondern  daß  dieselbe  nur  von  den  aus  irgendeiner 
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Ausgangsstellung  in  beiden  Gelenken  vorgenommenen  Drehungen 
abhängt.  Die  in  den  Figuren  154  bis  37  angenommenen  Aus- 
gangshaltungen des  Armes  sind  daher  ganz  beliebig  herausgegriffen 
und  können  durch  jede  andere  Haltung  ersetzt  werden,  sofern  aus 
der  letzteren  überhaupt  noch  eine  Drehung  um  die  angenommenen 
Winkel  möglich  ist,  ohne  die  Grenze  der  Beweglichkeit  im  einen 
oder  anderen  Gelenk  zu  überschreiten. 

Daß  die  Drehung  im  Ellbogengelenk  im  einen  oder  anderen 
Sinne  höchstens  140°  bis  150®  im  Leben  betragen  kann,  läßt  sich 
in  der  alle  möglichen  Fälle  zusammenfassenden  Fig.  37  dadurch 
zum  Ausdruck  bringen,  daß  man,  wie  es  dort  geschehen  ist,  durch 
zwei  sich  in  © kreuzende  und  gegen  die  Oberarmlängsaxe  um  70® 
(bzw.  75°)  nach  der  einen  und  nach  der  anderen  Seite  abweichende 
Gerade  einen  (in  der  Figur  schraffierten)  Winkelraum  abgrenzt,  in 
welchen  unter  keinen  Umständen  beim  lebenden  Gelenk  der 
Axenpunkt  hineinfallen  kann.  Damit  ist  jedoch  noch  nicht  gesagt, 
daß  der  Axenpunkt  jeden  außerhalb  dieses  Winkelraumes  befind- 
lichen Ort  einnehmen  kann,  da  es  ja  immer  noch  auf  die  Aus- 
gangsstellung des  Ellbogengelenkes  ankommt,  ob  in  dem  letzteren 
eine  Drehung  von  der  Größe  und  dem  Sinne  ausgeführt  werden 
kann,  wie  es  der  in  Frage  kommenden  Lage  des  Axenpunktes 
entsprechen  würde. 

c)  Kombination  einer  eudllelien  Translation  mit  einer  endlichen  Rotation 
und  allgemeinste  endliche  OrtsUnderunp  bei  der  ebenen  Bewegung. 

Da  die  Translation  als  Rotation  um  eine  im  Unendlichen 
liegende  Axe  aufgefaßt  werden  kann,  so  ist  vorauszusehen,  daß 
die  Kombination  einer  endlichen  Translation  mit  einer  endlichen 
Rotation  ebenfalls  einer  einzigen  Rotation  äquivalent  sein  wird. 

ln  Fig.  38  veranschauliche  der  in  der  Ebene  der  Zeichnung 
liegende  Vektor  s nach  Größe  und  Richtung  die  endliche  'lrans- 
lationsbewegung.  Die  endliche  Rotation  habe  die  Größe  <f  und 
finde  um  eine  im  Körper  feste,  auf  der  Ebene  der  Zeichnung 
senkrecht  stehende  Axe  statt,  deren  Ausgangsstellung  durch  den 
Punkt  K angedeutet  ist.  Um  die  Ortsänderung  des  Körpers  zu 
veranschaulichen,  ist  noch  ein  beliebiger  Punkt  desselben  heran- 
gezogen, welcher  zu  Anfang  die  Lage  S einnehmen  soll.  Dann 
läßt  sich  an  der  Verschiebung  der  im  Körper  festliegenden  Strecke 
RS  die  Stellungsänderung  desselben  beurteilen. 

Denkt  man  zunächst  den  Körper  der  Translation  s unterworfen, 
so  wird  dadurch  RS  in  die  zu  der  Anfangslage  parallele  Stellung  li'S" 
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übergeführt.  Die  darauffolgende  Drehung  um  die  neue  Lage  R‘  der  Ro- 
tationsaxe  um  den  Winkel  <f  bringt  dann  die  Strecke  in  ihre  definitive 
Stellung  R“  S‘.  Läßt  man  dagegen  den  Körper  sich  zuerst  um 
die  Axe  R um  den  Winkel  drehen,  so  nimmt  zunächst  die 
Strecke  RS  die  Lage  RS"‘  ein.  Durch  die  Translation  s wird 
dann,  wie  man  unmittelbar  aus  der  Figur  erkennt,  diese  Strecke 
in  die  gleiche  Endlage  R'  S'  gebracht,  wie  sie  sich  bei  der  ur- 
sprünglichen Reihenfolge  der  beiden  Bewegungen  ergeben  hatte. 
Es  ergibt  sich  daher,  daß  bei  der  Kombination  einer  endlichen 


Translation  mit  einer  endlichen  Rotation  um  eine  im  Körper  feste 
Axe  die  Reihenfolge  der  beiden  Bewegungen  ohne  Einfluß  auf  die 
Ortsänderung  des  Körpers  ist.  Dies  läßt  sich  nach  den  früheren 
Erörterungen  auch  leicht  verstehen,  wenn  man  beachtet,  daß 
die  unendlich  ferne  Axe  für  die  Translation  als  im  Raume  fest- 
liegend  angenommen  werden  kann. 

Nimmt  man  nun  auf  dem  Mittellote  zu  R und  R‘  in  der  Figur 
links  von  R R‘  einen  Punkt  R0  so  an,  daß  er  die  Spitze  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  R R‘  R„  mit  dem  Winkel  <p  an  der 
Spitze  darstellt,  so  läßt  sich  unschwer  erkennen,  daß  die  Orts- 
änderung des  Körpers  auch  durch  Drehen  um  eine  in  R0  auf  der 
Ebene  der  Zeichnung  senkrecht  stehende  Axe  um  den  Winkel  <f 
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hervorgebracht  werden  kann.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur 
zu  beachten,  daß  die  beiden  Dreiecke  R0RS  und  R0R'S‘  infolge 
der  Gleichheit  der  Seiten  RS  und  R‘ S\  der  Seiten  R0R  und  R0R‘ 
und  der  Winkel  R0RS  und  RoR'S1  kongruent  sind;  die  letzteren 
Winkel  sind  gleich,  weil  R0R'  gegen  R0  R um  denselben  Winkel, 
nämlich  den  Winkel  <f,  geneigt  ist  wie  R‘  S‘  gegen  R‘  S“  und 
demnach  auch  gegen  RS. 

Da,  wie  man  sieht,  die  der  Kombination  von  Translation  und 
Rotation  äquivalente  Rotation  nicht  nur  um  denselben  Winkel, 
sondern  auch  in  demselben  Drehungssinn  erfolgt  wie  die  gegebene 
Rotation,  so  ist  dadurch  die  Lage  von  R0  eindeutig  bestimmt. 
Es  ist  R0  in  der  Figur  auf  der  linken  Seite  von  RR“  zu  suchen, 
weil  nur  dann  R durch  eine  Drehung  im  gegebenen  Drehungssinne 
nach  R‘  übergeführt  werden  kann.  Die  Entfernung  der  Axe  Ru 

ft  • 

von  R beträgt : dabei  liegt  der  Axenpunkt  R0  auf  einer 

2 stn-j. 

Geraden,  welche  gegen  RR'  um  einen  Winkel  e im  Sinne  der 
Drehung  geneigt  ist,  der  das  Komplement  zu  ^ darstellt. 

Daß  die  Reihenfolge  der  beiden  zu  vereinigenden  Bewegungen 
auf  das  Resultat  ohne  Einfluß  ist,  kann  man  an  der  Hand  der 
Figur  auch  auf  folgende  Weise  erkennen.  Faßt  man  R0  als  einen 
Punkt  des  Körpers  auf,  so  wird  derselbe  aus  seiner  Anfangslage 
durch  die  Translation  nach  einem  Orte  R“„  und  das  ganze  Dreieck 
ans  der  Stellung  Ra  R S in  die  Lage  R“„  R'  S"  übergeführt.  Die 
darauf  folgende  Drehung  um  R'  um  den  Winkel  <f  bringt  dann 
das  Dreieck  in  die  Lage  R0R'  <$*  und  damit  den  Punkt  Jf"  nach 
ff.  zurück.  Wenn  dagegen  erst  die  Drehung  um  R ausgeführt 
wird,  so  kommt  dadurch  das  Dreieck  ff«  R S in  die  Lage  R‘ü  RS“ ‘ 
und  insbesondere  R0  nach  R'0‘ ; die  darauf  folgende  Translation 
führt  dann  das  Dreieck  wiederum  in  die  Lage  R0R'S'  und  damit 
ff«  nach  R0  zurück.  Es  ist  also  in  beiden  Fällen  R0  ein  Punkt 
des  Körpers,  welcher  bei  der  Kombination  von  Translation  und 
Hotation  auch  seine  Lage  im  Raume  beibehält  und  demnach  den 
Drehpunkt  für  die  äquivalente  Rotation  darstellt. 

Wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  kann  die  allgemeinste 
ebene  Bewegung  als  Kombination  einer  Translation  mit  einer  Ro- 
tation aufgefaßt  werden.  Es  ist  daher  auch  jede  beliebige  end- 
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liehe  Ortsänderung  des  Körpers  bei  ebener  Bewegung  desselben 
einer  Rotation  um  eine  zu  der  Bewegungsebene  senkrechte  Axe 
äquivalent.  Veranschaulicht  man  die  Ortsänderung  durch  die 
Stellungsänderung  einer  bestimmten,  zur  Bewegungsebene  parallelen 
Strecke  innerhalb  des  Körpers,  so  ist  der  Axenpunkt  für  die  der 
Ortsänderung  äquivalente  Drehung  der  Schnittpunkt  der  Mittellote 
zur  Anfangs-  und  Endlage  eines  jeden  der  beiden  die  Strecke 
begrenzenden  Punkte.  Aus  Fig.  38  überzeugt  man  sich  leicht, 
daß  R n auch  auf  dem  Mittellot  zu  den  Punkten  S und  S'  liegt; 
dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Gleichheit  von  R0S  und  R0  S‘. 

Für  die  Axe  der  äquivalenten  Drehung  selbst  kann  man 
sagen,  daß  sie  die  Schnittgerade  der  beiden  Ebenen  darstellt, 
welche  auf  R R'  einerseits  und  SS'  andererseits  in  deren  jewei- 
ligem Mittelpunkte  senkrecht  stehen. 

Der  Drehungswinkel  für  die  äquivalente  Drehung  ist  gleich- 
bedeutend mit  der  Richtungsänderung  der  im  Körper  festliegenden 
Strecke  und  daher  in  jedem  Falle  leicht  zu  bestimmen. 

3.  Zusammensetzung  unendlich  kleiner  Drehungen  und 
Winkelgeschwindigkeiten  um  parallele  Axeu. 

a)  Allgemeine  Resultate. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  bezogen  sich  auf  die  Äquivalenz 
endlicher  Rotationen  um  parallele  Axen  mit  einer  einzigen  Ro- 
tation. Die  Verhältnisse  werden  nun  wesentlich  einfacher,  wenn 
die  Drehungen  um  diese  Axen  nicht  mehr  um  endliche  Winkel 
</,  und  y, , sondern  um  unendlich  kleine  Winkel  stattfinden,  die 
sich  nach  dem  früheren  natürlich  wieder  als  Differentiale  d y,  und  d y., 
auffassen  und  schreiben  lassen.  Man  bezeichnet  dann  die  beiden 
Drehungen  als  „Elementarrotationen“.  Auch  in  diesem  Falle 
können  die  beiden  unendlich  kleinen  Drehungen  durch  eine  einzige, 
ebenfalls  unendlich  kleine  Drehung  d y0  um  eine  zu  den  gegebenen 
Axen  parallele  Axe  ersetzt  werden.  Die  Vereinfachung  besteht 
nun  darin,  daß  diese  resultierende  Axe  jetzt  der  Ebene  der  beiden 
ursprünglichen  Axen  angehört.  Dies  läßt  sich  leicht  im  Anschluß 
an  die  früheren  Darlegungen  und  im  Hinblick  auf  die  Formeln 
auf  S.  06  und  97  sowie  die  Figuren  26  bis  31  erkennen;  denn,  je 
kleiner  die  beiden  Drehungswinkel  werden,  um  so  kleiner  wird  e,  und 
um  so  näher  rückt  infolgedessen  die  resultierende  Axe  R0  an  die 
durch  die  beiden  gegebenen  Axen  7?,  und  R.,  bestimmte  Ebene 
heran,  so  daß  sie  bei  unendlich  kleinen  Drehungen  schließlich  in 
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die  letztere  hineinfällt.  Hieraus  folgt  aber  weiterhin  die  wichtige 
Tatsache,  daß  hei  unendlich  kleinen  Drehungen,  d.  h.  also 
bei  Elementarrotationen,  die  Reihenfolge  derselben  unter 
allen  Umständen  für  die  Lage  der  resultierenden  Axe 
ohne  Einfluß  ist,  mag  man  die  gegebenen  Axen  beide  iin 
Raume  oder  beide  im  bewegten  Körper,  oder  schließlich 
die  eine  im  Raume  und  die  andere  im  bewegten  Körper 
als  fest  annehmen. 

Die  Größe  der  Elementarrotation  d<fu  um  die  resultierende 
Axe  i»’0  stellt  sich  auch  hier  als  die  Summe  oder  Differenz  der 
beiden  unendlich  kleinen  Drehungswinkel  difi  und  d</\.  dar,  je 
nachdem  die  zusammenzusetzenden  Drehungen  gleichen  oder  ent- 
gegengesetzten Sinn  aufweisen.  Bei  gleichem  Drehungssinne  liegt 
dabei  die  Axe  ß0  zwischen  den  Axen  Bt  und  ß„,  bei  entgegen- 
gesetztem Drehungssinne  dagegen  außerhalb  des  durch  ßt  und  ß\ 
begrenzten  Streifens  der  Axenebene,  und  zwar  auf  der  Seite  der- 
jenigen Axe,  um  welche  die  größere  Drehung  stattfindet  Die 
genaue  Lage  des  Axenpunktes  It„  zu  den  Axenpunkten  ß,,  ß.>  der 
Bewegungsebene  ergibt  sich  leicht,  wenn  man  berücksichtigt,  daß 
sich  im  Falle  endlicher  Drehungswinkel  die  Abstände  des  Punktes 
ß«  von  ß,  und  ßä  umgekehrt  wie  die  Sinus  der  halben  Drehungs- 
winkel und  verhalten  (vgl.  die  Figg.  26  bis  29).  Da  bei  un- 
endlich kleinen  Winkeln  die  Sinus  durch  die  Bögen  ersetzt  werden 
können,  und  die  letzteren  wiederum  den  Winkeln  selbst  proportio- 
nal sind,  so  erhält  man  das  Resultat,  daß  bei  Elementarrotationen 
der  Axenpunkt  ß0  die  Verbindungsstrecke  ßiß.»  im  umgekehrten 
Verhältnis  der  unendlich  kleinen  Drehungswinkel  teilt,  und  zwar 
innen  oder  außen,  je  nachdem  die  Drehungen  in  gleichem  oder 
in  entgegengesetztem  Sinne  vor  sich  geh<gi. 

Die  resultierende  Axe  ß0  liegt  also  stets  derjenigen  der  beiden 
Axen  ß, , ß,  am  nächsten,  um  welche  die  größere  Drehung  stattfindet, 
iünd  insbesondere  die  beiden  Elementarrotationen  gleich  groß,  so 
liegt  ß,  entweder  genau  in  der  Mitte  von  ß,  und  B., , oder  im 
l nendlicheD,  je  nachdem  die  beiden  Drehungen  gleichen  oder  ent- 
gegengesetzten Sinn  aufweisen.  Im  letzteren  Falle  ist  dann  wieder 
die  resultierende  Drehung  gleichbedeutend  mit  einer  unendlich  kleinen 
rranslationsbewegung  oder  „Elementartranslation“,  deren 
Richtung  auf  der  Ebene  der  Axen  Blt  ß>  senkrecht  steht,  und 
deren  Größe  nach  dem  früheren  (vgl.  die  Formel  auf  Seite  102)  den 
V'ert  a-dtfi  besitzt,  unter  n wieder  den  Abstand  der  beiden  Ro- 
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tationsaxen  verstanden.  Um  zu  entscheiden . nach  welcher  Seite 
der  Axenebene  diese  Elementartranslation  gerichtet  ist,  kann  man 
sich  folgende  aus  den  früheren  Figuren  30  und  31  leicht  ab- 
zuleitende Hegel  merken.  Man  denke  sich  auf  der  Bewegungs- 
ebene mit  den  Füßen  an  demjenigen  Axenpunkte  stehend,  um 
welchen  die  Drehung  von  oben  gesehen  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
stattfinden  soll,  und  den  Blick  nach  dem  anderen  Axenpunkte  hin 
gewandt;  dann  findet  die  unendlich  kleine  Translationsbewegung 
immer  in  der  Richtung  nach  rechts  statt. 

Die  Gesetze  über  die  Zusammensetzung  unendlich  kleiner 
Drehungen  lassen  sich  nun  ohne  weiteres  auf  die  Winkelgeschwin- 
digkeiten um  parallele  Axen  übertragen,  da  die  Winkelgeschwindig- 
keit «),  welche  ein  sich  um  eine  Axe  drehender  Körper  in  einem 
bestimmten  Moment  besitzt,  nach  dem  früheren  durch  das  Ver- 
hältnis des  unendlich  kleinen  Drehungswinkels  d<p  zu  der  dazu 
gebrauchten  unendlich  kleinen  Zeit  dt  bestimmt  wird.  Sollen  da- 
her einem  Körper  gleichzeitig  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  <u, 
und  (o.,  um  parallele  Axen  R t und  i?.,  erteilt  werden,  so  lassen 
sich  in  jedem  Augenblicke  diese  Geschwindigkeiten  durch  eine 
einzige  ersetzen,  welche  bei  gleichem  Drehungssinne  gleich  der 
Summe,  bei  entgegengesetztem  Drehungssinne  dagegen  gleich  der 
Differenz  der  beiden  gegebenen  Winkelgeschwindigkeiten  ist.  Die 
resultierende  Winkelgeschwindigkeit  bezieht  sich  dabei  auf  eine 
Axe  i»’o,  die  in  der  Ebene  der  beiden  ursprünglichen  Axen  liegt, 
zu  diesen  parallel  ist  und  ihren  Abstand  innen  oder  außen  im 
umgekehrten  Verhältnis  von  o>,  und  teilt.  Bezeichnet  man  den 
Abstand  der  beiden  ursprünglich  gegebenen  Axen  h\  und  Rt  mit 
o,  so  besitzt  infolgedessen  die  resultierende  Axe  R„  von  Rt  und  üä 
bzw.  die  Entfernungen 

R„  /V,  — a und  R0R.1  = a • 

U),  ~j~  ÜJ.2  O),  J-  W., 

Stellt  man  in  der  früher  angegebenen  Weise  (vgl.  S.  92  und  93) 
jede  Winkelgeschwindigkeit  durch  einen  in  die  zugehörige  Ro- 
lationsaxe  fallenden  Vektor  dar,  dessen  Länge  der  Winkelgeschwin- 
digkeit proportional  ist,  und  dessen  Richtung  angibt,  von  welcher 
Seite  aus  die  Drehung  iin  Sinne  des  Uhrzeigers  zu  erfolgen  scheint, 
so  gelten,  wie  man  sieht,  für  die  Zusammensetzung  zweier  solcher 
paralleler  Geschwindigkeitsvektoren  zu  dem  resultierenden  Ge- 
schwindigkeitsvektor genau  die  gleichen  Gesetze,  wie  sie  sich  be- 
kanntlich für  die  Zusammensetzung  paralleler  Kräfte  zu  einer 
Resultierenden  ergeben. 
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Wie  man  demnach  am  einfachsten  den  resultierenden  Vektor 
konstruiert,  geht  aus  folgenden  Figuren  hervor,  welche  sämtlich 
eine  Ansicht  der  Axenebene  geben.  Die  auf  den  Axen  und  damit 
auch  auf  der  Axenebene  senkrecht  stehende  Bewegungsebene  pro- 
jiziert sich  bei  dieser  Darstellung  in  eine  Gerade,  die  in  den  Fi- 
guren als  horizontal  angenommen  ist. 

Fig.  39  verauschaulicht  den  Fall,  daß  die  beiden  Winkel- 
geschwindigkeiten oo,  und  u>.,  den  gleichen  Drehungssinn  besitzen, 
so  daß  die  zuge- 
hörigen in  R,  und 
Ri  senkrecht  auf  der 
Bewegungsebene 
stehenden  Vektoren 
gleichgerichtet  sind. 

Zur  Konstruktion 
des  Axen  punktes  /»,, 
für  den  resultieren- 
den Vektor  braucht 
man  nur  etwa  in 
Hi  den  Vektor  w,  und  in  Ä,  den  Vektor  o>., . diesen  aber  in 
umgekehrter  Richtung,  abzutragen,  wie  es  in  der  Figur  ange- 
deutet ist.  Die  Verbindungsgerade  der  Endpunkte  dieser  bei- 
den Hilfsvektoreu  teilt  dann  die  Verbindungsstrecke  RiRi  innen 
im  umgekehrten  Verhältnis  der  beiden  Geschwindigkeiten,  wie  es 


t 

u>o=  U>,*U’Z 

1 

w, 

>•* " 

I 

A 

Ro 

Rt 

Fig.  39 

ta’o=W,-(0z  „ . - ' 1 

1 

‘ 

R* 

R„  R, 

Fig.  40 

t 

für  den  Axenpunkt  R„  erforderlich  ist.  Der  in  R0  zur  Bewegungs- 
ebene senkrecht  errichtete  (in  der  Figur  durch  kleine  Querstriche 
gekennzeichnete)  Vektor  von  der  Größe  w0  = «1  -f-  gibt  daher 
die  resultierende  Winkelgeschwindigkeit  nach  der  Lage  ihrer  Axe, 
nach  ihrer  Größe  und  ihrem  Drehungssinne  an. 

Für  den  Fall,  daß  die  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  ent- 
gegengesetzten Drehungssinn  besitzen  (vgl.  Fig.  40),  ist  die  Kon- 
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struktion  des  resultierenden  Vektors  int  Prinzip  genau  die  gleiche. 
Nur  führt  sie  jetzt  zu  einer  außerhalb  der  Verbindungsstücke 
h\h’i  befindlichen  Lage  des  Axenpunktes  P0,  was  damit  überein- 
stimmt, daß  i?0  diese  Strecke  jetzt  außen  im  umgekehrten  Ver- 
hältnis von  <u,  und  tu.,  teilt.  Außerdem  besitzt  der  resultierende 
Vektor  nunmehr  die  Größe  i»0  = — w2. 

Haben  endlich  die  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  von  ent- 
gegengesetztem Drehungssinne  gleiche  Größe,  so  ergibt  die  Kon- 
struktion (vgl.  Fig.  41)  keinen  im  Endlichen  liegenden  Axenpunkt 
Ji„:  derselbe  ist  vielmehr  ins  Unendliche  gerückt,  und  gleichzeitig 
die  Größe  des  resultierenden  Vektors  zu  Null  geworden.  Die  resul- 


tierende Winkelgeschwindigkeit  ist  dann  in  eine  Translationsge- 
schwindigkeit übergegangen. 

Man  kann  sich  leicht  davon  Rechenschaft  geben,  daß  diese 
Translationsgeschwindigkeit  im  Falle  von  Fig.  41  auf  den  Be- 
schauer zu  gerichtet  ist  Denn  es  erhält  sowohl  der  Axenpunkt  if* 
durch  die  Winkelgeschwindigkeit  uin  die  erste  Axe,  als  auch  der 
Axenpunkt  durch  die  entgegengesetzt  gleiche  Winkelgeschwin- 
digkeit um  die  zweite  Axe  eine  in  dieser  Richtung  verlaufende 
gleich  große  Geschwindigkeit  Da  jeder  der  beiden  Axenpunkte 
außerdem  bei  der  Drehung  um  die  eigene  Axe  in  Ruhe  bleibt, 
so  ist  damit  die  Geschwindigkeit  beider  Punkte  und  zugleich  die 
Translationsgeschwindigkeit  des  ganzen  Körpers  gegeben;  ihre 
Größe  beträgt  a«,,  unter  a wieder  die  Länge  der  Strecke  RlRi 
verstanden. 

Auch  davon  kann  man  sich  leicht  überzeugen,  daß  jeder 
andere  Punkt  P des  Körpers  durch  die  beiden  Winkelgeschwin- 
digkeiten die  lineare  Geschwindigkeit  ow,  in  der  gleichen  Rich- 
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tung  erhält  Sind  at  und  a»  die  Abstände  eines  Punktes  P. 
weicher  zunächst  in  der  Ebene  der  beiden  Rotationsaxen  liegen 
möge  (vgl.  Fig.  41),  von  den  beiden  Axen,  so  bekommt  er  durch 
die  eine  Drehung  die  Geschwindigkeit  a,  w,  und  durch  die  andere 
die  Geschwindigkeit  01 , , beide  Geschwindigkeiten  sind  senkrecht 
zu  der  Ebene  der  Zeichnung  nach  vom  gerichtet  und  addieren  sich 
zu  ritot,  da  rti-j-Ua=  a ist. 

Hat  dagegen  der  Punkt  P eine  ganz  beliebige  Lage  im  Kör- 
per, so  erfährt  er  durch  die  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  w, 
und  — «j,  lineare  Geschwindigkeiten,  welche  zwar  nicht  in  gleicher 
Richtung  verlaufen,  aber  doch  wenigstens  einer  durch  P gehenden 
Ebene  angehören,  die  auf  den  parallelen  Rotationsaxen  Rt  und 
senkrecht  steht.  Fig.  42  ist  als  Bild  dieser  Ebene  aufzufassen, 
so  daß  also  die  Rotations- 
axen auf  «ler  Ebene  der 
Zeichnung  senkrecht  zu 
denken  sind.  Sind  at  und 
wieder  die  kürzesten 
Abstände  des  Punktes  P 
von  den  beiden  Axen,  so 
haben  die  beiden  linearen 
zu  «i  bzvv.  ( 1»  senkrecht 
gerichteten  Geschwindig- 
keiten die  Größen  «,  w, 
und  <u  w,  und  sind  dem- 
nach den  Abständen  o,  und  proportional.  Die  aus  den- 
selben resultierende  Geschwindigkeit  v bildet  mit  «,  w,  und  w, 
ein  Dreieck,  das  dem  Dreieck  Rl  i?4  P ähnlich  ist  Daraus  folgt 
aber  unmittelbar,  daß  v auch  in  diesem  Falle  die  Größe  «<0,  be- 
sitzt und  zu  «,  und  demnach  zu  der  Ebene  der  beiden  Rotations- 
axen senkrecht  gerichtet  ist. 

Nach  diesen  Erörterungen  kann  man  sich  das  Resultat  der 
Zusammensetzung  zweier  entgegengesetzt  gleicher  Winkelgeschwin- 
digkeiten durch  einen  auf  der  Ebene  der  beiden  Rotationsaxen 
irgendwo  senkrecht  stehenden  Vektor  von  der  Größe  nw,  veran- 
schaulichen. Damit  derselbe  nicht  nur  die  Größe,  sondern  auch 
die  Richtung  der  resultierenden  Translationsgeschwindigkeit  angibt, 
ist  er  nach  der  Seite  der  Axenebene  hin  gerichtet  zu  denken,  von 
welcher  aus  die  Richtungen  der  beiden  Winkelgeschwindigkeits- 
vektoren den  Bewegungsriehtungen  der  Spitze  eines  um  den  Mittel- 
punkt von  R 1 Ri  drehbaren  Uhrzeigers  entsprechen.  Man  bezeichnet 


Digitized  by  Google 


] 18  Kinematik  in  Anwendung  auf  die  Verhältnisse  am  menschl.  Körper. 

die  Kombination  zweier  entgegengesetzt  gleicher  Rotationen  um 
parallele  Axen  auch  kurz  als  ein  „Rotationspaar“.  Während  der 
eine  Winkelgeschwindigkeit  oder  Winkelbeschleunigung  darstellende 
Vektor  nur  in  seiner  Richtung  verschoben  werden  konnte,  verliert 
ein  Vektor,  welcher  eine  Translationsgeschwindigkeit  bzw.  ein 
Winkelgeschwindigkeitspaar  oder  Rotationspaar  veranschaulicht, 
nicht  seine  Bedeutung,  wenn  man  ihn  beliebig  im  Raume  parallel 
mit  sich  verlegt.  Man  gibt  daher  einem  solchen  auch  den 
Namen  „freier  Vektor“  zum  Unterschied  von  dem  linienflüchtigen 
Vektor. 

b)  Anwendungen  auf  das  zweigliedrige  Gelenksystem  und  auf  die 
Bewegungen  in  Zylindergelenken. 

Wendet  man  die  gewonnenen  Ergebnisse  auf  die  oben  heran- 
gezogenen Beispiele  ebener  zweigliedriger  Gelenksysteme  am  mensch- 
lichen Körper  an,  so  erkennt  man,  daß  bei  gleichzeitiger  Drehung 
im  Schulter-  und  Ellbogengelenk  die  in  einem  bestimmten  Moment 
vorhandenen  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Ellbogenaxe  und 
die  zu  derselben  parallele  Sehulteraxe  sich  für  den  Unterarm  stets 
zu  einer  resultierenden  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  parallele 
Axe  zusammensetzen  lassen,  welche  die  Längsaxe  $6  des  Ober- 
arms bzw.  deren  Verlängerung  senkrecht  durchschneidet  und 
dieselbe  im  umgekehrten  Verhältnis  der  Winkelgeschwindigkeiten 
innen  oder  außen  teilt,  je  nachdem  die  beiden  Winkelgeschwindig- 
keiten gleichen  oder  entgegengesetzten  Drehungssinn  besitzen.  Be- 
zeichnet man  die  Winkelgeschwindigkeiten  im  Schulter-  und  Ell- 
bogengelenk bzw.  mit  tf'  und  e'  und  den  Abstand  S<£  der  beiden 
Gelenkmittelpunkte  mit  l,  so  ist  die  resultierende  Axe  von  © um 

die  Strecke  - f — . I und  von  CS  um  die  Strecke  , ^ , l entfernt. 
& -j-  e a ' -j-  e 

Die  Größe  der  resultierenden  Winkelgeschwindigkeit  ist  dabei 
immer  gleich  der  algebraischen  Summe  & e'  der  Winkel- 
geschwindigkeiten um  die  Schulter-  und  Ellbogenaxe.  Sind  ins- 
besondere die  letzteren  an  Größe  gleich,  aber  von  verschiedenem 
Drehungssinne,  so  setzen  sie  sich  zu  einer  einfachen  Translations- 
geschwindigkeit des  Unterarms  zusammen. 

Ganz  entsprechend  gestalten  sich  die  Verhältnisse  am  Unter- 
schenkel, sofern  man  im  Hüftgelenk  nur  Drehungen  um  die  zur 
Knieaxe  parallele  Axe  zuläßt.  Wesentlich  ist  auch  hier,  daß  die 
Axe  der  aus  den  Winkelgeschwindigkeiten  im  Hüft-  und  Kniegelenk 
resultierenden  Winkelgeschwindigkeit  .die  Längsaxe  des  Ober- 
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Schenkels  bzw.  deren  Verlängerung  durchschneidet,  und  daß  auch 
der  Unterschenkel  andere  Winkelgeschwindigkeiten  als  um  Axen, 
die  durch  die  Längsaxe  des  Oberschenkels  hindurchgehen,  unter 
der  gemachten  Voraussetzung  einer  im  Raume  festen,  zur  Knie- 
axe  parallelen  Hüftaxe  überhaupt  nicht  annehmen  kann. 

Ein  anderes  Beispiel  für  die  Zusammensetzung  von  unendlich 
kleinen  Drehungen  bzw.  von  Winkelgeschwindigkeiten  um  paral- 
lele Axen  zu  einer  einzigen  Drehung  oder  Winkelgeschwindigkeit 
bieten  die  möglichen  Gelenkbewegungen  in  Zylindergelenken  mit 
inkongruenten  Gelenkflächen  dar. 

Man  versteht  ganz  allgemein  unter  einer  Zylinderfläche  eine 
solche,  die  durch  geradlinige  Translation  einer  beliebigen  ebenen 
Kurte  entstanden  ist,  wobei  die  Richtung  dieser  Translations- 
bewegung auf  der  Ebene  der  erzeugenden  Kurve  senkrecht  steht. 
Die  Kreiszylinderfläche  stellt  nur  einen  speziellen  Fall  der  all- 
gemeinen Zylinderfläche  dar,  insofern  bei  ihr  die  erzeugende  Kurve 
eine  Kreislinie  ist  Da  bei  der  geradlinigen  Translation  alle  Punkte 
einer  Kurve  gerade  Linien  beschreiben,  so  sind  die  Zylinderflächen 
vor  allen  anderen  dadurch  ausgezeichnet,  daß  auf  ihnen  unendlich 
viele  Gerade  liegen,  welche  untereinander  parallel  laufen.  Man 
kann  daher  eine  jede  Zylinderfläche  auch  dadurch  erzeugt  denken, 
daß  sich  eine  Gerade  parallel  im  Raume  so  fortbewegt,  daß  sie 
dabei  einer  bestimmten  ebenen  Kurve  entlang  gleitet,  deren  Ebene 
auf  der  Richtung  der  erzeugenden  Geraden  senkrecht  steht. 

Wenn  nun  eine  Zylinderfläche  sich  so  gegen  eine  beliebige 
andere,  als  ruhend  aufgefaßte,  Zylinderfläche  bewegen  soll,  daß 
dabei  in  jedem  Moment  zwei  geradlinige  Erzeugende  der  beiden 
Flächen  zusammenfallen,  so  sind  verschiedene  Bewegungsarten 
möglich.  Zunächst  könnte  die  eine  Fläche  sich  gegen  die  andere 
in  der  Richtung  der  geradlinigen  Erzeugenden  verschieben,  so  daß 
dabei  die  ursprünglich  zusammenfallenden  Geraden  beider  Flächen 
dauernd  miteinander  in  Berührung  bleiben.  Schließt  man  diese 
Bewegungsart  aus,  so  bleiben  noch  zwei  verschiedene  Bewegungs- 
möglichkeiten übrig,  die  in  beliebiger  Weise  miteinander  kombi- 
niert werden  können.  Einmal  kann  die  eine  Zylinderfläche  auf 
der  anderen  rollen,  so  daß  immer  andere  und  andere  Gerade  beider 
Flächen  nacheinander  zusammenfalleu.  l’nd  dann  kann  die  eine 
Zylinderfläche  auf  der  anderen  gleiten,  so  daß  dabei  eine  be- 
stimmte Gerade  der  einen  Fläche  nacheinander  mit  den  ver- 
schiedenen aufeinander  folgenden  Geraden  der  anderen  Fläche 
zur  Deckung  kommt.  Je  nach  dem  im  letzteren  Falle  die  be- 
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stimmte  Gerade,  welche  allein  für  die  Berührung  mit  der  anderen 
Fläche  in  Frage  kommt,  der  beweglichen  oder  festgedachten 
Zylinderfläche  angehört,  redet  man  dabei  von  einem  „Gleiten 
erster  Art“  oder  einem  „Gleiten  zweiter  Art“. 

Sieht  man  in  der  Tat  von  der  gegenseitigen  Verschiebung 
beider  Zylinderflächen  in  der  Richtung  einer  geradlinigen  Erzeugen- 
den ab,  so  stellen  die  noch  möglichen  Bewegungen  des  Rollens 
und  Gleitens  sowie  alle  Kombinationen  beider  Bewegungsarten 
ebene  Bewegungen  dar,  deren  Bewegungsebene  auf  der  Richtung 
der  geradlinigen  Erzeugenden  senkrecht  steht.  Es  genügt  daher, 
sich  die  Vorgänge  zwischen  den  durch  Projektion  auf  die  Be- 
wegungsebene  sich  ergebenden  Zvlinderprofilen  zu  veranschaulichen. 

Im  Falle  der  Kreiszylinderflächen  hat 
man  als  Zylinderprofile  zwei  Kreise  mit 
den  Radien  r und  r',  die  sich  berühren 
(vgl.  Fig.  43).  Der  Mittelpunkt  des  beweg- 
lichen Kreises  sei  M und  der  des  ruhend 
aufgefaßten  Kreises  M':  der  Berührungs- 
punkt möge  im  ersteren  Kreise  einen  Punkt 
.4.  im  letzteren  einen  Punkt  A‘  darstellen. 

Die  Bewegung  des  Rollens  wird  nun 
dadurch  hervorgerufen,  daß  die  bewegliche 
Zylinderfläche  sich  in  jedem  Augenblick 
um  die  zusammenfallende  Gerade  beider 
Flächen,  der  bewegliche  Kreis  in  Fig.  43 
sich  also  um  den  jeweiligen  Berührungs- 
punkt dreht.  Diese  Drehung  kann  natür- 
lich nur  unendlich  klein  sein,  da  ja  der  Berührungspunkt  fort- 
während sowohl  seine  Lage  auf  dem  ruhenden  als  auch  auf 
dem  beweglichen  Kreise  ändert.  Immerhin  wird  im  Verlaufe 
des  Rollens  der  bewegliche  Kreis  in  jedem  Augenblick  eine  be- 
stimmte endliche  Winkelgeschwindigkeit  q um  den  instantanen 
Berührungspunkt  besitzen,  welche  zugleich  die  Winkelgeschwin- 
digkeit des  beweglichen  Zylinders  um  die  zusammenfallende  gerad- 
linige Erzeugende  beider  Zylinderflächen  darstellt. 

Die  Bewegung  des  Gleitens  besteht  dagegen  iu  einer  Drehung 
des  beweglichen  Kreises  um  den  Mittelpunkt  M'  oder  ,1/  bzw.  der 
beweglichen  Zylinderfläche  um  die  Axe  des  ruhenden  oder  des  be- 
weglichen Kreiszylinders,  je  nachdem  es  sich  um  ein  Gleiten  erster 
oiler  zweiter  Art  handelt.  Da  hierbei  in  jedem  Falle  die  Drehungs- 
axe  im  einen  oder  anderen  Zylinder  fest  bleibt,  so  braucht  wenig- 
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stens  bei  exakten  Kreiszylindern  die  Drehung  nicht  auf  unendlich 
kleine  Drehungswinkel  beschränkt  zu  sein.  Die  in  einem  be- 
stimmten Augenblick  vorhandene  Winkelgeschwindigkeit  sei  mit 
<r,  bezeichnet,  sofern  sie  um  die  Axe  durch  3/',  und  mit  a.,,  sofern 
sie  um  die  Axe  durch  M stattfindet. 

Wenn  sich  nun  die  Bewegung  des  oberen  Zylinders  in  Fig.  43 
aus  Rollen  und  Gleiten  von  einer  der  beiden  Arten  zusammenge- 
setzt erweist,  so  wird  die  momentane  Winkelgeschwindigkeit  nach 
den  früheren  Darlegungen  gleich  der  algebraischen  Summe  aus  der 
Rollung8-  und  Gleitungsgeschwindigkeit  sein  und  um  einen  Drehpunkt 
Ibzw.  um  eine  in  diesem  Punkte  auf  der  Ebene  der  Figur  senk- 
recht stehende  Axe)  stattfinden,  welcher  auf  der  gemeinsamen 
Normalen  3/'  A M des  Berührungspunktes  liegt  und  die  Strecke 
.43/'  bezw.  .43/  innen  oder  außen  im  umgekehrten  Verhältnis 
von  Rollungs-  und  Gleitungsgeschwindigkeit  teilt. 

Handelt  es  sich  um  die  Kombination  von  Rollen  und  Gleiten 
erster  Art,  d.  h.  also  um  die  Zusammensetzung  zweier  Winkel- 
geschwindigkeiten um  die  Punkte  .4  und  M\  so  liegt  demnach  bei 
gleichem  Drehungssinn  das  resultierende  Drehzentrum  auf  dem 
Radius  r'  des  ruhenden  Zylinders,  und  zwar  demjenigen  der  beiden 
Punkte  .4  und  3/'  am  nächsten,  um  welchen  die  größere  Winkel- 
geschwindigkeit stattfindet.  Bei  entgegengesetztem  Drehungssinne 
fällt  das  Zentrum  der  resultierenden  Winkelgeschwindigkeit  da- 
gegen auf  die  Verlängerung  von  r‘  über  .4  oder  3/'  hinaus,  je 
nachdem  die  Winkelgeschwindigkeit  um  .4  oder  um  3/'  die  größere 
ist  Im  besonderen  Falle  kann  das  resultierende  Drehzentrum  in 
den  Mittelpunkt  3/  des  beweglichen  Kreises  hineinfallen;  dann 
erweist  sich  die  spezielle  Kombination  des  Rollens  und  Gleitens 
erster  Art  als  äquivalent  mit  dem  Gleiten  zweiter  Art.  Damit 
dies  eintritt,  ist  nach  dem  bisherigen  nur  nötig,  daß  die  Winkel- 
geschwindigkeiten g und  o,  in  dem  Verhältnis  (r  j-  r‘) : r stehen. 
Da  außerdem  <r»  = p — <r,  sein  muß,  so  läßt  sich  also  ein  Gleiten 
zweiter  Art  von  der  Winkelgeschwindigkeit  als  Resultat  der 
Zusammensetzung  einer  Rollungsgeschwindigkeit  von  der  Größe 

e = (l  mit  einer  im  entgegengesetzten  Drehungssinne  ver- 

laufenden Gleitungsgeschwindigkcit  erster  Art  von  der  Größe 

T 

auffassen.  Man  kann  daher  natürlich  auch  umgekehrt 

jedes  Gleiten  zweiter  Art  in  ein  Rollen  und  Gleiten  erster  Art 
von  den  angegebenen  Winkelgeschwindigkeiten  zerlegen. 
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Ganz  entsprechende  Resultate  ergeben  sich,  wenn  man  das 
Rollen  mit  dem  Gleiten  zweiter  Art  kombiniert  Als  besonderen 
Fall  dieser  Zusammensetzung  erhält  man  das  Gleiten  erster  Art, 
wenn  die  beiden  vorhandenen  Winkelgeschwindigkeiten  entgegen- 


gesetzten Drehungssiun  aufweisen  und  dabei  ihreGrößen 


und  ff»  = ' ff,  betragen,  unter  ff,  wieder  die  resultierende  Winkel- 
geschwindigkeit um  M'  verstanden. 

Schließlich  lassen  sich  aber  auch  die  beiden  Gleitbewegungen 
zu  einer  resultierenden  Drehung  zusammensetzen,  deren  Zentrum 
zwischen  M und  M'  oder  auf  den  Verlängerungen  der  Strecke  AIAI' 
liegt,  je  nachdem  die  Winkelgeschwindigkeiten  ff,  und  <r3  der  beiden 
Arten  des  Gleitens  gleichen  oder  entgegengesetzten  Drehungssinn 
besitzen.  Im  ersteren  Falle  wird  insbesondere  das  resultierende 
Drehzentrum  in  den  Berührungspunkt  der  beiden  Kreise  hinein- 
fallen müssen,  sofern  ff, : er,  — r : r'  ist.  Es  ergibt  sich  daher  das 
Resultat,  daß  aus  der  Kombination  der  beiden  Gleitbewegungen 
das  reine  Rollen  entsteht,  wenn  diese  Proportion  erfüllt  ist.  Da 
in  diesem  Falle  p — ff, sein  muß,  so  hat  man  zur  Erzielung 
der  Rollungsgeschwindigkeit  q die  Winkelgeschwindigkeiten  der 
beiden  Arten  des  Gleitens  so  zu  bemessen,  daß 


er,  = ' o und  a.,=  ' o 

r r >'  * r -- r 

ist.  Umgekehrt  läßt  sich  jedes  Rollen  mit  Hilfe  dieser  Formeln 
in  ein  Gleiten  erster,  verbunden  mit  einem  solchen  zweiter  Art 
zerlegen. 

Bisher  war  angenommen  worden,  daß  die  beiden  Zylinder 
Kreiszylinder,  ihre  Profile  also  exakte  Kreise  darstellen.  Hat  mau 
nun  zwei  allgemeine  Zylinder  von  beliebig  gestaltetem  Profil, 
welche  sich  während  ihrer  gegenseitigen  Bewegung  in  jedem  Mo- 
ment längs  einer  geradlinigen  Erzeugenden  berühren  sollen,  und 
schließt  dabei  wiederum  die  Verschiebung  in  der  Richtung  ihrer 
Berührungsgeraden  aus,  so  behalten  die  angeführten  Resultate  ihre 
Gültigkeit,  sofern  man  sich  nur  auch  beim  Gleiten  der  einen  oder 
anderen  Art  auf  unendlich  kleine  Drehungen  beschränkt  und  an 
Stelle  der  wirklichen  Zylinderprofile  in  jedem  Moment  die  Krüm- 
mungskreise derselben  für  den  Berührungspunkt  setzt.  Wie  sich 
in  jedem  Punkte  einer  Kurve  eine  Tangente  an  dieselbe  legen 
läßt,  welche  als  die  Verbindungsgerade  zweier  unendlich  benach- 
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harter  Kurvenpunkte  aufgefaßt  werden  kann,  so  läßt  sich  an 
jeden  Punkt  einer  Kurve  auch  eine  Kreislinie  anlegen,  die  man 
als  den  VerbinduQgskreis  dreier  aufeinander  folgender  unendlich 
benachbarter  Kurvenpunkte  aufzufassen  hat;  dieser  Kreis  veran- 
schaulicht dann  die  Krümmung  der  Kurve  an  der  betreffenden 
Stelle  und  führt  daher  den  Namen  „ Krümmungskreis“,  während 
sein  Radius  als  „Krümmungsradius“  und  sein  Mittelpunkt  als 
.Krümmungsmittelpunkt  der  Kurve“  bezeichnet  wird.  Im  allge- 
meinen wird  bei  einer  beliebigen  Kurve  der  Krümmungsradius 
von  Ort  zu  Ort  seine  Länge,  und  daher  der  Krümmungsmittel- 
punkt  seine  Lage  zu  der  Kurve  ändern;  da  der  Kreis  aber,  wie 
ohne  weiteres  ersichtlich  ist,  mit  der  Kurve  an  jeder  Stelle  die 
Tangente  gemeinsam  haben  muß,  so  liegt  der  Krümmungsmittel- 
punkt  stets  auf  der  zur  Tangente  im  Berührungspunkte  senkrecht 
stehenden  Geraden,  der  sogenannten  „Kurvennormale“.  Hieraus 
geht  hervor,  daß  auch  im  Falle  beliebig  gestalteter  Zylinderprofile, 
die  sich  in  einem  Punkte  berühren,  die  beiden  Krümmungsmittel- 
punkte mit  dem  Berührungspupkt  in  einer  Geraden  liegen.  So 
können  denn  auch  in  Fig.  43  die  beiden  Kreise  als  die  Krüm- 
mungskreise der  beiden  punktiert  angedeuteten  Zylinderprofile, 
und  die  Punkte  M und  M'  als  die  Krümmungsmittelpunkte,  sowie 
die  Radien  r und  r'  als  die  zugehörigen  Krümmungsradien  auf- 
gefaßt werden.  Unter  dieser  Annahme  gelten  dann  wörtlich  die 
gewonnenen  Ergebnisse. 

4.  Zusammensetzung  von  Translations-  und  Winkel- 
geschwindigkeiten. 

a)  Kombination  einer  Translationsgesebnlmlig-keit  mit  einer  Winkel- 
geschwindigkeit. 

Wenn  ein  Körper  bei  ebener  Bewegung  gleichzeitig  eine  unendlich 
kleine  Translationsbewegung  parallel  der  Bewegungsebene  und  eine 
unendlich  kleine  Rotation  um  eine  zur  Bewegungsebene  senkrechte 
Axe  ausführen  soll,  so  ist  die  resultierende  Bewegung  eine  (na- 
türlich ebenfalls  unendlich  kleine)  Rotation  um  eine  der  ursprüng- 
lichen Axe  parallele  Rotationsaxe.  Da  den  unendlich  kleinen  Be- 
wegungen die  augenblicklichen  Geschwindigkeiten  proportional 
sind,  so  läßt  sich  auch  sagen:  Bei  ebener  Bewegung  ergibt 
die  Zusammensetzung  einer  Translationsgeschwindigkeit 
mit  einer  Rotationsgeschwindigkeit  immer  nur  eine  Ro- 
tationsgeschwindigkeit von  bestimmter  Größe  und  be- 
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stimniter  Axenlage.  Von  der  letzteren  Tatsache  kann  man 
sich  auf  folgende  Weise  Rechenschaft  geben. 

In  Fig.  44  stelle  die  Ebene  der  Zeichnung  die  Bewegungs- 
ebene dar.  Die  allen  Punkten  des  bewegten  Körpers  gemeinsame 
Translationsgeschwindigkeit  sei  r und  durch  den  mit  Querstrichen 
versehenen  Pfeil  angedeutet.  R sei  der  Drehpunkt,  um  welchen 
die  Winkelgeschwindigkeit  o>  (von  oben  gesehen  im  Uhrzeiger- 
sinne) vorhanden  ist.  Dann  hat  jeder  Punkt  des  Körpers  eine 
lineare  Geschwindigkeit,  die  sich  als  Vektorsumme  der  Trans- 


it- 44 


lationsgeschwindigkeit  « und  der  aus  der  Winkelgeschwindigkeit 
(o  herrührenden  Geschwindigkeit  rot  darstellt,  unter  r den  kür- 
zesten Abstand  des  betreffenden  Punktes  von  der  Rotationsaxe  R 
verstanden.  So  stellt  z.  B.  für  den  Punkt  A»  in  Fig.  44  der  Vektor 
A»C>  die  Gesamtgeschwindigkeit  dar.  falls  A»  IR  die  aus  der  Ro- 
tation stammende  Geschwindigkeit  r8  w,  und  Ü5  C\  die  Transla- 
tionsgeschwindigkeit r nach  Größe  und  Richtung  angibt 

Faßt  man  insbesondere  Punkte  A, , A»,  A*,  A4  des  Körpers 
ins  Auge,  die  in  der  durch  die  Rotationsaxe  R gehenden  und  auf 
der  Richtung  der  Translationsgeschwindigkeit  * senkrecht  stehen- 
den Ebene  liegen,  und  sich  demnach  in  Fig. 44  auf  die  zu*  senk- 
rechte Gerade  projizieren,  so  haben  deren  aus  der  Rotation  stam- 


Digitized  by  Google 


Zusammensetzung  von  Translations-  u.  Winkelgeschwindigkeiten.  125 

inenden  Geschwindigkeiten  rx  & , rs  w.  usw.  entweder  die  gleiche 
oder  die  entgegengesetzte  Richtung  wie  die  Translationsgeschwin- 
digkeit r,  je  nachdem  sie  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  vonR 
liegen.  Ihre  Gesamtgeschwindigkeit  Ai  ('■  stellt  sich  daher  ins- 
besondere als  die  algebraische  Summe  von  r<  w und  r dar,  sofern 
man  r,  positiv  oder  negativ  rechnet,  je  nachdem  Ai  in  der  Figur 
rechts  oder  links  von  R liegt.  Da  die  Geschwindigkeiten  r,  tu  den 
Abständen  der  Punkte  von  R proportional  sind,  so  müssen  in  der 
Figur  die  Endpunkte  Bi  der  dieselben  darstellenden  Vektoren  .4,  Bi 
in  einer  durch  R hindurchgehenden  Geraden  liegen.  Daraus  folgt 
aber,  daß  auch  die  Endpunkte  Ci  der  nach  Hinzufügung  von  r 
entstehenden  Vektoren  Ai  für  die  Gesamtgeschwindigkeiten  der 
Punkte  .4,  der  zu  t senkrechten  Geraden  ebenfalls  in  einer  Ge- 
raden liegen,  welche  überdies  zu  der  die  Punkte  Bi  verbindenden 
Geraden  parallel  läuft.  Diese  neue  Gerade  schneidet  die  zu  r 
senkrechte  Gerade  durch  R in  einem  Punkte  -4«,  welcher  vor 
allen  anderen  dadurch  ausgezeichnet  ist,  daß  er  die  Gesamtge- 
schwindigkeit Null  besitzt,  indem  seine  aus  der  Rotation  herrüh- 
rende Geschwindigkeit  r0  u>  der  Translationsgeschwindigkeit  r ge- 
rade entgegengesetzt  gleich  ist.  Hieraus  ergibt  sich  aber  ohne 
weiteres,  daß  er  in  der  Figur  links  von  R liegen,  und  sein  Ab- 

stand  r0  von  R gleich  sein  muß. 

(O 

Der  Punkt  stellt  nun  den  Drehpunkt,  und  die  in  ,4<>  auf 
der  Bewegungsebene  senkrecht  stehende  Gerade  die  Rotationsaxe 
J?o  dar,  um  welche  der  Körper  infolge  von  Translation  und  Ro- 
tation eine  Winkelgeschwindigkeit  erlangt  hat,  welche  die  gleich- 
zeitig vorhandene  TraDslationsgeschwindigkeit  und  Winkelgeschwin- 
digkeit um  die  Axe  R vollkommen  ersetzt  und  demnach  dem 
Körper  allein  genau  die  gleiche  Bewegung  erteilt,  wie  jene  zu- 
sammen. Die  Größe  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  R0 
ist  dabei  dieselbe  wie  die  um  die  Axe  R,  also  gleich  u;  denn  be- 
zeichnet man  den  Abstand  eines  Punktes  Ai  der  zu  t senkrechten 
Geraden  von  ,40  mit  q,  und  beachtet,  daß  dieser  Abstand  gleich 
der  algebraischen  Summe  von  r0  und  n ist,  so  läßt  sich  infolge 
von  t=r0oi  die  Gesamtgeschwindigkeit  r,  oi  j-  r in  der  Form  p,  w 
darstellen,  wie  es  der  Winkelgeschwindigkeit  w entspricht. 

Man  kann  sich  auch  leicht  davon  überzeugen,  daß  ein  außer- 
halb der  genannten  Geraden  liegender  Punkt  A,  wie  z.  B.  ,ls  in 
Gg.  44,  infolge  der  gleichzeitig  vorhandenen  Translationsgeschwin- 
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digkeit  r und  der  Winkelgeschwindigkeit  w um  die  Axe  R eine 
Gesamtgeschwindigkeit  erhält,  wie  sie  der  Winkelgeschwindigkeit 
o>  um  die  zu  R parallele  Axe  R0  durch  den  Punkt  A0  entsprechen 
würde.  Bezeichnet  rft  den  Abstand  des  Punktes  -4S  von  R,  und  p5 
seinen  Abstand  von  Ra,  so  ist  AiBi  = rtt»  die  Geschwindigkeit, 
welche  A*  als  Folge  der  Winkelgeschwindigkeit  um  R besitzt.  Ist 
weiter  if5C*  = v,  so  stellt  demnach  der  Vektor  .4#  6*  die  Gesamt- 
geschwindigkeit von  .l.i  dar.  Nun  ist  das  Dreieck  .15  Ct  dem 
Dreieck  A^RA0  ähnlich;  denn  ihre  Winkel  bei  21*  und  R sind 
gleich,  da  die  Schenkel  derselben  aufeinander  senkrecht  stehen, 
und  außerdem  besitzen  2?s  C*  und  RA0  infolge  von  r = r0w  das 
gleiche  Verhältnis  wie  .452fs  und  A*R,  nämlich  das  Verhältnis 
Daher  stehen  auch  As  C\  und  A, * .10  in  diesem  Verhältnis,  so  daß 
At  Ch  den  Wert  besitzt.  Da  ferner  C\  um  den  gleichen 
Winkel  gegen  4S  21»  geneigt  ist  wie  .45.40  gegen  A&R,  so  muß 
auch  .l.i  (\  auf  ,10  senkrecht  stehen.  Es  erhält  also  in  der 
Tat  der  Punkt  A&  die  Geschwindigkeit,  wie  sie  aus  der  Drehung 
um  .l0  bzw.  um  die  Axe  R0  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  <■> 
hervorgehen  würde. 

Daß  die  Kombination  einer  TTanslationsgeschwindigkeit  mit 
einer  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  zur  Richtung  der  Trans- 
lationsgeschwindigkeitsenkrechte Axe  immer  nur  wieder  eine  einzige 
Winkelgeschwindigkeit  um  eine  parallele  Axe  ergibt,  davon  kann 
man  sich  auch  noch  auf  einfacherem  Wege  Rechenschaft  geben. 

Es  ist  oben  nachgewiesen  worden,  daß  ein  sogenanntes  Rota- 
tionspaar äquivalent  einer  Translation  ist.  Wie  nun  zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Winkelgeschwindigkeiten  von  der  Größe  to  um 
parallele  Axen  mit  dem  Abstand  a durch  eine  zu  der  Ebene  der 
beiden  Axen  senkrechte  Translationsgeschwindigkeit  r ersetzt  werden 
können,  wobei  i = ao>  ist,  so  läßt  sich  auch  rückwärts  jede  Trans- 
lationsgeschwindigkeit in  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Winkel- 
geschwindigkeiten um  parallele  Axen  zerlegen.  Diese  Zerlegung 
kann  in  sehr  verschiedener  Weise  vorgenommen  werden,  da  ja 
nur  die  obige  Beziehung  zwischen  t , a und  io  erfüllt  sein  und 
die  Ebene  der  beiden  Axen  auf  r senkrecht  stehen  muß.  Ist  aber 
r und  (o  gegeben,  so  ist  damit  auch  n durch  die  Gleichung 

u — bestimmt,  und  man  hat  nur  noch  freie  Wahl  betreffs  der 
w 

zu  r senkrechten  Ebene  und  der  Lage  und  Richtung  einer  der 
beiden  Axen  in  ihr. 
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In  Fig.  45,  welche  jetzt  eine  zur  Bewegungsebene  senkrechte 
Ebene  darstellen  soll,  gebe  die  horizontale  Gerade  die  Spur  der 
Bewegungsebene,  und  der  im  Punkte  R nach  oben  gehende  Vektor 
die  Winkelgeschwindigkeit  w um  die  Axe  R an.  Die  Translations- 
geschwindigkeit r stehe  auf  der  Ebene  der  Figur  senkrecht  und 
gegen  den  Beschauer  hin  gerichtet:  dann  läßt  sich  r durch 
ein  Paar  von  Winkelgeschwindigkeitsvektoren  <*>  und  — o>  (in  der 
Figur  durchbrochen  gezeichnet)  ersetzen,  welche  in  der  Ebene  der 
Zeichnung  liegen,  und  dabei  «auf  der  Bewegungsebene  senkrecht 
stehen.  Verlegt  man  den  Anfang  des  Vektors  — u>  nach  i?,  so 
wird  infolge  der  früher  angegebenen  Regel  der  andere  Vektor  links 
davon  liegen  müssen.  Der  Punkt  R0 , in  welchem  er  die  Be- 
wegungsebene durch- 
schneidet, hat  nach 
den  obigen  Auseinan- 
dersetzungen von  R 
gerade  den  früher  mit 
/•„bezeichneten  Abstand 

J 

• Da  nun  die  beiden 

O) 

in  R vorhandenen  Win- 
kelgeschwindigkeiten v 

sich  aufheben,  so  bleibt  Fig.  45 

also  in  der  Tat  allein 

die  Winkelgeschwindigkeit  u>  um  die  Axe  R„  als  Ergebnis  der 
Zusammensetzung  der  ursprünglich  gegebenen  Translations-  und 
Winkelgeschwindigkeit  übrig.  Die  Seite,  auf  welcher  die  resul- 
tierende Axe  R0  innerhalb  der  zu  r senkrechten  Ebene  von  R 
zu  suchen  ist,  läßt  sich  im  gegebenen  Falle  leicht  finden,  wenn 
man  beachtet,  daß  der  Axe  R durch  die  Drehung  um  R0  gerade 
die  Translationsgeschwindigkeit  r mach  Größe  und  Richtung  erteilt 
werden  muß. 

b)  Anwendungen  auf  das  zweigliedrige  Gelenks?  stem  und  aut  die  Be- 
wegungen In  Zylindergelenken. 

Auch  diese  Ergebnisse  können  Anwendung  auf  die  oben  an- 
geführten Beispiele  des  zweigliedrigen  Arm-  oder  Beinsystems 
finden.  Es  war  früher  angenommen  worden,  daß  bei  ebener 
Bewegung  des  nur  im  Ellbogengelenk  gegliederten  Annas  gegen- 
über dem  festen  Schultergürtel  der  Oberarm  sich  in  einem  bestimm- 
ten Moment  um  die  Schulteraxe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ff', 
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und  gleichzeitig  der  Unterarm  gegen  den  Oberarm  im  Ellbogen- 
gelenk mit  der  Winkelgeschwindigkeit  e'  dreht.  Die  hieraus  resul- 
tierende Bewegung  des  Unterarms  im  Raume  bzw.  gegenüber  dem 
festen  Schultergürtel  ergab  sich  als  Drehung  um  eine  zur  Schulter- 
und  Ellbogenaxe  parallele  und  in  deren  Ebene  liegende  Axe,  welche 

£* 

von  der  ersteren  den  Abstand—  , l und  von  der  letzteren  den 

& -j-  £' 


Abstand-,  , 
<r'-f 


l besitzt,  unter  l die  gewöhnlich  als  Länge  des 


Oberarms  genommene  Entfernung  3G  der  beiden  Gelenkaxen 
verstanden. 


Die  Bewegung  des  Unterarms  kann  nun  aber  auch  in  diesem 
Falle  als  Kombination  einer  Translationsbewegung  nach  Maßgabe 
der  Bewegung  des  Punktes  (5  und  einer  Drehung  im  Raume  um 
die  Ellbogenaxe  aufgefaßt  werden.  Die  Translationsgeschwindig- 
keit r ergibt  sich  demnach  als  gleich  la“,  während  die  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Axe  G jetzt  nicht  bloß  sondern  gleich 
der  Summe  tf'-j-e'  ist,  da  es  sich  ja  um  die  Drehung  des  Unter- 
arms im  Raume  und  nicht  bloß  gegenüber  dem  Oberarme  handelt. 
Die  Richtung  der  Translationsgeschwindigkeit  steht  auf  der  Längs- 
axe  des  Oberarms  senkrecht;  daher  durchschneidet  die  resultierende 
Axe  Ji0  die  Längsaxe  des  Oberarms,  bzw.  deren  Verlängerungen, 

und  befindet  sich  von  G im  Abstande  - Man  wird  also  auf 

& -f  e' 

diesem  Wege  wieder  zu  dem  früheren  Resultat  geführt. 

Auch  die  oben  weiterhin  als  Beispiel  herangezogenen  ebenen 
Bewegungen  eines  Zylinders  gegen  einen  anderen  lassen  sich  mit 
Vorteil  in  jedem  Moment  als  Kombination  einer  Translations-  mit 
einer  Rotationsbewegung  auffassen.  Es  ist  dabei  zweckmäßig,  die 
Translation  des  oberen  Zylinderprofils  in  Fig.  43  auf  Seite  120 
nach  der  Bewegung  seines  Mittelpunktes  bzw'.  Krümmungsmittel- 
punktes M zu  bemessen,  und  demnach  zu  dieser  Translation  eine 
Rotation  um  die  Axe  durch  .1/  hinzuzufügen. 

Zieht  man  die  Winkelgeschwindigkeiten  und  <r,  um  M‘ 
und  .1/  dabei  in  Betracht , so  ergibt  sich  für  die  Translations- 
geschwindigkeit  r von  M der  Wert  da  ja  bei  jeder 

Bewegung  des  oberen  Zylinders  der  Punkt  .1/  in  die  Verlängerung 
des  von  M‘  nach  dem  jeweiligen  Berührungspunkte  gezogenen  Radius 
des  ruhenden  Zylinders  fällt.  Die  nach  der  Bewegung  von  M sich 
richtende  Translation  des  beweglichen  Zylinders  ist  nun  keines- 
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wegs  identisch  mit  der  als  Gleiten  erster  Art  bezeichneten  Drehung 
um  die  Axe  durch  M‘,  da  ja  bei  dieser  der  Radius  .l/.l  im  Raume 
seine  Richtung  ändert.  Vielmehr  hat  man  sich  nach  dem  früheren 
zu  der  Drehung  um  M‘  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ff,  noch 
eine  Drehung  um  M mit  der  entgegengesetzt  gleichen  Winkel- 
geschwindigkeit — ff,  hinzugefügt  zu  denken,  um  die  Translation 
des  oberen  Zylinders  mit  der  Geschwindigkeit  (r‘  - /•)  o , hervor- 
zubringen. Aus  diesem  Grunde  hat  aber  die  mit  der  Translations- 
geschwindigkeit zu  kombinierende  Winkelgeschwindigkeit  um  M 
nicht  bloß  die  Größe  ff,,  sondern  sie  muß  um  ff.  größer  sein  als 
ff,,  damit  die  bei  der  Bewegung  vorhandene  Änderung  der  Rich- 
tung von  MA  im  Raume  wirklich  erzielt  wird. 

Demnach  ist  also  mit  der  zu  M‘M  senkrecht  gerichteten 
Translationsgeschwindigkeit  r = ( r'-j-r)ff,  die  Winkelgeschwindig- 
keit o)  — ff,  -j-  <r.  um  M zu  kombinieren.  Das  Resultat  dieser  Zu- 
sammenfassung ist  aber  nach  dem  früheren  eine  Winkelgeschwindig- 
keit von  gleicher  Größe  um  einen  auf  MM\  bzw.  deren  Verlänge- 
rung, liegenden  Drehpunkt,  welcher  von  M den  Abstand  ' oder 

( r‘  -j-  /•)  besitzt.  Ist  insbesondere  dieser  Abstand  gleich  r, 

ff. 

sodaß  die  resultierende  Axe  mit  der  Berührungsgeraden  (A,  .1') 
beider  Zylinder  zusammenfällt,  so  ergibt  sich,  wie  inan  leicht  be- 
stätigt, für  die  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  die  Beziehung 
ff, : ff*  = r : r*,  wie  es  in  der  Tat  der  reinen  Rollung  entspricht. 
Man  wird  also  auch  auf  diesem  Wege  zu  den  früheren  Resultaten 
geführt. 

r)  Kombination  mehrerer  Transiationsgeschn  indigkeiten  mit  mehreren 
Winkelgeschwindigkeiten. 

Handelt  es  sich  um  die  Kombination  beliebig  vieler  Trans- 
lationsgeschwindigkeiten, welche  sämtlich  einer  bestimmten  Ebene, 
der  Bewegungsebene  des  Körpers,  parallel  laufen,  mit  ebenfalls 
beliebig  vielen  gleichzeitig  vorhandenen  Winkelgeschwindigkeiten 
um  parallele  Axen,  die  auf  der  Bewegungsebene  senkrecht  stehen, 
so  erhält  man  auch  in  diesem  allgemeinen  Falle  als  Resultat  der 
Zusammensetzung  eine  einzige  Winkelgeschwindigkeit  bzw.  im  be- 
sonderen Falle  eine  einzige  Translationsgeschwindigkeit  Denn 
die  Translationsgeschwindigkeiten  lassen  sich  zunächst  durch  geo- 
metrische Addition  zu  einer  einzigen  Translationsgeschwindigkeit  zu- 
sammensetzen, und  die  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  parallelen 

Fischer,  Medizin.  Physik  9 


Digitized  by  Google 


130  Kinematik  in  Anwendung  auf  die  Verhältnisse  am  menschl.  Körper. 

Rotationsaxen  sind  äquivalent  einer  einzigen  Winkelgeschwindig- 
keit uni  eine  zu  den  gegebenen  Axen  ebenfalls  parallele  Axe, 
welche  gleich  der  algebraischen  Summe  der  einzelnen  Winkel- 
geschwindigkeiten ist. 

Um  das  erstere  einzusehen,  braucht  man  ja  nur  erst  zwei 
der  Translationsgeschwindigkeiten  zu  einer  resultierenden  Ge- 
schwindigkeit nach  dem  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten 
zusamrnenzusetzen,  und  dann  nacheinander  immer  eine  neue  der 
gegebenen  Translationsgeschwindigkeiten  hinzuzufügen,  bis  schließ- 
lich alle  berücksichtigt  sind.  Die  dabei  eingehaltene  Reihen- 
folge ist,  W'ovon  man  sich  leicht  überzeugt,  auf  das  Resultat 
der  Zusammensetzung  ohne  Einfluß.  Entsprechend  kann  man  zu- 
nächst zwei  von  den  vorhandenen  Winkelgeschwindigkeiten  in 
der  früher  beschriebenen  Weise  zu  einer  resultierenden  Winkel- 
geschwindigkeit zusammenfassen  und  darauf  eine  dritte,  vierte  usw. 
Winkelgeschwindigkeit  hinzunehmen,  bis  keine  mehr  übrig  bleibt. 
Auch  hier  ist  das  Resultat  von  der  Reihenfolge,  in  der  man  die 
einzelnen  Winkelgeschwindigkeiten  in  Betracht  zieht,  unabhängig. 

Da  die  resultierende  Translationsgeschwindigkeit  immer  noch 
der  Bewegungsebene  parallel  gerichtet  ist,  und  die  resultierende 
Winkelgeschwindigkeit  wieder  um  eine  zur  Bewegungsebene  senk- 
rechte Axe  stattfindet,  so  setzen  sich  beide  nach  dem  früheren  im 
allgemeinen  zu  einer  einzigen  Winkelgeschwindigkeit  zusammen. 

Es  kann  natürlich  im  besonderen  Falle  die  resultierende  Trans- 
lationsgeschwindigkeit Null  sein,  sofern  sich  nämlich  das  von  einem 
Punkte  aus  gebildete  Vektorpolygon  der  verschiedenen  Translations- 
geschwindigkeiten schließt.  Dann  hat  man  durch  die  Zusammen- 
fassung der  gegebenen  Winkelgeschwindigkeiten  schon  die  resul- 
tierende Winkelgeschwindigkeit  gewonnen. 

Es  kann  aber  auch  die  algebraische  Summe  der  Winkel- 
geschwindigkeiten gleich  Null  sein,  dann  ist  die  ganze  Bewegung 
im  Augenblick  einer  einzigen  Translationsgeschwindigkeit  äqui- 
valent. Die  letztere  ist  direkt  die  aus  der  Zusammensetzung  der 
gegebenen  Translationsgeschwindigkeiten  sich  ergebende,  wenn  die 
Axe  der  verschwindenden  resultierenden  Winkelgeschwindigkeit  im 
Endlichen  liegt  Diese  Axe  könnte  aber  auch  ins  Unendliche  fallen, 
dann  sind  nach  dem  früheren  die  sämtlichen  Winkelgeschwindig- 
keiten einem  Paar  entgegengesetzt  gleicher  Winkelgeschwindigkeiten 
um  parallele  Axen,  d.  h.  also  einem  Rotationspaar,  äquivalent 
Da  nun  ein  solches  Winkelgeschwindigkeitspaar  nichts  anderes  als 
eine  Translationsgeschwindigkeit  bedeutet,  welche  hier  ebenfalls 
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parallel  der  Bewegungsebene  verläuft,  so  brauchte  die  letztere 
nur  noch  mit  der  aus  der  Zusammensetzung  der  ursprünglich 
vorhandenen  Translationsgeschwindigkeiten  sich  ergebenden  Ge- 
schwindigkeit vereinigt  zu  werden,  so  daß  man  also  auch  in  diesem 
Falle  zu  einer  einzigen  Translationsgeschwindigkeit  geführt  würde. 

Schließlich  körnten  sowohl  die  resultierende  Translations- 
geschwindigkeit als  auch  die  resultierende  Winkelgeschwindigkeit 
bei  im  Endlichen  liegender  Axe  verschwinden.  Dann  würde  sich 
der  Körper  in  dem  betreffenden  Moment  in  Ruhe  befinden. 

Bei  der  Zusammensetzung  der  gegebenen  Geschwindigkeiten 
ist  man  natürlich  nicht  gezwungen,  zunächst  erst  alle  Geschwindig- 
keiten einer  jeden  der  beiden  Arten  für  sich  zusammenzufassen. 
Man  kann  auch,  wenn  es  sich  als  zweckmäßig  erweist,  irgendwelche 
Translationsgeschwindigkeiten  gleich  mit  Winkelgeschwindigkeiten 
vereinigen  und  überhaupt  die  Reihenfolge  bei  der  Zusammensetzung 
in  jeder  Beziehung  ganz  beliebig  wählen,  ohne  daß  dadurch  das 
Endresultat  beeinträchtigt  wird. 

Einige  Beispiele  mögen  dies  erläutern. 

<1)  Anwendungen  auf  die  Bewegungen  zwei-  und  dreigliedriger  Ueleuk- 

sy  steine. 

Bei  dem  wiederholt  in  Betracht  gezogenen  zweigliedrigen  Arm- 
system sei  der  Schultergürtel  nicht,  wie  bisher  vorausgesetzt  wurde, 
im  Raume  fest,  sondern  erfahre  selbst  etwa  mit  dem  ganzen  Rumpfe 
eine  beliebige,  zu  der  Bewegungsebene  parallele  Bewegung.  Dann 
kommt  zu  den  Winkelgeschwindigkeiten  & und  e‘  im  Schulter-  und 
Ellbogengelenk  noch  eine  Translationsgeschwindigkeit  z,  des  ganzen 
Armes  hinzu,  welche  mit  der  augenblicklichen  Geschwindigkeit  des 
Schultergelenkmittelpunktes  2 übereinstimmt.  Der  momentane  Be- 
wegungszustand des  Unterarmes  ist  auch  iu  diesem  Falle  durch 
eine  einzige  Winkelgeschwindigkeit  von  der  Größe  er'  -f-  e'  um  einen 
in  der  Bewegungsobene  liegenden  Drehpunkt,  bzw.  eine  zur  Be- 
wegungsebene senkrechte  Axe  eindeutig  charakterisiert;  nur  liegt 
jetzt  der  resultierende  Drehpunkt  im  allgemeinen  nicht  mehr  auf 
der  Längsaxe  des  Oberarmes  oder  deren  Verlängerungen,  sondern 
außerhalb  derselben. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  des  resultierenden  Drehpunktes  R0 
kann  man  auf  verschiedene  Weise  verfahren. 

Man  kann  zunächst  wieder  die  beiden  Winkelgeschwindig- 
keiten um  <5  und  @ zusammensetzen  und  erhält  eine  Winkel- 
geschwindigkeit von  der  Größe  tf'-j-e'  um  einen  Punkt  A der 


Digitiz 


132  Kinematik  iif  Anwendung  auf  die  Verhältnisse  am  menschl.  Körper. 
Oberarmlängsaxe  (vgl.  Fig.  46),  welcher  nach  dem  früheren  von 

G den  Abstand  a—  - , J besitzt  Dann  befindet  sich  der  re- 
(f  e 

suitierende  Drehpunkt  Ra  auf  einer  durch  .1  gehenden,  zur  Richtung 
der  Translationsgeschwindigkeit  t,  senkrechten  Geraden  in  einem 

Abstande  von  J.,  welcher  gleich  ^ ' ' p ist,  und  zwar  so  von 

A entfernt  gelegen,  daß  durch  die  Drehung  um  R0  der  Punkt  A 
gerade  in  der  Richtung  der  Translationsgeschwindigkeit  t,  ver- 
schoben würde  (vgl.  die  Figur). 

Es  läßt  sieh  aber  nach  dem  früheren  die  zu  S relative  Be- 
wegung des  Unterarmes  auch  als  Kombination  einer  Translation 

mit  der  Geschwindigkeit  % s — /ff' 
und  einer  Drehung  um  G mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  ff'  4~  t'  auf- 
fassen. Diese  Anschauung  führt 
ebenfalls  zu  dem  Drehpunkt  A 
auf  der  Längsaxe  des  Oberarmes, 
und  von  da  unter  Berücksichtigung 
der  Translationsgeschwindigkeit  r, 
zu  dem  resultierenden  Drehpunkt 
R0.  Setzt  man  in  diesem  Falle 
aber  erst  die  beiden  Translations- 
geschwindigkeiten t.,  und  Tj  durch 
geometrische  Addition  zu  der  resul- 
tierenden Translationsgeschwindigkeit  ti,  a zusammen,  wie  es  in  Fig.  46 
vom  Punkte  G aus  geschehen  ist,  so  hat  man  nur  noch  die  Winkel- 
geschwindigkeit ff'  -f-  e'  um  den  Punkt  G hinzuzufügen,  um  zu  dem 
resultierenden  Drehpunkte  zu  gelangen.  Der  letztere  ist  dann  auf 
dem  im  Punkte  G auf  ii.a  errichteten  Lote  zu  suchen,  und  zwar  im 

Abstande  ^ _±_  ~i  von  G.  Es  ist  nun  zu  zeigen,  daß  man  auf 

diese  Weise  zu  der  gleichen  Lage  des  resultierenden  Drehpunktes 
geführt  wird,  wie  vorher. 

Verbindet  man  zu  diesem  Zwecke  den  früher  gewonnenen 
Punkt  Rn  mit  G,  wie  es  in  Fig.  46  geschehen  ist,  so  erhält  man 
ein  Dreieck  G AR0,  welches,  wie  man  leicht  nachweisen  kann, 
dem  durch  die  drei  Translationsgeschwindigkeiten  rt  und  *i,  * 
gebildeten  Dreieck  ähnlich  ist.  Denn  zunächst  ist  G .4  senkrecht 
zu  rt  und  A Rn  senkrecht  zu  r,  gerichtet,  so  daß  der  in  der  Figur 
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im  vorliegenden  Falle  als  stumpf  erscheinende  Winkel  in  beiden 
Dreiecken  dieselbe  Größe  hat.  Aus  den  oben  angegebenen  Werten 
von  <i  und  der  Strecke  AR„  folgt  aber  unter  Berücksichtigung  von 
T;  = /<r'  weiter,  daß  die  Schenkel  dieses  Winkels  in  beiden  Drei- 
ecken dasselbe  Verhältnis  besitzen.  Aus  der  hieraus  sich  ergeben- 
den Ähnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  folgt  unmittelbar,  daß  auch  6 h’u 

senkrecht  zu  »i,  2 steht,  und  daß  G if0  — ist.  Damit  ist  be- 

wiesen, daß  man  in  der  Tat  wieder  zu  dem  Punkte  R0  gelangt, 
wenn  man  von  G aus  senkrecht  zu  ti,  2 die  Strecke  , V ' 

& rf 

abträgt. 

Schließlich  könnte  man  auch  zuerst  die  Winkelgeschwindig- 
keit C — j—  e'  um  G mit  der  Translationsgeschwindigkeit  t,  zu- 
sammensetzen und  würde  auf  diese  Weise  zunächst  zu  dem  (in 
der  Figur  nicht  angegebenen)  vierten  Eckpunkt  des  durch  die  drei 
Punkte  G,  .4  und  7?0  bestimmten  Parallelogramms  als  Drehpunkt 
gelangen,  so  daß  dann  die  weitere  Hinzunahme  der  Translations- 
geschwindigkeit t.,  in  dem  letzteren  Punkte  das  Parallelogramm  ver- 
vollständigte. 

Als  weiteres  Beispiel  der  Bestimmung  der  resultierenden 
Drehungsaxe  werde  irgendeine  Bewegung  des  im  Knie-  und  Fuß- 
gelenke gegliederten  Beines  behandelt,  welche  nur  die  Bedingung 
erfüllen  soll,  eben  zu  sein,  im  übrigen  aber  ganz  beliebig  ver- 
laufen kann. 

Wenn  das  Bein  eine  ebene  Bewegung  ’ausführen  soll,  so 
dürfen  im  Hüftgelenke  wie  im  Fußgelenke  nur  Bewegungen  um 
Axen  stattfinden,  welche  der  wenigstens  annähernd  konstant  ge- 
lichteten Axeä)  für  die  Beugung  und  Streckung  im  Kniegelenke 
parallel  laufen.  Für  das  Fußgelenk  bedeutet  dies  insbesondere, 
daß  nur  Bewegungen  im  oberen  Sprunggelenk  eintreten,  dessen 
Axe  nahezu  der  mittleren  Knieaxe  parallel  gerichtet  ist.  Außer 
den  Drehungen  in  diesen  drei  Gelenken  soll  nun  das  Bein  infolge 
einer  ebenen  Translationsbewegung  des  Beckens  noch  eine  Trans- 
lation ausführen,  die  natürlich  durch  die  Bewegung  des  Hüft- 
gelenkmittelpunktes vollständig  bestimmt  ist.  Bedingung  ist  dabei 

*)  Ober  die  tatsächlich  eintretenden  Richtungsänderungen  der  Beugeaxe 
des  Kniegelenks,  welche  hier  außer  Betracht  hleiben  sollen,  ist  in  meiner  »Kine- 
matik organischer  Gelenke*  (Sammlung:  Die  Wissenschaft,  18.  Heft)  Braun- 
schweig 1307.  auf  S.  165  ff.  ausführlich  berichtet  worden. 
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nur.  daß  diese  Translationsbewegung  ebenfalls  in  einer  Ebene 
stattfindet,  die  auf  den  drei  parallelen  Gelenkaxen  senkrecht  steht 
Fig.  4?  stelle  die  Projektion  des  Beines  auf  die  zu  den  drei 
Gelenkaxen  senkrechte  Bewegungsebene  dar.  £>,  Ä und  ^ seien 

die  Durehschnittspunkte 
der  Axen  des  Hüft-,  Knie- 
und  Fußgelenkes  mit  der 
Bewegungsebene.  Die  in 
einem  bestimmten  Mo- 
mente vorhandenen  Win- 
kelgeschwindigkeiten um 
diese  Axen  in  den  drei  Ge- 
lenken seien  bzw.  <» , , <».> 
und  <•>„,  unddie gleichzeitig 
vorhandene  lineare  Ge- 
schwindigkeit des  Hüftge- 
lenkpunktes 4p,  welche  die 
noch  hinzukommende 
Translationsgeachwindig- 
keit  des  ganzen  Beines  an- 
gibt, sei  ij  (vgl.  die  Figur). 

Der  Oberschenkel  führt 
eine  aus  der  Translation 
mit  der  Geschwindigkeit 
i , und  der  Drehung  um  .jp 
mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit m,  zusammenge- 
setzte Bewegung  aus. 
Für  den  Unterschenkel 
kommt  zu  diesen  beiden 
Bewegungskomponenten 
noch  die  Drehung  um  H 
mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit und  für  den 
Fuß  außer  der  letz- 
teren noch  die  Drohung  um  'Jy  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ms 
hinzu. 

Zieht  man  nur  die  Bewegung  des  Fußes  in  Betracht,  so  hat 
man  also  die  Translationsgeschwindigkeit  i,  und  die  drei  Winkel- 
geschwindigkeiten «>.,  , und  <»8  zu  einer  einzigen  resultierenden 

Winkelgeschwindigkeit  um  einen  bestimmten  Drehpunkt  li0  bzw. 
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eine  bestimmte  in  7i’0  auf  der  Bewegungsebene  senkrecht  stehende 
Axe  zusammenzusetzen.  Es  kann  nach  den  bisherigen  Dar- 
legungen von  vornherein  kein  Zweifel  darüber  sein,  daß  diese  re- 
sultierende Winkelgeschwindigkeit  w0  an  Größe  gleich  der  alge- 
braischen Summe  der  in  den  drei  Gelenken  vorhandenen  Winkel- 
geschwindigkeiten ist. 

Es  erweist  sich  als  besonders  zweckmäßig  und  anschaulich, 
zunächst  die  drei  Winkelgeschwindigkeiten  zusammenzusetzen,  und 
eist  dann  die  Translationsgeschwindigkeit  zu  berücksichtigen. 

Die  Zusammensetzung  von  tu x und  o>.,  ergibt  nach  dem  frü- 
heren eine  Winkelgeschwindigkeit  von  der  Größe  — J—  oju  um  einen 

Punkt  .4i  auf  der  Längsaxe  des  Oberschenkels,  welcher  von  § und 
■H  bzw.  die  Entfernungen 


ah, 

r u 


und  .4^  = 


Jj  - f-  wt 


besitzt,  unter  /,  den  Abstand  .'p  54  der  beiden  Gelenkpunkte  ver- 
standen (Länge  des  Oberschenkels  im  kinematischen  Sinne).  Diese 
Winkelgeschwindigkeit  um  A,  hat  man  dann  noch  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit g<3  um  5 zu  vereinigen  und  erhält  eine  resul- 
tierende Winkelgeschwindigkeit  von  der  Größe  <»,  -(-  -f-  tu3  = 

um  einen  Punkt  A0  der  Verbindungsstrecke  Ax5>  welcher  die 
letztere  im  Verhältnis  w8 : («,  -f-  wo)  teilt 

Man  kann  auch  zuerst  die  in  den  Gelenkpunkten  ft  und  5 
vorhandenen  Winkelgeschwindigkeiten  <«ä  und  wa  zu  der  Winkel- 
geschwindigkeit <«j  -}-  tus  um  einen  bestimmten  Punkt  der  Längs- 
axe des  Unterschenkels  zusammensetzen , und  diese  dann  mit  der 
in  £>  vorhandenen  Winkelgeschwindigkeit  <«,  vereinigen,  und  muß 
zu  demselben  Punkte  A0  als  resultierenden  Drehpunkt  geführt 
werden.  Daß  dies  wirklich  der  Fall  ist,  zeigt  man  am  einfachsten 
auf  die  Wreise,  daß  man  $ mit  Au  verbindet  und  diese  Verbin- 
dungsgerade bis  zum  Schnittpunkte  A*  mit  der  Längsaxe  des 
Unterschenkels  verlängert.  Dann  muß  sowohl  dieser  Punkt  A.» 
die  Strecke  ft  5 im  Verhältnis  u>s : w„ , als  auch  der  Punkt  A0  die 
Strecke  -Ö  At  im  Verhältnis  (tu,  -(-  oj3)  : o/L  teilen.  Da  dieser  Nach- 
weis noch  zu  anderen  Punkten  auf  den  Längsaxen  des  Ober-  und 
Unterschenkels  führt,  welche  zum  Teil  für  die  wreitere  Betrach- 
tung von  Bedeutung  sind,  so  soll  er  im  folgenden  erbracht  werden. 

Von  dem  bei  der  ersten  Zusammensetzung  der  drei  Winkel- 
geschwindigkeiten gefundenen  Punkte  Ao  möge  zunächst  eine 
Parallele  zu  der  Längsaxe  des  Unterschenkels  bis  zu  ihrem  Schnitt- 
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punkte  />’,  mit  der  Längsaxe  des  Oberschenkels  (vgl.  Fig.  47),  und 
eine  Parallele  zu  der  Längsaxe  des  Oberschenkels  bis  zu  ihrem 
Schnittpunkte  1U  mit  der  Längsaxe  des  Unterschenkels  gezogen 
sein.  Dann  teilt  sowohl  />’,  die  Strecke  .1,H,  als  auch  //..  den 


Abstand  St  A der  beiden  Gelenkpunkte  St  und  J (Länge  des  Unter- 
schenkels im  kinematischen  Sinne)  im  Verhältnis  ws : («^  w,). 


'^-LSt.  woraus  unter  Berück- 


Es  ist  demnach  z.  B.  it,St-  : 

w0 

sichtigung  des  obigen  Wertes  für  A , St  folgt 

/f,St— und  hieraus  = ** /, 


Es  teilt  daher  />,  die  Länge  <£>St  des  Oberschenkels  im  Verhältnis 
(w..  ]-ms ):«!,,  und  daher  auch  der  Punkt  .4„  die  Strecke  -L  in 
diesem  Verhältnis.  Aus  der  Lage  von  H»  ergibt  sich  wreiter 

]{.,St  = ' ' und  — u>>  ":L,  unter  L die  Länge  9t  % des 

w0  ■ • ut0 

Unterschenkels  verstanden.  Nun  teilt  IL  nach  dem  vorhergehenden 
Ergebnis  die  Strecke  St  .4«  im  Verhältnis  («>..  -j  w.,) : <», . Es  muß 

OK»  “j-  OKi — OK»  . — — OZA  . 

demnach  ' — ~ also  , U sein,  woraus 

(f)j)  ‘ OK»  J—  OAg 


weiter  folgt,  daß  .1-  A .'  L ist.  Damit  ist  aber  erwiesen, 

m.  -p  ms 

daß  in  der  Tat  der  Punkt  .1»  die  Länge  St  % des  Unterschenkels  im 
Verhältnis  m3 : m,  teilt  und  daher  den  bei  der  Zusammensetzung 
der  in  St  und  A vorhandenen  Winkelgeschwindigkeiten  sich  er- 
gebenden resultierenden  Drehpunkt  darstellt. 

Zu  der  Winkelgeschwindigkeit  oin  um  den  Punkt  An  ist  nun 
schließlich  noch  die  Translationsgeschwindigkeit  r,  hinzuzufügen. 
Man  gelangt  dann  zu  einem  in  der  Bewregungsebene  liegenden 
resultierenden  Drehpunkte  K»  (bzw.  einer  in  h‘„  auf  der  Be- 
wegungsebene senkrecht  stehenden  resultierenden  Drehungsaxe), 

welcher  auf  dem  zu  t,  in  A0  errichteten  Lot  im  Abstand  T| 

<"o 

von  .10  lieat,  und  zwar  so,  daß  durch  die  Drehung  um  im 

Sinne  der  Winkelgeschwindigkeit  o>0  der  Punkt  Au  gerade  in  der 
Richtung  der  Trauslationsgeschwindigkeit  r,  fortbowegt  werden  soll. 

Anstatt  die  drei  Winkelgeschwindigkeiten  in  der  angegebenen 
Weise  zusammenzusetzen,  kann  man  auch  die  Translations- 
geschwindigkeiten in  Rücksicht  ziehen,  welche  der  Fuß  außer 
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durch  die  Bewegung  des  Kniegelenkpunktes  St  oder  des  Fuß- 
gelenkpunktes 5 erfährt. 

Der  Kniegelenkpunkt  St  besitzt  relativ  zum  Hüftgelenkpunkte 
$ eine  zur  Längsaxe  des  Oberschenkels  senkrecht  gerichtete  lineare 
Geschwindigkeit  von  der  Größe  /,  tu, . welche  mit  x4  bezeichnet 
sein  möge.  Erteilt  man  zunächst  dem  Unterschenkel  eine  Trans- 
lationsbewegung mit  dieser  Geschwindigkeit  xS)  so  muß  derselbe 
nach  den  früheren  Erörterungen  dann  noch  eine  Winkelgeschwin- 
digkeit um  ft  von  der  Größe  <a,  -f-  oj4  erfahren,  um  in  die  richtige 
Bewegung  im  Raume  gebracht  zu  werden.  Für  den  Fuß  kommt 
aber  außerdem  die  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Fußgelenk- 
punkt 5 hinzu.  Die  in  ft  und  5 vorhandenen  Winkelgeschwin- 
digkeiten «jj-f-w.,  und  cö3  setzen  sich  zu  der  Winkelgeschwindig- 
keit <»„  um  den  Punkt  der  Unterschenkellängsaxe  zusammen, 
welcher  die  Strecke  fttf  im  Verhältnis  teilt  Dies 

ist  aber  gerade  der  oben  eingeführte  Punkt  Bt  (vgl.  Fig.  47).  Die 
Zusammensetzung  der  Winkelgeschwindigkeit  um  R.,  mit  der 
Translationsgeschwindigkeit  rä  - w,  führt  auf  einen  Drehpunkt, 
welcher  auf  dem  in  R.  auf  r..  errichteten  Lote  liegt  und  von  i>’j 

den  Abstand  besitzt.  Da  das  Lot  zu  x»  der  Längsaxe  des 

Ul„ 

dt)  j 

Oberschenkels  parallel  läuft,  und  R>A0  die  Länge  / , besaß,  so 

«*\. 

kommt  man  auf  diese  Weise  zunächst  wieder  auf  den  Punkt  A0 
und  von  diesem  unter  Berücksichtigung  der  Translationsgeschwin- 
digkeit r,  auf  /?„. 

Der  Fußgelenkpunkt  5 besitzt  relativ  zum  Kniegelenkpunkte 
ft  die  lineare  Geschwindigkeit  t,  (w,  -f-  <»..),  da  der  Unter- 
schenkel im  Raume  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  (<«,  -j-  «o,)  seine 
Richtung  ändert.  Infolgedessen  stellt  sich  die  zum  Hüftgelenk- 
punkte £>  relative  Geschwindigkeit  rs,3  von  5'  als  geometrische 
Summe  von  r,  und  x,  dar  (vgl.  Fig.  47).  Erteilt  man  dem  Fuße 
eine  Trauslationsbewegung  mit  der  Geschwindigkeit  x»,a , bei 
welcher  derselbe  ja  noch  keine  Richtungsänderung  erleidet,  so 
muß  er  dann  schließlich  noch  um  § mit  der  Gesamtwinkelge- 
schwindigkeit &>„  gedreht  gedacht  werden.  Diese  Winkelgeschwin- 
digkeit setzt  sich  mit  x*,3  zu  einer  gleich  großen  Winkelgeschwin- 
digkeit um  einen  Punkt  zusammen,  welcher  auf  dem  in  5'  auf  tj.a 

errichteten  Lote  liegt  und  von  den  Abstand  besitzt.  Daß 

wO 
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dieser  letztere  Punkt  wieder  mit  -lo  identisch  ist,  läßt  sich,  wie 
bei  dem  zuerst  betrachteten  Beipiel  der  Bewegung  des  Armes  aus 
der  Ähnlichkeit  des  Dreiecks  5 jBs  -40  und  des  aus  tx,  t,  und  t», s 
gebildeten  Dreiecks  leicht  beweisen.  Diese  Dreiecke  sind  ähnlich; 
denn  die  in  der  Figur  stumpfen  Winkel  sind  gleich,  da  ihre 
Schenkel  aufeinander  senkrecht  stehen;  ferner  ist 


_ ai.  - 1 01.,  r„  . . - oi.  i„ 

und  Kt  .lo  = / j = j 

01,,  ' 01,,  01„  01,1 


so  daß  die  beiden  Strecken  im  Verhältnis  fs:r«  stehen.  Daher  ist 

ft  -10  — Auf  diese  Weise  kommt  man  also  wieder  auf  den 

01„ 

resultierenden  Drehpunkt  R„,  wenn  man  zuletzt  noch  die  Trans- 
lationsgeschwindigkeit *i  hinzufügt. 

Schließlich  kann  man  aber  auch  die  Translationsgeschwindig- 
keit  %i  von  vornherein  mit  den  beiden  anderen  Geschwindigkeiten 
r. j und  ig  durch  geometrische  Addition  zu  einer  resultierenden 
Translationsgeschwinüigkeit  r0  vereinigen,  so  wie  es  in  Fig.  47 
ebenfalls  zur  Darstellung  gebracht  ist.  Dann  braucht  man  nur 
auf  dem  im  Punkte  ft  auf  i0  errichteten  Lote  von  ft  aus  die 

Strecke  <0  abzutragen,  um  direkt  zu  dem  resultierenden  Dreh- 
“o 

punkte  i?0  zu  gelangen.  Auch  hiervon  kann  man  sich  leicht 
Rechenschaft  geben,  wenn  man  die  Ähnlichkeit  des  Dreiecks 
?SA„E0  mit  dem  aus  rg.a , und  i0  gebildeten  Dreieck  beachtet. 

Es  war  oben  angenommen  worden,  daß  das  Becken  in  ebener 
Translationsbewegung  mit  der  augenblicklichen  Geschwindigkeit  i, 
begriffen  ist,  an  welcher  sich  das  ganze  Bein  infolge  des  Gelenk- 
zusammenhanges mit  dem  Becken  beteiligen  muß.  Würde  da- 
gegen das  Becken  gleichzeitig  eine  Rotation  um  irgendeine  zur 
Bewegungsebene  senkrechte  Axe  ausführen,  so  müßte  auch  die 
Winkelgeschwindigkeit  dieser  Drehung  einen  Einfluß  auf  die  Lage 
der  resultierenden  Axe  A’0  und  auf  die  Größe  der  resultierenden 
Winkelgeschwindigkeit  des  Fußes  im  Raume  ausüben.  Man  könnte 
aber  in  diesem  Falle  die  dadurch  bedingte  Komplizierung  der  Be- 
stimmung von  //„  vermeiden,  wenn  man  unter  <»,  nicht,  wie  bis- 
her, die  Winkelgeschwindigkeit  der  Gelenkbewegung  im  Hüft- 
gelenk, sondern  die  der  Richtungsänderung  der  Oberschenkelläng.-- 
axe  im  Raume  verstehen  wollte.  In  gleicher  Weise  könnte  man 
durch  Einführung  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Richtungsände- 
rung  der  Unterschenkellängsaxe  die  der  Drehung  im  Hüftgelenk 
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aus  der  Betrachtung  eliminieren;  denn  da  die  erstere  gleich  der 
Summe  <0,  -f  <0.,  ist,  so  würde  damit  der  Einfluß  der  letzteren  auf 
die  Bewegung  des  Fußes  schon  in  Rechnung  gezogen  sein.  Ebenso 
könnte  man  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Richtungsänderung 
der  Längsaxe  des  Fußes  im  Raume  direkt  in  Betracht  ziehen, 
welche  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  durch  die  Größe  o>0 
angegeben  wird,  und  brauchte  dann  zur  Bestimmung  von  /i’„ 
überhaupt  nicht  mehr  auf  die  Winkelgeschwindigkeiten  in  den 
einzelnen  Gelenken  Rücksicht  zu  nehmen,  sofern  man  nur  außer- 
dem auf  irgendeine  Weise  Kenntnis  von  der  oben  mit  r0  bezeieh- 
neten  linearen  Geschwindigkeit  des  Fußgelenkpunktes  5 im  Raume 
erlangt  hat.  Wenn  sich  auch  bei  Verwendung  der  Richtungs- 
änderungen der  Längsaxen  im  Raume  die  Untersuchung  zum  Teil 
einfacher  gestaltet,  so  ist  doch  vom  anatomischen  und  physio- 
logischen Standpunkte  aus  die  Berücksichtigung  der  Winkel- 
geschwindigkeiten der  Gelenkbewegungen  im  allgemeinen  anschau- 
licher und  daher  vorzuziehen. 

5.  Axcnllächeu  und  Polkurven  einer  ebenen  Bewegung. 

a)  Allgemeine  Betrachtungen. 

Wie  die  bisherigen  Erörterungen  zur  Genüge  gezeigt  haben, 
stellt  sich  bei  ebener  Bewegung  jede  Elcmentarbewegung  als  eine 
unendlich  kleine  Rotation  11m  eine  zur  Bewegungsebene  senk- 
rechte Axe  mit  in  der  Regel  endlicher  Winkelgeschwindigkeit  dar; 
denn  auch  die  unendlich  kleine  Translation  kann  als  Rotation  um 
eine  unendlich  fern  gelegene  Axe  aufgefaßt  werden.  Die  Rota- 
tionsaxe  ändert  nun  im  Laufe  einer  bestimmten  Bewegung  im 
allgemeinen  von  Moment  zu  Moment  ihre  Lage  sowohl  im  ruhen- 
den Raume  als  auch  innerhalb  des  bewegten  Körpers.  Wenn 
auch  für  zwei  direkt  aufeinanderfolgende  Elementarbewegungen 
die  Lageänderung  nur  unendlich  klein  sein  kann,  so  wird  doch 
nach  Ablauf  einer  endlichen  Bewegung  die  Axe  sich  in  der  Regel 
um  ein  endliches  Stück  von  ihrer  Anfangslage  im  Raume  entfernt 
und  während  der  Bewegung  einen  Teil  einer  allgemeinen  Zylinder- 
fläche beschrieben  haben.  Dieselbe  bezeichnet  man  als  die  dem 
ruhenden  Raume  angehörende  „ Axenfläche“.  Faßt  man  an- 
dererseits die  sukzessiven  Lagen  ins  Auge,  welche  die  augenblick- 
liche Rotationsaxe  während  der  Bewegung  innerhalb  des  bewegten 
Körpers  einnimmt,  so  erhält  man  eine  zweite  Axenfläche,  die  dem 
bewegten  Körper  angehört  und  alle  Bewegungen  desselben  mit- 
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macht.  Die  beiden  Axenflächen  berühren  einander  in  jedem  Mo- 
ment der  Bewegung  in  einer  ihrer  geradlinigen  Erzeugenden, 
welche  die  augenblickliche  oder  instantane  Rotationsaxe  bildet. 
Hat  man  für  einen  bestimmten  Moment,  etwa  den  Anfang  der 
Bewegung,  die  beiden  Erzeugenden  festgestellt,  welche  sich  decken, 
so  fallen  dann  im  nächsten  Moment  die  benachbarten  Erzeugenden 
beider  Axenflächen  aufeinander  und  übernehmen  die  Rolle  der 
Rotationsaxe  und  so  fort,  bis  schließlich  alle  Erzeugenden  einmal 
verwendet  worden  sind.  Während  die  eine  Axenfläche  dabei  im 
Raume  in  Ruhe  bleibt,  rollt  die  andere,  dem  beweglichen  Körper 
angehörende,  auf  der  ersten  ab.  Es  läßt  sich  somit  die  ganze 
ebene  Bewegung  in  sehr  einfacher  Weise  durch  das  Abrollen 
zweier  allgemeiner  Zylinderflächen  aufeinander  veranschaulichen. 

Auf  die  Bewegungsebene  projizieren  sich  die  zylindrischen 
Axenflächen  in  ebenen  Kurven,  die  Zylinderprofile,  welche  man 
auch  als  die  „Polkurven“  der  Bewegung  bezeichnet.  Von 
diesen  beiden  Polkurven  gehört  wiederum  die  eine  dem  ruhenden 
Raume,  die  andere  dem  beweglichen  Körper  an.  Die  letztere 
rollt  während  der  Bewegung  auf  der  ersteren  ab,  und  der  Be- 
rührungspunkt beider  stellt  in  jedem  Augenblicke  den  instantanen 
Drehpunkt  oder,  wie  man  es  auch  ausdrückt,  das  instantane  Dreh- 
zentrum oder  das  Momentanzentrum  der  Bewegung  dar. 

Ist  die  ebene  Bewegung  eines  Körpers  in  ihrem  gesetzmäßigen 
Verlaufe  bekannt,  so  ist  es  in  der  Regel  nicht  schwer,  die  beiden 
aufeinander  abrollenden  Polkurven  bzw.  Axenflächen  anzugeben 
und  damit  einen  klaren  Überblick  über  die  ganze  Bewegung  zu 
gewinnen.  Einige  Beispiele  mögen  dies  erläutern. 

b>  Polkurven  für  die  Bewegungen  des  nur  im  Ellbogengelenk  gegliederten 

Armes. 

Das  oben  in  Betracht  gezogene  zweigliedrige  Armsystem  möge 
sich  so  bewegen,  daß  die  Winkelgeschwindigkeit  e'  um  die  Ell- 
bogenaxe  in  jedem  Moment  den  doppelten  Wert  besitzt  wie  die 
Winkelgeschwindigkeit  ff'  um  die  parallele  Axe  im  Schultergelenk, 
dessen  Mittelpunkt  wieder  im  Raume  festgestellt  sein  soll. 

Finden  beide  Gelenkbewegungen  im  gleichen  Drehungssinne 
statt,  so  liegt  in  jeder  Phase  der  Bewegung  der  instantaue  Dreh- 
punkt nach  dem  früheren  auf  der  Längsaxe  des  Oberarms,  und 
zwar  doppelt  so  weit  vom  .Schultergelenk  entfernt  als  vom  Ell- 
bogengelenk. Während  der  Bewegung  beschreibt  derselbe  daher 
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im  Raume  einen  Kreis  um  den  festen  Schulterpunkt  3 mit  dem 
2 

Radius  “ l , unter  / wieder  die  Länge  SG  des  Oberarms  verstanden. 
Da  der  instantane  Drehpunkt  von  G dauernd  die  Entfernung  *5Z 

besitzen  muß,  so  liegt  er  gleichzeitig  auf  einem  mit  dem  Unter- 
arm fest  verbunden  zu  denkenden  Kreis  um  G mit  diesem  Radius 

.j/  (vgl.  Fig.  4M).  Der  Kreis  um  3 stellt  die  im  Raume  feste, 

und  der  Kreis  um  G die  im  Unterarme  feste  Polkurve  dar.  Wäh- 
rend der  Bewegung  rollt  der  letztere  auf  dem  ersteren  ab,  so  wie 

es  durch  Fig.  48  in  drei  

Bewegungsphasen  zur  /'”  ' ' v 

Darstellung  gekommen  ist.  / \ 

Da  im  Ellbogengelenk  nur  > \ 

höchstens  um  150"  in  < 

einem  Sinne  gedreht  wer-  ■ 

den  kann,  so  kommt  von  < 

dem  Kreise  um  G nur  ein  \ 

Bogen  von  150°  in  Be- 
tracht. welcher  auf  einem 
Bogeu  des  ruhenden  Krei-  / 
sesvonnur  75° abrollt.  Je  1 
nachdem  beider  Bewegung  \ 
des  Armes  das  Ellbogen- 
gelenk  aus  der  Streck- 
stellung in  die  äußerste 
Beugestellung  übergeführt 
wird,  oder  umgekehrt,  bil- 
det in  Fig.  48  der  am 
weitsten  rechts  oder  am  weitsten  links  befindliche  Kreis  um  G 
die  Ausgangslage  für  die  abrollende  Polkurve. 

Finden  die  Drehungen  im  Schulter-  und  Ellbogengelenk  zwar 
auch  noch  mit  dem  Verhältnis  1 : 2 der  Winkelgeschwindigkeiten, 
aber  im  entgegengesetzten  Drehungssinne  statt,  so  ist  zwar  in 
jedem  Moment  der  instantane  Drehpunkt  auch  wieder  doppelt 
so  weit  vom  Schultergelenk  wie  vom  Ellbogengelenk  entfernt; 
er  legt  sich  aber  dann  auf  der  Verlängerung  der  Oberarm- 
längsaxe  über  den  Ellbogengelenkpunkt  G hinaus.  Seine  Ent- 
fernung von  3 und  G beträgt  jetzt  bzw.  2 l und  /.  Infolge- 
dessen stellt  die  im  Raume  feste  Polkurve  in  diesem  Falle 
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einen  Bogen  des  Kreises  um  © mit  dem  Radius  21,  und  die  dem 
Unterarm  angehörende  Polkurve  einen  Bogen  des  Kreises  um  IS 
mit  dem  Radius  l dar,  so  wie  es  Fig.  4!)  veranschaulicht.  Wäh- 
rend im  Falle  gleichen  Drehungssinnes  die  beiden  Kreisbögen  sich 
von  außen  berührten,  findet  im  vorliegenden  Falle  verschiedenen 
Drehungssinnes  die  Berührung  der  abrollenden  Polkurve  mit  der 
ruhenden  auf  der  konkaven  Seite  der  letzteren  statt  Je  nachdem 
das  Ellbogengelenk  aus  der  Streckstellung  in  die  äußerste  Beuge- 
stellung übergeführt  wird  oder  umgekehrt,  folgen  sich  die  drei  in 


/ 


/ 

/ 


/ 


Fig.  4!) 


Fig.  49  angegebenen  Stellungen  der  abrollenden  Polkurve  von 
liuks  nach  rechts  oder  in  umgekehrter  Reihenfolge.  Damit  stimmt 
überein,  daß  im  vorliegenden  Falle  z.  B.  eine  Beugung  des  Ell- 
bogengelenks  mit  einer  Rückwärtsstreckung  des  Schultergelenks 
verbunden  ist,  während  in  dem  durch  Fig.  48  veranschaulichten 
Falle  gleichzeitig  Beugung  im  Ellbogengelenk  und  im  Schulter- 
gelenk  stattfand. 

ln  den  beiden  bisher  in  Betracht  gezogenen  Fällen  war  die 
gesetzmäßige  Beziehung  zwischen  den  Winkelgeschwindigkeiten 
in  den  beiden  Gelenken  und  demnach  auch  die  Gestalt  der  beiden 
Polkurven  besonders  einfach.  Man  kann  sich  leicht  davon  Rechen- 
schaft geben,  daß  die  Polkurven  immer  dann  Kreise  um  © und  G 
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darstellen,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeiten  in  einem  konstanten 
Verhältnis  stehen.  Ist  das  letztere  nicht  mehr  der  Fall,  so  haben 
im  allgemeinen  die  beiden  Polkurven  kompliziertere  Gestalt.  Auch 
hierfür  möge  noch  ein  Beispiel  angeführt  werden. 

Wenn  das  zweigliedrige  Armsystem  unter  alleiniger  Ein- 
wirkung eines  zwischen  Oberarm  und  Unterarm  sich  erstreckenden 
eingelenkigen  Beuge-  oder  Streckmuskels  des  Ellbogengelenks  be- 
wegt wird,  so  findet  nicht  nur  eine  Drehung  des  Ellbogengelenks, 
sondern  auch  eine  Bewegung  im  Schultergelenk  statt,  trotzdem 
der  betreffende  Muskel  gar  nicht  über  das  letztere  hinwegzieht. 
Wie  die  kinetische  Untersuchung  dieses  Problems®)  gezeigt  hat, 
besteht  in  jedem  Moment  der  Bewegung  des  Armes  zwischen  den 
Winkelgeschwindigkeiten  im  Schulter-  und  Ellbogengelenk  ein  Ver- 
hältnis, welches  nicht  für  den  ganzen  Ablauf  der  Bewegung  kon- 
stant, sondern  von  dem  Beugungswinkel  U>  des  EUbogengelenks  ab- 
hängig ist.  Der  numerische  Wert  z dieses  Verhältnisses  berechnet 
sich  nach  der  Formel  (a.  a.  0.  Seite  173) 

0.894  -f-  cos  ip 
' 2,989  4*  2 cos  V 

Da  der  Beugungswinkel  if’  des  Ellbogengelenks  den  Winkel 
zwischen  der  Längsaxe  des  Unterarms  und  der  Verlängerung  der 
Längsaxe  des  Oberarms  bedeutet,  so  variiert  derselbe  zwischen 
den  Werten  0 und  150°.  Daher  wird  der  Zähler  des  Ausdrucks 
für  z für  keine  Stellung  im  Ellbogengelenk  negativ,  während  der 
Nenner  für  jeden  beliebigen  Wert  von  tp  positiv  bleiben  muß. 
Infolge  des  negativen  Vorzeichens  nimmt  daher  das  Verhältnis  z 
der  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  nur  negative  Werte  an,  d.  h. 
es  findet  im  Schultergelenk  stets  eine  Drehung  statt,  welche  im 
entgegengesetzten  Sinne  verläuft  wie  die  gleichzeitige  Drehung  im 
Ellbogengelenk.  Bei  Kontraktion  eines  Beugemuskels  wird  daher 
die  Beugung  des  Ellbogengelenks  von  Rückwärtsstreckung  des 
Schultergelenks,  und  bei  Kontraktion  eines  Streckmuskels  die 
Streckung  des  Ellbogengelenks  von  Vorwärtsbeugung  des  Schulter- 
gelenks begleitet.  Da,  wie  man  leicht  aus  der  Formel  erkennt, 
der  absolute  Wert  von  z kleiner  wie  1 ist,  so  überwiegt  in  jeder 
Bewegunasphase  die  Winkelgeschwindigkeit  im  Ellbogengelenk. 

*1  Vgl.  Otto  Fischer,  Beiträge  zu  einer  Muskeldynamik.  Erste  Ab- 
handlung: Über  die  Wirkungsweise  eingelenkiger  Muskeln.  Abhandlungen  der 
mathera. -physischen  Klasse  der  Königl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften. Band  XXII  Xr.  II.  1895. 
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Der  instantane  Drehpunkt  befindet  sich  daher  im  ganzen  Verlaufe 
der  Bewegung  wieder  auf  der  Verlängerung  der  Oberarmlängsaxe 
über  den  Ellbogenpunkt  G hinaus,  allerdings  in  veränderlichem 
Abstande  von  diesem  Punkte.  Bezeichnet  man  diesen  Abstand 
mit  x,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  x unter  Berücksichtigung 
des  negativen  Vorzeichens  von  z die  Proportion 
x:(x  ; l)  = — z:  1,  woraus  folgt 


Der  Abstand  des  instantanen  Drehpunktes  vom  Schulter- 
punkte 3 ist  dann  natürlich  um  l größer  wie  r. 

Bei  einem  der  Untersuchung  unterworfenen  Individuum  be- 
trug die  Länge  / des  Oberarms  30.3  an.  Verwendet  man  diesen 
Wert,  so  erhält  man  unter  Berücksichtigung  der  angegebenen 
Formeln  und  Anweisungen  für  die  Rechnung  die  folgende  Tabelle 
für  z und  die  Abstände  des  instantanen  Drehpunktes  von  S und  G 
in  ihrer  Abhängigkeit  vom  Beugungswinkel  <p  des  Ellbogengelenks. 


- 1 ® 

Verhältnis  z der 
Winkelgeschwindig- 

Abstand des  instantanen 

Drehungspunktes 

keiten  im  Sehultci- 

vom  Ellenbogen- 

_ — — er 

und  Ellbogongelenk 

vom  Schulterpunkt  $ 

punkt  (S 

0" 

— 0,380 

48.8  cm 

18.5  cm 

15° 

- 0.378 

48.7  cm 

18.4  cm 

30" 

— 0.373 

48.3  cm 

18.0  cm 

45° 

— 0.364 

47.6  cm 

17.3  cm 

60" 

- 0.349 

46.0  cm 

16.3  cm 

75" 

— 0.329 

45.1  cm 

14.8  cm 

!K«° 

— 0,299 

43.2  cm 

12.9  cm 

105° 

- 0.257 

40.8  cm 

10.5  cm 

120" 

— 0,198 

37.8  cm 

7,5  cm 

135" 

— 0.119 

34.4  cm 

4.1  cm 

150" 

— 0,022 

31,0  cm 

0,7  cm 

if 


Mit  Hilfe  der  letzten  Spalte  dieser  Tabelle  kann  man  nun 
zunächst  die  mit  dem  Unterarme  fest  verbundene  Polkurve  kon- 
struieren, indem  man  vom  Ellbogenpunkt  G aus  Strahlen  zieht, 
welche  mit  der  Längsaxe  des  Unterarms  bzw.  die  Winkel  0°,  15", 
30“  usw.  bilden,  und  zwar  so,  daß  diese  Strahlen  als  Verlänger- 
ungen der  Oberarmlängsaxe  aufzufassen  sind,  und  dann  auf  den 
Strahlen  von  CS  aus  die  in  der  letzten  Spalte  der  Tabelle  angeführten 
Entfernungen  abträgt.  Man  erhält  auf  diese  Weise  die  aus  Fig.  50 
auf  S.  146  zu  erkennende  Gestalt  der  abrollenden  Polkurve. 
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Um  auch  die  im  Raume  ruhende  Polkurve  mit  genügender 
Genauigkeit  angeben  zu  können,  muß  man  noch  wissen,  um 
welchen  Winkel  die  Oberarmlängsaxe  nach  rückwärts  gestreckt 
erscheint,  während  im  Ellbogengelenk  aus  der  Streckstellung  heraus 
eine  Beugung  um  den  bestimmten  Winkel  ip  durch  die  Kontrak- 
tion des  betreffenden  Muskels  verursacht  worden  ist.  Wie  die 
Untersuchung  ergeben  hat,  besteht  zwischen  dem  Drehungswinkel  <f 
im  Schultergelenk  und  dem  Beugungswinkel  ip  des  Ellbogengelenks 
die  Beziehung  (a.  a.  0.  Seite  178) 


ff  = 0,54054  arctan 


0,4452  tan 


*P 

9 


w 

o‘ 


Unter  Benutzung  dieser  Formel  erhält  man  die  folgenden  zu- 
sammengehörenden Werte  von  <f  und  tp 


15" 

30« 

45° 

60" 

75° 

90° 

-5"  4P 

— 11°  19' 

— 16°  51' 

22«  J3‘ 

— 27«  18'  | 

32°  2' 

V || 

105" 

120" 

135° 

160" 

V II 

— 36"  13' 

— 39«  39' 

— 42«  4' 

1 —43«  8' 

Das  negative  Vorzeichen  bei  allen  Werten  von  <f  deutet  wieder 
an,  daß  zu  der  Beugung  des  Ellbogengelenks  eine  Rückwärts- 
streckung im  Schultergelenk  gehört. 

Um  nun  die  im  Raume  ruhende  l’olkurve  zu  konstruieren, 
hat  man  nur  von  3 aus  Strahlen  zu  ziehen,  welche  gegen  die 
Ausgangsstellung  der  Oberarmlängsaxe  nach  rückwärts  um  die 
angegebenen  Werte  von  g>  geneigt  sind,  und  auf  diesen  Strahlen 
von  3 aus  die  in  der  vorletzten  Spalte  der  Tabelle  auf  Seite  144 
angeführten  Entfernungen  abzutragen,  so  wie  es  in  Fig.  50  aus- 
geführt ist.  Durch  das  Abrollen  der  zuerst  verlangten  Polkurve 
auf  dieser  letzteren,  wie  es  in  Fig.  50  für  alle  in  der  obigen 
Tabelle  berücksichtigten  Bewegungsphasen  zur  Darstellung  ge- 
bracht ist,  von  denen  aber  wieder  drei  besonders  hervorgehoben 
sind,  kann  man  sich  in  sehr  klarer  Weise  den  verhältnismäßig 
komplizierten  Bewegungsvorgang  veranschaulichen.  Ie  nachdem 
man  die  bewegliche  Polkurve  von  links  unten  nach  rechts  oben 
oder  in  umgekehrter  Richtung  ihre  Rollbewegung  ausführen  läßt, 
erhält  man  die  Veranschaulichung  der  Wirkungsweise  eines  ein- 
gelenkigen Beugemuskels  oder  eines  ebensolchen  Streckmuskels  des 
E 1 1 bogengeleu  ks. 


e)  Polkurven  für  die  in  Zylindergelenken  möglichen  Bewegungen. 

ln  dem  Abrollen  der  beiden  Polkurven  hat  man  auch  ein 
sehr  wertvolles  Mittel,  sich  die  besondere  Art  der  Bewegung  in 

Fischer,  Medizin.  Physik.  10 
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Gelenken  zu  veranschaulichen,  deren  Flächen  die  Form  allgemeiner 
Zylinderflächen  besitzen,  und  bei  denen  durch  entsprechende  ana- 
tomische Einrichtungen,  wie  Seitenbänder,  Knochenfortsätze  usw. 
eine  Verschiebung  in  der  Richtung  der  geradlinigen  Erzeugenden 

der  Zylinderflächen 
ausgeschlossen  ist,  so 
daß  die  Gelenkbeweg- 
ung sich  als  ebene  Be- 
wegung darstellt. 

Wie  aus  denfriiheren 
Auseinandersetzungen 
hervorgeht , besteht 
unter  diesen  U mstände  n 
in  der  Projektion  auf 
die  Bewegungsebene 
jede  Elementarbeweg- 
ung des  einen  Zylin- 
derprofils relativ  zum 
anderen , jeweils  als 
ruhend  aufgefaßten,  in 
einer  unendlich  kleinen 
Rotation  um  ein  auf 
der  Normalen  des  Be- 
rührungspunktes beider 
Profile  liegendes  Zen- 
trum R.  Während  der 
Gelenkbewegung  än- 
dert nun  das  instan- 
tane  Drehzen  trum  stetig 
sowohl  seine  Lage  zu 
der  ruhenden  wie  zu 
der  beweglichen  Ge- 
lenkfläche und  be- 
schreibt daher  zwei 
Polkurven  P und  /' 
(vgl.  Fig.  51),  von  denen 
die  letztere  auf  der  eisteren  abrollt.  Diese  Tatsache  ist  ganz 
unabhängig  davon,  ob  wirklich  der  eine  der  beiden  das  Gelenk 
bildenden  Körperteile  während  der  Gelenkbewegung  in  Ruhe  bleibt, 
oder  ob,  wie  es  vielfach  eintritt,  beide  im  Raume  ihre  Lage 
ändern.  Im  letzteren  Falle  würden  zwar  beide  Polkurven  im 


Fig.  50 


Digitized  by  Google 


Axenfläcben  und  Polkurven  einer  ebenen  Bewegung.  147 

Räume  fortrücken,  dabei  aber  genau  so  aufeinander  abrollen,  als 
ob  die  eine  in  Ruhe  wäre.  Insbesondere  kann  man  sich  mit  Hilfe 
der  beiden  Polkurven  auch  in  sehr  klarer  Weise  die  im  allge- 
meinen vorhandenen  Unterschiede  in  den  beiden  Relativbewe- 
gungen veranschaulichen.  Denn  währ#nd  für  die  eine  Relativ- 
bewegung die  Polkurve  F'  als  ruhend  und  die  Polkurve  F als 
allein  beweglich  aufzufassen  ist,  kehrt  sich  bei  der  anderen  Rela- 
tivbewegung  das  Verhältnis  um,  so  daß  dann  r die  Rolle  der 
ruhenden  und  F*  die  der  beweglichen  Polkurve  übernimmt.  Die 
beiden  Relativbewegungen  stellen  sich  daher,  abgesehen  von  dem 


verschiedenen  Drehungssinne  nur  dann  als  gleich  heraus,  wenn  die 
beiden  Polkurven  symmetrisch  kongruent  sind. 

In  dem  Palle,  daß  die  beiden  Gelenkflächen  reine  Roll- 
bewegung ausführen,  gehen  die  Polkurven  in  die  beiden  Zylinder- 
profile über,  da  ja  dann  das  instantane  Drehzentrum  in  jedem 
Augenblick  mit  dem  Berührungspunkte  der  beiden  Profile  zu- 
sammenfällt. 

Handelt  es  sich  dagegen  bei  der  Gelenkbewegung  um  reines 
Gleiten  der  einen  oder  anderen  Art,  bei  welchem  in  der  einen 
zylindrischen  Gelenkfläche  immer  dieselbe  geradlinige  Erzeugende 
bzw.  in  dem  einen  Zylinderprofil  ira  ganzen  Verlaufe  der  Bewegung 
derselbe  Punkt  die  Berührung  übernimmt,  so  stellt  die  Normale 
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dieses  Berührungspunktes,  auf  der  ja  das  Zentrum  stets  liegen 
muß,  die  eine  Polkurve  dar,  während  die  andere  von  dem  geo- 
metrischen Orte  der  Krümmungsmittelpunkte  des  anderen  Zylinder- 
profils, den  man  als  seine  „Evolute“  bezeichnet,  gebildet  wird. 
Fig.  52  veranschaulicht  dieses  Verhalten  für  den  Fall,  daß  der 
konstante  Berührungspunkt  dem  oberen  Zylinderprofil  angehört, 
es  sich  also  in  bezug  auf  die  untere  Zylinderfläche  als  ruhende 
um  Gleiten  erster  Art,  in  bezug  auf  die  obere  Zylinderfläche  als 
ruhende  dagegen  um  Gleiten  zweiter  Art  handelt. 

(5.  Freiheit  der  ebenen  Bewegung  eines  Körpers, 
a)  Allgemeine  Betrachtungen. 

Die  Freiheit  der  ebenen  Bewegung  eines  Körpers  ist  natur- 
gemäß keine  andere  wie  die  Bewegungsfreiheit  der  Projektion  des 
Körpers  in  der  Bewegungsebene.  Eine  ebene  Figur  kann  aber 
innerhalb  ihrer  Ebene  höchstens  mit  drei  Graden  der  Freiheit  be- 
wegt werden.  Es  hat  zunächst  jeder  Punkt  der  Figur  in  der  Be- 
wegungsebene zwei  Grade  der  Freiheit.  Hält  man  aber  einen 
Punkt  an  irgendeiner  Stelle  der  Ebene  fest,  so  bleibt  der  Figur 
dann  immer  noch  die  Möglichkeit  der  Drehung  um  diesen  Punkt, 
was  einen  weiteren  Freiheitsgrad  bedingt.  Es  können  demnach 
der  Figur  von  jeder  Stelle  aus  Elementartranslationen  mit  zwei 
Graden  der  Freiheit  nach  Maßgabe  irgendeines  ihrer  Punkte,  und 
außerdem  noch  eine  Elementarrotation  um  diesen  Punkt  mit  einem 
Grade  der  Freiheit  erteilt  werden.  Infolgedessen  besitzt  auch  ein 
Körper  bei  vollkommen  ungehinderter  ebener  Bewegung  drei  Grade 
der  Freiheit;  denn  er  vermag  von  jeder  Lage  aus  ebene  Trans- 
lationen mit  zwei  Graden  der  Freiheit  auszuführen  und  kann  dann 
außerdem  noch  in  Rotation  versetzt  werden  um  eine  zur  Be- 
wegungsebene senkrechte  Axe,  welche  durch  den  Punkt  des  Körpers 
hindurchgeht,  nach  dem  die  Translationsbewegung  sich  richtet 

Da  jede  ebene  Elementarbewegung  eines  Körpers  als  Elemen- 
tarrotation um  eine  bestimmte  Axe  aufgefaßt  werden  kann,  so 
muß  man  auch  zu  dem  angeführten  Resultat  ohne  Berücksichti- 
gung der  Translationsmöglichkeiten  des  Körpers  gelangen  können. 
Die  Rotationsmöglichkeit  eines  Körpers  um  eine  feste  Axe  bedingt 
für  ihn  einen  Grad  der  Freiheit.  Nun  gibt  es  bei  freier  ebener 
Bewegung  desselben  nicht  nur  eine,  sondern  oos  auf  der  Bewe- 
gungsebene senkrecht  stehende  Axen,  um  die  der  Körper  Rota- 
tionen ausführen  kann,  entsprechend  dem  Umstande,  daß  eine 
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Ebene  als  zweidimensionales  Gebilde  nicht  bloß  oo  Punkte,  wie 
eine  gerade  Linie,  sondern  oo*  Punkte  besitzt.  Es  kann  daher 
die  Kotationsaxe  mit  zwei  Graden  der  Freiheit  gewechselt  werden, 
so  daß  dem  Körper  in  der  Tat  drei  Grade  von  Bewegungsfreiheit 
zukommen. 

Wenn  der  Körper  nicht  mehr  von  jeder  Stelle  aus  Rotationen 
um  alle  möglichen  zur  Bewegungsebene  senkrechten  Axen  aus- 
führen kann,  sondern  etwa  nur  um  Axen,  welche  einer  bestimm- 
ten Zylinderfläche,  oder  im  besonderen  Falle  einer  auf  der  Be- 
wegungsebene senkrechten  Ebene  angehören,  so  besitzt  er  nur 
noch  zwei  Grade  der  Freiheit.  Als  spezielles  Beispiel  hierfür  kann 
der  Fall  gelten,  daß  dem  Körper  überhaupt  nur  ebene  Trans- 
lationsbewegungen möglich  sind;  denn  da  eine  Translation  nach 
dem  früheren  als  Rotation  um  eine  unendlich  ferne  Axe  aufgefaßt 
werden  kann,  so  hätte  man  hier  den  Fall,  daß  alle  Erzeugenden 
der  Axenzylinderfläche  im  Unendlichen  liegen,  wie  es  z.  B.  bei 
einem  Kreiszylinder  mit  unendlich  großem  Radius  stattfindet. 

Wenn  ein  Körper  nur  mit  zwei  Graden  der  Freiheit  ebene 
Bewegung  ausführen  kann,  so  läßt  sich  dies  aus  folgendem  Ver- 
halten erkennen.  Wie  bei  der  Beweglichkeit  mit  drei  Graden  der 
Freiheit  können  auch  in  diesem  Falle  die  meisten  Punkte  des 
Körpers  innerhalb  einer  zur  Bewegungsebene  parallelen  Ebene, 
bzw.  ihre  Projektionen  auf  die  Bewegungsebene  in  der  letzteren 
ungehindert  hin  und  her  bewegt  und  innerhalb  bestimmter  Grenzen 
an  jeden  beliebigen  Ort  der  Ebene  gebracht  werden.  Dies  bedingt 
schon  zwei  Grade  von  Bewegungsfreiheit  für  den  Körper.  Wäh- 
rend aber  im  Falle  von  drei  Graden  der  Freiheit  dem  Körper 
immer  noch  die  Möglichkeit  der  Rotation  um  eine  durch  den  be- 
treffenden Punkt  gehende  Axe  blieb,  ist  derselbe  jetzt  ebenfalls 
festgestellt,  sobald  man  den  einen  Punkt  an  einer  Stelle  seiner 
Ebene  festhält.  Es  gibt  allerdings  in  diesem  Falle  in  der  Regel 
auch  Körperpunkte,  denen  nur  Bewegung  auf  einer  ebenen  Kurve 
möglich  ist.  Hält  man  einen  der  letzteren  an  einer  Stelle  seiner 
Kurve  fest,  so  braucht  dann  der  Körper  damit  noch  nicht  eben- 
f;dls  fixiert  zu  sein,  sondern  es  wird  ihm  dann  in  der  Regel  noch 
Rotation  um  eine  durch  den  festgehaltenen  Punkt  gehende  Axe 
möglich  sein. 

Einige  Beispiele  mögen  dies  erläutern. 

b)  Beispiele. 

Bei  dem  schon  wiederholt  in  Betracht  gezogenen,  nur  im  Ell- 
bogengelenk gegliederten  Armsystem,  welches  sich  um  eine  im 
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Raume  feste  und  zur  Ellbogenaxe  parallele  Axe  des  Schulter- 
gelenks drehen  kann,  hat  zunächst  der  Oberarm  einen  Grad  der 
Freiheit  Dem  Unterarm  sind  dagegen  Bewegungen  von  zwei 
Graden  der  Freiheit  möglich;  denn  jeder  Punkt  desselben  kann 
innerhalb  bestimmter  Grenzen  an  jede  beliebige  Stelle  eines 
Flächenstreifens  gebracht  werden:  sobald  man  aber  denselben  an 
einem  bestimmten  Orte  festhält,  ist  damit  auch  der  ganze  Unter- 
arm festgestellt.  Die  Punkte  der  Ellbogenaxe  vermögen  sich  da- 
gegen nur  auf  einer  Kurve,  nämlich  einem  Kreise  um  einen  Punkt 
der  Schulteraxe  als  Mittelpunkt,  zu  bewegen;  dafür  kann  aber 
der  Unterarm  dann  noch  mit  einem  Grade  der  Freiheit  um  die 
Ellbogenaxe  gedreht  werden,  sobald  man  einen  Punkt  der  letz- 
teren an  einer  Stelle  seiner  Kreisbahn  festhält. 

Die  gleichen  Überlegungen  gelten  bei  dem  ebenfalls  früher  in  Be- 
tracht gezogenen,  nur  im  Kniegelenk  gegliederten  Beinsystem,  sofern 
demselben  bei  seinen  ebenen  Bewegungen  ausschließlich  Drehungen 
um  eine  im  Raume  feststehende,  der  mittleren  Knieaxe  parallele 
Axe  des  Hüftgelenks  gestattet  sind.  Der  Oberschenkel  besitzt 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  einen,  der  Unterschenkel 
dagegen  zwei  Grade  der  Freiheit.  Läßt  man  dagegen  noch  Be- 
wegungen im  oberen  Sprunggelenk  um  die  der  mittleren  Knieaxe 
nahezu  parallele  Fußgeleukaxe  zu,  so  ergibt  sich  für  den  Fuß  eine 
Beweglichkeit  von  drei  Graden  der  Freiheit,  d.  h.  also  innerhalb 
bestimmter  durch  die  Dimensionen  der  Knochen  und  die  Exkur- 
sionsweite der  drei  Gelenke  gesetzter  Grenzen  die  volle  Freiheit 
der  ebenen  Bewegungen.  Man  erkennt  dies  am  einfachsten  daran, 
daß  ein  jeder  in  die  Axe  des  oberen  Sprunggelenks  fallende 
Punkt  des  Fußes  an  einen  beliebigen  Ort  eines  ebenen  Flächen- 
streifens gebracht  werden  kann,  so  daß  hieraus  zunächst  zwei 
Grade  der  Freiheit  für  den  Fuß  resultieren.  Hält  man  nun  aber 
einen  solchen  Punkt  an  einer  bestimmten  Stelle  seiner  Ebene  fest, 
so  ist  der  Fuß  selbst  damit  noch  nicht  festgestellt;  denn  der  letz- 
tere kann  ja  dann  immer  noch  um  die  Sprunggelenkaxe  gedreht 
werden. 

Die  ebenen  Relativbewegungen  zweier  in  der  früher  ange- 
gebenen Weise  durch  ein  Zylindergelenk  verbundenen  Körperteile 
können  nicht  drei  Grade  der  Freiheit  besitzen,  weil  durch  die  Be- 
dingung, daß  die  eine  Gelenkfläche  immer  mit  einer  ihrer  gerad- 
linigen Erzeugenden  die  andere  Gelenkfläche  berühren  soll,  ein 
Zwang  für  die  Bewegung  eingeführt  wird.  Sofern  von  jeder  Ge- 
lenkstellung aus  sowohl  Gleit-  als  auch  Rollbewegung  in  beliebiger 
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Kombination  im  Gelenk  möglich  sind,  handelt  es  sich  dabei  nur 
um  einen  Grad  des  Zwanges,  so  daß  also  jeder  der  beiden  Rela- 
tivbewegungen in  diesem  Falle  noch  zwei  Grade  der  Freiheit  zu- 
kommen. Dies  folgt  einfach  aus  dem  Umstande,  daß  von  jeder 
Gelenkstellung  aus  unter  der  gemachten  Voraussetzung  in  der 
Bewegungsebene  Elementarrotationen  um  unendlich  viele  Dreh- 
zentren, nämlich  um  alle  Punkte  der  Normalen  des  Berührungs- 
punktes beider  Gelenkflächen  möglich  sind.  Wenn  dagegen  in 
jeder  Gelenkstellung  Gleiten  und  Rollen  nur  in  einem  ganz  be- 
stimmten Verhältnis  ausgeführt  werden  können,  so  entspricht  jeder 
Gelenkstellung  ein  ganz  bestimmtes  Drehzentrum  auf  der  Normalen, 
und  die  Gelenkbeweguug  findet  infolgedessen  nur  mit  einem  Grade 
der  Freiheit  statt.  In  diesem  Falle  wird  man  dann  zu  den  beiden 
Polkurven  geführt,  welche  durch  ihr  Abrollen  während  der  Ge- 
lenkbewegung die  besondere  Art  der  letzteren  veranschaulichen. 

e)  Allgemeine  Koordinaten  und  deren  Zusammenhang  mit  der  Bewefrumrs- 

freihelt. 

Mit  der  Bewegungsfreiheit  eines  Körpers  hängt  eng  zusammen 
die  Anzahl  der  sogenannten  , allgemeinen  Koordinaten“,  d.  h.  der 
Bestimmungsstücke,  welche  erforderlich  sind,  um  die  momentane 
Lage  und  Orientierung  des  Körpers  in  eindeutiger  Weise  anzu- 
geben. Bei  ebener  Bewegung  genügt  es,  die  Lage  und  Orientie- 
rung der  Projektion  des  Körpers  innerhalb  der  Bewegungsebene 
festzustellen.  Dieselbe  ist  bekannt,  sobald  man  den  Ort  eines 
Punktes  und  außerdem  die  Richtung  einer  bestimmten  Geraden 
der  Projektion  ermittelt  hat  Der  erstere  erfordert  zwei  Koordi- 
naten in  der  Bewegungsebene,  die  letztere  nur  eine  Winkelangabe, 
so  daß  in  der  Tat  drei  Bestiinmungsstücke  ausreichen,  um  die 
momentane  Stellung  des  Körpers  während  seiner  ebenen  Bewegung 
zu  charakterisieren.  Diese  drei  allgemeinen  Koordinaten  sind  von- 
einander ganz  unabhängig;  jede  derselben  kann  sich  ändern  und 
unendlich  viel  verschiedene  Werte  annehmen,  ohne  daß  gleich- 
zeitig die  beiden  anderen  Koordinaten  eine  Änderung  erfahren 
müssen. 

Bei  einer  ebenen  Bewegung,  welche  nur  mit  zwei  Graden  der 
Freiheit  vor  sich  geht,  genügen  zwei  allgemeine  Koordinaten  zur 
Bestimmung  irgendeiner  Stellung  des  Körpers  während  der  Be- 
wegung. So  kommt  bei  den  mit  zwei  Graden  der  Freiheit  mög- 
lichen ebenen  Translationsbewegungen  die  Winkelkoordinate  in 
Wegfall.  Zur  Bestimmung  einer  Gelenkstellung  in  einem  ebenen 


Digitized  by  Google 


152  Kinematik  in  Anwendung  auf  die  Verhältnisse  am  menschl.  Körper. 


Zylindergelenk  von  zwei  Graden  der  Freiheit  reicht  man  ebenfalls 
mit  zwei  allgemeinen  Koordinaten  aus,  von  denen  die  eine  die 
Lage  des  Berührungspunktes,  etwa  durch  den  Abstand*  desselben 
von  einem  festen  Ausgangspunkt  auf  dem  ruhenden  Zylinderprofil, 
die  andere  dagegen  den  Richtungsunterschied  zwischen  einer  be- 
stimmten Geraden  des  beweglichen  Körperteils  und  einer  Geraden 
des  ruhenden  Körperteils  in  der  Bewegungsebene  angibt.  Findet 
die  Gelenkbewegung  nur  mit  einem  Grade  der  Freiheit  statt,  so 
genügt  eine  Koordinate,  welche  den  Ort  des  Berührungspunktes 
der  beiden  Gelenkflächen  charakterisiert,  zur  Bestimmung  der 
Stellung  des  neuen  Körperteils  relativ  zum  anderen;  natürlich 
muh  man  dabei  über  die  in  diesem  Falle  vorhandene  gesetzmäßige 
Kombination  von  Gleiten  und  Rollen  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
der  Lage  des  Berührungspunktes  unterrichtet  sein. 

Wenn  nun  ein  in  ebener  Bewegung  begriffener  Körper  aus 
einer  bestimmten  Stellung  in  eine  andere,  etwa  der  ersten  unend- 
lich naheliegende  übergeht,  so  können  nicht  mehr  alle  Koordinaten 
ihren  ursprünglichen  Wert  beibehalten.  Im  allgemeinen  werden 
sich  sogar  alle  zur  Bestimmung  der  momentanen  Stellung  nötigen 
Koordinaten  ändern,  allerdings  beim  Übergange  in  die  Nachbar- 
stellung nur  um  unendlich  kleine  Größen.  Es  ist  jedoch  auch 
möglich,  daß  nur  eine  oder  zwei  von  den  drei  Koordinaten  eine 
unendlich  kleine  Änderung  erfahren,  während  die  übrigen  ihren 
Wert  heibehalten. 

Sind  bei  Beweglichkeit  von  drei  Graden  der  Freiheit  etwa  x 
und  y die  auf  ein  festes  rechtw'inkliges  Koordinatensystem  in  der 
Bewegungsebene  bezogenen  Koordinaten  eines  bestimmten  Punktes, 
und  der  Winkel,  welchen  eine  von  demselben  ausgehende  Ge- 
rade in  der  Projektion  des  Körpers  auf  die  Bewegungsebene  mit 
der  A-Axe  bildet,  so  entspricht  eine  alleinige  Änderung  von  ./  um 
dx  bzw.  eine  alleinige  Änderung  von  y um  Ay  einer  Elementar- 
translation  des  Körpers  in  der  Richtung  der  A'-Axe  bzw.  F-Axe 
von  der  Größe  dx  bzw’.  dy.  Die  Geschwindigkeit  der  einen  oder 


anderen  Translationsbewegung  wird  dabei  nach  dem  früheren 
durch  den  Differentialquotienten  bzw.  gemessen.  Einer  un- 


endlich kleinen  Änderung  des  Winkels  (p  um  A<f  entspricht 
gegen  eine  Elementarrotation  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
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Wie  die  drei  Koordinaten,  so  sind  auch  die  durch  ihre  Differential- 


quotienten nach  der  Zeit  bestimmten  Geschwindigkeiten  ganz  von- 

V 


Digitized  by  Google 


Freiheit  der  ebenen  Bewegung  eines  Körpers. 


153 


einander  unabhängig.  Andererseits  labt  sich  durch  geeignete  Kom- 
bination der  letzteren  jeder  dem  Körper  mögliche  Gesehwindig- 
keitszustand  hersteilen.  Dies  bedeutet  aber  für  die  ebene  Bewegung 
des  Körpers  nichts  anderes,  als  daß  sie  mit  drei  Graden  der  Frei- 
heit vor  sich  gehen  kann.  Aus  den  beiden  Translationsgeschwin- 
digkeiten ^ und  läßt  sich  zunächst  nach  dem  Parallelogramm 

der  Geschwindigkeiten  jede  beliebige  Translationsgeschwindigkeit  t 
zusammensetzen,  indem  sich  ergibt 


• l - D’ 


Die  Kombination  von  t mit  der  W inkelgeschwindigkeit 


dt 


führt  aber  nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  zu  einer 
Winkelgeschwindigkeit  von  gleicher  Größe  um  einen  Drehpunkt. 

(l(p 

welcher  auf  dem  Lot  zu  r in  der  Entfernung  i : v liegt. 

Eine  Bewegungsfreiheit  von  nur  zwei  Graden  ist  vorhanden,  wenn 
entweder  eine  der  drei  allgemeinen  Koordinaten  konstant,  ihr  Diffe- 
rentialquotient also  gleich  null  ist,  oder  wenn  zwischen  den  Koor- 
dinaten eine  Beziehung  besteht,  so  daß  also  auch  ihre  Differential- 
quotienten nicht  mehr  voneinander  unabhängig  sind.  Ist  z.  B.  <f 
konstant,  so  führt  der  Körper  nur  noch  ebene  Translationsbewe- 
gungen mit  zwei  Graden  der  Freiheit  aus.  Ist  dagegen  eine  der 
beiden  rechtwinkligen  Koordinaten  konstant,  so  vermögen  sich 
der  betreffende  Punkt  in  der  Bewegungsebene  und  in  gleicher 
Weise  alle  auf  dem  in  ihm  errichteten  Lote  zur  Bewegungsebene 
liegenden  Körperpunkte  nur  auf  geraden  Linien  zu  bewegen,  die 
zur  jeweils  anderen  Koordinatenaxe  parallel  laufen,  während  der 
Körper  selbst  sich  noch  um  dieses  Lot  als  Axe  beliebig  drehen 
kann.  Auch  dies  entspricht  einer  Beweglichkeit  von  zwei  Graden 
der  Freiheit  Besteht  ferner  zwischen  den  beiden  rechtwinkligen 
Koordinaten  eine  Gleichung,  so  bedeutet  dies,  daß  der  betreffende 
Punkt  in  der  Bewegungsebene  auf  eine  Kurve  gezwungen  ist,  so 
daß  er  sich  nur  mit  einem  Grade  der  Freiheit  bewegen  kann, 
während  auch  in  diesem  Falle  der  Körper  sich  immer  noch  um 
das  durch  den  Punkt  gehende  Lot  auf  der  Bewegungsebene  un- 
gehindert drehen,  also  im  Ganzen  mit  zwei  Graden  der  Freiheit 
bewegen  kann.  Es  kann  auch  zwischen  der  Winkelkoordinate 
und  entweder  einer  oder  auch  beiden  rechtwinkligen  Koordinaten 
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eine  Gleichung  bestehen.  Dann  ist  <f  bestimmt,  sobald  x oder  \j 
oder  auch  beide  zugleich  bestimmte  Werte  erhalten.  Der  Körper 
selbst  hat  infolgedessen  für  jede  Lage  des  betreffenden  Punktes 
eine  bestimmte  Orientierung,  welche  nicht  verändert  werden  kann, 
und  in  die  der  Körper  immer  wieder  gebracht  wird,  wenn  der 
Punkt  während  der  Bewegung  von  neuem  die  gleiche  Stelle  pas- 
siert. Hängt  dabei  <p  nur  von  einer  der  beiden  rechtwinkligen 
Koordinaten  ab,  so  ist  die  Orientierung  des  Körpers  für  alle  Werte 
der  anderen  Koordinate,  d.  h.  also  längs  einer  Parallelen  zu  der 
anderen  Koordinatenaxe  dieselbe,  so  daß  der  Körper  bei  jeder  Be- 
wegung in  der  Richtung  der  letzteren  reine  Translation  ausführt. 
Ist  dagegen  der  Winkel  y Funktion  beider  rechtwinkligen  Koordi- 
naten, so  gehört  zu  jeder  anderen  Lage  des  Punktes  in  der  Be- 
wegungsebene im  allgemeinen  auch  eine  andere  Richtung  der  im 
Körper  festgelegten  Geraden,  d.  h.  also  eine  andere  Orientierung 
des  Körpers. 

Kann  schließlich  der  Körper  nur  ebene  Bewegungen  von  einem 
Grade  der  Freiheit  ausführen,  ist  er  also,  wie  man  es  auch  be- 
zeichnet, „ zwangläufig“,  so  sind  entweder  zwei  Koordinaten  kon- 
stant bzw.  deren  Differentialquotienten  gleich  Null,  oder  es  ist 
eine  Koordinate  konstant,  und  zwischen  den  beiden  anderen  be- 
steht eine  Gleichung,  oder  aber  es  bestehen  zwischen  allen  drei 
Koordinaten  zwei  Gleichungen.  Sind  z.  B.  x und  y konstant,  so 
führt  der  Körper  Rotation  um  eine  feste  Axe  aus,  welche  die  Be- 
wegungsebene in  dem  Punkte  mit  den  bestimmten  Koordinaten 
x,  y durchschneidet.  Ist  dagegen  sowohl  <f  als  auch  eine  der 
beiden  rechtwinkligen  Koordinaten  konstant,  so  vermag  der  Körper 
nur  geradlinige  Translationsbewegungen  in  der  Richtung  der  anderen 
Koordinatenaxe  auszuführen.  Ist  ferner  <f>  konstant,  und  besteht 
gleichzeitig  zwischen  x und  y eine  Gleichung,  so  kann  der  Körper 
nur  Translationsbewegungen  ausführen  nach  Maßgabe  der  Be- 
wegung des  betreffenden  Punktes  der  Bew’egungsebene  auf  einer 
Kurve,  weleho  der  Gleichung  zwischen  x und  y entspricht.  Be- 
stehen zwei  Gleichungen  zwischen  den  drei  Koordinaten,  so  ist 
der  betreffende  Punkt  ebenfalls  auf  eine  Kurve  in  der  Bewegungs- 
ebene gezwungen;  die  mit  der  Bewegung  dieses  Punktes  verbun- 
dene Bewegung  des  ganzen  Körpers  ist  dann  aber  keine  Trans- 
lation mehr,  sondern  zu  jedem  Orte  des  Punktes  auf  seiner  Kurve 
gehört  eine  ganz  bestimmte  Orientierung  des  Körpers,  die  sich 
aber  im  allgemeinen  während  der  Bewegung  in  gesetzmäßig  be- 
stimmter Weise  verändert. 
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Diese  Andeutungen  werden  vorläufig  genügen,  um  den  engen 
Zusammenhang  zwischen  den  allgemeinen  Koordinaten  und  der 
Bewegungsfreiheit  des  Körpers  schon  bei  der  ebenen  Bewegung  zu 
durchschauen. 

III.  Rotation  eines  Körpers  um  einen  Punkt  (sphä- 
rische Bewegung). 

1.  Charakterisierung  der  sphärischen  Bewegung. 

Bei  der  Drehung  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt  be- 
wegen sich  alle  Körperpunkte  auf  konzentrischen  Kugelflächen 
mit  dem  festen  Drehpunkt  als  gemeinsamen  Mittelpunkt.  Man 
bezeichnet  in  der  Anatomie  und  Physiologie  die  Kugelfläche,  auf 
welche  dabei  ein  Körperpunkt  gezwungen  ist,  gewöhnlich  als  dessen 
.Exkursionskugelfläche“.  Da  der  Radius  der  Exkursionskugelfläche 
eines  Punktes  durch  dessen  Entfernung  vom  Drehpunkte  gegeben 
ist,  so  besitzen  alle  Körperpunkte,  welche  gleich  weit  vom  festen 
Drehpunkt  entfernt  sind,  eine  gemeinsame  Exkursionskugelfläche. 
Punkte  des  Körpers,  welche  mit  dem  festen  Drehpunkte  auf  einer 
Geraden  liegen,  beschreiben  während  der  Bewegung  ähnliche  Bahnen, 
deren  Ahnlichkeitsverhältnis  durch  das  Verhältnis  der  Radien  ihrer 
Exkursionskugelflächen  gegeben  ist 

Allgemein  ist  die  Stellung  bzw.  Bewegung  eines  starren  Körpers 
im  Raume  bekannt,  sobald  man  die  Lage  bzw.  Bewegung  dreier 
nicht  in  einer  geraden  Linie  liegender  Punkte  desselben  bestimmt 
hat  Da  man  bei  einem  sich  um  einen  Punkt  drehenden  Körper 
schon  einen  Punkt,  nämlich  den  Drehpunkt,  festgestellt  hat,  so 
hat  man  also  nur  noch  den  Ort  bzw.  die  Bewegung  zweier  nicht 
mit  dem  Drehpunkte  in  gerader  Linie  liegender  Punkte  zu  er- 
mitteln, um  damit  über  die  Stellung  oder  die  Bewegung  des  ganzen 
Körpers  orientiert  zu  sein.  Durch  den  Ort  eines  Körperpunktes 
ist  zugleich  die  Richtung  der  denselben  mit  dem  festen  Drehpunkte 
verbindenden  Geraden  gegeben.  Man  kann  daher  die  sukzessiven 
Lagen  des  rotierenden  Körpers  auch  durch  die  Richtungen  zweier 
dem  Körper  angehörenden  und  vom  Drehpunkte  ausgehenden  Ge- 
raden bestimmen.  Denkt  man  sich  nur  den  einen  der  beiden 
Körperpunkte  mit  dem  Drehpunkte  verbunden,  von  dem  anderen 
Punkte  aus  aber  das  Lot  auf  diese  Verbindungslinie  gefällt,  so 
gelangt  man  zu  einer  Bestimmung  der  Körperstellungen  vermittelst 
einer  Geraden  durch  den  Drehpunkt  und  einer  zweiten,  die  erste 
senkrecht  durchschneidenden  Strecke  innerhalb  des  Körpers.  Es 
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kommt  ganz  auf  den  besonderen  Zweck  einer  Untersuchung  des 
um  einen  festen  Punkt  rotierenden  Körpers  an,  welcher  von  den 
angeführten  Bestimmungsweisen  seiner  Stellung  bzw.  Bewegung 
man  den  Vorzug  geben  wird. 

Schließüch  kann  man  auch  die  Drehung  des  Körpers  durch 
die  Bewegung  eines  zweidimensionalen  Gebildes  auf  einer  Fläche 
zur  Darstellung  bringen.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  den 
Körper  entweder  auf  eine  im  Raume  festgedachte  Kugelfläche  um 
den  festen  Drehpunkt  von  letzterem  aus  projiziert  zu  denken,  oder 
sich  den  Schnitt  des  Körpers  mit  einer  solchen  Kugelfläche  zu 
verschaffen,  und  kann  dann  die  Stellung  und  Rotation  des  ganzen 
Körpers  durch  die  Lage  bzw.  Bewegung  dieses  Flächenstückes  auf 
der  betreffenden  Exkursionskugelfläche  ersetzen.  Die  Bestimmung 
der  ebenen  Bewegung  eines  Köqrers  mit  Hilfe  seiner  Projektion 
auf  die  Bewegungsebene  oder  seines  Durchschnittes  mit  derselben 
ist  nur  ein  spezieller  Fall  dieser  Art  der  Darstellung,  wie  ja  über- 
haupt die  ebene  Bewegung  als  Sonderfall  der  Rotation  des  Körpers 
um  einen  Punkt  aufgefaßt  werden  kann,  indem  man  dabei  den 
festen  Drehpunkt  ins  Unendliche  versetzt  zu  denken  hat. 

Wie  die  Stellung  eines  in  ebener  Bewegung  begriffenen  Köipers 
durch  drei  voneinander  unabhängige  Bestimmungsstücke,  nämlich 
z.  B.  die  beiden  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  und  den 
Winkel  einer  Geraden  mit  der  Abszissenaxe  in  der  Bewegung.'- - 
ebene  eindeutig  angegeben  werden  konnte,  so  reichen  auch  drei 
Bestimmungsstücke  aus,  um  die  Stellung  eines  um  einen  Punkt 
rotierenden  Körpers  festzulegen.  Diese  wiederum  als  „allgemeine 
Koordinaten“  des  Körpers  zu  bezeichnenden  Größen  können  in  ver- 
schiedener Weise  gewählt  werden,  wenn  sie  nur  voneinander  un- 
abhängig sind  und  die  Stellung  des  Körpers  in  eindeutiger  Weise 
bestimmen.  Da  diese  Koordinatenbestimmungeu  für  die  physio- 
logische Mechanik  von  großer  Bedeutung  sind,  so  sollen  die  wich- 
tigsten Arten  derselben  später  eingehend  in  Betracht  gezogen  werden. 
Um  deren  Bedeutung  für  die  Darstellung  der  Bewegungen  um  den 
festen  Drehpunkt  richtig  verstehen  und  würdigen  zu  können,  müssen 
aber  zunächst,  wie  bei  der  ebenen  Bewegung,  Sätze  besprochen 
werden,  welche  sich  auf  die  Äquivalenz  und  Zusammensetzung  von 
Drehungen  um  verschiedene  Axen  durch  den  Drehpunkt  beziehen. 
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2.  Äquivalenz  zweier  endlichen  Kotationen  um  verschiedene 
Axen  durch  den  Drehpunkt  mit  einer  einzigen  Rotation. 

a)  Allgemeine  Resultate. 

Denkt  man  sich  den  Körper  entweder  auf  eine  bestimmte 
Kugelfläche  um  den  festen  Drehpunkt  von  letzterem  aus  projiziert 
oder  mit  dieser  Kugelfläche  durchschnitten,  so  ist  eine  Drehungs- 
axe  des  Körpers  durch  einen  Punkt  auf  dieser  Kugelfläche  schon 
vollständig  bestimmt  Der  Körper  soll  nun  nacheinander  endlichen 
Drehungen  um  zwei  Axen  durch  den  Drehpunkt  unterworfen  werden, 
von  denen  die  erste  mit  der  Geraden  Off, , die  zweite  mit  der 
Geraden  Off,  des  Körpers  während  der  Drehung  zusammenfällt 


nannten  Kugelfläche  gelegen  und  durch  einen  Bogen  des  durch 
die  Ebene  ff, Off«  bestimmten  größten  Kugelkreises  verbunden. 

Wenn  nun  der  Körper  zunächst  um  die  Axe  Off,  um  den 
Winkel  <p,  gedreht  wird,  so  kommt  dadurch  der  Bogen  ff, ff«  in 
die  Lage  ff, ff',  auf  der  Kugelfläche.  Durch  die  weitere  Drehung 
um  die  Axe  Off',  um  den  Winkel  ff.  wird  dieser  Bogen  schließ- 
lich in  die  Stellung  ff,ffj  gebracht.  Es  nehmen  also  die  beiden 
Drehungsaxen  während  der  Drehung  im  ruhenden  Raume  bzw. 
die  Lagen  Off,  und  Off,  ein. 

Die  durch  die  Aufeinanderfolge  der  beiden  Drehungen  bewirkte 
Änderung  der  Körperstellung,  welche  durch  die  Überführung  des 
die  beiden  Axenpunkte  auf  der  Kugelfläche  verbindenden  Kreis- 
bogens aus  der  Anfangslage  ff,  ff«  in  die  Endlage  ffjff',  eindeutig 
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charakterisiert  ist,  läßt  sich  nun  auch  in  diesem  Falle,  wie  bei 
der  ebenen  Bewegung,  durch  eine  einzige  Drehung  um  eine  Axe 
durch  0 erreichen.  Diese  Axe  OR0  für  die  äquivalente  Drehung 
ist  dadurch  bestimmt,  daß  sie  sowohl  von  den  beiden  Stellungen 
ORi  und  OR\  der  ersten,  wie  von  den  beiden  Stellungen  ORt  und 
OR‘t  der  zweiten  Drehungsaxe  gleichen  Winkelabstand  haben  muß. 
Hierzu  ist  erforderlich,  daß  sie  sowohl  in  der  Ebene  liegt,  welche 

die  Ebene  des  Winkels  RtOR\  in  dessen  Halbierenden,  als  auch 

in  derjenigen,  welche  die  Ebene  des  Winkels  RxOR\  in  dessen 
Halbierenden  senkrecht  durchschneidet.  Man  kann  auch  sagen, 
die  erste  der  beiden  Ebenen,  denen  die  Axe  OR0  der  äquivalenten 
Drehung  angehört,  halbiert  den  Winkel  zwischen  den  Ebenen 
RtOR-j  und  RxOR'% , und  die  zweite  Ebene  den  Winkel  zwischen 
den  Ebenen  R'tORj  und  R'.1()R\ . Auf  der  Kugelfläche  stellt  da- 
her der  Axenpunkt  R0  den  Schnitt  der  beiden  Kreisbögen  dar, 

welche  die  Winkel  R^RjR],  und  R,RtR',,  von  denen  der  erste 
mit  <fi , der  zweite  mit  </>  übereinstiinmt,  halbieren,  so  wie  es  in 
Fig.  53  angedeutet  ist. 

Die  Größe  (f0  der  äquivalenten  Drehung  um  die  Axe  OR0 
kann  man  sich  leicht  veranschaulichen  und  auf  sphärisch  trigono- 
metrischem Wege  berechnen,  indem  man  den  Axenpunkt  R0  auf 
der  Kugelfläche  noch  mit  R\  und  Rt  durch  Bögen  größter  Kugel- 
kreise verbindet  Man  erhält  dann  zwei  (in  der  Figur  durch 
Schraffierung  hervorgehobene)  sphärische  Dreiecke  R0RxRt  und 
R0R\R„  welche,  wie  man  leicht  bestätigt,  kongruent  sind.  Es 
kann  daher  das  erste  Dreieck  durch  Drehen  um  R0  mit  dem 

zweiten  zur  Deckung  gebracht  werden.  Der  Winkel  RiR0R\  bzw. 

R:R0R%,  um  welchen  dabei  gedreht  werden  muß,  ist  der  Winkel 
<fv  für  die  äquivalente  Drehung;  die  Hälfte  desselben  stellt  sich 
zugleich  als  Außenwinkel  der  sphärischen  Dreiecke  an  der  Ecke 

R0  dar,  dem  im  Innern  eines  jeden  Dreieckes  die  Winkel  und 
' gegenüberstehen. 

In  entsprechender  Weise,  wie  man  bei  ebener  Bewegung  den 
Axenpunkt  R„  in  der  Bewegungsebene  dadurch  erlangt,  daß  man 

in  R,  den  Winkel  ~ im  richtigen  Drehungssinne  und  in  R.  den 
Winkel  ^ in  dem  der  Drehung  entgegengesetzten  Sinne  an  die 
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Verbindungslinie  der  beiden  Axenpunkte  abtrügt,  kann  man  auch 
auf  der  Kugelfläche  den  Ort  von  Bn  als  den  Schnittpunkt  zweier 
größter  Kreise  erhalten,  von  denen  der  eine  durch  B,  geht  und 

mit  dem  Bogen  B,B»  den  Winkel  0 bildet,  während  der  andere 

durch  Bi  hindurchgeht  und  gegen  den  Bogen  B.2B , in  dem  der  Drehung 

um  OB»  entgegengesetzten  Sinne  um  den  Winkel  ,'2  geneigt  ist. 

di 

Nimmt  man  an,  daß  die  Kugelfläche  um  0,  auf  welcher  die 
Axenpunkte  liegen,  die  Längeneinheit  als  Radius  besitzt,  also  eine 
sogenannte  „Einheitskugel“  ist,  wobei  man  übrigens  in  der  Wahl 
der  Längeneinheit  in  keiner  Weise  beschränkt  ist,  so  geben  die 
Bögen  größter  Kreise  auf  derselben  direkt  das  Maß  für  die  zuge- 
hörigen Zentriwinkel  ab.  Es  mißt  also  z.  B.  der  Bogen  li,B»  den 
Winkel  zwischen  den  Axen  OB,  und  OB»,  der  Bogen  B,B0  den 
Winkel  zwischen  den  Axen  OB,  und  OB0  usw.  Beachtet  man 
dies,  so  ergeben  sich  nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigono- 
metrie die  Formeln 


CO» 


<fo 


<h  Vi 
: cos  cos  9 


— sin  ^ sin  cos  B , B,  und 


sin  B,  B0 
V ’* 

Sill  , 


sin  B..B„ 


Sill 


sin  R,R., 
<fo 


Sill 


aus  denen  sich  sowohl  die  Größe  des  resultierenden  Drehuogs- 
wiokels  f/o  als  auch  die  Winkelabstände  der  äquivalenten  Axe 
OB0  von  den  gegebenen  Geraden  OB,  und  0Bt  innerhalb  des 
Körpers  berechnen  lassen.  Bezeichnet  man  die  Neigung  der  Axe 
OB o gegen  die  Ebene  B,OB-,  der  gegebenen  Axen  mit  e,  welcher 
Winkel  sich  als  die  von  B0  ausgehende  Höhe  (im  sphärisch  trigono- 
metrischen Sinne)  eines  jeden  der  beiden  in  Fig.  53  schraffierten 
Dreiecke  darstellt,  so  hat  man  zur  Berechnung  dieses  Neigungs- 
winkels die  Formeln 

sin  t = sin  B, B0  sin  — sin  B»R0  sin  oder  auch 


sin  e — sin  B,B, 
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Diese  Formeln  besitzen  teilweise  große  Ähnlichkeit  mit  den 
oben  für  die  ebene  Bewegung  abgeleiteten  Formeln;  sie  stellen 
auch  in  der  Tat  nichts  anderes  als  die  Verallgemeinerung  der 
früheren  Formeln  für  die  Rotation  des  Körpers  um  einen  festen 
Funkt  dar.  Es  lassen  sich  daher  die  früheren  Formeln  rückwärts 
aus  den  jetzt  gewonnenen  ableiten,  indem  man  die  ebene  Be- 
wegung als  Drehung  um  einen  unendlich  fernen  Funkt  auffaßt. 
Die  Folge  dieser  Annahme  ist,  daß  alle  Winkel  zwischen  den  ver- 
schiedenen Axen  jetzt  unendlich  klein  werden,  während  die  Drehungs- 
winkel y, , y3  und  y0  nach  wie  vor  endliche  Werte  beibehalten. 
Man  hat  nun  nur  zu  beachten,  daß  für  einen  unendlich  kleinen 
Winkel  der  Cosinus  den  Wert  1 besitzt  und  der  Sinus  sich  durch 


den  Winkel  bzw.  den  Bogen  ersetzen  läßt.  Setzt  man  dement- 
sprechend cos  R1Hi  = 1 und  sin  />',  />..  der  Strecke  RiR?  propor- 
tional  usw.,  so  erkennt  man  leicht,  daß  die  jetzigen  Formeln  in 
die  früheren  übergehen. 

Daß  auch  auf  das  Resultat  der  Zusammensetzung  sukzessiver 
Drehungen  um  verschiedene  Axen  durch  den  gleichen  Drehpunkt 
die  Reihenfolge  von  Einfluß  ist,  davon  kann  man  sich  leicht  an 
der  Hand  von  Fig.  54  Rechenschaft  geben.  Aus  der  Anfangs- 
stellung wird  der  Bogen  durch  die  Drehung  um  die  Axe 

Ö/i'o  um  den  Winkel  y3  in  die  Stellung  RtR\,  und  von  da  durch 
Drehung  um  die  Gerade  OR\  als  Axe  um  den  Winkel  y,  in  die 
Endstellung  übergeführt  Die  oben  dargelegte  Konstruktion  des 
Axenpunktes  R0  ergibt  infolgedessen  jetzt  eine  Lage  desselben  auf 
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der  anderen  Seite  von  it’,Äs  wie  im  früheren  Falle,  bei  dem  zu- 
erst die  Drehung  um  die  Axe  0Rt  ausgeführt  wurde. 

Die  Konstruktion  und  die  Formeln  zur  Gewinnung  der  Axe 
ORv  für  die  äquivalente  Drehung  bleiben  im  Prinzip  genau  die- 


selben, wenn  der  Sinn  beider  Drehungen  nicht  mehr  der  gleiche 
ist  Man  hat  dann  nur  die  eine  Drehung  bzw.  den  zugehörigen 
Drehungswinkel  nach  den  früheren  Festsetzungen  als  positiv,  und 


die  andere  als  negativ  in  Rechnung  zu  ziehen.  -Je  nachdem  zu- 
erst um  ORi  oder  tim  OR « gedreht  wird,  erhält  man  die  für  diesen 
Fall  geltende  Konstruktionsfigur  55  oder  die  Figur  56.  welche 
ohne  weiteres  verständlich  sein  werden. 

Der  spezielle  Fall,  daß  die  beiden  in  entgegengesetztem  Sinne 

Fisober,  Medisin.  Physik.  11 


Digitized  by  Google 


162  Kinematik  in  Anwendung  auf  die  Verhältnisse  am  menschl.  Körper. 

stattfindenden  Drehungen  an  Größe  gleich  sind,  welcher  bei  der 
ebenen  Bewegung  zu  der  Translation  führte,  ergibt  bei  den 
Drehungen  um  einen  festen  Punkt  insofern  nichts  Besonderes,  als 
auch  hier  die  äquivalente  Bewegung  sich  als  eine  Drehung  um 
eine  durch  den  festen  Punkt  hindurchgehende  und  demnach  im 
Endlichen  liegende  Axe  darstellt.  Zur  Bestimmung  der  genauen 
Lage  dieser  Axe  bzw.  des  Axenpunktes  R0  auf  der  Kugelfläche 
hat  man  nach  der  oben  (Seite  159)  angeführten,  für  alle  F'älle 
geltenden  Regel  sowohl  in  i?,  als  auch  in  R°  einen  größten  Kreis 
zu  konstruieren,  welcher  gegen  R,Ri  um  den  gleichen  Winkel, 
nämlich  den  halben  Drehungswinkel , und  zwar  in  dem  gleichen 
Sinne  geneigt  ist.  Dieser  Sinn  stimmt  natürlich  wieder  an  dem 
zuerst  für  die  Drehung  in  Anspruch  genommenen  Axenpunkte  mit 
dem  wirklichen  Drehungssinn  überein,  während  er  an  dem  anderen 
Axenpunkte  dem  Drehungssinn  entgegengesetzt  ist. 

Es  stellt  sich  also  dann  R0  als  Schnitt  zweier  größter  Kreise 
dar,  welche  einen  dritten  größten  Kreis  in  zwei  Punkten,  nämlich 
und  jRj,  unter  gleichen  Winkeln  durchschneiden.  Nach  einem 
leicht  zu  beweisenden  Satze  der  sphärischen  Geometrie  besitzt 
dieser  Schnittpunkt  vom  Mittelpunkte  des  Bogens  R,  R*  auf  der 
Kugelfläche  einen  Bogenabstand  gleich  dem  vierten  Teile  eines 
größten  Kreises.  Es  steht  daher  in  diesem  Falle  die  Axe  ORn 
auf  der  Halbierenden  des  Winkels  RiOR*  senkrecht,  gehört  also 
der  auf  dieser  Winkelhalbierenden  senkrecht  stehenden  Ebene 
durch  den  Mittelpunkt  0 der  Kugel  an. 

Die  Formel  zur  Bestimmung  von  <p„  auf  S.  159  vereinfacht 
sich  in  diesem  Falle  infolge  von  = — y,  zu: 

% j • o y i jTV) 

COS  — —COS~  — t Sill  — COS  Rilu. 

während  aus  der  zweiten  Formel  u.  a.  folgt,  — sin  RlR0  = sin  RiRa, 
eine  Beziehung,  die  darauf  hinweist,  daß  die  beiden  Bögen  i£,.Ä0 
und  R-. A’ o sich  zu  einem  Halbkreis  ergänzen,  wie  sich  auch  sonst 
leicht  naehweisen  läßt:  das  Minuszeichen  deutet  dabei  nur  an, 
daß  R0  gegenüber  dem  Fall  von  Fig.  53,  für  deren  Verhältnisse 
die  früheren  Formeln  abgeleitet  wurden,  auf  der  Verlängerung  des 
betreffenden  Kreisbogens  über  Rv  hinaus  liegt. 

Bisher  wurde  angenommen,  daß  die  beiden  Axen  ORi  und 
ORi  dem  Körper  fest  angehören  und  daher  die  Bewegungen  des- 
selben mitmachen.  Man  kann  nun  aber  auch  natürlich  wieder 
die  Axen  im  Raume  festgelegt  denken.  Der  Körper  würde  sich 


Digitized  by  Google 


Äquivalenz  zweier  endlichen  Rotationen  um  verschiedene  Axen  usw.  1Q3 

dann  zunächst  um  die  Gerade,  welche  mit  der  ersten  Axe  des 
Raumes  zusammenfällt,  herumdrehen,  und  dann  um  die  Gerade, 
welche  nach  der  ersten  Drehung  mit  der  unterdes  fest  gebliebenen 
zweiten  Raumaxe  zur  Deckung  gekommen  ist.  In  den  Figg.  53 
bis  56  sind  je  nach  der  Reihenfolge  der  beiden  Drehungen  ent- 
weder JB,  und  R't  oder  R%  und  R\  die  festen  Axen  des  Raumes. 
In  allen  Fällen  ist  zu  ersehen,  daß  der  resultierende  Axenpunkt 
ß„  von  den  beiden  im  Raume  festliegenden  Axenpunkten  JB,  und 
R\  bzw.  R-2  und  R\  aus  so  gewonnen  werden  kann,  daß  man 
durch  den  zuerst  in  Anspruch  genommenen  Axenpunkt  einen 
größten  Kreis  legt,  welcher  um  den  zugehörigen  halben  Drehungs- 
winkel in  dem  der  Drehung  entgegengesetzten  Sinne,  und  durch 
den  anderen  Axenpunkt  ebenfalls  einen  größten  Kreis  konstruiert, 
welcher  um  den  zweiten  halben  Drehungswinkel  im  richtigen 
Drehungssinne  gegen  den  die  beiden  Axenpunkte  verbindenden 
Bogen  geneigt  ist  Die  beiden  auf  der  Kugel  sich  diametral  gegen- 
überstehenden Schnittpunkte  dieser  größten  Kreise  bestimmen 
dann  die  Axe  der  äquivalenten  Drehung.  Es  stellt  sich  also  nur 
insofern  ein  Unterschied  gegenüber  der  Konstruktion  heraus,  welche 
von  den  beiden  im  Körper  festen  Axenpunkten  Ri  und  R<>  bzw. 
R\  und  üj  ausging,  als  dort  die  Winkel,  um  welche  die  größten 
Kreise  gegen  den  Bogen  /<*,  Rt  bzw.  R\ R,  geneigt  sein  mußten, 
gerade  im  anderen  Sinne  abzutragen  waren. 

Während  es  auch  bei  der  sukzessiven  Drehung  um  zwei  im 
Raume  festliegende  Axen,  wie  die  Figuren  deutlich  zeigen,  auf 
die  Reihenfolge  der  Drehungen  ankommt,  kann  man  die  beiden 
Drehungen  in  beliebiger  Aufeinanderfolge  oder  auch  gleichzeitig 
ausführen,  ohne  das  Endresultat  zu  ändern,  wenn  man  nur  die 
eine  Axe  im  Raume,  die  andere  dagegen  im  Körper  festgelegt 
denkt.  Dieser  Fall  hat  aber  wieder  für  die  physiologische  Mecha- 
nik ganz  besondere  Bedeutung,  da  er  sich  in  den  Gelenken  des 
menschlichen  und  tierischen  Körpers  vielfach  verwirklicht  findet. 
So  kann  sich  z.  B.  der  menschliche  Radius  gegen  den  Humerus 
um  zwei  anatomisch  gegebene  Axen  drehen,  von  denen  die  eine 
die  Axe  der  Trochlea  humeri  darstellt  und  daher  im  Humerus 
festliegt,  während  die  andere  mit  der  Axe  des  Radio-Ulnargelenks 
zusaminenfällt  und  daher  dem  Radius  fest  angehört.  Beide  Axen 
schneiden  sich  in  einem  Punkte,  dem  Mittelpunkte  des  Capitulum 
humeri,  welcher  daher  im  physiologisch-mechanischen  Sinne  zu- 
gleich den  Mittelpunkt  des  Radio-Ulnargeleuks  darstellt.  Denkt 
man  den  Humerus  im  Raume  festgestellt,  so  gehört  also  die  eine 
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Axe  dem  ruhenden  Raume,  die  andere  dagegen  dem  bewegten 
Körper  selbst  an.  Ähnliche  Verhältnisse  findet  man  am  Knie- 
gelenk bei  der  Bewegung  der  Tibia  gegen  das  im  Raume  fest- 
gestellte  Femur  usw. 

Dali  in  diesen  Fällen  die  Reihenfolge  der  Drehungen  um  die 
beiden  Axen  ohne  Einfluß  auf  die  schließlich  erreichte  Stellung 
des  bewegten  Körpers  bzw.  Körperteils  ist,  läßt  sich  gerade  an 
den  zuletzt  angeführten  Beispielen  von  Gelenkbewegungen  am 
menschlichen  Körper  unmittelbar  einsehen.  Ganz  allgemein  kann 
man  sich  auf  folgende  Weise  davon  Rechenschaft  geben. 

In  Fig.  57,  welche  im  Grunde  eine  Übertragung  der  Fig.  32  (S.  102) 
auf  die  Verhältnisse  bei  der  sphärischen  Bewegung  darstellt,  sollen 


wiederum  /G7/..  die  Anfangsstellung  und  K',R'f  die  Endstellung 
eines  im  Körper  festliegenden  Kreisbogens  darstellen.  Die  im 
Raume  feste  Axe  falle  zu  Anfang  mit  07/,  und  die  im  Körper 
festliegende  Axe  gleichzeitig  mit  0//a  zusammen.  Denkt  man  zu- 
erst um  die  im  Raume  feste  Axe  um  den  Winkel  <£,  gedreht,  so 
gelangt  dadurch  der  Bogen  7/|7/.  in  die  Stellung  7?,7?j;  die  hier- 
auf .stattfindende  Drehung  um  die  jetzige  Stellung  0//'a  der  im 
Körper  festen  Axe  um  den  Winkel  <f  s führt  dann  weiter  diesen 
Bogen  in  die  .Stellung  7/a7/’a.  Denkt  man  dagegen  zuerst  um  die 
im  Körper  feste  Axe  in  ihrer  Ausgangsstellung  07?*  gedreht,  so 
gelangt  dadurch  der  im  Körper  festliegend  gedachte  Bogen  7/,/G 
in  die  Stellung  7?,7i. , ohne  daß  aber  natürlich  die  im  Raume 
feste  Axe  sich  an  dieser  Bewegung  beteiligt;  die  letztere  hat  viel- 
mehr ihre  ursprüngliche  Stellung  0//,  beibehalten.  Dreht  man 
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nunmehr  um  diese  A\e  0Rt,  so  wird  dadurch  der  im  Körper 
feste  Bogen  aus  der  Stellung  R'^R-,  in  die  gleiche  Endstellung 
K,R*  übergeführt  wie  früher.  Man  sieht  auch  leicht  ein,  daß 
beide  Drehungen  unabhängig  voneinander  zu  gleicher  Zeit  aus- 
geführt werden  könnten,  ohne  das  Endresultat  zu  beeinträchtigen. 

Will  mau  mit  Hilfe  der  beiden  Axenpunkte  wieder  den  Axen- 
punkt  R„  für  die  äquivalente  Drehung  konstruieren,  so  kommt  es 
ganz  darauf  an,  ob  man  außer  dem  im  Raume  festliegenden 
Axenpunkte  Ä,  die  Anfangsstellung  R>  oder  die  Endstellung  Ti, 
des  im  Körper  festliegenden  Axenpunktes  verwenden  will.  Im 
ersten  Falle  hat  man  genau  so  zu  verfahren,  als  ob  beide  Axen- 
punkte im  Körper  festlägen,  im  anderen  Falle  dagegen  so,  als  ob 
sie  beide  dem  ruhenden  Raume  angehörten.  Dies  läßt  sich  im 
Hinblick  auf  Fig.  53  ohne  weiteres  bestätigen.  Die  damit  gegebene 
Regel  zur  Konstruktion  des  resultierenden  Axenpunktes  gilt  na- 
türlich mutatis  mutandis  auch  für  die  anderen  durch  die  Figg.  54 
bis  56  dargestellten  Fälle:  sie  faßt  auch  als  Spezialfall  die  ent- 
sprechende Regel  für  die  ebene  Bewegung  in  sich,  indem  man  bei 
dieser  au  Stelle  der  größten  Kreise  nur  gerade  Linien  in  der  Be- 
wegungsebene von  den  Axenpunkten  aus  unter  den  angegebenen 
Winkeln  gegen  die  Verbindungsstrecke  h ’,R«  bzw.  R, /t’j  zu  kon- 
struieren hat. 

b)  Anwendung  auf  die  Bewegungen  im  IIumero-Badialgelenk. 

Die  Regel  zur  Bestimmung  der  Axe  für  die  äquivalente  Ro- 
tation möge  auf  das  oben  angeführte  Beispiel  des  Humero-Radial- 
gelenks  angewendet  werden. 

Es  soll  z.  B.  bei  festgestelltem  Humerus  der  Radius  aus  der 
äußersten  Streckstellung  im  Ellbogengelenk  um  70°  gebeugt  und 
gleichzeitig  um  50°  proniert  werden.  Das  letztere  ist  natürlich 
nur  möglich,  wenn  sich  der  Radius  in  der  Ausgangsstellung  nicht 
schon  in  der  extremen  Pronationsstellung  gegenüber  dem  Humerus 
befindet,  sondern  von  dieser  noch  um  mindestens  50°  abweicht. 

ln  Fig.  58  findet  sich  znnächst  die  Ausgangsstellung  des 
rechten  Radius  in  seitlicher  Ansicht  unter  der  Annahme  darge- 
stellt. daß  die  Längsaxen  des  Humerus  und  Radius  in  einer  Verti- 
kalen liegen.  Gleichzeitig  findet  sich  eine  um  den  Mittelpunkt 
des  Humero-Radialgelenks  konstruiert  gedachte  Kugelfläche  ange- 
deutet. deren  Radius  etwa  gleich  der  Längsaxe  des  Oberarms  ist, 
so  daß  im  oberen  Pole  derselben  der  Mittelpunkt  des  Humerus- 
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kopfes  und  im  unteren  Pole  ein  Punkt  der  Axe  des  Radio-Ulnar- 
gelenks  liegt,  welcher  ebensoweit  vom  Mittelpunkte  des  Humero- 
Radialgelenks  entfernt  liegt,  wie  der  Mittelpunkt  des  Humerus- 
kopfes. Dieser  Punkt  der  Axe  des  Radio  - Ulnargelenks  ist 
entsprechend  der  früheren  Bezeichnungsweise  in  der  Ausgangs- 
stellung durch  den  Buchstaben  R>  angedeutet  worden.  Die  Axe 
der  Trochlea  humeri,  welche  im  vorliegenden  Falle  die  im  Raume 
feste  Drehungsaxe  bildet,  durchschneide  den  horizontalen  Äquator 
der  Kugel  im  Punkte  J?,,  welcher  in  der  Figur  den  vorderen  Pol 

der  Kugelfläche  bildet  Die  Figur 
ist  so  gezeichnet,  als  ob  die 
Kugel  nicht  genau  von  der  lin- 
ken Seite,  sondern  gleichzeitig  et- 
was von  unten  rechts  betrachtet 
würde.  Da  die  Ellbogenaxe  Öi?, 
und  die  Axe  des  Radio-Ulnar- 
gelenks  OR.>  nahezu  senkrecht 
aufeinander  stehen , so  bildet 
der  Kreisbogen  R\Ri  auf  der 
Kugelfläche  annähernd  einen 
Kreisquadranten. 

Während  der  Drehung  um 
die  Ellbogenaxe  wandert  nun  der 
Axenpunkt  auf  einem  verti- 
kalen Meridian,  welcher  in  der 
Figur  nahezu  mit  dem  Umriß 
gelangt  nach  der  angenommenen 
R‘t,  welche  von  IL  eben  diesen 
Durch  die  vorher,  nachher  oder 
auch  gleichzeitig  ausgeführte  Pronation  um  50°  wird  die  Lage 
dieses  Axenpunktes  auf  der  Kugelfläche  nicht  beeinflußt. 

Der  Punkt  R0,  in  welchem  die  Axe  der  äquivalenten  Rota- 
tion die  Kugelfläche  durchschneidet,  bildet  nun  entsprechend  der 
angegebenen  Regel  die  dritte  Ecke  eines  sphärischen  Dreiecks 
Ri  Rq  R0 , welches  bei  Rt  den  halben  Beugungswinkel  von  35® 
und  bei  R»  den  halben  Pronationswinkel  von  25^besitzt.  Dabei 
ist  RyR0  gegen  RJi^  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  R*R0  gegen  R^Ri 
aber  im  umgekehrten  Sinne  des  Uhrzeigers  geneigt,  da  die  Beu- 
gung des  rechten  Radius  von  links  betrachtet,  ebenso  wie  die 
Pronation  in  der  Richtung  auf  das  Ellbogengelenk  gesehen  als 
Drehungen  im  Sinne  des  Uhrzeigers  erscheinen.  Wäre  dagegen 


Fig.  58 

der  Kugel  zusammenfällt,  und  er 
Beugung  von  70°  an  eine  Stelle 
Winkel  als  Bogenabstand  besitzt. 
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die  Beugung  von  70°  mit  Supination  von  50°  verknüpft,  so  würde 
der  von  R,  nach  dem  Axenpunkte  der  äquivalenten  Drehung 
ziehende  Kreisbogen  gegen  R^R^  im  Sinne  des  Uhrzeigers  geneigt 
sein,  und  man  würde  dann  die  in  der  Figur  durch  (R0)  bezeich- 
nete  Lage  im  oberen  rechten  Oktanten  auf  der  Kugelfläche  für 
den  Axenpunkt  der  äquivalenten  Drehung  erhalten. 

Anstatt  von  Ä,  Rn  auszugehen,  kann  man  nach  dem  früheren 
natürlich  auch  den  Bogen  zwischen  dem  im  Raume  festen  Axen- 
punkte Rx  und  der  Endstellung  2?j  des  im  Radius  festen  Axen- 
punktes  der  Konstruktion  von  R0  zugrundelegen.  Dann  erhält 
man  in  Rx  R't  R0  ein  dem  früheren  symmetrisch  kongruentes  sphä- 
risches Dreieck  (vgl.  Fig.  58),  bei  welchem  nach  der  angegebenen 
Regel  Ri  R0  und  R‘0Ro  im  entgegengesetzten  Sinne  wie  vorher 
gegen  den  Verbindungsbogen  der  Axenpunkte  Ri  und  R\  ge- 
neigt sind. 

Bei  anderen  Werten  für  die  Größe  der  Beugung  und  der 
Pronation  bzw.  Supination  erhält  natürlich  der  Axenpunkt  für 
die  äquivalente  Drehung  andere  Lagen  auf  der  Kugelfläche.  Es 
ist  aber  leicht  einzusehen,  daß  er  sich  entweder  nur  im  linken 
unteren  oder  im  rechten  oberen  Oktanten  in  Fig.  58  befinden 
kann.  Er  kann  nicht  einmal  jeden  Ort  innerhalb  dieser  beiden 
Oktanten  der  Kugelfläche  einnehmen,  sondern  nur  in  einem  Teile 
derselben,  welcher  durch  den  die  Punkte  Rx  und  R.>  verbindenden 
Meridian  einerseits  und  einen  ebenfalls  durch  Rx  gehenden  größten 
Kreis  begrenzt  wird,  der  gegen  den  ersteren  im  Uhrzeigersinne 
um  den  Winkel  von  75°  geneigt  ist;  denn  die  Beugung  im  Ell- 
bogengelenk kann  ja  im  Leben  höchstens  150°  betragen.  Anderer- 
seits kann  der  Axenpunkt  R0  auch  weder  auf  den  sich  links 
unten  und  hinten,  noch  auf  den  sich  rechts  oben  und  hinten  an- 
schließenden Kugeloktanten  übertreten,  wreil  der  Umfang  der  I’ro- 
nations-  wie  der  Supinationsbewegung  im  allgemeinen  nicht  über 
180®  hinausgehen  kann. 

Um  sich  leicht  über  die  zu  den  verschiedenen  Kombinationen 
von  Beugung  und  Pronation  bzw.  Supination  gehörenden  Lagen 
des  Axenpunktes  der  äquivalenten  Drehung  Rechenschaft  geben 
zu  können,  finden  sich  in  Fig.  59  zunächst  alle  durch  Rx  gehen- 
den größten  Kreise  auf  der  Kugelfläche  verzeichnet,  welche  nach- 
einander um  5°,  10°,  15°  usw.  bis  75°  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
gegen  Rx  Rn  geneigt  sind.  Dieselben  entsprechen  Beugungswinkeln, 
welche  doppelt  so  groß  sind  als  ihre  Neigung  gegen  R,  Rn  ] daher 
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sind  sie  auch  durch  diese  doppelten  Neigungswinkel  in  der  Figur 
ausgezeichnet  worden.  Gleichzeitig  finden  sich  alle  um  je  5°  von- 
einander abstehenden  vertikalen  Meridiane  zu  beiden  Seiten  des 
den  Bogen  Rx  R-,  enthaltenden  Meridians  auf  der  dem  Beschauer 
zugewendeten  Halbkugel  eingetragen.  Die  links  von  Rx  7i\  ver- 
laufenden Meridiane  entsprechen  einer  Pronation,  die  rechts  von 
Rx  /i'o  liegenden  einer  Supination  des  Radius  um  den  doppelten 
Neigungswinkel  gegen  Rx  R::  daher  sind  auch  hier  die  doppelten 
Winkel  zur  Bezeichnung  der  vertikalen  Meridiane  verwendet 
worden.  Natürlich  könnte  man  sich  beide  Scharen  von  Kreisen 

vermehrt,  etwa  auf 
die  zehnfache  Anzahl 
gebracht  denken : 
dann  würde  mau  für 
alle  um  je  1 “vonein- 
ander verschiedenen 
Beugungswinkel  und 
Pronations-  bzw. 
Supinationswinkel  die 
zugehörigen  Kreise  in 
der  Figur  vorfinden. 

Will  man  nun  die 
Lage  des  Axonpunk- 
tcs  R„  für  einen  be- 
stimmten Beugungs- 
winkel und  einen  be- 
stimmten Pronatioiih- 
bzw.  Supinationswin- 
kel auf  der  Kugel- 
fläche bestimmen,  so 
hat  man  nur  den  Schnittpunkt  der  beiden  Kreise  von  der  ersten  und 
zweiten  Schar  aufzusuchen,  welche  zu  den  betreffenden  Winkeln 
gehören.  So  entspricht  z.  B.  der  in  der  Figur  mit  RJ  bezeichnete 
Axenpunkt  der  schon  oben  in  Betracht  gezogen  Kombination  von  70" 
Beugung  und  50"  Pronation,  während  der  Axenpunkt  i?,,11  im 
rechten  oberen  Oktanten  zu  70°  Beugung  und  50°  Supination 
gehört.  Ferner  entspricht  der  Punkt  einer  Beugung  von  60" 
mit’gleichzeitiger  Pronation  von  120",  der  Punkt  7i’0,v  einer  Beugung 
von  120"  und  Pronation  von  80",  der  Punkt  A’„v  einer  Beugung 
von  100"  mit  Pronation  von  1 40°.  der  Punkt  R,}1  einer  Beugung 
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von  130°  mit  Supination  von  70“,  (1er  Punkt  7f0VII  einer  Beugung 
von  150"  mit  Supination  von  140",  der  Punkt Ä0VHl  einer  Beugung 
von  90°  mit  Supination  von  100°  usf.  Diese  Beispiele  werden 
vollauf  genügen,  um  die  Verteilung  der  Axenpunkte  R0  auf  der 
Kugelfläche  und  damit  die  Richtung  der  Axe  OR„  für  die  den 
beiden  gegebenen  Drehungen  äquivalente  Drehung  überblicken  zu 
können.  Es  ist  dabei  stets  im  Auge  zu  behalten,  daß  der  Radius 
bei  seiner  Bewegung  keineswegs  etwa  sich  wirklich  um  die  be- 
treffende Axe  0R„  dreht,  sondern  daß  er  aus  seiner  Ausgangs- 
stellung in  die  richtige,  aus  der  Kombination  von  Beugung  und 
Pronation  oder  Supination  resultierende  Endstellung  gebracht  würde, 
wenn  er  sich  an  Stelle  der  beiden  anatomisch  für  ihn  gegebenen 
Axen  eben  um  diese  einzige  Axe  OR0  drehen  könnte.  Daß  er 
sich  gar  nicht  um  die  letztere  drehen  kann,  geht  schon  daraus 
hervor,  daß  eine  derartige  Drehung  seine  Längsaxe  in  der  Regel 
aus  der  zur  Ellbogenaxe  senkrechten  Beugungsebene,  in  der  sie 
doch  bei  allen  Bewegungen  gegen  den  festgestellten  Humerus 
bleiben  muß,  herausführen  würde. 

e)  Äquivalenz  einer  bcllebiiren  endlicben  ßewecrung'  um  eineu  Testen  Körper- 
ponkt  mit  einer  endlicben  Rotation  um  eine  bestimmte  durch  den  festen 
Punkt  hindnrchtrehende  Axe. 

Die  unter  a)  geschilderte  Methode  der  Zusammensetzung  zweier 
endlichen  Rotationen  um  Axen  durch  einen  festen  Punkt  des 
Körpers  zu  einer  einzigen  endlichen  Rotation  um  eine  neue  Rota- 
tionsaxe  durch  denselben  Punkt  führt  unmittelbar  zu  dem  Resul- 
tat. daß  auch  jede  beliebige  Stellungsänderung  eines  um  einen 
festen  Punkt  drehbaren  Körpers  einer  einzigen  endlichen  Rotation 
um  eine  durch  den  festen  Punkt  hindurchgehende  Axe  äquivalent 
ist.  Faßt  man  nämlich  die  Punkte  Rt  und  auf  der  Exkursions- 
kugelfläche (vgl.  die  Figg.  53  bis  56)  nicht  als  Punkte  gegebener 
Rotationsaxen,  sondern  als  beliebige  Punkte  innerhalb  des  Körpers 
auf,  so  ist  die  Stellungsänderung  des  Körpers  durch  die  Anfangs- 
lage RiR*  und  die  Endlage  R\R\  des  die  beiden  Körperpunkte 
verbindenden  Kreisbogens  auf  der  Exkursionsfläche  bzw.  durch 
die  Anfangslage  0/?,ß4  und  die  Endlage  OR‘,R‘<,  des  im  Körper 
festliegenden  Dreiecks,  welches  den  festen  Drehpunkt  mit  den 
beiden  herausgegriffenen  Punkten  verbindet,  eindeutig  bestimmt. 

Die  früheren  an  der  Hand  der  Figuren  53  bis  5H  an  gesteh  teil 
Betrachtungen  zeigen  nun,  daß,  wie  auch  die  beiden  Stellungen 
der  Dreiecke  sein  mögen,  immer  die  Anfangslage  in  die  Endlage 


Digitized  by  Google 


170  Kinematik  in  Anwendung  auf  die  Verhältnisse  am  menschl.  Körper. 

durch  Drehen  um  eine  durch  den  Drehpunkt  gehende  Axe  0Ro 
übergeführt  werden  kann.  Diese  resultierende  Axe  stellt  sich  als 
Schnitt  zweier  durch  den  Drehpunkt  0 hindurchgehenden  Ebenen 
dar,  von  denen  die  eine  auf  der  Ebene  des  Dreiecks  ORxR\  senk- 
recht steht  und  den  Winkel  RxOR\  halbiert,  während  die  andere 
auf  der  Ebene  des  Dreiecks  ORtR‘t  senkrecht  steht  und  den 

Winkel  RtOR\  halbiert.  Auf  der  Exkursionskugelfläche  bildet 
demnach  der  Axenpunkt  R0  den  einen  Schnittpunkt  zweier  größter 
Kreise,  von  denen  der  eine  den  größten  Kreisbogen  RXR\  zwischen 
der  Anfangs-  und  Endlage  des  einen  Körperpunktes,  und  der 
andere  den  größten  Kreisbogen  AtÄt  zwischen  der  Anfangs-  und 
Endlage  des  anderen  Körperpunktes  in  seinem  Mittelpunkte  senk- 
recht durchkreuzt.  Es  entspricht  dies  der  Konstruktion  des  Dreh- 
punktes für  die  einer  endlichen  Ortsänderung  bei  ebener  Bewegung 
äquivalente  Drehung;  denn  dieser  stellte  sich  (vgl.  II  2 c)  dar  als 
Schnittpunkt  der  beiden  Mittellote  zu  der  Anfangs-  und  Endlage 
eines  jeden  der  beiden  in  der  Bewegungsebene  liegenden  Körper- 
punkte. 

Da  zwei  größte  Kreise  einer  Kugelfläche  sich  stets  in  zwei 
einander  diametral  gegenüberliegenden  Punkten  auf  der  Kugel- 
fläche schneiden,  so  hat  man  bei  der  Bestimmung  des  Drehpunktes 
R0  auf  der  Exkursionskugelfläche  noch  zu  entscheiden,  bei  welchem 
der  beiden  Schnittpunkte  der  oben  angegebenen  Kreise  die  Drehung 
um  die  ihn  mit  0 verbindende  Axe  im  positiven  Sinne  geschehen 
muß,  damit  der  Körper  aus  der  Anfangslage  in  die  Endlage  über- 
geführt wird. 

3.  Zusammensetzung  unendlich  kleiner  Drehungen  und 
Winkelgeschwindigkeiten  um  verschiedene  Axen  durch  einen 

festen  Punkt  und  Polkegel  der  sphärischen  Bewegung. 

Sind  die  Drehungen  um  die  Axen  ORx  und  OR*  unendlich 
klein,  also  von  der  Größe  rfy,  und  d</s , so  setzen  sich  diese  Ele- 
mentarrotationen wie  bei  der  ebenen  Bewegung  unabhängig  von 
ihrer  Reihenfolge  zu  einer  resultierenden  Elementarrotation 
um  eine  Axe  OR0  zusammen,  welche  in  der  Ebene  der  beiden 
gegebenen  Axen  liegt.  Dies  geht  sowohl  aus  den  Figuren  53  bis 
5G  als  auch  aus  der  letzten  Formel  auf  Seite  159  hervor,  welche- 
in  diesem  Falle  für  e den  Wert  Null  ergibt  Bezeichnet  man  die 
Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Axen  ORx  und  OR»  bzw.  mit  wx 
und  <».,  und  die  Winkelgeschwindigkeit  der  resultierenden  Drehung 
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um  die  Axe  OR0  mit  t»0  und  beachtet,  daß  diese  drei  Winkel- 
geschwindigkeiten nach  den  früheren  Erörterungen  durch  die 


dq  | dif  .. 


d(f„ 


Differentialquotienten  ^ i ^ und  ^ ' gemesseu  werden,  so  er- 


hält man  aus  den  zweiten  Formeln  auf  Seite  159  nach  Ersetzen 
der  Sinus  im  Nenner  durch  die  unendlich  kleinen  Winkel  * dtpu 


^d<ft  und  Q d<pn  und  Division  der  drei  Nenner  mit  —dt  schließ- 
lich die  Beziehungen: 


•s in  h\R0 w«  R>  h'o ••''in  /i  i //.. 


<"o 


Denkt  man  in  der  früher  angegebenen  Weise  die  beiden 
Winkelgeschwindigkeiten  tu,  und  oh  durch  Strecken  vom  festen 
Punkte  0 aus  auf  den  Axen  OR,  und  OR., 
veranschaulicht,  wobei  die  Längen  dieser 
Vektoren  den  Größen  von  tu,  und  tu,  pro- 
portional zu  nehmen  sind,  so  ergibt  sich 
nach  der  letzten  Formel  die  resultierende 
Winkelgeschwindigkeit  tu,,  nach  Größe  und 
Richtung  als  die  Diagonale  des  aus  tu,  undw» 
gebildeten  Parallelogramms  oder,  mit  anderen 
Worten,  als  Vektorsumme  von  tu,  und  tu». 

Man  hat  also  tu0  = tu,  -f-  w»,  wobei  wieder- 
um durch  die  Striche  über  den  Buchstaben 
angedeutet  wird,  daß  es  sich  um  geometrische 
Addition  handelt.  Denn , wie  aus  Fig.  60  zu 
ersehen  ist,  besteht  dann  zwischen  den  drei 
Winkelgeschwindigkeiten  und  den  Winkeln 

RiR,i,  R, R0  und  die  obige  Beziehung.  Es  lassen  sich  also 

zwei  Winkelgeschwindigkeiten  um  Axen  durch  einen  festen  Dreh- 
punkt in  gleicher  Weise  wie  zwei  an  einem  Punkto  angreifende 
Kräfte  mit  Hilfe  eines  Parallelogramms  zu  einer  resultierenden 
Winkelgeschwindigkeit  zusammensetzen.  Sind  insbesondere  tu,  und 
tu»  an  Größe  gleich,  so  geht  das  Parallelogramm  in  einen  Rhombus 
über,  und  die  Richtung  von  tu0  fällt  mit  der  Halbierenden  des 
Winkels  zwischen  den  gegebenen  Axen  zusammen.  Für  die  Größe 
von  <a>  erhält  man  nach  dem  Cosinussatz  der  ebenen  Trigonometrie 
ganz  allgemein  die  Formel 


0 


Fig.  60 
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«V  = wi~  0>:  ' “T  2 cd,  (Uj  cos  H,Ht. 

Läßt  tnuu  den  Vektor  für  eine  Winkelgeschwindigkeit  auf 
seiner  Drehungsaxe  von  0 aus  immer  nach  der  Seite  gerichtet 
sein,  von  welcher  aus  gesehen  die  Drehung  im  Sinne  des  Uhr- 
zeigers erfolgt,  so  hat  man  gar  nicht  nötig,  den  Fall  besonders 
in  Betracht  zu  ziehen,  daß  die  Drehung  um  die  beiden  durch  O 
gehenden  Axen  in  verschiedenem  Drehungssinne  stattfindet.  Ins- 
besondere erhält  man  bei  Gleichheit  der  beiden  Winkelgeschwindig- 
keiten w,  und  «%,  wie  Fig.  61  erläutert,  auf  diese  Weise  ohne 
weiteres  das  Resultat,  daß  die  resultierende  Axe  OH0  auf  der 
halbierenden  OW  des  Winkels  H,OH..  senkrecht  steht,  wenn  um 


die  beiden  Axen  OH,  und  OH..  Drehungen  von  gleicher  Winkel- 
geschwindigkeit, aber  entgegengesetztem  Drehungssinne  ausgeführt 
werden.  Da  in  diesem  Falle  der  Vektor  für  die  eine  der  beiden 
Winkelgeschwindigkeiten,  z.  B.  <».,  auf  «1er  Rückwärtsverlängerung 
der  Axe  010  abzutragen  ist,  so  halbiert  den  Winkel  zwischen 
OH,  und  der  Verlängerung  von  Oi?«  und  steht,  demnach  senk- 
recht auf  OW. 

Die  Zusammensetzung  von  mehr  als  zwei  Eleraentarrotationen 
bzw.  Winkelgeschwindigkeiten  um  Axen  durch  einen  Funkt  zu 
einer  resultierenden  Elementarrotation  oder  Winkelgeschwindig- 
keit läßt  sich  in  ganz  entsprechender  Weise  ausführen.  Sind  z.  B. 
die  vier  Winkelgeschwindigkeiten  w,,  w, . <»„  und  <•>,  (vgl.  Fig.  62) 
zusammenzusetzen,  so  wird  man  zunächst  etwa  mit  w»  zu 
der  resultierenden  Winkelgeschwindigkeit  «>,.»  nach  dem  Paral- 
lelogramm der  Winkelgeschwindigkeiten  vereinigen,  dann 
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mit  <«*  zu  und  schließlich  die  letztere  mit  o»4  zu  der 

resultierenden  Winkelgeschwindigkeit  <»0  zusammensetzen.  Deutete 
man  die  Winkelgeschwindigkeiten  als  Kräfte,  so  würde  also  auch 
in  diesem  allgemeineren  Falle  <»0  die  Resultante  der  vier  Kräfte 
darstellen.  Anstatt  zuerst  <»,  und  w>  zu  vereinigen  usf.,  kann 
man  auch,  wie  aus  der  Figur  deutlich  zu  ersehen  ist,  <«„  durch 
sukzessives  Aneiuandersetzen  der  vier  Strecken  bis  i»4  gewin- 
nen; inan  braucht  dann  nur  den  Anfangspunkt  der  ersten  Strecke 
mit  dem  Endpunkte  der  letzten  Strecke  dieses  gebrochenen  Linien- 
zugs zu  verbinden.  Es  stellt  sich  also  allgemein  die  resultierende 
Winkelgeschwindigkeit  als  Vektorsumme  der  einzelnen  Winkel- 
geschwindigkeiten dar,  ein  Resultat,  das  sich  in  der  Form  schrei- 
ben läßt: 

Wo  -—  w,  — j—  <>}.,  — p tag  p w_|. 

Dabei  ist  man  in  der  Anzahl  der  zusammenzusetzenden  Winkel- 
geschwindigkeiten in  keiner  Weise  beschränkt. 

Im  Verlaufe  einer  bestimmten  sphärischen  Bewegung  ändert 
sich  nun  im  allgemeinen  fortwährend  die  Winkelgeschwindigkeit 
sowohl  nach  ihrer  Größo  wie  auch  nach  der  Richtung  derDrehungs- 
axe.  lede  Axe  stellt  daher  nur  eine  instantane  Axe  dar,  die  im 
nächsten  Moment  sowohl  im  Raume  wie  auch  innerhalb  des 
Körpers  ihre  Lage  ein  wenig  geändert  hat.  Die  Geraden  des 
ruhenden  Raumes,  mit  denen  die  sukzessiven  Axen  zusammen- 
fallen, bilden  in  ihrer  Gesamtheit  eine  Kegelfläche  mit  dem  festen 
Drehpunkte  0 als  Spitze.  Gleichzeitig  stellen  die  Geraden  des  be- 
wegten Körpers,  mit  denen  die  Axen  im  ganzen  Verlaufe  der  Be- 
wegung sich  decken,  die  Erzeugenden  einer  zweiten  Kegelfläche 
mit  der  Spitze  0 dar,  welche  dem  bewegten  Körper  angehört  und 
daher  alle  Bewegungen  desselben  mitmacht.  Die  beiden  Kegel- 
flächen, die  man  analog  den  Polkurven  als  „Polkegel“  bezeichnet, 
berühren  einander  in  jedem  Moment  in  einer  Erzeugenden,  welche 
die  instantane  Drehungsaxe  bildet.  Von  Moment  zu  Moment 
wandert  diese  berührende  Erzeugende  auf  jeder  der  beiden  Kegel- 
flächen fort,  so  daß  der  im  bewegten  Körper  liegende  Polkegel 
auf  dem  anderen,  im  Raume  festliegeuden  im  Verlaufe  der  Be- 
wegung abrollt.  Durch  dieses  Abrollen  wird  in  sehr  deutlicher 
und  anschaulicher  Weise  der  ganze  stetige  Ablauf  einer  bestimm- 
ten Bewegung  zur  Darstellung  gebracht,  während  man  in  der 
einer  bestimmten  endlichen  Stellungsänderung  des  Körpers  bzw. 
der  Kombination  zweier  endlichen  Drehungen  desselben  äquiva- 
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valenten  Drehung  nur  ein  Mittel  hatte,  sich  den  Übergang  des 
Körpers  aus  der  Anfangsstellung  in  die  Endstellung  in  der  ein- 
fachsten  Weise  zu  vergegenwärtigen. 

4.  Instantane  Drehungsaxen  und  Polkegel  für  Bewegungen 
im  Humero-Kndialgelcnk. 

a)  (ielenkbovesrung,  bei  welcher  sich  beide  Polkegel  als  Kreiskegel 

darstellen. 

In  dem  schon  wiederholt  als  Beispiel  herangezogenen  Gelenk 
zwischen  Humerus  und  Radius  möge  der  Übergang  aus  der  mit 
äußerster  Supinationsstellung  verbundenen  Strecksteilung  in  eine 
andere  Gelenkstellung  dadurch  erzielt  werden,  daß  im  ganzen 
Verlaufe  der  Bewegung  die  Elementardrehungen  bzw.  die  Winkel- 
geschwindigkeiten um  die  Ellbogenaxe  und  die  Axe  des  Radio- 
Ulnargelenks  in  dem  konstanten  Verhältnis  1 : 2 stehen.  Denkt 
man  unter  dieser  Voraussetzung  die  Bewegung  bis  zur  rechtwink- 
ligen Beugestellung  des  Radius  bzw.  des  Unterarms  ausgeführt, 
so  hat  demnach  um  die  Ellbogenachse  eine  Drehung  von  90°  und 
gleichzeitig  um  die  Axe  des  Radio-Ulnargelenks  eine  Drehung  von 
180°  stattgefunden,  und  es  entspricht  die  Endstellung  der  recht- 
winkligen Beugestellung  verbunden  mit  der  äußersten  Pronations- 
stelluug. 

Da  das  Verhältnis  der  Winkelgeschwindigkeiten  um  beide 
Axen  bekannt  ist,  so  ist  damit  auch  die  Richtung  der  instantanen 
Drehungsaxe  in  jedem  Moment  bestimmt;  denn,  wie  aus  den  oben 
angegebenen  Beziehungen  zwischen  den  gegebenen  Winkelge- 
schwindigkeiten und  der  aus  ihnen  resultierenden  Winkelgeschwin- 
digkeit hervorgeht,  hängt  zwar  die  Größe  von  <q>  von  den  Größen 
<*<i  und  ojj,  die  Richtung  der  resultierenden  Axe  dagegen  nur  von 
dem  Verhältnis  der  letzteren  ab.  Zur  Konstruktion  der  instan- 
tanen Drehungsaxe  braucht  man  daher  nur  bei  der  rechten  oberen 
Extremität  in  jeder  hier  in  Betracht  kommenden  Gelenkstellung 
vom  Mittelpunkte  des  Hurnero- Radialgelenks,  d.  h.  also  vom 
Mittelpunkte  des  Capitulum  humeri  aus  auf  der  Ellbogenaxe  in 
der  Richtung  auf  die  Medianebene  des  Körpers  zu  eine  beliebige 
Strecke,  und  auf  der  Axe  des  Radio-Ulnargelenks  in  distaler  Rich- 
tung die  doppelte  Strecke  abzutragen;  die  Diagonale  des  aus 
beiden  Vektoren  gebildeten  Rechtecks  gibt  dann  die  Richtung  der 
instantanen  Drehungsaxe  an.  Dies  ist  in  Fig.  63  für  die  Streck- 
stellung ausgeführt  worden.  Für  die  trigonometrischen  Tangenten 
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der  Winkel  « und  ß,  welche  die  instantane  Drehungsaxe  bzw.  mit 
der  Ellbogenaxe  und  der  Axe  des  Radio-Ulnargelenks  bildet,  er- 
geben sich  leicht  aus  der  Figur  die  Werte  2 und  so  daß  man 

für  die  Winkel  selbst  erhält  « = 63°  26'  und  ß = 26°  34'.  Dieses 
Resultat  gilt  nicht  nur  für  die  Strecksteilung,  sondern  allgemein 
für  jede  Gelenkstellung,  da  ja  im  ganzen  Verlaufe  der  Bewegung 
des  Radius  gegen  den  Humerus  die  beiden  Winkelgeschwindig- 
keiten im  Verhältnis  1 : 2 stehen  sollen. 

Da  die  instantane  Drehungsaxe  mit  der  im  Raume  feststehenden 
Ellbogenaxe  in  jeder  Stellung  den  gleichen  Winkel  « bildet,  so  be- 
schreibt sie  während  der  Bewegung  die  Fläche  eines  Kreiskegels, 
dessen  Axe  mit  der  Ellbogenaxe  zusammenfällt; 
diese  stellt  den  Polkegel  des  ruhenden  Raumes  dar. 

Da  weiterhin  die  instantane  Axe  auch  mit  der  im 
Radius  festen  Axe  des  Radio-Ulnargelenks  in  jeder 
Gelenkstellung  denselben  Winkel,  nämlich  den  Win- 
kel ß,  bildet,  so  ist  auch  der  dem  Radius  angehörende 
Polkegel,  welcher  auf  dem  ruhenden  Polkegel  ab- 
rollt, in  diesem  Falle  ein  Kreiskegel  um  die  Axe 
des  Radio-Ulnargelenks.  Um  sich  das  Abrollen 
des  letzteren  Polkegels  auf  dem  ersteren  besser 
veranschaulichen  zu  können,  finden  sich  in  Fig.  64 
die  Anfangs-  und  die  Endstellung  des  Radius  und 
ihres  Polkegels  und  ebenso  der  dem  ruhenden 
Raume  angehörende  Polkegel  aufgezeichnet.  Um 
die  beiden  äußersten  Rollungsstellungen  des  be- 
weglichen Polkegels  gut  übersehen  zu  können,  ist 
die  Ansicht  von  vorn  unten  gewählt 

Achtet  man  nur  auf  die  Grundkreise  der  beiden  Polkegel,  so  rollt 
der  Bogen  .4.  B-_  C«  D«  E»  I\  G-:  H.,  J.  K.,  des  zum  Radius  gehören- 
den Kegels  auf  dem  Bogen  AiBlClDiElF1GyHll\K , des  mit 
dem  Humerus  fest  verbundenen,  also  im  Raume  ruhend  gedachten 
Kegels  ab,  indem  dabei  nacheinander  die  durch  gleiche  Buchstaben 
bezeichneten  Punkte  zur  Berührung  gelangen.  Zu  Anfang  be- 
rühren sich  die  beiden  Polkegel  längs  der  geradlinigen  Erzeugen- 
den 0.4 1 und  0.4. , zu  Ende  längs  der  Erzeugenden  0Kl  und  OTT«. 
Die  aufeinander  folgenden  Punkte  A , B,  C usw.  finden  sich  auf 
dem  ersten  Polkegel  in  einem  Winkelabstande  von  je  10°  und 
daher  auf  dem  zweiten  Polkegel  in  dem  Winkelabstande  von  je 


Fig.  63 
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20°  aufgetragen.  Demnach  entspricht  die  Kollung  des  letzteren 
I’olkegels  auf  dem  ersteren  zwischen  zwei  benachbarten  dieser 
Punkte  in  jedem  Falle  einer  Beugung  um  die  Ellbogenaxe  von 
10°  kombiniert  mit  einer  gleichzeitigen  Pronation  um  die  Axe  des 
Radio- L'lnargelenks  von  20°. 

Wie  die  Relativbewegung  des  Radius  zum  Humerus  durch 
das  Abrollen  des  zweiten  Polkegels  auf  dem  ersten  veranschau- 
licht werden  kann,  so  läßt  sich  auch  die  derselben  Gelenkbewe- 
gung entsprechende  Relativbewegung  des  Humerus  gegen  den 


Radius  mit  Hilfe  der  Kegel  zur  Darstellung  bringen.  Da  in  diesem 
letzteren  Falle  der  Radius  als  feststehend  zu  betrachten  ist,  so 
tauschen  einfach  die  beiden  Polkegel  ihre  Rollen  aus;  der'zweite 
Kegel  steht  im  Raume  fest,  und  der  erste  rollt  auf  ihm  ab.  Dies 
veranschaulicht  Fig.  <»5,  in  welcher  ebenfalls  die  Anfangs-  und 
die  Endstellung  des  mit  dem  Humerus  fest  verbundenen  Polkegels 
aufgezeichnet  sind.  Zu  Anfang  berühren  sich  wiederum  die  beiden 
Kegel  in  den  Erzeugenden  OA , und  0.1»,  zu  Ende  in  den  Erzeu- 
genden OK , und  OK.,. 

Da  die  beiden  l’olkegel  verschiedene  Gestalt  und  Ausdehnung 
aufweisen,  so  stellt  sich  auch  die  Relativbewegung  des  Humerus 
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als  verschieden  von  der  des  Radius  heraus,  trotzdem  doch  in 
beiden  Fällen  die  Vorgänge  innerhalb  des  Gelenks  die  gleichen 
sind 

Bei  der  Relativbewegung  des  Radius  dreht  sich  die  mit  dessen 
Längsaxe  nahezu  zusammenfallende  Axe  des  Radio- Ulnargelenks 
um  die  Ellbogenaxe  bis  zur  rechtwinkligen  Beugestellung,  wäh- 
rend gleichzeitig  der  Radius  selbst  stetig  aus  der  äußersten  Supi- 
nationsstellung in  die  äußerste  Pronationsstellung  übergeht  Dabei 
beschreibt  beispielsweise  ein  am  vorderen  Ende  des  Radius  be- 
findlicher Punkt  nahezu  einen,  in  Fig.  64  punktiert  angedeuteten 
Viertelkreis,  dessen  Ebene  auf  der  Axe  des  Ellbogenlenks  senk- 
recht steht. 

Bei  der  Relativbewegung  des  Humerus  dreht  sich  dagegen 
beispielsweise  die  mit  ihm  fest  verbundene  Axe  der  Trochlea 
humeri  um  die  Axe  des  Radio-Ulnargelenks  um  180°  vom  Radius 
aus  gesehen  entgegengesetzt  dem  Drehungssinne  des  Uhrzeigers, 
während  der  Humerus  selbst  sich  dabei  um  die  mit  der  Axe  der 
Trochlea  humeri  zusammenfallende  Ellbogengelenkaxe  um  90°, 
d.  h.  also  bis  zur  rechtwinkligen  Beugestellung  beugt.  Irgendein 
Punkt  der  Axe  der  Trochlea  humeri  beschreibt  während  der  Re- 
lativbewegung des  Humerus  einen  Halbkreis,  dessen  Ebene  auf 
der  Axe  des  Radio-Ulnargelenks  senkrecht  steht.  Abgesehen  von 
dem  größeren  Umfange  der  Bewegung  verhält  sich  ein  solcher  Punkt 
daher  bei  der  Relativbewegung  des  Humerus  ähnlich  wie  ein 
Punkt  der  Längsaxe  des  Radius  bei  der  Relativbewegung  des 
Radius. 

Die  Bahn,  welche  während  der  Relativbewegung  des  Humerus 
ein  Punkt  auf  dessen  eigener  Längsaxe,  also  etwa  der  Mittel- 
punkt des  Humeruskopfes,  beschreibt,  ist  dagegen  viel  weniger 
einfach.  Die  Kenntnis  derselben  ist  aber  deshalb  von  Wichtig- 
keit weil  die  gleiche  Bewegung  ja  der  ganze  aus  Rumpf,  Kopf 
und  den  drei  anderen  Extremitäten  bestehende  übrige  Teil  des 
menschlichen  Körpers,  abgesehen  von  seiner  eigenen  Gelenkbewe- 
gung,  mitmachen  muß,  falls  die  Hand  und  der  Radius  festgestellt 
wären,  und  im  Radio-Humeralgelenk  die  hier  vorausgesetzte  be- 
stimmte Bewegung  stattfände.  Eis  läßt  sich  leicht  einsehen,  daß 
der  Mittelpunkt  des  Humeruskopfes  sich  im  vorliegenden  E'alle 
nicht  auch  auf  einem  Kreisbogen  bewegen  kann;  denn  während 
des  Überganges  des  Humerus  aus  der  Strecksteilung  in  die  recht- 
winklige Beugestellung  ändert  ja  die  Axe  der  Beugung  stetig  ihre 
Richtung  im  Raume.  Die  Bahn  des  Mittelpunktes  vom  Humerus- 
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köpf  liegt  auf  einer  Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt  mit  dem 
Mittelpunkte  des  Radio-Humeralgelenks  zusammenfällt,  und  windet 
sich  auf  der  einen  Halbkugel  vom  oberen  Pol  der  Kugel  bis  zu 
einem  Punkte  des  Äquators  spiralig  herum,  wie  es  schon  in  Fig.  (55 
angedeutet  worden  ist. 

ln  Fig.  66  findet  sich  diese  Spiralbahn  noch  einmal  genauer 
in  der  Ansicht  von  außen  für  den  rechten  Arm  wiedergegeben, 
damit  man  sich  eine  klare  Vorstellung  von  ihrem  Verlaufe  und 
ihrer  Gestalt  bilden  kann.  Um  diese  Figur  richtig  zu  verstehen, 
ist  zunächst  das  Skelett  von  Ober-  und  Unterarm  in  der  äußersten 
Streckstellung  des  Ellbogengelenksund  extremer Supinationsstellung 

des  Radio-Ulnargelenks  so  eiu- 
gezeichnet,  wie  es  sich  von  der 
Außenseite  her,  genauer  von 
rechts  und  etwas  von  oben  ge- 
sehen, darstellt.  Die  Axe  des 
Ellbogengelenks  ist  dabei  hori- 
zontal und  die  Längsaxe  des 
ganzen  Annes  in  der  Streck- 
steilung vertikal  gerichtet  an- 
genommen. Um  den  Mittelpunkt 
des  Hadio-Humeralgelenks  ist 
weiterhin  eine  Kugelfläche  ge- 
zeichnet, deren  Radius  gleich 
dem  Abstande  des  Mittelpunktes 
des  Humeruskopfes  von  diesem 
Gelenkmittelpunkte  ist.  Auf  diese  Kugelfläche  ist  der  Mittelpunkt 
des  Humeruskopfes  bei  allen  Relativbewegungen  des  Humerus 
gegen  den  ruhend  gedachten  Radius  gezwungen;  dieselbe  stellt  da- 
her seine  Exkursionsfläche  dar.  Denkt  man  sich  auf  der  Kugel- 
fläche einen  horizontalen  Äquator  nebst  den  beiden  zugehörigen 
Polen,  und  außerdem  eine  Schar  von  Meridianen  und  Breitenkreisen 
angegeben,  welche  je  in  einem  Winkelabstand  von  10°  verlaufen, 
so  wie  es  Fig.  66  andeutet,  so  kann  man  die  Bahn  des  Mittel- 
punktes des  Humeruskopfes  leicht  einzeichnen. 

In  der  Streckstellung  befindet  sich  derselbe,  wie  schon  er- 
wähnt, im  obereu  Pole  der  Kugel.  Würde  nun  der  Humerus  nur 
um  die  Axe  des  Ellbogengelenks  gedreht  werden,  so  würde  der 
Mittelpunkt  seines  Kopfes  auf  dem  Meridian  am  weitsten  rechts 
in  der  Figur,  welcher  mit  0 bezeichnet  worden  ist,  bis  zum 
Äquator  heruntergehen.  Infolge  der  Drehung  um  die  Axe  des 
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Radio-  Uluargelenks  ändert  aber  der  Meridian,  auf  welchem  der 
Punkt  sieh  befindet,  fortwährend  seine  Lage;  derselbe  dreht  sich 
um  die  Polaxe  der  Kugel  von  oben  gesehen  im  Siime  des  Uhr- 
zeigers und  zwar  um  je  20°,  während  der  Mittelpunkt  des  Hu- 
raeruskopfes  sich  um  je  10“  dem  Äquator  nähert.  Berücksichtigt 
man  dies,  so  erhält  man  die  in  Fig.  66  angegebene  spiralige  Kurve, 
welche  durch  die  Schnittpunkte  der  Breitenkreise  8,  7,  6,  5,  4,  3. 
2,  1,  0 mit  bzw.  den  Meridianen  2,  4,  6,  8,  10,  12,  14,  16,  18 
hindurchgeht.  Der  Humerus  ist  infolgedessen  mit  seiner  Längsaxe 
:im  Ende  seiner  Relativbewegung  nicht,  wie  bei  einfacher  Beu- 
gung, nach  vorn,  sondern  nach  hinten  gerichtet.  Außer  der  An- 
fangs- und  Endstellung  desselben  findet  sich  in  der  Figur  noch 
eine  Mittelstellung  angegeben,  welche  einer  Drehung  von  55°  um 
die  erste  und  gleichzeitiger  Drehung  von  1 10°  um  die  zweite  Axe 
entspricht. 

b(  Geleakbenegimg,  bei  welcher  die  Polkegel  kompliziertere  Gestalt 

aufweise  n. 

Die  beiden  Polkegel  hatten  sich  bei  der  in  Betracht  ge- 
zogenen speziellen  Bewegung  im  Ilumero-Radialgelenk  als  Kreis- 
kegel herausgestellt.  Es  soll  nun  noch  eine  andere  Bewegung  in 
diesem  Gelenk  als  Beispiel  herangezogen  werden,  um  zu  zeigen, 
auf  welche  Weise  man  sich  in  weniger  einfachen  Fällen  über  die 
Gestalt  und  Lage  der  Polkegel  Rechenschaft  geben  kann. 

Bei  der  zuletzt  untersuchten  Relativbewegung  des  Humerus 
beschrieb  der  Mittelpunkt  seines  Kopfes  eine  spiralige  Bahn  auf 
der  Exkursionskugelfläche,  so  wie  sie  in  Fig.  66  zur  Darstellung 
gekommen  ist.  Denkt  man  sich  dagegen  bei  feststehendem  Ra- 
dius den  Mittelpunkt  des  Humeruskopfes  auf  seiner  Exkursious- 
kugelfläehe  längs  irgendeines  größten  Kreises  bewegt,  so  erweist 
sich  die  dadurch  bedingte  Bewegung  im  Gelenk  zwischen  Radius 
und  Humerus  vom  Gesichtspunkte  des  Abrollens  zweier  Polkegel 
aus  in  der  Regel  als  komplizierter  als  die  zuerst  betrachtete  Be- 
wegung in  diesem  Gelenk,  trotzdem  die  Bahn  des  Humeruskopf- 
Mittelpunktes  jetzt  die  denkbar  einfachste  Gestalt  angenommen  hat. 
Denn  diese  Bewegung  des  Humerus  kann  nicht  etwa  um  eine 
feste,  auf  der  Ebene  des  Bahnkreises  seines  Kopfmittelpuuktes 
senkrechte  Axe  stattfindon,  sondern  sie  ist  nur  unter  Inanspruch- 
nahme der  Drehbarkeit  um  die  beiden  anatomisch  gegebenen  Axen 
ausführbar.  Nur  in  den  speziellen  Fällen,  daß  der  Bahnkreis  ent- 
weder mit  einem  vertikalen  Meridian  oder  mit  dem  horizontalen 
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Äquator  der  Exkursionskugelfläche  in  Fig.  66  zusammenfällt, 
findet  die  Drehung  um  eine  der  beiden  Axen  statt.  Das  letztere 
würde  übrigens  auch  eintreten,  wenn  der  Mittelpunkt  des  Hu- 
meruskopfes  bei  feststehendem  Radius  auf  einem  horizontalen 
Breitenkreise  hingeführt  würde,  ein  Fall,  der  aber  hier  nicht  weiter 
in  Betracht  zu  ziehen  ist,  da  ja  die  Breitenkreise  mit  Ausnahme 
des  Äquators  keine  größten  Kugelkreise  darstellen. 

Ein  beliebiger  größter  Kreis  auf  der  Kugelfläche  schneidet 
den  Äquator  in  zwei  diametral  gegenüberstehenden  Punkten  Ex 
und  E\  (vgl.  Fig.  67)  unter  einem  bestimmten  Winkel  «,  welcher 
zugleich  seinen  Neigungswinkel  gegen  den  Äquator  abgibt.  Be- 
findet sich  der  Mittelpunkt  des  Humeruskopfes  zu  Anfang  der 

Bewegung  in  demjenigen  Punkte 
Px  seiner  Bahn,  welcher  nach 
oben  die  größte  Entfernung 
von  den  Äquatorpunkten  Et 
und  E\  hesitzt  (vgl.  die  Figur), 
so  fällt  dabei  die  Axe  der 
Trochlea  huineri  in  den  Durch- 
messer Ei  E\  des  Äquators, 
während  die  im  Raume  fest- 
gedachte Axe  des  Radio-Ulnar- 
gelenks mit  der  unteren  Hälfte 
des  vertikalen  Durchmessers 
RR'  der  Exkursionskugelfläche 
zusanunenfüllt  Denkt  man 
durch  P,  den  Meridian  R1\R' 
gelegt,  welcher  den  Äquator 
in  dem  auf  der  Seite  von 
P,  liegenden  Punkte  P0  schnei- 
det, so  ist  der  Bogen  P0P , das  Maß  für  den  Winkel  a,  sofern 
man  den  Radius  der  Exkursionsfläche,  d.  h.  also  hier  den  Abstand 
des  Mittelpunktes  des  Huineruskopfes  vom  Mittelpunkte  des 
Humero-Radiulgelenks,  als  Längeneinheit  verwendet  Der  Lage 
P0  des  Mittelpunktes  des  Huineruskopfes  entspricht  die  recht- 
winklige Beugestellung  des  Ellbogengelenks  verbunden  mit  einer 
Stellung  im  Radio-Ulnargelenk,  welche  durch  die  Lage  Ex  E\  der 
Ellbogenaxe  gekennzeichnet  ist.  Aus  dieser  Stellung  würde  der 
Humerus  in  die  bestimmte  Ausgangsstellung  OP,  durch  Drehen 
um  die  nach  gerichtete  Seite  der  Ellbogenaxe  um  den  Winkel 
« übergeführt  werden  können. 
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Der  auf  der  Ebene  des  größten  Kreises  P,  E , E\  senkrecht 
stehende  und  nach  links  oben  gerichtete  Halbmesser  OA  der  Kugel 
gibt  nun  die  Halbaxe  an,  um  welche  die  Längsaxe  OP  des  Hu- 
merus gedreht  werden  muß,  damit  P auf  der  in  Fig.  67  dem  Be- 
schauer zugekehrten  Seite  des  größten  Kreises  wandert.  Mit  dieser 
Drehung  um  OA  ist  aber  gleichzeitig  eine  Drehung  um  die  Längsaxe  OP 
des  Humerus  notwendigerweise  verbunden,  damit  der  Humerus  die 
durch  die  Gelenkverbindung  mit  dem  im  Raume  festen  Radius  ihm 
vorgeschriebenen  Stellungen  bei  dieser  Bewegung  durchläuft  Jede 
neue  Lage  P,  des  Huinpruskopfmittelpunktes  und  die  damit  ge- 
gebene neue  Richtung  OP,  der  Humeruslängsaxe  kann  durch  den 
Winkel  ß bestimmt  werden,  um  welchen  die  Humeruslängsaxe 
um  0.4  gedieht  werden  muß,  um  aus  der  Stellung  OP,  in  die 
Stellung  OP,  zu  gelangen.  Dieser  Winkel  wird  auf  der  Kugel- 
fläche u.  a.  durch  den  Bogen  P,P.  dargestellt.  Der  durch  P 
eehende  Meridian  RP,R‘  weicht  dagegen  nicht  um  denselben 
Winkel  von  dem  Meridian  PP,  R‘  ab,  wie  man  aus  der  Figur 
leicht  bestätigt;  denn  unter  Berücksichtigung  des  bei  P,  recht- 
winkligen sphärischen  Dreiecks  R‘  P,  P,  mit  den  beiden  den 
rechten  Winkel  einschließenden  Seiten  1\  R‘  — 90°  — a und 
P,  P,  = ß erhält  man  für  den  in  der  Figur  mit  »j  bezeichneten 

Winkel  P,  R‘  P, 


Dieser  Winkel  kann  auch  durch  den  Bogen  P0  Q zwischen  den 
Schnittpunkten  der  beiden  Meridiane  mit  dem  Äquator  gemessen 
werden.  Er  gibt  schließlich  auch  den  Winkel  an,  um  welchen 
>ich  die  Ellbogenaxe  gedreht  hat,  und  der  in  der  Figur  durch 
den  Bogenabstand  der  beiden  Punkte  Ex  und  E,  auf  dem  Äquator 
eemessen  wird,  wobei  Ei  den  Punkt  bedeutet,  in  welchem  die 
Ellbogenaxe  in  der  Stellung  OPi  der  Humeruslängsaxe  die  Kugel- 
fläche durchschneidet;  denn  der  Meridian  durch  diesen  Punkt  der 
Ellbogenaxe  ist  in  jeder  Lage  des  Humerus  gegen  den  Meiidian 
durch  den  Mittelpunkt  des  Humeruskopfes  unter  einem  rechten 
Winkel  geneigt,  da  ja  die  Längsaxe  des  Humerus  auf  der  eben- 
falls im  Humerus  festliegenden  und  in  allen  Stellungen  horizontal 
bleibenden  Ellbogenaxe  senkrecht  steht.  Es  hat  sich  daher 
während  der  Drehung  der  Längsaxe  des  Humerus  um  OA  um 
den  Winkel  ß gleichzeitig  die  Ellbogenaxe  um  die  vertikal- 
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stehende  Axe  des  Radio-Ulnargelenks  um  den  Winkel  t,  gedreht, 
für  welchen  die  oben  angegebene  Beziehung  gilt. 

Zu  dieser  Beziehung  gelangt  man  übrigens  auch  unter  Berück- 
sichtigung des  bei  B rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks  E,  BE, 
in  Fig.  (57.  das  durch  den  Pahnkreis  des  Punktes  P,  den  Äquator 
und  den  A mit  Ei  verbindenden  größten  Kreis  gebildet  wird; 
denn  in  demselben  ist  die  Seite  E,  B gleich  ß,  da  OP,  auf  der 
Ebene  durch  0.4  und  OE,  senkrecht  steht,  so  daß  der  Bogen  P,B, 
ebenso  wie  der  Bogen  P,  E,  gleich  90°  ist. 

Die  Lage  der  instantanen  Drehungsaxe,  welche  der  Stellung 
OPi  der  Humeruslängsaxe  entspricht,  läßt  sich  nun  auf  folgende 
Weise  ermitteln.  Da  die  Bewegung  des  Humerus,  wie  schon  an- 
gedeutet wurde,  nicht  in  einer  bloßen  Drehung  um  die  Axe  OA 
besteht,  sondern  in  einer  Kombination  der  Drehung  um  OA  mit 
einer  solchen  um  die  Längsaxe  OP  des  Knochens,  so  muß  die 
instantane  Drehungsaxe  jedenfalls  in  der  durch  OA  und  OP  be- 
stimmten Ebene  liegen.  Für  den  Punkt  Di , in  welchem  die  in- 
stantane Drehungsaxe  die  Kugelfläche  durchschneidet,  hat  man 
somit  einen  ersten  geometrischen  Ort  in  dem  durch  .4  und  P 
gehenden  größten  Kreise  (vgl.  Fig.  67).  Andererseits  muß  aber  die 
instantane  Drehungsaxe  natürlich  auch  der  Ebene  angehören, 
welche  durch  die  beiden  anatomisch  gegebenen  Axen,  nämlich  die 
Ellbogenaxe  und  die  Axe  des  Radio-Ulnargelenks,  bestimmt  ist; 
denn  es  können  ja  von  jeder  Stellung  des  Humerus  aus  nur  Be- 
wegungen ausgeführt  werden,  die  sich  als  Kombinationen  von 
Drehungen  um  diese  beiden  Axen  darstellen.  Es  ergibt  sich  somit 
als  zweiter  geometrischer  Ort  für  D,  der  durch  Ii  und  E,  gehende 
Meridian.  Beide  geometrische  Örter  treffen  sich  in  zwei  diametral 
einander  gegenüberstehenden  Punkten  auf  der  Kugelfläche,  welche 
durch  ihre  Verbindungslinie  die  instantane  Drehungsaxe  angeben. 
Für  die  Bewegung  in  der  Richtung  P,  P auf  dem  Bahnkreis 
kommt  die  in  der  Figur  allein  gezeichnete  nach  oben  gehende 
Halbaxe  OZ).  in  Betracht. 

Ändert  der  Punkt  P,  seine  Lage  auf  dem  Bahnkreis 
so  wird  auch  die  Drehungsaxe  OD,  ihre  Richtung  ändern.  Immer 
ist  dieselbe  aber  als  Schnitt  zweier  Ebenen  aufzufassen,  von  denen 
die  eine  die  Längsaxe  des  Humerus  mit  der  Axe  OA,  die  andere 
dagegen  die  Ellbogenaxe  mit  der  Axe  des  Radio-Ulnargelenks  bzw. 
deren  Rückwärtsverlängerung  verbindet,  und  entsprechend  stellt 
sich  der  auf  der  Kugeloberfläche  liegende  Axenpunkt  D,  als 
Schnitt  des  größten  Kreises  .4P  mit  dem  Meridian  BE,  R'  dar. 
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Der  größte  Kreis  AP,  ändert  mit  der  Bewegung  von  P,  auf 
seinem  Bahnkreis  seine  Lage  auf  der  Kugel:  er  dreht  sich  um  .4 
und  bildet  in  jedem  Moment  mit  dem  festen  Meridian  AR'  P,  P0  R 
den  Winkel  ß,  welcher  den  Bogenabstand  das  Punktes  P von  I\ 
angab.  Die  Lage  von  D,  ist  daher  bekannt,  sobald  man  noch 
seinen  Bogenabstand  von  Pi  oder  von  A bestimmt  hat.  Der  Bogen 
Pil),  welcher  mit  A bezeichnet  ist  (vgl.  Fig.  67).  bildet  eine 
Seite  des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks  PiR'D,  mit  dem 
rechten  Winkel  bei  R‘.  Da  A dem  rechten  Winkel  gegenüber- 
liegt, so  hat  man  zunächst  rot  A • tan  R'  Pi  = cos  y , unter  y den 


Winkel  R‘  P,I)i  verstanden.  Aus  dem  ebenfalls  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreieck  P,  Q E,  mit  dem  rechter^  Winkel  bei  Q 
und  dem  Winkel  « bei  Et , in  welchem  E,  P,  das  Komple- 
ment zu  ß darstellt,  erhält  man  zunächst  sin  Pi  Q = sin  n cos  ß. 
Da  nun  P,Q  das  Komplement  zu  R'  Pi  darstellt,  so  hat  man 
mR' P, —sin  a cos  ß,  woraus  weiter  folgt  sin  R‘P,  — \r\  - sin*  « cos"  ß 

und  tan  R^~P.  — ' 1 V:1 — cos  '.  Ferner  ergibt  sich  aus  dem  sphü- 

sin  a cos  ß 

rischen  Dreieck  AR' Pi,  in  welchem  die  Seite  AJA  gleich  90°  imd 
die  Seite  AR'  gleich  dem  Winkel  « ist,  für  cos  y der  Wert 

° • Berücksichtigt  man  dies,  so  erhält  man  schließlich  die 

sin  R‘  Pi 

Formel 


si  n n cos  a cos  ß , p. 

rat/.—  — „ im,  An,, 

1 — sin  a • cos- ß 


da  der  Bogen  AI),  das  Komplement  zu  A ist,  wie  man  aus  Fig. 67 
erkennt. 

Aus  diesem  Werte  für  tun  AIR  ist  zu  ersehen,  daß  der  Bogen 
AD,  sich  mit  dem  Drehungswinkel  ß ändert,  also  eine  Funktion 
desselben  darstellt.  Für  ß—0  ergibt  die  Formel  ton  Al)i=  tan  « 
so  daß  also  Al),  = a wird  und  der  instantane  Drehpunkt  für  die 
Lage  P,  des  Humeruskopfinittelpunktes  nach  II'  fällt  Die  in- 
stantante  Drehungsaxe  stellt  also  im  Anfänge  die  Rückwärtsver 
längerung  der  Axe  des  Radio- Ulnargelenks  dar.  Für  ß = 90°  er- 
hält man  dagegen  aus  der  Formel  für  tan  ADi,  und  damit  auch 
für  AD,  selbst,  den  Wert  Null.  Wenn  also  der  Mittelpunkt  des 
Humeruskopfes  die  Stellung  E,  eingenommen  hat,  so  ist  der 
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Punkt  Di  mit  A , und  die  instantane  Drehungsaxe  OD,  init  der 
Axe  OA  zur  Deckung  gekommen.  Während  der  Bewegung 
des  Humeruskopfmittelpunktes  P auf  dem  Kreisbogen  P,  Ei  be- 
schreibt daher  der  instantane  Drehpunkt  D auf  der  Kugel  den 
von  R'  bis  A sich  erstreckenden  Teil  einer  Kurve,  und  die  in- 
stantane Drehungsaxe  OD  selbst  den  zwischen  den  Axen  OR“ 
und  OA  verlaufenden  Teil  einer  Kegelfläche,  welche  für  die  be- 
trachtete Bewegung  des  Humerus  den  ruhenden  bzw.  den  zum 
Radius  fetsen  I’olkegel  darstellt. 

Wenn  die  Bewegung  von  P,  über  P,  hinaus  fortgeführt  wird, 
was  bei  geeigneter  Ausgangsstellung  iin  Radio-Ulnargelenk,  etwa 

der  äußersten  Supinationsstel- 
lung, möglich  ist,  so  nimmt  fi 
Werte  an,  die  über  90°  hinaus- 
gehen. Der  Cosinus  dieses  Win- 
kels wird  daher  negativ  und 
ebenso  tan  ADt , wie  man  leicht 
aus  der  obigen  Formel  ableitet. 
Der  Drehpunkt  D tritt  infolge- 
dessen auf  die  vom  Beschauer 
abgewendete  Seite  der  Kugel  in 
Fig.  67  über.  Da  die  Cosinus 
zweier  Supplementswinkel  sich 
nur  durch  das  Vorzeichen  von- 
einander unterscheiden,  so  ge- 
hört zu  jedem  Orte  D,  des 
Drehpunktes  D ein  zum  Meridian  AR'  symmetrisch  gelegener 
Ort  auf  der  Rückseite  der  Kugelfläche.  Dies  läßt  sich  leicht  aus 
Fig.  68  erkennen,  welche  die  durch  Fig.  67  wiedergegebene  Ex- 
kursionskugelfläche des  Humeruskopfmittelpunktes  in  einer  solchen 
Ansicht  darstellt,  daß  man  zum  Teil  auch  die  Rückseite  derselben 
sehen  kann.  Gehören  die  beiden  Lagen  Pi  und  P,‘  des  Punktes  P 
zu  Werten  ß,  und  ß\  des  Drehungswinkels  ß.  welche  sich  zu  180° 
ergänzen,  so  bildet  die  Verlängerung  von  P/A  über  A hinaus  den 
Winkel  ßi  mit  AR'.  Da  nun  AD,  an  absoluter  Größe  gleich  AD> 
ist,  so  liegt  in  der  Tat  Di  zu  D,  symmetrisch  in  bezug  auf  den 
Meridian  A R'  P,  P0. 

Hieraus  ergibt  sich  nun  das  bemerkenswerte  Resultat,  daß 
der  Drehpunkt  D bei  der  Fortsetzung  der  Bewegung  des  Punktes 
P von  P,  bis  nach  dem  Punkte  P,‘,  welcher  P,  diametral  gegen- 
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überliegt  (vgl.  Fig.  67),  auf  der  Kugelfläche  ein  Kurvenstück  be- 
schreibt, welches  dem  zuerst  erzeugten  Kurvenstück  symmetrisch 
kongruent  ist  Damit  stimmt  auch  überein,  daß  für  /S=180° 
tnji  AD,  nach  der  Formel  auf  Seite  183  gleich  — tana , der  Bogen 
AD,  selbst  also  gleich  — « wird;  denn  dies  entspricht  wiederum 
dem  Zusammenfallen  des  Drehpunktes  D mit  dem  Axenpunkte  R‘. 

Wenn  auch  eine  Vergrößerung  des  Winkels  ß über  180°  im 
Humero-Hadialgelenk  nicht  ausführbar  ist,  so  trägt  es  doch  zum 
Verständnis  der  kinematischen  Verhältnisse  bei,  wenn  man  sich 
darüber  Rechenschaft  gibt,  wie  der  Drehpunkt  ])  sich  verhalten 
würde,  wenn  man  den  Punkt  Pden  ganzen  größten  Kreis  J\E,PjE^ 
auf  der  Kugelfläche  beschreiben  lassen  könnte.  Da  cosß  für  Werte 
des  Winkels  ß von  180u  bis  360°  rückwärts  die  gleichen  Werte 
durchläuft  wie  für  ß=0°  bis  180°,  und  da  andererseits  der  Punkt 
P,  jetzt  auf  der  Rückseite  der  Kugelfläche  in  Fig.  67  von  Px  über 
E,  bis  P,  zurückwandert,  so  ist  leicht  einzusehen,  daß  D noch 
einmal  die  geschlossene  Kurve  auf  der  Kugelfläche  von  R‘  an  auf 
ihrer  vorderen  Seite  bis  A,  und  von  da  an  auf  ihrer  Rückseite 
wieder  bis  R‘  beschreibt. 

Faßt  man  die  Wanderung  der  instantanen  Drehungsaxe  ins 
Auge,  so  ergibt  sich  demnach,  daß  dieselbe  während  der  Drehung 
der  Humeruslängsaxe  um  die  Axe  OA  von  OPj  bis  OPx  einen  in 
sich  geschlossenen  Polkegel  beschreibt,  welcher  durch  OR‘  und 
OA  hindurchgeht  und  durch  die  Ebene  des  Meridians  AR‘I\  in  zwei 
symmetrisch  gleiche  Hälften  zerteilt  wird.  Dieser  Polkegel  würde 
zum  zweiten  Male  und  in  demselben  Sinne  durchlaufen,  wenn  man 
die  Drehung  von  OPx  bis  OPj  fortsetzen  könnte,  so  daß  dieHumerus- 
längsaxe  also  eine  ganze  Umdrehung  um  die  Axe  OA  erfahren  würde. 

Um  die  genaue  Gestalt  dieses  im  Raume  ruhenden  bzw.  mit 
dem  Radius  fest  verbunden  zu  denkenden  Axenkegels  abzuleiten, 
empfiehlt  es  sich,  denselben  durch  eine  Ebene  zu  begrenzen.  Wenn 
man  auch  noch  nicht  weiß,  ob  der  Kegel  ein  Kreiskegel,  wie  bei 
dem  früheren  Beispiel,  oder  ein  elliptischer,  oder  aber  ein  noch 
komplizierter  gestalteter  Kegel  ist,  so  bietet  sich  doch  schon  von 
vornherein  eine  bestimmte  von  der  Spitze  0 des  Kegels  ausgehende 
Gerade  als  Kegelaxe  dar,  nämlich  die  Gerade  01V,  welche  in  der 
Ebene  des  Meridians  AR'Pi  lDgt  und  den  Winkel  zwischen  OA 
und  OR‘  halbiert;  denn  dieselbe  halbiert  auch  infolge  der  oben 
angegebenen  Symmetrie  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Erzeugen- 
den des  Kegels,  welche  der  durch  OW  gehenden  und  auf  dem  ge- 
nannten Meridian  senkrecht  stehenden  Ebene  angehören.  Nimmt 
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man  die  auf  01V  in  irgendeinem  Punkte  senkrecht  stehende  Ebene 
als  Basis  des  Kegels,  so  darf  man  daher  hoffen,  eine  Basiskurve 
von  verhältnismäßig  einfacher  Gestalt  zu  bekommen.  Es  möge 
daher  der  Kegel  durrji  die  Tangentialebene  im  Halbieruugspunkte 
W des  Kreisbogens  AR'  (vgl.  Fig.  (>H)  begrenzt  werden;  denn  die- 
selbe steht  auf  OW  senkrecht. 

Die  Schnittkurve  des  Axenkegels  mit  dieser  Tangentialebene 
stellt  sich  als  Projektion  der  Bahn  des  Punktes  D auf  die  Tan- 
gentialebene dar,  so  wie  es  Fig.  ti9  veranschaulicht  Aus  der  oben 
angegebenen  Bestimmung  der  verschiedenen  Lagen  /),  des  Dreh- 


Fig.  69 


punktes  D auf  der  Kugelfläche  gewinnt  man  daher  auch  das 
Mittel  zur  Bestimmung  der  Lagen  D“  seiner  Projektion  (vgl.  die 
Figur)  auf  die  Tangentialebene.  Zu  letzterem  Zwecke  empfiehlt  es 
sich,  in  der  Tangentialebene  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
mit  dem  Berührungspunkte  W als  Anfangspunkt  einzuführen.  Die 
Abszissenaxe  (A'-Axe)  falle  jn  die  Schnittgerade  der  Tangential- 
ebene mit  dem  Meridian  AWR‘,  und  zwar  möge  die  positive  A'- 
Axe  in  Fig.  69  von  W nach  rechts  verlaufen.  Die  dazu  senkrechte 
Ordinatenaxe  (P-Axe)  möge  dagegen  in  der  Richtung  nach  vom 
positiv  genommen  sein.  Für  einen  beliebigen  Punkt  D“  der  Kegel- 
basis ist  dann 

WR'-cosirWR"  und 

//=  WDr^tDlWR“. 
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Die  Strecke  WD“  bildet  eine  Kathete  des  bei  W rechtwinkligen 
Dreieckes  D'-WO,  dessen  andere  Kathete  WO  gleich  1 ist,  sofern 
man  den  Radius  der  Kugelfläche  als  Längeneinheit  einführt.  Pis 
ist  daher 

WD"  = tan  WOD 

Legt  man  in  dem  sphärischen  Dreieck  ADR“,  welches  in 
Fig.  67  in  seiner  Lage  auf  der  Kugelfläche  zu  erkennen  ist,  in 
der  folgenden  Fig.  70  sich 
aber  noch  einmal  allein 
in  größerem  Maßstabe  auf- 
gezeichnet findet,  durch  den 
Mittelpunkt  JF  der  Seite  AH' 
und  die  Ecke  D,  einen  größ- 
ten Kreis,  so  erhält  man  von 
demselben  abgeteilt  das  sphä-  pjg  7q 

rische  Dreieck  ADAY.  In  die- 
sem ist  die  Seite  WD,  gleich  dem  in  der  letzten  Formel  auftretenden 

Winkel  WOD",  und  der  Winkel  bei  W gleich  dem  Supplement  des 

ebenfalls  oben  verwendeten  Winkels  D'-WR"  des  ebenen  Dreieckes 
in  der  Tangentialebene._  Bezeichnet  man,  wie  es  in  Fig.  70  ange- 
deutet ist,  die  Seite  WD>  mit  <5  und  den  Winkel  bei  W mit  e, 
so  hat  man 

x = tan  S-  cos  t und  y = tan  ä • da  £ . 

Beachtet  man,  daß  in  dem  sphärischen  Dreieck  ADiW  der 

Winkel  bei  A gleich  ß,  die  Seite  AfV=~  und  die  Seite  AD  das 

Komplement  zu  A ist  (vgl.  Fig.  67),  so  hat  man  folgende  Beziehungen 

. cos  A • d n ß 

am  a— : — 

sin  e 

. . , « , , . a 

cos  o = sin  A • cos  -{-  cos  A sin  ~ cos  ß 

. , , a . . . a 

sw  A = cos  o cos  — — sm  o • sin  0 cos  s , also 

2 '2t 

. « .3 

cos  o cos  - — sm  A 
d n ä • cos  f = — i 
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und  man  erhält  aus  der  vierten  und  zweiten  dieser  Beziehungen 

. a , . . « « 

2 
a 


sin 


x = tan  d • cos  c ■ 


- „ a . , . u « . 

/ cos'  - -j-  cos  a sin  — cos  ,,  cos  ß — sin  >■ 


a 


. o 


sin  A sin  . cos  -f-  cos  A sin ' — cos  ß 

und  aus  der  ersten  und  zweiten  Beziehung 


»/  = tan  d-  sin  f = 


cos  A «n  >9 


sin  A cos 


Dividiert  man  in  beiden  Quotienten  Zähler  und  Nenner  durch 
sin  A,  so  tritt  in  denselben  dann  nur  noch  cot  A auf.  Durch  Ein- 
setzen des  früher  (vgl.  S.  183)  angegebenen  Wertes  für  cot  A erhält 
man  schließlich  nach  einigen  einfachen  Umformungen  für  die  Ko- 
ordinaten des  Punktes  D " der  Basiskurve  des  Polkegels  die  Werte 


cos  ^ sin  « cos  ß — sin  „ 

« . « . . „ 

COS“  — «II  — ««  « COS"  ß 

sin  « cos  (t  «n  (9  co.«  ß 

ii  = — — i 

cos  2 — «w  • «it  a cos'  ,9 

durch  welche  die  Koordinaten  allein  als  Funktionen  des  veränder- 
lichen Drehungswinkels  ß dargestellt  sind;  denn  der  Winkel  « ist 
ja  eine  den  bestimmten  Bahnkreis  des  Humeruskopfmittelpunktes 
bzw.  die  Drehungsaxe  OA  für  die  Humeruslängsaxe  charakteri- 
sierende Konstante. 

Eliminiert  man  aus  den  beiden  Gleichungen  für  # und  y den 
Drehungswinkel  ß,  indem  man  z.  B.  aus  der  ersten  Gleichung  cos  ß 
ausrechnet,  ferner  mit  Hilfe  der  Formel  sinß—\  1 — cos1  ß sich 
auch  den  Wert  für  sin  ß verschafft,  und  beide  Ausdrücke  in  die 
zweite  Gleichung  einsetzt,  so  ergibt  sich  eine  Beziehung  zwischen 
x und  I/,  welche  zwischen  den  beiden  Koordinaten  aller  Punkte  der 
Basiskurve  des  Polkegels  stattfinden  muß  und  daher  die  Gleichung 
dieser  Kurve  darstellt.  Dieselbe  läßt  sich  nach  geeigneter  Um- 
formung der  einzelnen  Glieder  schließlich  auf  die  einfache  Form 
bringen 

3 -U  - !r  - i 
..  « ' . „ a 

fair,.  sm  z cos « 
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Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte 
W und  den  beiden  in  die  Richtung  der  X-Axe  und  der  1 -Axe 

fallenden  Halbaxen  a = ta n * und  b — sin  ” cos  a . 

Der  dem  ruhenden  Radius  angehörende  Polkegel  ist  daher  ein 
elliptischer  Kegel  mit  der  Halbierenden  OW  des  Winkels  zwischen 
den  beiden  Axen  OA  und  0R‘  als  Kegelaxe. 

Für  alle  um  je  10°  voneinander  abweichenden  Werte  des 
Neigungswinkels  a des  Bahnkreises  des  Humeruskopfmittelpunktes 
gegen  den  Kugeläquator  ergeben  sich  aus  den  obigen  Formeln  die 
folgenden  Längen  der  beiden  Ellipsenhalbaxen,  wenn  der  Kugel- 
radius als  Längeneinheit  genommen  wird. 


a 

0« 

j 10® 

I »#'l 

30° 

| 40° 

| 50° 

60° 

70° 

80» 

90" 

a 

0 

1 0,087 

1 0.176 

0.268 

0,364 

' 0,466 

0,577 

0,700 

0,839 

6 

0 

0.066 

0,168 

0.241 

j 0.299 

0,339 

0,354 

i 0,335 

0,268 

0 

Um  sich  eine  klare  Vorstellung  von  der  Verschiedenheit  in  der 
Gestalt  der  Gnmdellipse  des  ruhenden  Polkegels  bilden  zu  können, 
sind  in  Fig.  71  auf  S.  190  diese  Ellipsen  für  den  Fall  aufgezeichnet, 
daß  der  Radius  der  Kugel  5 cm  lang  wäre.  Außerdem  ist  in  der 
Figur  auch  noch  die  Ellipse  punktiert  angegeben,  welche  « = 45° 
entspricht  und  für  die  sich  als  Länge  der  Halbaxen  « = 0,414  und 
6 = 0,322  nach  der  obigen  Formel  ergibt. 

Man  kann  sich  mit  Hilfe  dieser  Figuren  den  Polkegel  leicht 
vorstellen,  wenn  man  5 cm  von  dem  Mittelpunkte  einer  jeden 
Ellipse  nach  oben  oder  unten  entfernt  die  Spitze  des  Kegels  an- 
nimmt Damit  die  verschiedenen  Ellipsen  in  ihrer  Gestalt  besser 
miteinander  verglichen  werden  können,  sind  dieselben  in  der  Figur 
konzentrisch  gezeichnet  worden,  obgleich  in  Wirklichkeit  ihre  Mittel- 
punkte durchaus  nicht  zusammenfallen;  die  Kurven  gehören  ja 
überhaupt  ganz  verschiedenen  Ebenen  an. 

Für  « = Ü sind  beide  Halbaxen  Null,  d.  h.  die  Ellipse  ist  in 
einen  Punkt  und  der  Polkegel  in  eine  Gerade,  nämlich  die  Rück- 
wärtsverlängerung der  Axe  des  Radio-Ulnargelenkes,  zusammen- 
geschrumpft. Mit  wachsendem  Werte  von  « nehmen  beide  Halb- 
axen zunächst  immer  mehr  zu,  wobei  aber  die  in  die  Ebene  des 
Meridians  AR'  fallende  Halbaxe  a stets  die  größere  bleibt.  Während 
nun  a fortwährend  wächst  von  0 bis  1,  erreicht  die  kleinere  Halb- 
axe b für  « = 60°  den  größten  Wert  und  nimmt  für  größere  Werte 
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von  a wieder  ab,  bis  sie  schließlich  bei  «~90°  von  neuem  den 
Wert  Null  erhält. 

Während  der  in  Betracht  gezogenen  Bewegung  des  Humerus 
rollt  nun  ein  in  diesem  liegender  bzw.  mit  ihm  fest  verbundener 
Polkegel  auf  dem  ruhenden  bzw.  im  Radius  festliegenden  Polkegel 

ab.  Dieser  zum  Humerus 
gehörende  Kegel  hat  im 
vorliegenden  Falle  keines- 
wegs die  gleiche  Gestalt  wie 
der  ruhende;  er  ist,  wie  sich 
heraussteilen  wird,  nicht  ein- 
mal ein  elliptischer  Kegel, 
sondern  ein  solcher  von  kom- 
plizierterer Form.  Dieselbe 
läßt  sich  leicht  ableiten, 
nachdem  man  sich  über  die 
Größe  der  Gesamtdrehung 
um  die  verschiedenen  in 
Betracht  kommenden  Axen 
Rechenschaft  gegeben  hat. 

Da  die  Längsaxe  OP  und 
die  auf  ihr  senkrechte  Ell- 
bogenaxe  OE  dem  Hume- 
rus angehören,  so  liegt 
auch  die  Ebene  POE  im 
Humerus  fest  und  macht 
alle  Bewegungen  desselben 
mit.  Man  kann  daher  auch 
aus  der  Lageänderung  dieser 
Ebene  bzw.  des  Kreisquadran- 
ten PE  auf  der  Kugelfläche 
die  Bewegung  des  Humerus 
beurteilen.  Während  der 
Mittelpunkt  P des  Humerus- 
kopfes auf  seiner  Kreisbahn  von  f\  in  die  Stellung  P,  übergeht, 
ist  der  Bogen  PE  aus  der  Lage  P,Et  in  die  Lage  P,E,  gekommen 
(vgl.  Fig.  67  auf  Seite  180  sowie  auch  Fig.  72  auf  Seite  192).  Würde 
die  Bewegung  allein  in  einer  Drehung  um  OA  als  feste  Axe  um 
den  Winkel  fi  bestehen,  so  müßte  der  Bogen  PE  auch  in  der  neuen 
Stellung  noch  in  den  Bahnkreis  Ptl\Ei Pl  des  Punktes  P hinein- 
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fallen.  Der  Winkel  y,  um  welchen  der  Bogen  in  der  Stellung 
P.E,  gegen  den  Kreis  P,P,Pj  geneigt  ist,  gibt  daher  zugleich  den 
Winkel  an,  um  welchen  der  Humerus  um  seine  Längsaxe  OP  sich 
im  ganzen  gedreht  hat,  während  die  letztere  ihrerseits  um  den 
Winkel  ß (vgl.  die  Figuren)  um  die  Axe  OA  gedreht  worden  ist. 
Der  Winkel  y tritt  in  den  Figuren  noch  mehrfach  auf.  Da  der 
Bogen  P.A  auf  dem  Bahnkreis  P,P, , und  der  Bogen  P,R‘  auf  dem 
Bogen  P.E,  senkrecht  j?teht,  so  gibt  y zugleich  den  Winkel  zwischen 
den  Bögen  P,A  und  P,R‘  an.  Da  ferner  die  beiden  Bögen  P,E,  und 
Pli  Quadranten  größter  Kugelkreise  sind,  so  wird  auch  der  Bogen 
ER  durch  y gemessen. 

Den  Übergang  des  Bogens  PE  aus  der  Stellung  P,  P,  in  die 
Stellung  P,  Ei  kann  man  auch  noch  auf  andere  Weise  erreicht 
denken.  Die  Bewegung  des  Punktes  E von  P,  nach  Ei  auf  dem 
Äquator,  bzw.  die  Bewegung  der  Ellbogenaxe  OE  von  OP,  nach 
OE,,  entspricht  einer  Drehung  des  Humerus  um  die  Axe  OR‘, 
d.  h.  also  um  die  Rückwärtsverlängerung  der  Axe  des  Radio- 
ulnargelenks; der  Drehuneswinkel  »7  gibt  die  Länge  des  Bogens 
P Ei  bzw.  des  Bogens  P0  Q auf  dem  Äquator  an.  Diese  Drehung 
allein  würde  aber  den  Punkt  P nicht  auf  dem  Bahnkreise  P,  P,  P’t 
sondern  auf  dem  durch  P,  gehenden  (in  den  Figuren  nicht  ange- 
gebenen) Breitenkreise  hinführen.  Um  P nach  P,  zu  bringen,  muß 
daher  noch  eine  Drehung  des  Humerus  um  die  Ellbogenaxe  OP 
stattfinden,  und  zwar  um  einen  Winkel,  welcher  gleich  a — £ ist, 
unter  S die  Länge  des  Bogens  P,  Q verslanden.  Dieser  Winkel  £ 
tritt  auch  in  dem  sphärischen  Dreieck  P,  P,  Q an  der  Ecke  E,  auf, 
weil  sowohl  P,  Pi  als  auch  P,  Q Quadranten  größter  Kugelkreise 
darstellen. 

Man  hat  also  das  Resultat,  daß  die  Bewegung  des  Humerus 
aus  der  Stellung  OP,  in  die  Stellung  OP,  seiner  Längsaxe  ent- 
weder als  Drehung  um  die  Axe  OA  um  den  Winkel  ß verbunden 
mit  einer  Drehung  um  die  Humeruslängsaxe  OP  um  den  Winkel  y, 
oder  als  Drehung  um  die  Rückwärtsverlängerung  OR'  der  Axe 
des  Radio-Ulnargelenks  um  den  Winkel  t]  verbunden  mit  einer 
Drehung  um  die  Ellbogenaxe  OP  um  den  Winkel  a — £ aufgefaßt 
werden  kann.  Dabei  bestehen  zwischen  den  Winkeln  «,  ß,  y,  ? 
und  y mancherlei  Beziehungen,  die  man  leicht  aus  den  sphärischen 
Dreiecken  P,QP.,  P,  BE,,  P,  P,  P u.  a.  ableitet 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  nun  zweierlei  leicht 
ermitteln,  nämlich  einmal  die  Bewegung,  welche  der  Radius  gegen- 
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über  dem  Humerus  ausführt,  die  man  als  die  zu  der  betreffenden 
Gelenkbewegung  gehörende  Relativ bewegung  des  Radius  bezeichnet, 
und  dann  die  Gestalt  des  mit  dem  Humerus  fest  verbundenen 
Polkegels. 

Für  die  Relativbewegung  des  Radius  hat  man  den  Humerus 
als  ruhend  aufzufassen.  Man  gewinnt  daher  die  aufeinander  fol- 
genden Stellungen  des  jetzt  beweglich  gedachten  Radius,  indem 
man  ohne  Änderung  der  Gelenkstellung  das  System  Humerus  -j- 
Radius  so  zurückbewegt,  daß  der  Humerus  wieder  seine  Aus- 
gangsstellung einnimmt,  die 
durch  die  Lage  OI\  und  OEt 
der  Humeruslängsaxe  und  der 
Ellbogenaxe  gekennzeichnet 
ist.  Diese  Zurückführung  des 
Humerus  in  seine  Anfangs- 
stellung kann  nach  den  letzten 
Auseinandersetzungen  durch 
eine  im  entgegengesetzten 
Sinne  des  Uhrzeigers  statt- 
findende Drehung  um  die  (beim 
rechten  Arme  nach  außen 
gerichtete)  Ellbogenaxe  OE 
um  den  Winkel  a — § ver- 
bunden mit  einer  ebenfalls  im 
entgegengesetzten  Sinne  des 
Uhrzeigers  verlaufenden  Dreh-  , 
ung  um  die  Rückwärtsver- 
längerung der  Axe  des  Radio-Ulnargelenks  um  den  Winkel  rt  bewirkt 
werden.  Man  hat  daher  um  die  nach  innen  verlaufende  Hälfte 
der  Ellbogenaxe  um  den  Winkel  « — £,  und  um  die  Axe  des  Radio- 
Ulnargelenks  selbst  um  den  Winkel  ij,  beidemal  im  Sinne  des 
Uhrzeigers,  zu  drehen.  Als  Relativbewegung  des  Radius  ergibt 
sich  hieraus  eine  Beugung  von  der  Größe  « — £ um  die  Ellbogen- 
axe verbunden  mit  einer  Pronation  von  der  Größe  rj  um  die  Axe 
des  Radio-Ulnargelenks.  In  Fig.  72  findet  sich  die  der  ursprünglich 
in  Betracht  gezogenen  Lage  Pi  des  Humeruskopfmittelpunktes  ent- 
sprechende Stellung  des  Radius  bei  dessen  Relativbewegung  durch 
dunklere  Zeichnung  angegeben.  Dabei  konnte  in  der  Zeichnung  natür- 
lich nur  die  Beugestellung,  nicht  aber  auch  die  Pronationsstellung 
des  Badius  deutlich  zum  Ausdruck  kommen.  Die  Axe  des  Radio- 
Ulnargelenks  befindet  sich,  wie  auchinjederanderen  Phase  der  Relativ- 
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bewegung  des  Radius  natürlich  in  der  durch  OP,  gehenden 
Vertikalebene. 

Zwischen  den  Winkeln  «,  und  i"  ergibt  sich  aus  dein  bei 
V rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  E,  Q P, , in  welchem 
EiQ  — 90° — rh  Q P,  = t und  der  Winkel  bei  E,  gleich  « ist,  die 
Beziehung 

tan  5 = tan  « * cos  y. 


Bezeichnet  man  den  Beugungswinkel  « - 
winnt  man  aus  dieser  Beziehung  die  Formel 

tan  a (1 — cos«) 

— — , - oder 

1 - tan*  «•  008*1 

tan  « — tauf 

tan  «Ui-  ta«  « ■ tan  ff) 


tan  ff 


cos  y — 


S mit  ff.  so  ge- 


Mit  Hilfe  dieser  letzten  Formeln  kann  man  entweder  be- 
rechnen, wie  grob  die  Beugung  ff  ist,  die  zu  einer  bestimmten 
I’ronation  y gehört,  oder  umgekehrt  welche  Pronation  y des  Ra- 
dius  sich  mit  einer  bestimmten  Beugung  von  der  Größe  ff  ver- 
bindet. Der  in  den  Formeln  auftretende  Winkel  « ist  dabei  eine 
Konstante;  er  gibt  die  Neigung  des  Bahnkreises  des  Punktes  P 
bei  der  Relativbewegung  des  Humerus  an.  Der  Winkel  i'  bewegt 
sich  zwischen  den  Grenzen  -)-«  und  — «,  wie  man  aus  Fig.  72 
leicht  erkennt.  Daher  kann  der  Beugungswinkel  « — £ oder  </ 
nur  von  0 bis  2«  zunehmen.  Für  < p — a wird  ij  = 90#,  und  für 
<f  = 2a  nimmt  y den  Wert  180°  an.  Während  also  der  Radius 
um  den  Winkel  2«  bei  seiner  Relativbewegung  gebeugt  wird, 
findet  eine  Pronationsbewegung  von  180°  statt,  was  natürlich  nur 
ausführbar  ist,  wenn  der  Radius  zu  Anfang  der  Gelenkbewegung 
die  äußerste  Supinationsstellung  besitzt. 

Zur  Lösung  der  zweiten  Aufgabe,  die  Gestalt  des  dem  Hu- 
merus angehörenden  Polkegels  zu  bestimmen,  hat  man  zunächst 
festzustellen , welche  Lage  die  instantane  Drehungsaxe  01),  in 
irgendeiner  Bewegungsphase  innerhalb  des  Humerus  einnimmt.  Zu 
diesem  Zwecke  empfiehlt  es  sich,  die  Lage  von  07A  gegen  die  im 
Humerus  festliegende  Ebene  P,  OEi,  bzw.  die  Lage  des  instantanen 
Drehpunktes  D,  auf  der  Kugelfläche  gegen  den  Kreisquadranten 
P £i,  zu  bestimmen. 

Wie  ans  Fig.  72  und  auch  aus  der  früheren  Fig.  67  zu  er- 
kennen ist,  liegt  Di  auf  einem  durch  Pt  gehenden  größten  Kreis, 

der  gegen  P,  E,  um  den  WTinkel  90° — y geneigt  ist;  denn  der 
Fischer,  Medizin.  Physik.  13 
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Meridian  P,  R'  durchkreuzt  ja  P,  E,  unter  einem  rechten  Winkel, 
und  P,  D,  ist  gegen  P,  K‘  um  den  Winkel  y geneigt  Der  Bogen- 
abstand Pi  Di  des  instantanen  Drehpunktes  vom  Humeruskopf- 
mittelpunkt bzw.  der  Winkel  zwischen  der  instantanen  Drehungs- 
axe  und  der  Längsaxe  des  Humerus  ist  der  früher  schon  in 
Betracht  gezogene  Winkel  A. 

Denkt  man  nun  im  Sinne  der  Relativbewegung  des  Radius 
den  Humerus  in  seine  Anfangsstellung  zurückgebracht,  so  wird 
P,E,  in  die  Ausgangslage  J\  E,  gelangen  und  demnach  der  Me- 
ridian PiR'  in  den  durch  P,  gehenden  Meridian  hineinfallen.  Es 
ist  dabei  aber  zu  beachten,  djiß  dann  R“  seinen  Ort  auf  diesem 
Meridian  geändert  hat,  weil  PiR'  größer  als  der  Bogen  PlR‘  ist. 
R'  ist  nach  einem  in  der  Figur  mit  (R‘)  bezeichneten  Punkt  ge- 
kommen, welcher  von  Px  um  den  Winkel  P,  R‘  = 90°  — £,  und 
daher  von  R‘  um  den  Winkel  a — $ absteht.  Von  A hat  dagegen 
(R‘)  den  Bogenabstand  weil  A R'  — a ist.  Da  der  Quadrant 
Ei  R'  in  die  Lage  E,  (R‘)  übergeführt  ist,  und  E,  den  Pol  des 
Meridians  Px  R'A  darstellt,  so  durchkreuzt  E,  (R‘)  diesen  Meridian 
bei  (R‘)  unter  einem  rechten  Winkel.  Der  instantane  Drehpunkt 
ist  ferner  durch  die  Zurückbewegung  des  Humerus  nach  einem  in 
der  Figur  mit  (Di)  bezeichneten  Punkte  gekommen,  der  von  P,  um 
den  Winkel  A entfernt  ist  und  dabei  auf  einem  größten  Kreise 
liegt,  der  gegen  den  Meridian  P,R'(R')A  um  den  Winkel  y ge- 
neigt ist. 

Denkt  man  für  jede  Bewegungsphase  in  dieser  Weise  den 
Ort  des  instantanen  Drehpunktes  auf  die  Anfangslage  des  Humerus 
bezogen,  so  erhält  man  durch  die  sukzessiven  Lagen  desselben 
die  Kurve,  in  welcher  der  zum  Humerus  gehörende  Polkegel  die 
Kugelfläche  durchschneidet.  Um  sich  zunächst  von  dem  unge- 
fähren Verlauf  dieser  Kurve  Rechenschaft  geben  zu  können, 
braucht  man  nur  zu  berücksichtigen,  in  welcher  Weise  die  beiden 
Winkel  y und  A von  dem  Winkel  ß abhängen,  durch  den  ja  in 
erster  Linie  die  in  Frage  stehende  Bewegung  insofern  charakteri- 
siert wird,  als  er  bei  der  Relativbewegung  des  Humerus  den 
Drehungswinkel  für  dessen  Längsaxe  in  bezug  auf  die  Drehungs- 
axe  OA  angibt.  Aus  dem  bei  B rechtwinkligen  sphärischen  Drei- 
eck EiBEi,  dessen  Seiten  BE,  und  BE,  bzw.  gleich  ß und  y 
sind,  und  welches  bei  E,  den  Winkel  « enthält,  ergibt  sich 

tan  Y = tanasin  ß. 
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während  für  A die  Formel  gewonnen  wurde  (vgl.  S.  183). 

, 1 — sin*a  cos*  ß 

tan  A = — . — ■ 

sinacosacosp 

Für  die  durch  ß = 0 bestimmte  Anfangslage  ergibt  sich  hier- 
aus Y — 0 und  tanh—cota,  also  A = 90° — «,  d.  h.  aber  es  fällt 
(/),)  mit  R‘  zusammen.  Wenn  nun  ß zunimmt,  so  nimmt  y end- 
liche Werte  an,  und  A vergrößert  sich  ebenfalls,  bis  schließlich 
für  ß=90°  der  Winkel  y—a  und  tanh  — oo,  also  A = 90"  wird. 
Es  hat  sich  daher  (D,)  auf  der  in  Fig.  72  dem  Beschauer  zuge- 
wendeten Seite  der  Kugelfläche  von  R‘  nach  vorn  und  links  fort- 
bewegt bis  zu  einem  Orte  C,  der  infolge  von  A = 90°  auf  dem 
durch  A und  Ev  gehenden  größten  Kreise  liegt  und  von  .1  den 
Bogenabstand  « besitzt.  Geht  weiterhin  ß über  90°  hinaus,  so 
wird  der  Winkel  y wieder  kleiner,  bis  er  schließlich  für  ß — 180° 
abermals  zu  Null  geworden  ist.  Der  Winkel  A wächst  dagegen 
gleichzeitig  noch  weiter,  da  cos  ß für  WTerte  von  ß über  90°  nega- 
tiv, und  infolge  der  obigen  Formel  auch  tan  A negativ  wird;  für 
,?=1800  nimmt  tan  A den  Wert  — cotu,  und  folglich  A selbst  den 
Wert  90°  + « an.  Hieraus  geht  aber  hervor,  daß  der  instantane 
Drehpunkt  (/>,)  sich  im  weiteren  Verlaufe  wieder  dem  Meridian 
P,  A nähert,  bis  er  ihn  schließlich  in  einem  Punkte  S (vgl.  Fig.  72) 
erreicht,  der  von  .4  um  den  Winkel  a absteht,  so  daß  also  .1  die 
Mitte  des  Bogens  A"  S einnimmt.  In  der  Figur  ist  die  hieraus  sich 
ergebende  Bahn  des  Punktes  (/>,)  punktiert  angedeutet  worden. 

Da  für  einen  über  180®  hinausgehenden  Winkel  der  Cosinus 
den  gleichen  W'ert  besitzt  wie  für  denjenigen  Winkel,  der  um 
gleich  viel  hinter  180°  zurückbleibt,  und  der  Sinus  sich  in  beiden 
Fällen  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheidet,  so  lehrt  ein  Blick 
auf  die  obigen  beiden  Formeln,  daß  der  weitere  Verlauf  der  Bahn 
des  Punktes  (/><)  sich  auf  der  vom  Beschauer  abgewendeten  Seite 
der  Kugel  zu  dem  Meridian  R'AS  symmetrisch  abspielen  würde, 
falls  überhaupt  ß Werte  über  180°  annehmen  könnte.  Zu  dem 
gleichen  Resultate  wird  man  auch  geführt,  wenn  man  sich  an 
der  Hand  von  Fig.  69  das  Verhalten  der  Winkel  y und  A während 
der  Wanderung  des  instantanen  Drehpunktes  auf  der  zum  Ra- 
dius festen  Kurve  vergegenwärtigt. 

Hieraus  ist  zu  schließen,  daß  der  Punkt  .1  auf  der  Kugel- 
fläche den  Mittelpunkt  der  Kurve,  und  die  Gerade  OA  die  Axe 
des  zuru  Humerus  gehörenden  Polkegels  in  dessen  Ausgangsstel- 
lung darstellt.  Es  empfiehlt  sich  daher  zur  genaueren  Bestimmung 
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der  Gestalt  dieses  Polkegels,  denselben  durch  die  Tangentialebene 
im  Punkte  Ä der  Kugelfläche  zu  durchschneiden  und  zu  begrenzen, 
d.  h.  also  die  Kurve  für  (D.)  vom  Kugelmittelpunkt  aus  auf  diese 
Ebene  zu  projizieren.  \ erbindet  man  .1  mit  (Di)  durch  einen 
größten  Kreis  und  bezeichnet  die  Länge  des  Bogens  A(D,)  mit  d . 
so  besitzt  die  Projektion  des  Punktes  (Z>.)  auf  die  genannte  Tan- 
gentialebene von  .1  den  Abstand  tan  d , da  der  Radius  der  Kugel 
fläche  als  Längeneinheit  eingeführt  worden  ist.  1'  ührt  man  inner- 
halb der  Tangentialebene  wieder  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system ein,  bei  welchem  .1 
den  Anfangspunkt,  und  die 
Schniitgerade  des  Meridians 
SAR'  mit  der  Tangentialebene 
die  A'-Axe  darstellt,  so  bildet 
der  von  A nach  der  Projek- 
" tion  des  Punktes  (Di)  gezo- 
Fig.  7a  gene  Vektor  mit  der  A'-Axe 

denselben  Winkel  s',  unter 
welchem  auf  der  Kugelfläche  der  Bogen  A(D.)  gegen  den  Bogen 
Alt'  geneigt  ist.  Nimmt  man  wieder  die  A'-Axe  nach  rechts  und 
die  F-Axe  nach  vorn  positiv,  so  sind  demnach  die  beiden  Koor- 
dinaten der  Projektion  des  Punktes  (Di)  auf  die  Tangential- 
ebene in  A 

x = tan  d'  ■ cox  e'  und  //  = tan  d'  ■ sin  e'. 

Aus  dem  sphärischen  Dreieck  A(Dt)]\,  in  welchem  AJJ,  ”90" 
ist  und  das  sich  in  Fig.  73  gesondert  aufgezeichnet  findet,  ergibt 
sich  nun 

sin  6'  • sin  s'  = sin  A • sin  y 
cos  d‘  — sin  A • cos  y . 

so  daß  man  zunächst  hat  i/  = tun  y.  Ferner  folgt  aus  demjbei  Ui') 
rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  .1  (Ii‘)  ( f>,) , in  welchem  A(R')  — i 
ist,  tan  ? = tan  d'  • cos  e , so  daß  also  x~tani  ist.  Berücksichtigt 
man  die  früher  (auf  S.  193  und  194)  angegebenen  Werte  für 
tan  £ und  tan  y und  beachtet,  daß  aus  Dreieck  Et  Ql\  in  Fig.  72  folgt 

cotrj~  costt  cot ßy  und  daß 
cot  ij 

C»stj  = — 

l cot') I -f-  1 
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ist.  so  erhält  man  für  r und  y die  Werte: 

si II  tt 

| cos9«  -f -tmeß 


y — tan  « sinß. 

Eliminiert  man  aus  beiden  Gleichungen  ß,  indem  man  sinß 
aus  der  zweiten  ausrechnet,  ferner  beachtet,  daß 


tanß  = 


sin  ß 

| 1 — stieß 


ist,  und  die  auf  diese  Weise  sich  ergebenden  Werte  für  sin  ß mul 
tan ß in  die  erste  Gleichung  einsetzt,  so  ergibt  sich  nach  einiger 
Umformung  die  für  die  Projektionen  aller  Punkte  (Z>.)  auf  die 
Tangentialebene  in  .4  geltende  Beziehung  zwischen  den  beiden 
Koordinaten: 

r y*  j - -f-  //*  — tan *«. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Grundkurve  des  zum  Humerus  ge- 
hörenden Polkegels  in  der  Tangentialebene  des  Punktes  .1.  Da 
dieselbe  vom  vierten  Grade  ist,  so  kann  die  Kurve  weder  ein 
Kreis,  noch  eine  Ellipse  oder  ein  anderer  Kegelschnitt  sein,  son- 
dern sie  stellt  eine  sogenannte  Kurve  vierter  Ordnung  dar.  Über 
die  Form  derselben  läßt  sich  folgendes  sagen. 

Aus  dem  Umstand,  daß  sowohl  r als  auch  y nur  im  Quadrat 
in  der  Gleichung  auftreten.  ist  zunächst  zu  schließen,  daß  die 
Kurve  sowohl  zur  F-Axe  als  auch  zur  A'-Axe  symmetrisch  ist. 
Denn  löst  man  die  Gleichung  entweder  nach  .»•  oder  nach  y auf. 
so  ergibt  sich 


, j taten  — tr  , . tntea — ,r“ 

,=±l  i . — V 1 1 ; 

es  gehören  also  sowohl  zu  jedem  Werte  von  y zwei  entgegen- 
gesetzt  gleiche  Werte  von  r,  als  auch  zu  jedem  Werte  von  x 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werte  von  y.  Vertauscht  man  ferner 
in  der  Gleichung  x mit  y,  so  ändert  sich  die  Gleichung  nicht. 
Hieraus  folgt  weiter,  daß  die  Kurve  wieder  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  kommt,  wenn  man  sie  um  ihren  Mittelpunkt  .4  um  90u. 
180'*  oder  270“  heruindreht.  Eis  genügt  daher,  sieh  von  der  Form 
des  zwischen  der  positiven  A'-Axe  und  der  positiven  F-Axe  ge- 
legenen Kurvenstücks  Rechenschaft  zu  geben;  denn  dieselbe  wieder- 
holt sich  in  den  übrigen  drei  Quadranten.  Die  Kurve  zeigt  also 
noch  eine  größere  Regelmäßigkeit  wie  die  Grundellipse  des  ersten 
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Polkegels;  denn  die  letztere  kommt  nur  bei  einer  Drehung  von 
180°  um  ihren  Mittelpunkt  W mit  sich  zur  Deckung. 

Für  x=~-o  ergibt  sich  als  zugehörige  Ordinate  y = + tana , 
und  für  y = o als  zugehörige  Abrisse  ,r  = + /«««.  Denkt  man 
sich  um  „-L  einen  Kreis  mit  dem  Radius  tana  konstruiert,  so 
durchschneidet  der  Kreis,  dessen  Gleichung  x*  -f-  //*  = tan^a  ist, 
in  denselben  Punkten  wie  die  Kurve  vierter  Ordnung  die 
beiden  Koordinatenaxen.  Daß  im  übrigen  die  Kurve  vierter  Ord- 
nung ganz  innerhalb  des  Kreises  liegt  und  daher  an  den  be- 
treffenden Punkten  der  Koordinatenaxen  denselben  von  innen  be- 
rührt, erkennt  man  leicht,  wenn  man  ihre  Gleichung  in  der  Form 
x9-4- y*  = tan‘sa  — .r9//9  schreibt  und  beachtet,  daß  ar-j-»/9  das 
Quadrat  des  Abstandes  eines  Punktes  vom  Koordinatenanfangs- 
punkte A bedeutet. 

Im  übrigen  ist  nun  der  Verlauf  der  Kurve  innerhalb  des 
Kreises  mit  dem  Radius  tana  je  nach  der  Größe  des  Winkels  a 
sehr  verschieden,  so  daß  nicht  etwa  alle  zu  verschiedenen  Werten 
von  a gehörenden  Kurven  einander  ähnlich  sind.  Berechnet  man 
in  verschiedenen  Fällen  für  eine  Reihe  von  Werten  der  Abszisse  x 
die  zugehörigen  Werte  der  Ordinate  y,  so  kann  man  durch  Ein- 
zeichnen der  zugehörigen  Kurvenpunkte  in  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  folgendes  konstatieren.  Solange  « nicht  sehr 
groß  ist,  weicht  die  Kurve  nur  verhältnismäßig  wenig  von  dem 
Kreise  mit  dem  ebenfalls  kleinen  Radius  tana  ab;  man  könnte 
sie  aus  dem  Kreise  dadurch  entstanden  denken,  daß  man  diesen 
in  der  Mitte  jedes  der  vier  Quadranten  etwas  abgeplattet  hat. 
Von  Werten  des  Winkels  a an,  welche  über  60°  hinausgehen,  er- 
scheint die  Kurve  gegenüber  dem  Kreise  in  der  Mitte  jedes  Qua- 
dranten sogar  etwas  nach  innen  gestülpt,  so  daß  sie  an  diesen 
Stellen  nach  außen  zu  konkave  Krümmung  aufweist,  welche  mit 
wachsendem  Werte  von  a immer  mehr  zunimmt.  Der  mittlere 
Teil  eines  Quadranten  nähert  sich  dabei  immer  mehr  dem  Mittel- 
punkte des  Kreises.  Bei  o — 70', 2°  (genauer  70° 31' 43,6")  berührt 
dieser  Teil  die  zum  Kreiscpiadranten  gehörende  Sehne,  und  für 
noch  größere  Winkel  tritt  er  sogar  in  das  von  den  vier  Qua- 
drantensehnen gebildete  Quadrat  ein. 

Um  einen  überblick  über  die  auf  diese  Weise  sich  ergebenden 
Formen  der  zum  Humerus  gehörenden  Polkurvo  zu  ermöglichen, 
finden  sich  in  Fig.  74  einige  dieser  Kurven  in  denselben  (punk- 
tiert angegebenen)  Kreis  eingezeichnet,  obgleich  in  Wirklichkeit 
die  den  Kurven  umgeschriebenen  Kreise  sehr  verschieden  groß 
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sind,  da  ja  ihr  Radius  durch  tana  bestimmt  wird.  Es  sollen 
durch  die  Figur  nur  die  verschiedenen  Formen,  nicht  aber  auch 
ihre  zu  einem  bestimmten  Radius  der  Kugelfläche  gehörenden 
Größen  veranschaulicht  werden.  Von  außen  nach  dem  Mittel- 
punkte des  alle  Kurven  umschließenden  Kreises  hin  gerechnet 
entsprechen  diese  Kurven  bzw.  den  Werten  1,  f'  3,  \ 8 , 5 und  10 


Fig.  74 

von  tana  und  daher  den  Werten  45°,  60“,  70“31'44",  78"41'24" 
and  84®  17'  22"  des  Winkels  a selbst.  Es  sind  gerade  die  zu 
fona  = y3  und  tan a — y8  gehörenden  Kurven  mit  angegeben 
worden,  weil  von  der  ersteren  an  die  Einstülpung  und  von  der 
letzteren  an  das  Eindringen  der  Kurven  in  das  in  der  Figur  punk- 
tiert gezeichnete,  allen  Kurven  gemeinsame  Sehnenc|uadrat  beginnt 
ln  der  Ausgangsstellung  berühren  die  beiden  Folkegel  ein- 
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auder  in  der  Rückwärts  Verlängerung  OB'  der  Axe  des  Radio- 
ulnargelenks, und  zwar  in  der  Weise,  daß  der  zum  Radius  ge- 
hörende Polkegel  innerhalb  des  breiteren  Polkegels  des  Humerus 
liegt  Dies  ist  in  Fig.  75  dargestellt  worden,  wobei  im  Interesse 
der  größeren  Anschaulichkeit  die  beiden  Kegel  nur  bis  zur  Ober- 
fläche der  Kugel  gezeichnet  sind;  sie  finden  sich  infolgedessen 
nicht  durch  ebene,  sondern  durch  sphärische  Kurven  begrenzt. 

Für  die  ursprünglich  in  Betracht  gezogene  Relativbewegunp 
des  Humerus  ist  der  zum  Radius  gehörende  Polkegel,  dessen  Axe 
OW  war,  ruhend  zu  denken.  Der  zum  Humerus  gehörende  Pol- 
kegel rollt  dann  auf  dem 
ersteren  von  oben  gesehen 
im  Sinne  des  Uhrzeigers  ab, 
so  daß  er  den  anderen  stets 
längs  einer  durch  0 gehenden 
Erzeugenden  berührt.  Insbe- 
sondere kommt  nach  der  Roll- 
bewegung, welche  dem  Über- 
gang der  Humeruslängsaxe 
aus  der  Stellung  OP \ in  die 
Stellung  0Et  entspricht,  die 
zwischen  Ob“  und  OS  auf 
deni  Kegelmantel  in  der  Mitte 
liegende  Erzeugende  OC  mit 
der  Erzeugenden  OA  des 
ruhend  gedachten  Polkegels  zur 
Deckung.  Bei  der  weiteren  Bewegung  der  Humeruslängsaxe  bis 
in  die  Verlängerung  OP'  der  Ausgangsstellung  01\  rollt  der  zwi- 
schen OC  und  OS  liegende  Teil  des  zweiten  Polkegels  auf  der  in 
der  Figur  vom  Beschauer  abgewendeten  Hälfte  des  ruhenden  Pol- 
kegels ab,  bis  schließlich  OS  mit  OR‘  zur  Deckung  kommt.  Die 
andere  Hälfte  des  beweglichen  Polkegels  kommt  für  die  Bewegung 
des  Humerus  nicht  in  Betracht,  wenn  in  der  Ausgangsstellung  der 
Radius  extrem  supiniert  war.  Dagegen  würde  sie  in  Frage  kom- 
men, wenn  zu  Anfang  äußerste  Pronatiousstellung  des  Radius 
vorhanden  wäre;  der  Mittelpunkt  des  Humeruskopfes  könnte  aber 
dann  sich  nur  auf  der  Rückseite  des  Bahnkreises  bewegen.  Bei 
zu  Anfang  vorhandener  mittlerer  Pronationsstellung  würden  da- 
gegen von  dem  vorderen  Teile  des  beweglichen  Polkegels  nur  das 
zwischen  OH‘  und  OC  liegende  Viertel  und  von  dem  hinteren 
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Teile  das  an  oh”  sieh  anschließende  Viertel  des  Kegelmantels 
in  Betracht  kommen. 

Mit  Hilfe  der  beiden  Folkegel  kann  man  sich  nun  aber  ebenso 
leicht  die  Relativbevvegung  des  Radius  veranschaulichen.  Man 
braucht  zu  dem  Zwecke  nur  den  zum  Humerus  gehörenden  Pol- 
kegel als  festgestellt  zu  betrachten  und  den  kleineren  Polkegel 

R’ 


Fig.  7ti 


im  Innern  desselben  auf  ihm  abrollen  zu  lassen.  Dieses  findet 
sich  durch  Fig.  76  für  etwa  a = 45u  zur  Darstellung  gebracht, 
wobei  dieselbe  eine  Ansicht  der  beiden  die  Kegel  begrenzenden 
sphärischen  Kurven  in  der  Richtung  der  Axe  AO  des  jetzt  ruhenden 
Kegels  vermittelt;  die  Spitzen  beider  Kegel  hat  man  sich  hinter  Ä 
in  einer  Senkrechten  zur  Ebene  der  Zeichnung  in  einer  Entfernung 
gelegen  zu  denken,  welche  bei  a = 45°  ungefähr  1.4 mal  so  groß  ist 
wie  die  Strecke  R‘A  bzw.  .I.S'  in  der  Figur.  Mit  Hilfe  der  sieben 
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verschiedenen  Lagen  des  abrollenden  Polkegels,  welche  in  der 
Figur  dargestellt  sind,  kann  man  sich  eine  sehr  deutliche  Vor- 
stellung von  dem  Abrollungsvorgang  bilden.  Die  Tatsache,  daß 
bei  der  Relativbewegung  des  Radius  die  Axe  des  Radio-Ulnar- 
gelenks  und  daher  auch  deren  Rückwärtsverlängerung  in  der 
Ebene  des  Meridians  AR'  I\  bleibt,  kommt  in  der  Figur  dadurch 
zum  Ausdruck,  daß  während  des  Abrollens  der  eine  in  der  Aus- 
gangsstellung mit  R‘  zusammenfallende  Scheitelpunkt  der  sphäri- 
schen Polkurve  auf  der  Linie  R'AS  fortwandert.  Die  Lage  A. 
desselben  entspricht  der  Pronation  von  90°,  und  die  Lage  S einer 
solchen  von  180°*). 

Die  für  die  Bewegungen  im  Huinero-Radialgelenk  gefundenen 
Resultate  gelten  ganz  allgemein  für  alle  Gelenke,  in  denen  Be- 
wegungen nach  dem  gleichen  Typus  möglich  sind. 

5.  Koordinatenbcstliiimuiig  und  Freiheit  der  sphärischen 

Bewegung. 

a)  Allgemeine  Koordinaten  (Ealersche  Winkel). 

Wie  schon  früher  (auf  S.  156)  angedeutet  wurde,  braucht  man 
zur  eindeutigen  Angabe  der  Stellung  eines  um  einen  festen  Punkt 
drehbaren  Körpers  wie  bei  der  ebenen  Bewegung  drei  voneinander 
unabhängige  Bestimmungsstücke,  die  man  dann  als  allgemeine 
Koordinaten  des  Körpers  bezeichnet  Während  bei  der  ebenen 
Bewegung  zwei  von  den  drei  allgemeinen  Koordinaten  Längen 
waren,  können  alle  drei  allgemeinen  Koordinaten  der  sphärischen 
Bewegung  Winkel  sein.  Man  verwendet  hierzu  zweckmäßiger- 
weise die  zuerst  von  Euler  eingeführten  sogenannten  unsymme- 
trischen Winkel.  Die  Bedeutung  derselben  läßt  sich  in  sehr 
klarer  Weise  an  einem  Mechanismus  erkennen,  welcher  einem 
Körper  durch  Vermittelung  dreier  Gelenke  von  je  einem  Grade 
der  Freiheit  die  allgemeinste  sphärische  Bewegung  ermöglicht 
Derselbe  setzt  sich  in  folgender  Weise  zusammen. 

An  einem  im  Raume  festgestellten  zylindrischen  Stabe  C, 
(vgl.  Fig.  77)  ist  eine  zylindrische  Röhre  Rx  so  angebracht,  daß 
dieselbe  sich  nur  um  die  Axe  des  Stabes  drehen,  nicht  aber 

*)  t'bcr  weitere  Bewegungen  im  Uumero-Hadiuigelenk  vergleiche  man 
meine  Abhandlung  „Zur  Kinematik  der  Gelenke  vom  Typus  des  Humero-Radial- 
gelenks‘‘  (Abhandlungen  der  math.-phvs.  Klasse  der  KönigL  Sachs.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften.  Band  XXXII,  Nr.  1.  1909),  in  welcher  die  geschilderte  Be- 
wegung im  llumero-Hadialgelenk  zuerst  eingehend  dargelegt  worden  ist. 


Digitized  by  Google 


Koordinatenbestimmung  und  Freiheit  der  sphärischen  Bewegung.  203 


gleichzeitig  in  der  Richtung  derselben  verschieben  läßt.  Ein  zweiter 
zylindrischer  Stab  < ist  ebenfalls  mit  einer  nur  um  seine  Axe 
drehbaren  zylindrischen  Röhre  R>  versehen,  während  die  beiden 
zylindrischen  Röhren  Rx  und  R*  an  ihren  Enden  durch  ein 
Scharniergelenk  miteinander  verbunden  sind,  dessen  Drehungsaxe 
die  Axen  der  beiden  zylindrischen  Stäbe  (\  und  <\  bzw.  der 
Röhren  Ä,  und  R°  senkrecht  durchkreuzt,  so  daß  sich  alle  drei 
Drehungsaxen  in  einem 
Punkte  0 schneiden.  An 
jedem  Gelenk  findet  sich 
eine  an  dem  einen  Teile 
befestigte  Gradscheibe  mit 
zugehörigem  Zeiger  am 
anderen  Teile  angebracht, 
so  daß  man  die  Größe 
der  Drehung  in  dem  be- 
treffenden Gelenk  direkt 
ablesen  kann. 

Man  hat  also  auf  diese 
Weise  C\  mit  (\  durch 
die  drei  Gelenke  (CXRX)X 
(i?i  R^  und  (Ri  Ci)  ver- 
bunden. Die  Axe  des 
Gelenks  K’i  Rx)  sei  mit  31» 
bezeichnet;  dieselbe  liegt 
in  (\  und  demnach  im 
Raume  fest.  Die  Axe  des 
Gelenks  (Rx  7>G)  sei  31$; 
diese  gehört  sowohl  A\ 
als  auch  7?-.  fest  an.  Die  Axe  des  dritten  Gelenks  (R,  C»)  möge 
mit  31(i  bezeichnet  sein;  sie  gehört  dem  zylindrischen  Stabe  C,  fest 
an.  Die  an  den  Gradscheiben  zu  erkennenden  Drehungswinkel 
aus  einer  bestimmten  Normalstellung  seien  bzw.  mit  den  Buch- 
staben 5,  (f  und  p bezeichnet,  die  schon  als  Indizes  der  Axen 
verwandt  worden  sind. 

Während  Rx  sich  im  Raume  nur  um  die  feste  Axe  31»,  d.  h. 
also  nur  mit  einem  Grade  der  Freiheit  bewegen  kann,  vermag  R., 
von  jeder  Stellung  aus  gleichzeitig  Drehungen  um  die  Axen  31» 
und  31$  und  demnach  bei  geeigneter  Kombination  beider  Dre- 
hungen um  alle  Axen  durch  0 auszuführen,  welche  momentan  in 
die  Ebene  der  beiden  stets  zueinander  senkrecht  gerichteten  Axen 
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und  5ly  hineinfallen.  Es  besitzt  somit  f?4  zwei  Grade  von 
Bewegungsfreiheit.  Die  Beweglichkeit  von  AN  gegen  (\  ist,  wit* 
man  sieht,  genau  die  gleiche  wie  die  iiu  vorigen  Abschnitte  in 
Betracht  gezogene  Beweglichkeit  des  Humerus  gegen  den  Radius?: 
die  Axe  51»  wurde  bei  jenem  Beispiel  durch  die  Axe  des  Radio- 
Ulnargelenks,  und  die  Axe  51v  durch  die  früher  kurz  als  Ellbogen  - 
axe  bezeichnete  Axe  der  trochlea  humeri  dargestellt. 

Der  zylindrische  Stab  C»  kann  schließlich  gleichzeitig  um  alle 
drei  Axeu  beliebige  Drehungen  ausführen  und  sich  infolgedessen 
mit  drei  Graden  der  Freiheit  bewegen.  Betrachtet  man  eine  Stel- 
lung desselben,  bei  welcher  die  Axe  51p  nicht  gerade  mit  der  Axe 
5t»  zusammenfällt,  sondern  mit  derselben  wie  in  Fig.  77  einen 
Winkel  <f  bildet,  so  kann  man  sich  leicht  davon  überzeugen,  daß 

von  dieser  Stellung  aus  sich  um  alle  möglichen  Axen  durch  f > 
drehen  kann,  wie  es  bei  der  allgemeinsten  sphärischen  Bewegung; 
der  Fall  ist.  Durch  geeignete  Kombination  von  Drehungen  um 
5t»  und  51p  kann  man  zunächst  Drehungen  um  alle  instantanen 
Axen  durch  0 erzielen,  welche  der  durch  51»  und  5lp  bestimmten 
Ebene  angehören,  und  auch  dabei  eine  beliebig  vorgeschriebeue 
Winkelgeschwindigkeit  erreichen.  Da  die  dritte  Axe  51^  nicht  in 
die  Ebene  der  beiden  Axen  hineinfallen  kann,  sondern  im  Gegen- 
teil stets  senkrecht  zu  derselben  gerichtet  ist,  so  läßt  sich  weiter- 
hin durch  Zusaimnensetzen  einer  Drehung  um  5l<y  mit  allen  mög- 
lichen Drehungen  um  die  Axen  der  zu  51^  senkrechten  Ebene  in 
der  Tat  eine  beliebige  Drehung  um  jede  durch  0 hindurchgehende 
Axe  erzielen.  Denkt  man  dagegen  C>  in  der  Stellung,  bei  welcher 
51p  mit  51»  zusammenfällt,  so  lassen  sich  scheinbar  nur  Drehungen 
um  Axen  hervorbringen,  welche  der  durch  51  ,r  und  die  ineinander 
fallenden  Axen  51»,  51p  bestimmten  Ebene  angehören.  Beachtet 
man  aber,  daß  man  unter  Festhaltung  von  O,  der  Axe  51  v durch 
Drehen  der  beiden  Hohlzylinder  AN  und  AN  um  ihre  jetzt  zu- 
sammenfallenden Längsaxen  51»  und  5le  vor  Beginn  der  Drehung 
jede  beliebige  Stellung  in  der  zu  51»  und  5lp  senkrechten  Ebene 
verleihen  kann,  so  erkennt  man  auch  in  diesem  Sonderfalle  die 
Möglichkeit  der  Drehung  um  jede  beliebige  Axe  durch  0. 

Da  die  Drehungen  um  die  drei  Axen  51»,  51y  und  Slp  von- 
einander ganz  unabhängig  sind,  so  wird  durch  die  vorstehenden 
Betrachtungen  besonders  evident,  daß  ein  Körper,  der  sich  unge- 
hindert um  einen  seiner  Funkte  herumdrehen  kann,  drei  Grade 
von  Bewegungsfreiheit  besitzt. 

Mit  Hilfe  des  durch  Fig.  77  dargestellten  Mechanismus  kann 
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man  sich  nun  in  sehr  anschaulicher  Weise  von  der  Koordinaten- 
bestimmung eines  um  einen  festen  Punkt  drehbaren  Körpers 
Rechenschaft  geben. 

Als  Nullstellung  von  (\  sei  eine  bestimmte  Stellung  bezeich- 
net, in  welcher  31p  mit  31»  zusaramenfällt  und  die  Zeiger  an  den 
drei  Gradscheiben  auf  Null  stehen.  In  Fig.  77,  in  welcher  die  im 
Raume  feststehende  Axe  31»  als  horizontal  angenommen  ist,  möge 
die  Nullstellung  dadurch  gekennzeichnet  sein,  daß  auch  die  zu  31» 
senkrechte  Axe  3ly  horizontal  steht  und  eine  an  C\  in  einem 
Punkte  /'  der  Ave  3lp  senkrecht  zu  der  letzteren  angebrachte  (in 
der  Figur  durch  einen  Pfeil  dargestellte)  Querlinie  /V  vertikal  ge- 
richtet ist.  Die  Querlinie  /*Q  steht  demnach  in  der  Nullstellung 
auf  der  Ebene  der  Axeu  3le  und  3lv  senkrecht.  Jede  neue  Stel- 
lung von  ('*  ist  dann  eindeutig  durch  die  Angabe  der  drei  Winkel 
U,  tf  und  q charakterisiert,  um  welche  bzw.  um  die  Axen  31»,  31  ^ 
und  3p  gedreht  werden  muß,  um  diese  Stellung  zu  erreichen.  Aus 
der  Zusammensetzung  des  Mechanismus  ist  ohne  weiteres  zu  er- 
sehen. daß  die  Reihenfolge,  in  welcher  diese  drei  Drehungen  vor- 
genommen werden,  auf  die  zu  bestimmende  Stellung  gar  keinen 
Einfluß  ausübt,  und  daß  man  auch  dieselbe  Stellung  erreichen 
würde,  wenn  man  alle  drei  Drehungen  gleichzeitig  vornehmen 
wollte.  Die  Drehungswinkel  mögen  dabei  als  positiv  oder  negativ 
angenommen  werden,  je  nachdem  die  Drehungen  um  die  einzelnen 
Axen  von  der  Seite  aus  gesehen,  nach  welcher  in  der  Figur  die 
an  den  Axen  angebrachten  Pfeilspitzen  hinzielen,  im  Sinne  oder 
entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  verlaufen. 

Die  angegebene  Art  der  Bestimmung  der  Stellung  läßt  sich 
auf  jeden  beliebigen  um  einen  festen  Punkt  0 drehbaren  Körper 
an  wenden.  Mau  braucht  zu  dem  Zwecke  nur  eine  (der  Axe  31» 
entsprechende)  im  Raume  feste  Gerade  durch  0 und  gleichfalls 
eine  (der  Axe  31p  entsprechende)  Gerade  durch  0 innerhalb  des  be- 
weglichen Körpers  herauszugreifen.  Dann  hat  die  Gerade,  welche 
in  irgendeiner  Stellung  des  beweglichen  Körpers  auf  der  durch 
die  beiden  herausgegriffenen  Geraden  bestimmten  Ebene  in  0 
senkrecht  steht,  die  Bedeutung  der  Axe  31^,  wenn  in  in  dieselbe 
nach  derjenigen  Seite  der  Ebene  hin  gerichtet  sein  läßt,  von 
welcher  aus  gesehen  die  im  Körper  liegende  Gerade  gegen  die  im 
Raume  feste  Gerade  im  Sinne  des  Uhrzeigers  um  den  Winkel  <f 
geneigt  erscheint  Es  ist  zu  beachten,  daß  die  der  Axe  31?  ent- 
sprechende Gerade  weder  dem  festen  Raume  noch  dem  beweg- 
lichen Körper  unveränderlich  angehört,  sondern  im  allgemeinen 
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mit  der  Änderung  der  Körperstellung  auch  ihre  Lage  zu  beiden 
ändert  Für  diese  Gerade  ist  der  Name  „Knotenlinie“  *)  ein- 
geführt  worden. 

Die  drei  Winkel  tt,  <p  und  g stellen  nun  die  Eulerschen  so- 
genannten unsymmetrischen  Winkelkoordinaten  dar;  sie  wurden 
aber  von  Euler  bzw.  mit  den  Buchstaben  V'>  & und  9 bezeichnet. 
Die  Buchstaben  sind  nur  deshalb  in  anderer  Weise  verwendet 
worden,  weil  <f  die  Bedeutung  eines  Beugungswinkels  und  g die 
eines  Rollungswinkels  besitzt,  und  es  in  der  physiologischen  Me- 
chanik üblich  ist,  diese  Gelenkbewegungen  mit  den  hier  einge- 
führten Buchstaben  zu  bezeichnen. 

Es  ist  natürlich  nicht  nötig,  in  jedem  Falle  die  im  Raume 
feste  Gerade  3t#  und  die  dazu  senkrechte  Knotenlinie  21^  in  der 
Nullstellung  horizontal  zu  stellen,  wie  es  in  Fig.  77  im  In- 
teresse größerer  Anschaulichkeit  angenommen  war;  auch  braucht 
die  auf  der  Geraden  3tP  des  beweglichen  Körpers  senkrecht 
stehende  Querlinie  nicht  unbedingt  in  der  Nullstellung  gegen  die 
Ebene  der  Axen  3t#  und  2l$>  senkrecht  gerichtet  zu  sein;  diese 
Querstrecke  könnte  z.  B.  ebensogut  in  die  letztere  Ebene  hinein- 
fallen, da  ja  in  der  Nullstellung  auch  2tP  dieser  Ebene  angehört. 
Es  kommt  ganz  auf  die  besonderen  Verhältnisse  an,  wie  man  die 
Nullstellung  im  einzelnen  charakterisieren  will.  Es  ist  zur  Be- 
stimmung derselben  und  der  aus  ihr  hervorgehenden  Größen  der 
drei  Eulerschen  Winkel  nur  erforderlich,  daß  man  einerseits  im 
ruhenden  Raume  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  Gerade 
durch  den  Drehpunkt  0,  die  Axe  3t#  und  die  Nullage  der  Knoten- 
linie 2tp,  und  dann  andererseits  im  beweglichen  Körper  ebenfalls 
zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  Gerade  durch  0,  die  Axe  2lP 
und  die  Querlinle  PQ,  festgelegt  hat.  Die  Nullstellung  ist  dann 
dadurch  definiert,  daß  2IP  mit  2t#  zusammenfällt  und  PQ  entweder 
(wie  in  Fig.  77)  gegen  die  im  Raume  feste  Nullage  von  31^  senk- 
recht gerichtet  ist,  oder  mit  derselben  parallel  verläuft  oder,  was 
auch  nicht  ausgeschlossen  wäre,  gegen  sie  unter  einem  anderen 
vorgeschriebeneu  Winkel  geneigt  ist.  Die  eine  beliebige  Stellung 
des  beweglichen  Körpers  bestimmenden  drei  Winkelkoordinaten 
haben  dann  folgende  Bedeutung.  Zunächst  ist  der  Winkel, 
welchen  die  auf  der  Ebene  der  Axen  2t#  und  2lp  senkrecht 
stehende  Knotenlinie  2tj>  mit  ihrer  Nullage  bildet;  er  gibt  auch 

*)  Vgl.  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld,  Über  die  Theorie  des  Kreisels. 
Heft  1.  Leipzig  1897.  S.  17. 
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zugleich  die  Neigung  der  Ebene  (31#  91p)  gegen  die  im  Raume  fest- 
stehende Ebene  an,  welche  durch  31#  hindurchgeht  und  dabei  auf 
der  Nullage  von  9(p  senkrecht  steht.  Ferner  ist  <f  der  Winkel, 
welchen  die  Axe  9lp  mit  der  im  Raume  festen  Axe  31#  bildet. 
Läßt  man  bei  einem  Glied  des  menschlichen  oder  tierischen  Kör- 
pers, welches  gegen  ein  anderes  als  ruhend  angenommenes  Glied 
sich  um  einen  festen  Gelenkmittelpunkt  herumdrehen  kann,  9(p 
mit  der  Längsaxe  desselben  zusammen  fallen,  so  bezeichnet  man 
den  Winkel  <f  häufig  als  Beugungsmittel.  Nimmt  man  die  Quer- 
linie PQ  in  der  Nullstellung  senkrecht  zur  Nullage  der  Knoten- 
linie 31p  an,  so  liegt  dieselbe  zunächst  in  der  auf  9tp  senkrechten 
Ebene,  ln  dieser  Ebene,  welche  auch  in  jeder  neuen  Stellung  die 
Axen  31#  und  3lp  enthält,  würde  PQ  bleiben,  falls  keine  Drehung 
des  Körpers  um  9le  vorhanden  wäre.  Sobald  aber  eine  solche 
Drehung  stattfindet,  tritt  PQ  aus  dieser  Ebene  heraus,  und  der 
Drehungswinkel  p gibt  dann  direkt  die  Neigung  der  Querlinie  PQ 
gegen  die  Ebene  der  Axen  91p  und  91#  an.  Würde  man  aber  die 
Querlinie  PQ  in  der  Nullstellung  zur  Nullage  der  Knotenlinie  parallel 
annehmen,  so  würde  sie  auch  in  jeder  neuen  Stellung  des  Körpers 
zu  der  geänderten  Richtung  der  Knotenlinie  parallel  geblieben 
sein,  wenn  keine  Drehung  um  91p  stattgefunden  hätte.  Da  beide 
Linien  in  jeder  Stellung  auf  der  Axe  3lp  senkrecht  bleiben, 
so  wird  daher  der  Winkel  q bei  dieser  Wahl  der  Querlinie  durch 
den  Richtungsunterschied  der  Querlinie  und  der  Knotenlinie  be- 
stimmt. 

Die  Bedeutung  der  drei  Koordinatenwinkel  läßt  sich  beson- 
ders klar  und  anschaulich  erfassen,  wenn  man  die  Exkursions- 
kugelfläche  des  Punktes  P des  beweglichen  Körpers  zu  Hilfe 
nimmt,  in  dem  sich  die  Querlinie  mit  der  Axe  9le  durchkreuzt. 
Nimmt  man  den  Abstand  des  Punktes  P vom  Drehpunkte  0 als 
Längeneinheit,  so  lassen  sich  die  drei  Winkel  zum  Teil  auf 
dieser  Kugelfläche  direkt  als  Bögen  größter  Kreise  deuten.  Fig.  78 
stelle  die  Exkursionskugelfläche  des  Punktes  P dar.  Die  Lage  des 
letzteren  in  der  Nullstellung  ist  durch  den  Punkt  P„,  und  dem- 
nach die  feste  Axe  91#  durch  den  Radius  OP0,  sowie  die  Nullage 
der  Knotenlinie  durch  den  zu  OP0  senkrechten  Radius  09ly # des 
horizontalen  größten  Kreises  der  Kugelfläche  angegeben.  Die  Quer- 
linie PQ,  welche  hier  zweckmäßigerweise  nicht  als  geradlinige 
Strecke,  sondern  als  kleiner  Teil  eines  größten  Kreises  genommen 
wird,  besitze  in  der  Nullstellung  vertikale  Richtung;  sie  fällt  dem- 
nach in  den  vertikalen  Meridian,  sofern  man  P„  als  Pol  der  Kugel, 
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und  demnach  als  Äquator  den  in  diesem  Falle  vertikalen  größten 
Kugelkreis  auffaßt,  dessen  Ebene  auf  O7’0  senkrecht  steht. 

Sind  ft,  y,  q die  drei  Eulerschen  Winkel,  so  kann  nach  den 
obigen  Auseinandersetzungen  jede  neue  Stellung  des  um  O frei 
drehbaren  Körpers  durch  sukzessives  oder  auch  gleichzeitiges 
Drehen  desselben  um  die  Axen  21*,  21  y und  2le  bzw.  um  die 
Winkel  ft,  y,  g hervorgebracht  werden.  Dreht  man  zunächst  um 
die  Axe  21*  um  ft,  so  geht  die  Knotenlinie  21gp  in  den  Radius  des 
Äquators  über,  welcher  mit  2lgro  den  Winkel  ft  bildet;  der  zur 
neuen  Lage  der  Knotenlinie  senkrechte  Meridian  weicht  dann  von 

dem  vertikalen  Meridian,  der 
kurz  „Nullmeridian“  heißen 
soll,  ebenfalls  um  den  Win- 
kel ft  ab.  Dreht  mau  dar- 
auf um  die  Knotenlinie 
2l(f  um  den  Winkel  y , so 
geht  OP  bzw.  die  damit 
zusammenfallende  Axe  2te 
in  einen  Radius  OP,  des 
neuen  Meridians  über,  wel- 
cher mit  OP0  den  Win- 
kel y bildet,  so  daß  also 
auch  der  Bogen  /'„  I\  durch 
y gemessen  wird.  Durch 
die  erste  Drehung  um  2t* 
ist  die  Querlinie  in  die 
Ebene  des  neuen  Meridians 
übergeführt  worden,  in  der  sie  dann  bei  der  zweiten  Drehuni: 
um  21  gr  geblieben  ist.  Die  dritte  Drehung  um  21«  um  den  Win- 
kel q bringt  schließlich  die  Querlinie  aus  der  Ebene  des  Meri- 
dians heraus  in  eine  Lage  P,  Qu  welche  gegen  den  Meridian  P„P, 
um  den  Winkel  g geneigt  erscheint.  Denkt  man  aus  der  Null- 
stellung zuerst  um  die  Knotenlinie  21^  um  y gedreht,  so  kommt 
P aus  der  Nu  Hage  P0  zunächst  in  eine  Stellung  1“  auf  dem  Null- 
meridian, wobei  P0P‘ ■ y ist.  Die  darauf  folgende  Drehung  um 
die  im  Raume  festgebliebene  Axe  21*  um  den  Winkel  ft  führt 
dann  P in  seine  richtige  Lage  /',  auf  den  um  ft  gegen  den  Null- 
meridian geneigten  Meridian,  und  die  sehließliehe  Drehung  um  2b> 
um  den  Winkel  g die  Querlinie  nieder  in  ihre  Endstellung  P,  Q, . 
Würde  man  gleich  zu  Anfang  um  die  Nullage  OP0  der  Axe  21« 
L'edreht  haben,  so  würde  die  Querlinie  von  vornherein  die  richtige 
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Neigung  gegen  den  Meridian  angenommen  haben,  die  sie  dann  bei 
den  weiteren  Drehungen  um  die  Knotenlinie  und  um  die  feste 
Axe  beibehalten  hätte. 

Durch  diese  und  ähnliche  Überlegungen  kann  man  sich  leicht 
davon  Rechenschaft  geben,  daß  die  Reihenfolge  der  Drehungen  in 
der  Tat  ohne  Einfluß  auf  die  schließliche  Stellung  des  Körpers 
ist.  Dies  ist  dem  Umstande  zuzuschreiben,  daß  eine  der  drei 
Axen  im  Raume,  eine  zweite  im  Körper  und  die  dritte  weder  im 
Raume  noch  im  Körper  festliegt.  Würden  alle  drei  oder  auch 
nur  zwei  Axen  entweder  dem  Raume  oder  dein  Körper  fest  an- 
gehören, so  wäre  nach  dem  früheren  die  Reihenfolge  der  Dre- 
hungen für  das  Endresultat  nicht  ohne  Einfluß,  sofern  es  sich 
nicht  bloß  um  unendlich  kleine  Drehungen  handelte. 

Während  bei  konstantem  Werte  des  Winkels  eine  Änderung 
des  Winkels  g>  den  Punkt  P auf  dem  zu  & gehörenden  Meridian 
fortführt,  entspricht  eine  alleinige  Änderung  von  bei  konstantem 
Werte  von  (f>  einer  Fortbewegung  von  V auf  einem  zu  OP0  senk- 
rechten Breitenkreis,  dessen  Punkte  von  P0  den  Bogenabstand  <f 
besitzen  (vgl.  Fig.  78). 

Denkt  man  sich  nun  für  P0  als  Pol,  entsprechend  dem 
Koordinatennetz  auf  der  Erdkugel,  eine  Schar  von  Meridianen  und 
eine  zweite  Schar  von  Breitenkreisen  auf  der  Kugel  angebracht 
und  jeden  Meridian  durch  die  Maßzahl  des  Winkels  numeriert, 
um  welchen  derselbe  in  der  Figur  von  vorn  betrachtet  im  Sinne 
des  Uhrzeigers  vom  Nullmeridian  abweicht,  jeden  Breitenkreis  da- 
gegen mit  der  Maßzahl  des  Winkels  cp  versehen,  welcher  den 
Bogenabstand  seiner  Punkte  vom  Pole  7#  angibt,  so  kann  man 
für  jede  Lage  des  Punktes  P auf  seiner  Exkursionskugelfläche 
sofort  die  zugehörigen  Werte  der  beiden  Winkelkoordinaten  9 und 
(f  ablesen.  Es  ist  dabei  zu  beachten,  daß  dies  nicht  ganz  mit 
der  Art  der  Koordinatenbestimmung  auf  der  Erdkugel  übeiein- 
stimmt,  da  man  bei  der  letzteren  für  die  Numerierung  der  Breiten- 
kreise nicht  deren  Bogenabstand  vom  Pole,  sondern  den  vom  Äqua- 
tor verwendet;  es  würden  demnach  9 und  90° — <f  im  voiliegen- 
den  Falle  als  Länge  und  Breite  des  Punktes  P zu  bezeichnen 
sein.  Die  Winkelkoordinate  p ergibt  sich  dann  weiterhin  durch 
die  Neigung  der  Querlinie  PQ  gegen  den  Meridian  des  Punktes  P, 
sofern  man  diese  Querlinie  so  gewählt  hat,  daß  sie  bei  der  Null- 
stellung in  den  Nullmcridian  hineinfällt.  Würde  die  Querlinie  in 
der  Nullstellung  mit  dem  Meridian  -f-90  zusammenfallen,  indem 
sie  dabei  der  Nullstellung  der  Knotenlinie  parallel  läuft,  so  hätte 
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der  Winkel  p die  Bedeutung  des  Neigungswinkels  der  Querlinie 
gegen  den  Breitenkreis  des  Punktes  P,  oder  derselbe  würde  aus 
der  Neigung  der  Querlinie  gegen  den  Meridian  von  P durch  Sub- 
traktion von  00*  gewonnen.  Wenn  aber  die  Querlinie  PQ  in  der 
Nullstellung  mit  dem  Nullmeridian  einen  bestimmten  Winkel  p0 
bildet,  60  muß  in  jeder  anderen  Stellung  von  dem  Neigungswinkel 
der  Querlinie  gegen  den  durch  P gehenden  Meridian  dieser  Winkel 
Po  abgezogen  werden,  um  die  dritte  Winkelkoordiuate  p zu  erhalten. 
Am  einfachsten  ist  es  natürlich  p„  = 0 anzunehmen,  wie  es  dem 
Zusammenfallen  der  Querlinie  mit  dem  Nullmeridian  in  der  Null- 
stellung des  Körpers  entspricht. 

Die  im  beweglichen  Körper  festliegende  Gerade,  welche  die 
Axe  abgibt,  mag  allgemein  als  Längslinie  des  Körpers  be- 
zeichnet sein.  Man  kann  demnach  sagen,  daß  bei  der  in  Betracht 
gezogenen  Koordinatenbestimmung  die  Winkel  und  <p  die  Rich- 
tung der  Längslinie  bestimmen,  während  p angibt,  in  welcher 
Weise  die  Orientierung  des  Körpers  gegenüber  der  Längslinie  von 
der  Stellung  desselben  abweicht,  die  er  allein  schon  infolge  der  Dre- 
hung um  die  im  Raume  feste  Axe  '•!(#  und  die  Knotenlinie  'lly  aus 
der  Nullstellung  um  die  Winkel  # und  y>  angenommen  hat. 

Es  ist  nun  durchaus  nicht  nötig,  daß  man  die  Stellung  des 
Körpers,  bei  welcher  alle  drei  Winkelkoordinaten  den  Wert  Null 
besitzen  sollen,  und  die  deshalb  kurz  als  Nullstellung  bezeichnet 
wurde,  in  der  oben  angegebenen  Weise  bestimmt.  Anstatt  die 
Axe  'IQ  mit  3l,y  zusammenfallen  zu  lassen,  kann  man  sie  z.  B. 
auch  in  der  Nullstellung  zu  '11»  und  der  Nullage  der  Knotenlinie 
senkrecht  gestellt  denken,  so  daß  sie  etwa  in  Fig.  78  die  nach 
unten  zeigende  vertikale  Richtung  besitzt.  Die  Nullage  des  Punktes 
1 ’ würde  dann  nicht  mit  dem  vorderen  Pole  der  Kugelfläche, 
sondern  mit  dem  untersten  Punkte  des  in  der  Figur  vertikalen 
Äquators  zusammenfallen.  Der  Winkel  <p  würde  dann  in  einer 
beliebigen  anderen  Stellung  den  Bogen  abstand  des  Punktes  P 
vom  Äquator  bedeuten,  so  wie  es  der  geographischen  Breite  bei 
der  Koordinatenbestimmung  auf  der  Erdkugel  entspricht.  Derselbe 
würde  dabei  für  die  gleiche  Stellung  einen  um  90°  größeren  Wert 
annehmen  wie  bei  der  früheren  Wahl  der  Nullstellung,  während, 
wie  man  leicht  bestätigen  wird,  die  Winkel  # und  p ihre  alten 
Werte  beibehalten. 

Die  zuletzt  angegebene  Wahl  der  Nullstellung  empfiehlt  sich 
insbesondere  für  die  Bestimmung  der  Stellung  des  Humerus  oder 
auch  des  Femur  gegenüber  dem  als  ruhend  angenommenen  Schulter- 
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gürtel  bzw.  Becken.  Als  im  Raume  feststehende  Axe  91#  bietet 
sich  im  einen  Falle  die  die  beiden  Schultergelenkmittelpunkte  ver- 
bindende Schulteraxe,  im  anderen  Falle  die  die  Hüftgelenkmittel- 
punkte verbindende  Hüftaxe  dar,  welche  in  beiden  Fällen  bei  der 
rechten  Extremität  distale  Richtung  besitzen  möge.  Läßt  man  die 
Axe  91p  mit  der  sogenannten  Längsaxe  des  Oberarmes  bzw.  des 
Oberschenkels  zusammenfallen  und  bei  horizontal  gestellter  Schulter- 
oder Hüftaxe  und  aufrechter  Stellung  des  ganzen  Körpers  dieselbe 
in  der  Nullstellung  vertikal  nach  unten  gerichtet  sein,  so  steht 
also  in  diesem  Falle  91e  auf  91#  senkrecht.  Die  Nullage  der 
Knotenlinie  würde  dabei  mit  der  nach  vorn  gerichteten  Horizon- 
talen durch  den  betreffenden  Gelenkmittelpunkt  zusaminenfallen. 
Eine  Drehung  um  91#  aus  der  Nullstellung  erhebt  das  Glied  mit 
seiner  Längsaxe  in  der  durch  den  Gelenkmittelpunkt  gehenden 
Sagittalebene.  Nach  vorausgegangener  Drehung  um  die  Nullage 
der  Knotenlinie  um  einen  bestimmten  Winkel  <f  wird  dagegen  bei 
einer  Drehung  um  91#  die  Längsaxe  des  Gliedes  auf  einem  Kegel- 
mantel um  91#  herumgeführt.  Es  ist  in  der  Anatomie  von 
Straßer*)  vorgeschlagen  worden,  eine  solche  Bewegung  als  Zir- 
kumpolarflexion  des  Gliedes  zu  bezeichnen.  Die  Drehung  um  die 
Knotenlinie  um  den  Winkel  <f  führt  dagegen  den  Namen  der 
Abduktion  des  Gliedes.  Die  Ebene  dieser  Abduktion  kann  sehr 
verschieden  sein;  sie  richtet  sich  natürlich  nach  der  Stellung  der 
Knotenlinie,  da  sie  auf  dieser  stets  senkrecht  steht.  Die  Richtung 
der  Knotenlinie  ist  aber  dadurch  bestimmt,  daß  sie  immer  in  der 
Sagittalebene  durch  den  Gelenkmittelpunkt  bleibt  und  dabei  mit 
ihrer  horizontal  nach  vorn  gehenden  Nullage  den  Winkel  bildet. 
Der  Drehungswinkel  q um  die  Längsaxe  9le  des  Gliedes  wird  von 
Straßer  (a.  a.  0.)  als  Winkel  der  „scheinbaren  Längsrotation“  be- 
zeichnet. 

Dies  ist  natürlich  nicht  die  einzige  Art,  wie  man  eine  Stel- 
lung des  Humerus  oder  Femur  gegen  den  Rumpf  durch  Euler- 
sche  Winkelkoordinaten  bestimmen  kann.  Es  läßt  sich  beispiels- 
weise auch  die  ruhende  Axe  91#  senkrecht  zu  der  Schulter-  oder 
Hüftaxe,  und  zwar  horizontal  nach  vom,  legen  und  die  Nullage 
der  Knotenlinie  mit  der  Schulter-  bzw.  Hüftaxe  in  proximaler 
Richtung  zur  Deckung  bringen.  Nimmt  mau  dabei  wieder  die 

*)  Vgl.  H.  Straßer  und  Gaßmann,  Hülfsmittel  und  Normen  zur  Be- 
stimmung und  Veranschaulichung  der  Stellungen,  Bewegungen  und  Kraft- 
»irkungen  am  Kugelgelenk,  insbesondere  am  Hilft-  und  Schultergelenke  des 
Menschen.  Anat.  Hefte.  Wiesbaden  185)3. 
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Langsame  51p  in  der  Nullstellung  vertikal  nach  unten,  so  führt 
eine  Drehung  um  die  ruhende  Axe  51#  das  Glied  mit  seiner  Längs- 
axe  entweder  in  einer  durch  den  Gelenkmittelpunkt  gehenden 
Frontalebene  oder  auf  einem  Kegelmantel  um  die  von  hinten  naeli 
vorn  verlaufende  Axe  51#  fort,  je  nachdem  sich  dasselbe  zu  An- 
fang in  der  Nullstellung  oder  in  einer  um  den  Winkel  q von  der- 
selben abweichenden  Stellung  befindet.  Eine  solche  Bewegung 
des  Oberarmes  oder  Oberschenkels  bezeichnet  man  in  der  Ana- 
tomie zuweilen  als  Zirkumduktion  desselben.  Eine  Drehung  um 
die  Knotenlinie,  die  jetzt  immer  in  der  Frontalebene  bleibt,  uni 
den  Winkel  q ist  dagegen  zweekinäßigenveise  mit  Flexion  de> 
Gliedes  zu  bezeichnen. 

Schließlich  kann  man  auch  die  ruhende  Axe  51#  vertikal  nach 
unten  gerichtet  annehmen,  so  daß  die  Längsaxe  5tp  des  Gliedes  in 
der  Nullstellung  mit  ihr  zusammenfällt.  Dann  stellt  eine  Drehung 
um  51#,  soweit  dieselbe  sich  jetzt  ausführen  läßt,  auch  eine  Art 
Zirkumduktion  des  Gliedes  dar,  welche  sich  von  der  vorher  er- 
wähnten Zirkumduktion  dadurch  unterscheidet,  daß  sie  um  eine 
vertikale  Axe  stattfindet,  während  die  Axe  für  jene  horizontal 
nach  vorn  gerichtet  war.  Die  Knotenlinie  bleibt  bei  dieser  An- 
nahme in  allen  Stellungen  des  Gliedes  in  der  durch  den  Gelenk- 
mittelpunkt gehenden  Horizontalebene.  Es  ist  üblich,  die  Drehung 
um  dieselbe  um  den  Winkel  q dann  mit  Flexion  und  Extension 
oder  Abduktion  und  Adduktion  zu  bezeichnen,  je  nachdem  die 
Knotenlinie  in  ihrer  Horizontalebene  mit  der  Schulter-  bzw.  Hüft- 
axe  zusammenfällt  oder  auf  derselben  senkrecht  steht,  während 
für  eine  Drehung  um  eine  andere  Richtung  der  horizontalen 
Knotenlinie  ein  besonderer  Name  nicht  eingeführt  ist. 

b)  Verschiedene  Urade  von  Bewegungsfreiheit. 

Wenn  bei  einem  um  einen  festen  Punkt  0 drehbaren  Körper 
alle  drei  Eulerschen  Winkel  beliebig  geändert  werden  können, 
der  Körper  also  ganz  frei  um  0 beweglich  ist,  so  besitzt  er,  wie 
sich  herausgestellt  hat,  drei  Grade  von  Bewegungsfreiheit.  Sind 
dagegen  zwei  Winkel  konstant  und  nur  einer  beweglich,  so  kann 
der  Körper  sich  nur  mit  einem  Grade  der  Freiheit  bewegen,  indem 
ihm  dann  nur  Drehung  um  eine  der  drei  Axen  51#,  51,/  oder  51p  mög- 
lich ist.  Ist  dagegen  nur  ein  Winkel  konstant,  so  kommen  dem 
Körper  zwei  Grade  von  Bewegungsfreiheit  zu. 

Ist  z.  B.  konstant,  so  besitzt  die  Knoteulinie  eine  feste 
Lage  im  Raume;  der  Körper  kann  sich  dann  um  dieselbe  um 
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eiuen  beliebigen  Winkel  c p drehen  und  außerdem  gleichzeitig  Dreh- 
ungen um  seine  Längslinie  31o  ausführen.  Die  Längslinie  ist 
daher  in  diesem  Falle  in  eine  zur  festen  Knotenlinie  senkrechte 
Kbene  mal  jeder  Punkt  derselben  auf  einen  Kreis  um  0 gezwungen. 
Hält  inan  einen  Punkt  der  Längslinie  an  einer  beliebigen  Stelle 
seines  Bahukreises  und  damit  die  Längslinie  selbst  fest,  so  ist  je- 
doch damit  der  Körper  noch  nicht  festgestellt,  sondern  kann  dann 
noch  Drehungen  um  die  Längslinie  selbst  ausführen.  Die  außer- 
halb der  Längslinie  liegenden  Punkte  des  Körpers  können  sich  da- 
gegen auf  einem  Streifen  ihrer  Exkursionskugelfläche  bewegen, 
dessen  Breite  durch  den  dop|telten  Winkel  bestimmt  wird,  den 
der  von  O nach  dem  betreffenden  Punkte  ziehende  Radiusvektor 
mit  der  Längslinie  bildet.  Hält  man  einen  solchen  Punkt  an 
einer  Stelle  seines  Exkursionsflächenstreifens  fest,  so  ist  dann  aber 
auch  der  Körper  selbst  festgestellt. 

Ist  allein  der  Winkel  <f  konstant,  so  kann  sich  die  Längslinie 
des  Körpers  nur  auf  einem  Kegelmantel  um  die  feststehende  Axe 
'31#  mit  dem  Winkel  2<f  an  der  Spitze,  und  daher  jeder  Punkt  der- 
selben auf  einem  zu  31#  senkrechten  Kreise  bewegen.  Hält  man 
einen  Punkt  der  Längslinie  an  irgendeiner  Stelle  seiner  Kreisbahn, 
und  damit  die  Längslinie  selbst  fest,  so  kann  der  Körper  dann 
noch  Drehung  um  die  letztere  ausführen.  Jeder  außerhalb  der 
Längslinie  befindliche  Punkt  des  Körpers  kann  sich  dagegen  auf 
einem  ringförmigen  Flächenstreilen  seiner  Exkursionskugelfläche 
bewegen.  Hält  man  denselben  aber  an  irgendeiner  Stelle  dieses 
Flächenstreifens  fest,  so  ist  damit  auch  der  Körper  festgelegt. 

Wenn  schließlich  nur  der  Winkel  q einen  konstanten  Wert 
besitzt,  so  kann  die  Längslinie  in  jede  beliebige  Richtung,  und 
damit  jeder  Punkt  derselben  an  jede  Stelle  seiner  Exkursionskugel- 
fläche gebracht  werden.  Hält  man  dann  aber  irgendeinen  Punkt 
derselben  an  einer  bestimmten  Stelle  seiner  Fläche,  und  damit  die 
Längslinie  in  einer  bestimmten  Richtung  fest,  so  ist  dann  im 
Allgemeinen  auch  der  ganze  Körper  festgestellt.  Ausnahme  bildet 
nur  der  Fall,  daß  die  Längslinie  in  die  Richtung  der  Axe  31#  fällt; 
dann  ist  dem  Körper  noch  Drehung  um  die  Längslinie  möglich. 

Die  angegebenen  drei  Fälle,  in  denen  einer  der  drei  Winkel 
konstant  ist,  stellen  nicht  die  einzigen  Arten  dar.  auf  welche  bei 
der  Drehung  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt  eine  Beweg- 
lichkeit von  zwei  Graden  der  Freiheit  erreicht  werden  kann.  Diese 
ist  z.  B.  auch  dann  vorhanden,  wenn  zwischen  zwei  von  den  drei 
Winkeln  oder  auch  zwischen  allen  eine  bestimmte  Beziehung  be- 


Digitized  by  Google 


214  Kinematik  in  Anwendung  auf  die  Verhältnisse  Am  menschl.  Körper. 

steht,  so  daß  sie  nicht  mehr  alle  voneinander  unabhängige  Werte 
annehmen  können.  Sind  dagegen  zwei  Beziehungen  zwischen  den 
Winkeln  vorhanden,  so  handelt  es  sich  nur  noch  um  einen  Grad 
der  Freiheit.  Wie  nun  auch  die  verschiedenen  Grade  von  Be- 
wegungsfreiheit bei  einem  um  einen  festen  Punkt  drehbaren  Körper 
verwirklicht  werden,  so  hat  man  doch  die  folgenden  allgemeinen 
Kennzeichen  für  dieselben. 

Bei  Beweglichkeit  von  drei  Graden  der  Freiheit  kann  die 
Längslinie  sowie  auch  jede  andere  durch  den  Drehpunkt  gehende 
Gerade  des  Körpers  innerhalb  gewisser  Grenzen  in  jede  beliebige 
Richtung  gebracht  und  der  Körper  dann  noch  um  dieselbe  herum- 
gedreht werden.  Wäre  auch  nur  eine  Gerade  in  ihrer  freien  Be- 
wegung gehemmt,  so  könnte  der  Körper  nicht  drei  Grade  der 
Freiheit  besitzen. 

Bei  Beweglichkeit  von  nur  einem  Grade  der  Freiheit  ist  da- 
gegen die  Längslinie,  wenn  sie  überhaupt  beweglich  ist,  auf  eine 
bestimmte  allgemeine  Kegelfläche  mit  der  Spitze  im  Drehpunkt, 
oder  im  speziellen  Falle  in  eine  durch  den  Drehpunkt  gehende 
Ebene  gezwungen,  und  der  Körper  darf  dann  nicht  mehr  bewegt 
werden  können,  sobald  man  die  Längslinie  an  irgendeiner  Stelle 
ihrer  Exkursionsfläche  fosthält.  Nur  wenn  die  Längslinie  sich  gar 
nicht  bewegen  läßt,  muß  der  Körper  eine  Drehung  um  dieselbe 
ausführen  können,  sofern  er  überhaupt  Beweglichkeit  besitzen 
soll.  Das  gleiche  gilt  für  jede  andere  durch  den  Drehpunkt 
gehende  Gerade  des  Körpers. 

Bei  Beweglichkeit  von  zwei  Graden  der  Freiheit  ist  entweder 
die  Längslinie  ebenfalls  auf  eine  Kegelfläche  gezwungen;  dann 
muß  aber  der  Körper  sich  noch  uni  dieselbe  herumdrehen  können, 
sobald  man  sie  an  irgendeiner  Stelle  ihrer  Exkursionsfläche  fest- 
häJt,  Oder  die  Längslinie  kann  innerhalb  bestimmter  Grenzen  in 
jede  beliebige  Richtung  gebracht  werden;  dann  muß  aber  der 
ganze  Körper  festgestellt  sein,  sobald  man  sie  in  einer  bestimm- 
ten Richtung  festhält.  Das  gleiche  gilt  für  jede  andere  durch 
den  festen  Drehpunkt  gehende  Gerade  des  Körpers.  Jedenfalls 
darf  unter  diesen  keine  vorhanden  sein,  die  ihre  Richtung  über- 
haupt nicht  ändern  kann;  denn  sonst  könnte  der  Körper  höch- 
stens einen  Grad  von  Bewegungsfreiheit  besitzen,  indem  er  sieh 
im  günstigsten  Falle  eben  nur  um  diese  feststehende  Gerade  her- 
umdrehen könnte. 

Berücksichtigt  man  die  Elementarrotationen,  welche  der  Körper 
in  einer  beliebigen  Stellung  ausführen  kann,  so  kann  man  den 
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Unterschied  zwischen  den  drei  verschiedenen  Fällen  der  Beweg- 
lichkeit auch  so  fassen: 

Bei  Beweglichkeit  von  drei  Graden  der  Freiheit  vermag  der 
Körper  im  allgemeinen  von  jeder  Stellung  aus  Elementarrotationen 
um  alle  möglichen  Axen  durch  den  Drehpunkt  auszuführen. 

Bei  Beweglichkeit  von  nur  einem  Grade  der  Freiheit  gibt  es 
in  jeder  Stellung  nur  eine  einzige  instantane  Drehungsaxe. 

Bei  Beweglichkeit  von  zwei  Graden  der  Freiheit  vermag  da- 
gegen der  Körper  in  jeder  Stellung  zwar  im  allgemeinen  um  un- 
zählig viel  instantane  Drehungsaxen  Elementarrotationen  auszu- 
führen; diese  Axen  müssen  aber  dann  immer  in  eine  Ebene 
hineinfallen,  die  in  der  Regel  für  jede  neue  Stellung  des  Körpers 
eine  andere  sein  wird.  Daß  die  unzählig  vielen  instantanen 
Drehungsaxen,  welche  zu  einer  bestimmten  Stellung  des  Körpers 
gehören,  nicht  auf  einer  Kegelfläche  liegen  können,  sondern  immer 
einer  Ebene  angehören  müssen,  folgt  daraus,  daß  nach  den 
früheren  Erörterungen  schon  durch  zwei  Drehungsaxen,  um  welche 
beliebige  voneinander  unabhängige  Drehungen  ausgeführt  werden 
können,  alle  anderen  mit  diesen  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden 
durch  den  Drehpunkt  als  instantane  Drehungsaxen  in  Betracht 
kommen.  Die  Lage  der  Axenebene  und  die  Änderung  derselben 
beim  Übergang  in  eine  andere  Stellung  bedingt  das  spezielle  Be- 
wegungsgesetz des  Körpers. 

e)  Verschiedene  Gelenkbewegnngeu  you  zwei  Cradeu  der  Freiheit. 

Unter  den  Gelenken  des  menschlichen  und  tierischen  Körpers 
von  zwei  Graden  der  Freiheit  kommen  betreffs  des  Verhaltens 
der  Axenebene  hauptsächlich  zwei  verschiedene  Typen  vor.  Bei 
dem  einen  Typus  geht  für  jede  der  beiden  Relativbewegungen  die 
Axenebene  in  jeder  Gelenkstellung  durch  eine  dem  ruhend  an- 
genommenen Körperteil  und  eine  dem  beweglichen  Körperteile 
selbst  angehörende  Gerade  hindurch.  Bei  dem  anderen  Typus 
steht  dagegen  die  Axenebene  in  jeder  Gelenkstellung  senkrecht 
auf  der  Halbierungslinie  des  Winkels,  den  eine  bestimmte  Gerade 
des  festged;ichten  mit  einer  bestimmten  Geraden  des  beweglichen 
Körperteils  bildet 

Der  erste  Typus  findet  sich  bei  solchen  Gelenken  vor,  welche 
schon  am  Präparat  infolge  besonderer  anatomischer  Errichtungen 
zwei  Grade  der  Freiheit  besitzen.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall  beim 
Humero-Radialgelenk , wo  durch  die  Verkettung  des  Humerus  uud 
des  Radius  mit  der  Ulna,  und  beim  Kniegelenk,  wo  durch  eine 
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eigentümliche  Anordnung  der  Gelenkbänder  die  zwei  Grade  der 
Freiheit  hergestellt  werden. 

Der  andere  Typus  findet  sich  dagegen  mehr  oder  weniger  genau 
befolgt  unter  anderen  in  Gelenken  des  menschlichen  Körpers,  welche 
am  Präparate  drei  Grade,  dagegen  im  Leben  nur  zwei  Grade  der 
Freiheit  aufweisen.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall  bei  den  Bewegungen  des 
Auges  und  in  den  Gelenken  an  der  Basis  der  mittleren  Finger.  Der 
zweite  Typus  tritt  aber  auch  in  Gelenken  auf,  welche  nur  durch 
die  Deformierbarkeit  des  Knorpels  auf  zwei  Grade  der  Freiheit 
gebracht  sind,  also  in  Ovalgelenken  und  Sattelgelenken,  für  welche 
das  Handgelenk  und  das  Sattelgelenk  des  Daumens  je  ein  Bei- 
spiel darstellen:  allerdings  ist  bei  den  Oval-  und  Sattelgelenken 
die  Bedingung,  daß  sich  alle  Drehungsaxen  in  einem  festen  Dreh- 
punkte schneiden,  nicht  mehr  streng  erfüllt,  so  daß  es  sich  dabei 
genau  genommen  nicht  mehr  um  reine  Drehungen,  sondern,  wie 
sich  später  heraussteilen  wird,  um  Schraubenbewegungen  mit  je- 
doch nur  geringem  Parameter  handelt.  Der  zweite  Bewegungs- 
typus wurde  zuerst  am  Auge  von  Listing  entdeckt  und  führt 
deshalb  nach  ihm  den  Namen  des  Listin  gschen  Gesetzes. 

Das  Verhalten  der  Axenebene  beim  ersten  Typus  ist  mit 
Hilfe  der  Eulerschen  Winkel  leicht  zu  erkennen.  Nimmt  man 
nämlich  q konstant,  so  stellt  die  Knotenlinie  eine  im  beweglichen 
Körper  festliegeude  Axe  dar.  Man  hat  daher  in  31#  und  3lp>  die 
beiden  Axen,  welche  entsprechend  dem  ersten  Typus  die  Axen- 
ebene in  jeder  Stellung  des  beweglichen  Körpers  bestimmen.  So 
ist  bei  der  Relativbewegung  des  Humerus  gegen  den  ruhend  ge- 
dachten Radius  im  Humero-Radialgelenk  die  Axe  3t#  durch  die 
Axe  des  Radio-Ulnargelenks  und  die  Knotenlinie  3t  y durch  die 
Kllbogenaxe  dargestellt,  ferner  stimmt  bei  der  Relativbewegung 
des  Femur  gegen  die  ruhend  gedachte  Tibia  im  Kniegelenk  die 
Axe  3t#  mit  der  Längsaxe  der  Tibia  und  die  Knotenlinie  31p  mit 
der  (allerdings  im  Femur  nicht  ganz  feststehenden)  Knieaxe  über- 
ein. Für  die  andere  Relativbewegung  in  jedem  dieser  beiden  Ge- 
lenke vertauschen  die  beiden  Axen  ihre  Rollen.  Da  die  eine  Axe 
(3t#)  im  Raume  feststeht,  während  die  andere  (3lp)  sich  um  die 
erstere  entsprechend  dem  Drehungswinkel  tt  herumdreht,  so  wird 
beim  ersten  Typus  sich  auch  die  Axenebene  beim  Übergange  aus 
einer  Stellung  des  bewegten  Körpers  in  eine  andere  im  allgemeinen 
um  die  feste  Axe  31#  herumdrehen,  und  zwar  um  einen  Winkel, 
welcher  gleich  der  Differenz  der  zu  beiden  Stellungen  gehörenden 
Werte  des  Koordinatenwinkels  tt  ist.  Die  Längslinie  wird  dabei 
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gegen  die  Axenebene  um  denselben  Winkel  geneigt  sein,  den  sie 
mit  der  Axe  31*  bildet.  In  einer  bestimmten  Stellung  wird  die 
Längslinie  auf  der  Axenebene  senkrecht  stehen;  man  bezeichnet 
dieselbe  auch  als  die  „Primärstellung“  des  bewegten  Körpers. 
Wie  man  sieht  stimmt  die  Primärstellung  mit  der  besonderen  Art 
der  Nullstellung  überein,  bei  welcher  die  Längslinie  3Ie  auf  3t* 
und  der  Nullage  3(?0  der  Knotenlinie  zugleich  senkrecht  steht,  bei 
der  also  der  Punkt  P der  Längslinie  sich  irgendwo  auf  dem 
Äquator  der  Exkursionskugelfläche  befindet  (vgl.  Fig.  78).  Da  g 
für  die  Bewegungen  nach  dem  ersten  Typus  konstant  bleibt,  so 
wird  die  Orientierung  des  Körpers  in  irgendeiner  von  der  Primär- 
stellung abweichenden  Stellung, 
die  man  auch  allgemein  als  oine 
.Sekundärstellung“  des- 
selben bezeichnet,  dadurch  cha- 
rakterisiert sein,  daß  eine  in 
der  Primärstellung  in  denNull- 
uieridian  fallende  Querlinie 
in  jeder  Sekundärstellung  in 
den  durch  P gehenden  Meri- 
dian, und  eine  in  der  Pri- 
märstellung mit  dem  Äquator 
Ach  deckende  Querlinie  in  den 
durch  P gehenden  Breitenkreis 
bineinfällt.  Bezeichnet  man 
allgemein  einen  Kreis  auf  der 
Kugelfläche,  welcher  durch  eine  bestimmte  Lage  des  Punktes  /’ 
ler  Längslinie  hindurchgeht  und  durch  seine  Richtung  die  Stel- 
lung einer  durch  P gehenden  Querlinie  angibt,  als  einen  „Rich- 
tungskreis“ für  diese  Querlinie,  so  kann  man  sagen,  daß  die 
Meridiane  und  Breitenkreise  der  Exkursionskugel  fläche  von  P für 
den  ersten  Bewegungstypus  zwei  Scharen  von  Richtungskreisen 
für  eine  in  der  Primärstellung  mit  dem  Nullmeridian  und  eine  mit 
dem  Äquator  zusammenfallende  Querlinie  darstellen. 

M endet  man  dieses  allgemeine  Resultat  auf  die  Verhältnisse 
des  Humero-Radialgelenks  an,  indem  man  den  Radius  wie  früher 
in  Fig.  67  in  vertikaler  Stellung  fixiert  denkt,  so  ergibt  sich  fol- 
gendes. Die  Prirnärstellung  des  Humerus  entspricht  einer  Stellung 
desselben,  bei  welcher  seine  Längsaxe  horizontal,  etwa  wie  in 

79  nach  vorn  gerichtet  ist.  Denkt  man  in  der  Primärstellung 
durch  den  Mittelpunkt  des  Humeruskopfes  ein  aus  einer  horizon- 
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talen  und  einer  vertikalen  Querlinie  bestehendes  Kreuz  mit  dem 
Humerus  befestigt,  so  wird  dasselbe  wie  es  in  Fig.  79  angedeutet 
ist,  in  jeder  anderen  Stellung  mit  dem  einen  Schenkel  in  einen 
Breitenkreis  und  mit  dem  anderen  in  einen  Meridian  des  auf  der 
Exkursionskugelfläche  angebrachten,  aus  Breitenkreisen  und  Meri- 
dianen bestehenden  Koordinatennetzes  hineinfallen.  Damit  hat 
man  aber  einen  klaren  Einblick  in  die  Orientierung  des  Humerus 
gewonnen,  die  er  relativ  zum  ruhenden  Radius  annehmen  muß, 
sobald  seine  Längsaxe  in  irgendeine  bestimmte  Richtung  gebracht, 
worden  ist. 

Weniger  einfach  gestalten  sich  die  Verhältnisse,  wenn  ein  um 
einen  festen  Punkt  drehbarer  Körper  bei  seinen  Bewegungen  von 
zwei  Graden  der  Freiheit  das  Listingsche  Gesetz  befolgt.  Da 
dieses  Gesetz  einen  im  lebenden  Körper  ziemlich  häufig  wieder- 
kehrenden Bewegungsmodus  darstellt,  und  eine  genaue  Kenntnis 
der  Kinematik  desselben  nicht  nur  für  die  physiologische  Optik, 
sondern  auch  für  die  physiologische  Mechanik,  insbesondere  die 
Muskelmechanik,  von  besonderer  Bedeutung  ist,  so  sollen  die  hier- 
bei in  Betracht  kommenden  kinematischen  Verhältnisse  im  fol- 
genden Abschnitte  einer  eingehenderen  Behandlung  unterworfen 
werden.  Ich  lege  dabei  zum  Teil  die  Darstellung  zugrunde, 
welche  ich  in  meiner  Abhandlung  „Zur  Kinematik  des  Listing- 
schen  Gesetzes“  *)  gegeben  habe. 

6.  Das  Listingsche  Gesetz. 

Es  ist  oben  schon  angedeutet  worden,  wodurch  sich  der  als 
Listingsches  Gesetz  bezeichnete  Bewegungstypus  von  dem  am 
Humero-Hadialgelenk  und  am  Kniegelenk  verwirklichten  Typus 
unterscheidet,  wenn  man  auf  die  Lage  der  Axenebene  Rücksicht 
nimmt.  Es  wurde  daselbst  mitgeteilt,  daß  die  Axenebene  beim 
Listingschen  Gesetze  in  jeder  Gelenkstellung  senkrecht  steht  auf 
der  Halbierungslinie  des  Winkels,  den  eine  bestimmte  Gerade  des 
festgedachten  mit  einer  bestimmten  Geraden  des  beweglichen 
Körperteils  bildet. 

Dies  ist  nun  nicht  die  Form,  in  der  man  gewöhnlich  das 
Gesetz  ausspricht.  Bezeichnet  man  wieder  die  im  beweglichen 
Körperteile  für  die  Darstellung  der  Bewegung  heraus  gegriffene 
Gerade  als  deren  Längslinie,  so  wird  die  Axenebene  wie  beim 

*)  Jubiläumsband  der  Abhandlungen  der  mathematisch-physischen  Klasse 
der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  Nr.  1.  Leipzig  1909. 
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anderen  Typus  nur  für  eine  ganz  bestimmte  Stellung  des  be- 
weglichen Körpers  auf  der  Längslinie  senkrecht  stehen,  näm- 
lich dann,  wenn  die  Längslinie  mit  der  im  Raume  festen  Ge- 
raden (die  aber  hier  nicht  wie  beim  anderen  Typus  eine  Drehungs- 
axe  darstellen  soll)  zusammenfällt.  Diese  Stellung  bezeichnet  man 
wiederum  als  „Primärstellung“  des  beweglichen  Körpers.  Im  Hin- 
blick auf  die  damit  gekennzeichnete  Primärstellung  spricht  man 
nun  das  Listingsche  Gesetz  gewöhnlich  in  der  Form  aus,  daß  um 
alle  Axen  der  zur  Primärstellung  senkrechten  Axenebene  nicht 
nur  unendlich  kleine,  sondern  beliebig  ausgedehnte  Drehuugen 
ausgeführt  werden  können,  so  daß  diese  Axen  nicht  instantane, 
sondern  feste  Axen  darstellen.  Beim  anderen  der  beiden  ange- 
führten Bewegungstypen  gibt  es  in  der  Primärstellung  nur  zwei 
feste  Axen,  nämlich  die  im  Raume  und  die  im  Körper  feste  Ge- 
rade, alle  anderen  Axen  der  zur  Primärstellung  senkrechten  Ebene 
sind  dagegen  instantane  Axen;  denn  wollte  man  eine  endliche 
Drehung  um  eine  derselben  ausführen,  so  würde  man  infolge  der 
Lageänderung  der  dem  beweglichen  Körper  angehörenden  Axe  die 
Axenebene  so  verlegen,  daß  die  verwendete  Drehungsaxe  nicht 
mehr  in  sie  hineinfiele. 

a)  Folserunecn  aus  dem  Listinirschen  Gesetze. 

Aus  der  Tatsache,  daß  heim  Listingsehen  Gesetze  in  der 
Primärstellung  des  beweglichen  Körpers  die  sämtlichen  innerhalb 
der  Axenebene  liegenden  Axen  nicht  bloß  instantane,  sondern  fest- 
bleibende Drehungsaxen  darstellen,  lassen  sich  alle  Folgerungen 
des  Listingsehen  Gesetzes  ableiten. 

Zunächst  ergibt  sich  unmittelbar  hieraus  der  speziell  für 
die  Augenbewegungen  längst  bekannte  Satz,  daß  man  die  richtige 
Orientierung  des  Körpers  in  einer  Sekundärstellung  dadurch  er- 
halten kann,  daß  man  denselben  in  diese  Stellung  aus  der 
Primärstellung  durch  Drehen  um  eine  feste  Axe  übergeführt 
denkt,  welche  zu  den  Richtungen  der  Längslinie  in  der  Primär- 
stellung und  in  der  in  Frage  kommenden  Sekundärstellung  gleich- 
zeitig senkrecht  steht.  Die  Tatsache  dagegen,  daß  in  der  Primär- 
stellung die  Axenebene  anf  der  Längslinie  senkrecht  steht,  ist  nur 
ein  anderer  Ausdruck  dafür,  daß  alle  Drehungen  des  Körpers 
aus  der  Primärstellung  ohne  gleichzeitige  Drehung  desselben  um 
die  Längslinie  stattfinden,  d.  h.  also  insbesondere  für  das  Auge, 
daß  die  Bewegung  der  Gesichtslinie  von  der  Primärstellung  aus 
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in  irgendeiner  ebenen  Bahn  von  keiner  Rollung  des  Auges  be- 
gleitet wird. 

P’ür  die  Ableitung  weiterer  Folgerungen  aus  dem  Listingschen 
Gesetz  soll  nun  wieder  die  Exkursionsfläche  des  Punktes  P der 
Längslinie,  in  welchem  die  Querlinie  PQ  die  Längslinie  durchkreuzt, 
und  der  im  folgenden  kurz  „ Längspunkt1“  genannt  sein  möge. 
eingeführt  werden.  Unter  der  Annahme  eines  festen  Drehpunktes  O 
des  Körpers  auch  bei  Oval-  und  Sattelgelenken  kann  sich  der 
Längspunkt  P stets  nur  auf  einer  Kugelfläche  hin  und  her  bewegen. 
Jeder  Richtung  der  Längslinie  OP  entspricht  dann,  wie  schon  früher 
auseinander  gesetzt  wurde,  eine  ganz  bestimmte  Lage  des  Längs- 
punktes auf  seiner  Exkursionskugelfläche,  und  die  Querlinie  fällt 
dabei  in  die  zugehörige  Tangentialebene  an  die  Kugelfläche  hinein. 
Sofern  die  Querliuie  entweder  klein  genug  oder  entsprechend  ge- 
krümmt gedacht  ist,  kann  man  sie  sogar  als  Stück  eines  durch 
den  Längspunkt  auf  der  Kugelfläche  hindurchgehenden  Krebes 
auffassen.  Jedenfalls  kann  durch  einen  solchen  Kreis  auf  der 
Kugelfläche  in  klarer  und  anschaulicher  Weise  die  Richtung  der 
Querlinie  und  damit  die  Orientierung  des  ganzen  Körpers  in  der 
der  Lage  des  Längspunktes  auf  der  Exkursionsfläche  entsprechen- 
den Stellung  angezeigt  werden:  denn  wenn  die  Querlinie  gerade, 
aber  nicht  so  klein  ist,  daß  man  sie  als  Teil  desselben  auffassen 
kann,  so  fällt  sie  dann  wenigstens  mit  der  Tangente  an  einen 
solchen  Kreis  zusammen,  wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  der  Kreis 
einen  größten  Kugelkreis  darstellt  oder  nicht  Einen  derartigen 
Kugelkreis,  welcher  durch  seine  Richtung  in  einem  Punkte  der 
Kugelfläche  die  Richtung  der  Querlinie  angibt,  kann  mau  allgemein 
nach  dem  Vorgänge  von  Helmholtz  als  einen  .Richtungskreis1- 
bezeichnen,  wie  es  schon  oben  bei  der  Behandlung  des  ersten 
Typus  geschehen  ist.  Da  über  die  Querliuie  nichts  anderes  vor- 
ausgesetzt worden  ist,  als  daß  sie  im  Längspunkte  die  Längslinie 
senkrecht  durchkreuzen  soll,  so  würden  selbst  dann  durch  jeden 
Punkt  der  Exkursionskugelfläche  unzählig , viel  Richtungskreise 
gehen,  wenn  man  die  letzteren  ausschließlich  als  größte  Kugel- 
kreise nehmen  wollte;  aber  jeder  derselben  gehört  zu  einer  ganz 
bestimmten  Richtung  der  Querlinie  in  der  Primärstellung,  und  zwei 
verschiedene  dieser  Richtungskreise  gehören  zu  zwei  verschiedenen 
Richtungen  der  Querlinie  in  der  Primärstellung,  die  daselbst  um 
den  gleichen  Winkel  gegeneinander  geneigt  sind,  unter  dem  sich 
die  zugehörigen  Richtungskreise  in  dem  betreffenden  Punkte  der 
Exkursionsfläche  durchschneiden. 
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Wenn  der  Körper  sieh  in  der  Priinärstellung  befindet,  so  fällt 
der  Längspunkt  mit  einem  ganz  bestimmten  Punkte  / der  Kugel- 
fläche zusammen;  dieser  soll  der  „ Primärpunkt  der  Exkursions- 
fläche“ genannt  sein.  Auf  dem  kugelförmigen  Blickfeld  bezeichnet 
inan  ihn  im  besonderen  als  den  „Hauptblickpunkt“.  Wird  nun 
der  Körper  aus  der  Primärstellung  um  irgendeine  Axe  der  in 
diesem  Falle  zur  Längslinie  senkrechten  Axenebene  gedreht,  so 
beschreibt  dabei  der  Längspunkt  auf  der  Kugelfläche  einen  durch 
P0  hindurchgehenden  größten  Kreis.  Da  es  sich  um  die  Drehung 
um  eine  feste,  zur  Längslinie  senkrechte  Axe  handelt,  so  wird  die 
Querlinie,  welche  in  der  Priinärstellung  in  die  Richtung  der  Tan- 
gente dieses  größten  Kreises 
fiel,  auch  in  allen  anderen 
Punkten  dieses  Kreises  die 
Tangente  an  denselben  bil- 
den. Der  Kreis  selbst  stellt 
also  an  jedem  seiner  Punkte 
einen  Richtungskreis  für  die 
betreffende  Querlinie  dar. 

Fig.  80  veranschaulicht 
dieses  Verhalten.  Die  an- 
gedeutete Kugelfläche  soll 
die  Exkursionsfläche  und 
der  auf  der  vom  Beschauer 
abgewendeten  Seite  dersel- 
ben liegende  Punkt  P„  den 
Primärpunkt  auf  derselben 
darstellen.  Durch  P0  und  seinen  Gegenpol  H , der  hier  auf  der  dem 
Beschauer  zugewendeten  Seite  liegt,  und  den  man  insbesondere 
bei  den  Augenbewegungen  als  den  Occipitalpunkt  des  Blickfeldes 
bezeichnet,  ist  ein  größter  Kreis  P,  1\  I\ H gezogen.  Dieser 
stellt  einen  Richtungskreis  für  die  in  der  Figur  von  P0  nach  links 
oben  gezeichnete  Querlinie  dar,  welche  dort  die  Tangente  an  ihn 
bilden  soll.  In  den  Stellungen  P,,  P2  und  /',  wird  daher  die 
Querlinie  ebenfalls  mit  der  Tangente  an  diesen  größten  Kreis  Zu- 
sammenfällen. 

Eine  zweite  Querlinie,  welche  in  der  Primärstellung  mit  der 
ersten  den  Winkel  f bilden  möge  (siehe  in  der  Figur  die  von  P» 
nach  links  gezeichnete  Strecke),  wird  nun  in  den  Punkten  Pu  P», 
Pt  und  allen  anderen  Punkten  des  größten  Kreises  gegen  diesen 
ebenfalls  um  den  Winkel  e geneigt  sein.  Es  müssen  daher  die  zu 
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dieser  zweiten  Querlinie  gehörenden  Richtungskreise  in  den  Punkten 
7*2,  P,  den  größten  Kreis  P0 P, P« Ps H unter  dem  Winkels  auf 
der  Kugelfläche  schneiden. 

Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen,  daß  dies  die  durch 
7’,,  7t.,  7 's  usw.  gehenden  Kugelkreise  tun,  welche  durch  den 
Gegenpol  H des  Primärpunktes  hindurchgehen  und  daselbst  eine 
gemeinsame  Tangente  besitzen,  die  der  Richtung  der  zweiten  Quer- 
linie  im  Primärpunkte  /',  parallel  läuft.  Denkt  man  sich  nämlich 
durch  /'„und//  denjenigen  größten  Kugelkreis  (P„QH  in  der  Figur) 
gelegt,  welcher  die  zweite  Querlinie  in  P0  zur  Tangente  hat,  so 
wird  dieser  in  H eine  parallele  Tangente  besitzen  und  nicht  nur 
in  7'u,  sondern  auch  in  H gegen  den  größten  Kreis  /’„  /',  1\  P3  If 
um  den  Winkel  e geneigt  sein.  Dies  folgt  einfach  aus  dem 
geometrischen  Satze,  daß  irgend  zwei  sich  schneidende  Kreise  auf 
einer  Kugelfläche  in  beiden  Schnittpunkten  denselben  Winkel  mit- 
einander bilden.  Jeder  andere  Kreis,  welcher  mit  P«QH  in  H die 
Tangente  gemein  hat  und  infolgedessen  in  H mit  dem  Kreise 
io  Pi  Pi  P3  H auch  den  Winkel  e bildet,  wird  daher  diesen  letzteren 
Kreis  zum  zweitenmal,  also  z.  B.  in  P,,  7*,  P*  ebenfalls  unter  dem 
Winkel  f durchkreuzen.  Es  bilden  daher  in  der  Tat  alle  diese 
Kreise  Richtungskreise  für  die  zweite  Querlinie,  wenn  sie  auch  im 
allgemeinen  keine  größten  Kreise  auf  der  Kugelfläche  darstellen. 
Es  ist  am  einfachsten,  dieselben  als  Schnitte  der  Kugelfläche  mit 
Ebenen  aufzufassen,  welche  durch  die  zur  Primärstellung  der 
zweiten  Querlinie  parallele  Kugeltangente  im  Gegenpol  H des  Pri- 
märpunktes P0  hiudurchgehen. 

Man  kann  sich  leicht  davon  Rechenschaft  geben,  daß  das 
letztere  Resultat  ganz  unabhängig  davon  ist,  welche  Richtung  die 
zuerst  angenommene  Querlinie  besaß,  für  die  der  größte  Kreis 
7’0  7'i  7»  P.)  H einen  Richtungskreis  abgab,  und  wie  groß  demnach 
der  Winkel  f ist,  um  welchen  die  zweite  Querlinie  von  der  ersten 
abweicht  Behält  man  die  zweite  Querlinie  bei,  nimmt  aber  als 
erste  Querlinie  irgendeine  andere  im  Längspunkte  auf  der  Längs- 
linie senkrecht  stehende  Gerade,  so  ändert  zwar  auch  der  durch 
7 « und  H gehende  größte  Kreis  Pa  P*  7t  7 3 H seine  Lage  auf  der 
Kugelfläche,  als  Richtungskreise  der  zweiten  Querlinie  können  für 
die  Punkte  dieses  neuen  größten  Kreises  durch  7'0  und  H aber 
jetzt  dieselben  durch  H hindurchgehenden  Kreise  verwendet  werden, 
welche  schon  bei  der  ursprünglichen  Lage  dieses  größten  Kreises 
in  Frage  kamen. 

Damit  ist  ganz  allgemein  erwiesen,  daß  man  die  Richtung 


Digitized  by  Google 


Das  Listingsche  Gesetz. 


22:! 

einer  Querlinie  in  irgendeiner  Sekundärstellung  des  Körpers  er- 
halten kann,  indem  man  sich  die  Ebene  verschafft,  welche  die 
Sekundärlage  des  Längspunktes  auf  der  Kugelfläche  mit  derjenigen 
Kugeltangente  des  Gegenpols  H verbindet,  die  zu  der  Richtung 
der  in  Frage  kommenden  Querlinie  in  der  Primärstellung  parallel 
läuft.  Diese  Ebene  schneidet  die  Kugelfläche  in  einem  Kreise, 
welcher  für  jeden  seiner  Punkte  als  Richtungskrois  der  betreffenden 
Querlinie  aufgefaßt  werden  kann.  Bewegt,  man  den  Körper  so, 
daß  sein  Längspunkt  auf  diesem  Kreise  fortwandert,  so  wird  dem- 
nach die  Querlinie  stets  in  die  Richtung  einer  Tangente  an  den  Kreis 
fallen,  während  die  Längslinie  den  Mantel  eines  Kreiskegcls  be- 
schreibt, dessen  Axe  in  die  Verbindungslinie  des  Kugelmittel- 


Fig.  81 

punktes  0 mit  dem  Mittelpunkte  des  Richtungskreises  fällt.  Dies 
ist  aber  andererseits  nur  möglich,  wenn  der  Körper  sich  bei  der 
Bewegung  um  die  Axe  dieses  KreiskegeLs  als  feste  Drehungsaxe 
herumdreht..  In  Fig.  80  findet  sich  der  Kegelmantel,  welcher  zu 
dem  durch  /*•  gehenden  Richtungskreise  gehört,  mit  angedeutet: 
(’•  soll  in  der  Mitte  dieses  Richtungskreises  auf  der  Kugelfläche 
liegen,  so  daß  also  OC.,  die  Axe  des  Kegels  darstellt.  Für  ein 
aus  zwei  Querlinien  zusammengesetztes  rechtwinkliges  Kreuz, 
dessen  einer  Schenkel  in  der  Primärstellung  horizontal,  während 
der  andere  Schenkel  vertikal  gerichtet  ist,  hat  man  daher  die  durch 
die  Figg.  81  und  82  in  der  Ansicht  von  vom  und  von  der  Seite 
wiedergegebenen  Richtungskreise.  Ein  Vergleich  mit  Fig.  79,  welche 
die  entsprechenden  Richtungskreise  für  den  anderen  Bewegungs- 
typus darstellte,  läßt  deutlich  den  Unterschied  in  der  Orientierung 
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des  Körpers  erkennen,  sobald  die  Längslinie  desselben  in  eine  be- 
stimmte Richtung  gebracht  worden  ist. 

In  jedem  Punkte  P<  der  Exkursionskugelflächo  schneiden  sicli 
nun  unzählig  viel  Kreise  auf  der  Kugelfläche,  welche  gleichzeitig 
durch  den  Gegenpol  H des  Primärpunktes  P»  hindurchgehen.  Jeder 
dieser  Kreise  kann  als  Richtungskreis  für  eine  bestimmte  Quer- 
linie gelten;  die  Richtung,  in  welcher  derselbe  durch  H hindurch- 
geht, gibt  die  Richtung  an,  welche  die  zugehörige  Querlinie  in  der 
Primärstellung  des  Körpers  besitzen  würde.  Bewegt  man  den 
Körper  so,  daß  dabei  sein  Längspunkt  von  Pi  aus  auf  der  Kugel- 
fläche einen  solchen  Richtungskreis  beschreibt,  so  wird  diese  Be- 
wegung sich  stets  als  Drehung 
um  eine  feste  Axe  darstellen, 
welche  0 mit  dem  Mittelpunkte 
des  betreffenden  Richtungskreises 
verbindet  und  infolgedessen  auf 
der  Ebene  des  letzteren  senkrecht 
steht. 

In  Fig.  83  findet  sich  eine 
Anzahl  der  durch  einen  nicht 
mit  dem  Primärpunkte  P0  zu- 
sammenfallenden Punkt  1\  der 
Kugelfläche  gehenden  Richtungs- 
kreise eingezeichuet.  Die  Figur 
stellt  diesmal  die  Exkursionskugel- 
F*Ä-  83  fläche  in  der  Ansicht  von  vorn 

und  etwas  rechts  oben  dar,  so  daß  demnach  jetzt  der  Primär- 
punkt P0  auf  der  dem  Beschauer  zugekehrten  Seite,  sein  Gegen- 
pol H dagegen  auf  der  Rückseite  der  Kugelfläche  erscheint.  Alle 
diese  Richtungskreise  können  als  Schnitte  der  Kugelfläche  mit 
Ebenen  aufgefaßt  werden,  welche  durch  die  Verbindungsgerade  JI /', 
hindurchgehen;  die  Lote  vom  Kugelmittelpunkte  0 auf  diese  Ebenen 
stellen  die  verschiedenen  festen  Drehungsaxeu  dar,  um  welche  der 
Körper  sich  drehen  muß,  wenn  er  unter  Befolgung  des  Listingschen 
Gesetzes  sich  so  bewegen  soll,  daß  sein  Längspunkt  auf  einem 
der  in  Pi  sich  kreuzenden  Richtungskreise  wandert.  Nach  einem 
bekannten  geometrischen  Satze  liegen  nun  alle  Lote,  welche  man 
von  einem  festen  Punkte  (0)  aus  auf  die  sich  in  einer  Geraden  {PP,) 
schneidenden  Ebenen  fällen  kann,  in  einer  einzigen  Ebene,  welche 
ihrerseits  auf  der  gemeinsamen  Geraden  {HP,)  senkrecht  steht.  Es 
ergibt  sich  daher  für  den  Körper  das  Resultat,  daß  er  aus  der 
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.Sekundärstellung,  die  der  Lage  P,  seines  Längspunktes  auf  der 
Exkursionskugelfläche  entspricht,  nach  dem  Listingschen  Gesetze 
beliebig  große  Drehungen  um  alle  von  O ausgehenden  Geraden 
ausführen  kann,  welche  in  der  auf  HP,  senkrecht  stehenden  Ebene 
durch  0 liegen;  die  letztere  stellt  daher  die  zu  der  betreffenden 
Sekundärstellung  gehörende  Axenebene  dar. 

Während  die  Axenebene  in  der  Primärstellung  auf  der  Längs- 
linie OP0  senkrecht  stand,  bildet  die  einer  Sekundärstellung  ent- 
sprechende Axenebene  mit  der  Längslinic  OP,  einen  von  90°  ver- 
schiedenen Winkel;  denn  dieselbe  kann  nicht  gleichzeitig  auf  HP, 
und  OP,  senkrecht  stehen.  Um  sich  die  genaue  Lage  der  Axen- 
ebene zu  veranschaulichen, 
empfiehlt  es  sich,  von  0 aus 
einen  Kugelradius  gezogen  zu 
denken,  welcher  der  Verbin- 
dungsgeraden HP,  parallel 
läuft  (vgl.  Fig.  83);  derselbe 
liegt  dann  nicht  nur  mit  HP,, 
sondern  auch  mit  dem  Kugel- 
durchmesser HP0  in  einer 
Ebene  und  halbiert  den  Win- 
kel zwischen  der  Primärstel- 
lung  OP0  und  der  Sekundär- 
stellung OP,  der  Längslinie, 
wovon  mau  sich  auf  folgende 
Weise  überzeugen  kann. 

Fig.  84  stelle  den  größten  Kugelkreis  P0P,H  dar,  in  dessen 
Ebene  die  genannten  Linien  liegen.  Da  die  zur  Sekundärstellung 
OP,  gehörende  Axenebene  auf  HP,  senkrecht  steht,  so  pro- 
jiziert sie  sich  in  der  Figur  in  eine  zu  HP,  senkrechte  Gerade 
.1.1,  welche,  wie  man  leicht  bestätigen  wird,  die  Kreissebne  HJ‘ 
halbiert.  Der  zu  HP,  parallele  Kugelradius  sei  OW.  Ist  a der 
Winkel  zwischen  OP0  und  OP,,  so  hat  der  Winkel  P0HP,  als 

Peripheriewinkel  über  dem  gleichen  Bogen  P„P,  die  Größe  ” ■ Da- 
her bildet  auch  OW  mit  OP0  den  Winkel  stellt  also  die  Hal- 

bierende  des  Winkels  P0OP,  dar. 

Es  ergibt  sich  also  als  Folgerung  der  zunächst  eingeführten 
Eigenschaft  des  Listingschen  Gesetzes  die  schon  früher  angeführte 

Fischer,  Medizin.  Physik.  1 ■> 


Fig.  84 
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Tatsache,  daß  die  zu  einer  Sekundärstellung  gehörende  Axenebene 
auf  derjenigen  Geraden  senkrecht  steht,  welche  den  Winkel  zwi- 
schen der  Primärstellung  und  der  Sokundärstellung  der  Längslinie 
halbiert  Damit  ist  aber  auf  ganz  elementarem  Wege  und  ohne 
alle  Rechnung  das  wichtigste  und  weittragendste  Ergebnis  einer 
analytisch  - geometrischen  Untersuchung  von  Helmholtz*)  über 
die  Drehungen  nach  dem  Listingschen  Gesetze  gewonnen.  Helm- 
holtz nannte  den  innerhalb  des  Körpers  wechselnden  Radius  des 
kugelförmigen  Blickfeldes,  welcher  in  einer  beliebigen  Sekundär- 
stellung zu  der  Axenebene  senkrecht  gerichtet  ist,  die  „zeitige 
atrope  Linie“. 

b)  Mechanismen  /.um  Erzwingen  des  Listingschen  Gesetzes. 

Es  gehört  schon  ein  gut  entwickeltes  Raumanschauungsver- 
mögen dazu,  um  sich  die  dem  Listingschen  Gesetze  entsprechen- 
den Stellungen  und  den  genauen  Ablauf  der  Bewegungen  des 
Körpers  aus  einer  Stellung  in  irgendeine  andere  klar  vorstellen  zu 
können.  Daher  hat  man  schon  öfter  versucht,  durch  geeignete 
Modelle  und  Mechanismen  unserem  Anschauungsvermögen  zu  Hilfe 
zu  kommen.  Abgesehen  von  den  Modellen,  welche  wie  das  be- 
kannte Ruetesche  Ophthalmotrop  und  das  Augenmodell  von 
W.  Wundt**)  hauptsächlich  die  Richtung  der  Muskelzüge  und 
das  anatomische  oder,  wie  der  Wundtsche  Apparat,  auch  das 
physiologische  Verhalten  der  Augenmuskeln  beim  Übergang  aus 
der  Primärstellung  in  irgendeine  Sekundärstellung  demonstrieren 
sollen,  hat  man  auch  Vorrichtungen  angegeben  und  ausführen 
lassen,  welche  nur  die  richtige  Orientierung  des  Auges  in  den  ver- 
schiedenen Stellungen  desselben  hervorzubringen  gestatten***).  Ein 
Mechanismus,  welcher  auf  automatischem  Wege  das  Modell  des 
Auges  oder  eines  anderen  das  Listingsehe  Gesetz  befolgenden 
Körpers  in  die  richtige  Orientierung  bringt,  sobald  die  Gesichts- 
linie bzw.  allgemein  die  Längslinie  in  irgendeine  bestimmte  Rich- 

*)  Vgl.  H.  von  Helmholtz,  Handbuch  der  physiologischen  Optik.  2.  Aufl. 
Hamburg  und  Leipzig  1896.  S.  645  ff. 

**)  W.  Wundt,  Beschreibung  eines  künstlichen  Augenmuskelsysteins  zur 
Untersuchung  der  Bewegungsgesetze  des  menschlichen  Auges  im  gesunden 
und  krankon  Zustande.  Archiv  für  Ophthalmologie  Bd.  8,  11.  Abteilung  S.  88 
11802). 

’**)  Man  vergleiche  u.  a.  L.  Hermann,  Ein  Apparat  zur  Demonstration 
der  aus  dem  Listingschen  Gesetze  folgenden  scheinbaren  Haddrehungen.  Archiv 
für  die  ges.  Physiologie  8 (1873)  und  H.  Westien,  Augenbewegungsmodell 
nach  Prof.  Aubert.  Zeitschrift  für  Instrumentenkunde  7 (18871. 


Digitized  by  Google 


Das  Listingsche  Gesetz. 


227 


tung  übergeführt  worden  ist,  und  welches  demnach  ohne  weiteres 
eine  ganz  beliebige  Bewegung  des  Körpers  genau  dem  Listing- 
schen  Gesetze  entsprechend  auszuführen  gestattet,  ist  erst  in 
neuerer  Zeit  von  dem  Verfasser  konstruiert  und  ausgeführt 
worden  *). 

Es  sind  von  mir  mehrere  Mechanismen  zum  Erzwungen  des 
Listingschen  Gesetzes  zusammengestellt  worden,  von  denen  im 
folgenden  zwei  näher  beschrieben  werden  sollen,  da  sie  sich  nach 
verschiedenen  Prinzipien  aufbauen. 

Der  eine  Mechanismus,  welcher  nach  meinen  Angaben  von 
Herrn  Präzisionsmechaniker  E.  Zimmermann  in  Leipzig  ausgeführt 
worden  ist,  verwendet  zur  Verwirklichung  des  Gesetzes  die  Tat- 
sache, daß  in  jeder  Stellung  eine  bestimmte  Querlinie  mit  der- 
jenigen Tangente  des  Gegenpols  H in  einer  Ebene  liegt,  welche 
zu  der  Primärstellung  dieser  Querlinie  parallel  gerichtet  ist 

An  jedem  derartigen  Mechanismus  muß  man  zunächst  durch 
eine  geeignete  Gelenkverbindung  eine  Beweglichkeit  von  drei 
Graden  der  Freiheit  mit  festem  Drehpunkte  erzielen.  Man  könnte 
hierzu  direkt  ein  Kugelgelenk  verwenden;  dann  würde  der  Mecha- 
nismus sich  sogar  noch  übersichtlicher  gestalten,  als  er  ohnehin 
schon  ist  Um  aber  eine  möglichst  einfache  Bestimmung  der 
Stellung  der  Längslinie  mit  Hilfe  zweier  Winkelkoordinaten  zu 
ermöglichen,  ist  die  Gelenkverbindung  in  entsprechender  Weise 
wie  bei  dem  durch  Fig.  77  auf  S.  203  dargestellten  Mechanismus 
in  drei  gesonderte  Gelenke  von  je  einem  Grade  der  Freiheit  zerlegt 
worden,  wenn  auch  die  Ausführung  der  Gelenke  von  der  bei  dem 
früheren  Mechanismus  abweicht. 

Fig.  85,  welche  eine  Skizze  der  wesentlichen  Bestandteile 
des  Apparates  darstellt,  läßt  zunächst  ein  Kreuz  erkennen  aus 
zwei  rechtwinklig  zueinander  befestigten  Axen,  die  sich  im 
Punkte  0,  dem  Drehungsmittelpunkte,  durchkreuzen.  Der  eine 
Schenkel  dieses  Axenkreuzes  kann  sich  in  einer  an  einem  ruhen- 
den Stativ  befestigten  Gabel  (Gt  in  Fig.  85)  um  seine  Axe  so 
drehen,  daß  die  letztere  dabei  immer  horizontal  gestellt  bleibt. 
Da  der  andere  Schenkel  mit  dem  ersten  fest  verbunden  ist,  so 
wird  er  dessen  Drehung  mitmachen  müssen;  seine  Axe  bleibt  aber 
stets  in  einer  auf  der  Axe  des  horizontalen  Schenkels  senkrechten 
Vertikalebene.  Dieser  zweite  Schenkel  ist  nun  wiederum  in  einer 
Gabel  (G°  in  der  Figur)  drehbar  angebracht,  welche  sich  in  einen 

*)  Vgl.  a.  a.  0. 
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kurzen  Zylinder  (in  der  Figur  nicht  sichtbar)  fortsetzt,  dessen  Axe 
in  ihrer  Verlängerung  genau  durch  den  Drehungsmittelpunkt  0 
hindurchgeht.  Auf  diesem  zylindrischen  Fortsatze  sitzt  nun  eine 
genau  passende  Zylinderhülse  (C  in  Fig.  85)  auf,  die  sich  um  die 
Axe  des  zylindrischen  Fortsatzes  der  zweiten  Gabel  leicht  herum- 
drehen läßt.  Diese  Hülse  setzt  sich  schließlich  in  eine  Nadel  fort, 
welche  die  Längslinie  des  Körpers,  also  speziell  beim  Auge  die 
Gesichtslinie  darstellen  soll.  Am  vorderen  Ende  L der  Längslinie 
befindet  sich  eine  die  Querlinie  repräsentierende  kleine  Nadel  so 

auf  die  Längsnadel 
aufgesteckt,  daß  sie 
senkrecht  zur Längs- 
linie  steht,  aber  im 
übrigen  in  jede  be- 
liebige Richtung 
innerhalb  der  zur 
Längslinie  senkrech- 
ten Ebene  gebracht 
werden  kann.  Hinter 
der  Quernadel  ist, 
wie  man  aus  der 
Figur  erkennen 
kann,  noch  eine 
Kreisscheibe  mit 
Gradeinteilung  an 
Kig.  85  der  Längsnadel  be- 

festigt, deren  Zweck 

weiter  unten  noch  mitgeteilt  wird.  Mit  der  Längsnadel  hat  man 
sich  nun  den  Augapfel,  den  Finger  oder  überhaupt  den  das 
Listingsche  Gesetz  befolgenden  Körper  fest  verbunden  zu  denken. 

Da  die  Längsnadel  sich  mit  der  Hülse  C um  die  Axe  des 
zylindrischen  Fortsatzes  der  zweiten  Gabel  herumdrehen  kann,  so 
besitzt  sie,  und  damit  der  ganze  Körper  relativ  zu  dem  Stative 
bzw.  zu  der  mit  dem  Stative  fest  verbundenen  ersten  Gabel  ((?,) 
eine  Beweglichkeit  von  drei  Graden  der  Freiheit.  Es  lassen  sich 
also  zunächst  alle  möglichen  Drehungen  um  0 ausführen,  auch 
solche,  welche  dem  Listingsehen  Gesetze  nicht  entsprechen.  Der 
wesentlichste  Teil  des  Mechanismus  ist  daher  der,  dem  die  Auf- 
gabe zufällt,  die  Beweglichkeit  auf  zwei  Grade  der  Freiheit  in 
der  Weise  herabzudrücken,  daß  genau  das  Listingsche  Gesetz 
resultiert. 


Digitized  by  Google 


Das  Listingsche  Gesetz. 


229 


Um  dies  zu  erreichen,  ist  in  der  Nähe  des  einen  Endes  der 
Hülse  C senkrecht  zur  Längsnadel  eine  Axe  .1  angebracht,  um 
welche  sich  ein  flacher  Kreisring  K drehen  kann.  Dieser  Kreis- 
ring ist  durch  einen  Schlitz  eines  zylindrischen  Stabes  T gesteckt, 
welcher  in  dem  kurzen  Fortsatze  der  Gabel  Gt  um  seine  geo- 
metrische Axe  als  feste  Drehungsaxe  ebenfalls  drehbar  angebracht 
ist  Da  die  Gabel  fr,  an  dem  Stative  befestigt  ist,  so  bleibt  auch 
bei  allen  Drehungen  des  Stabes  T dessen  Axe  relativ  zum  Stative 
fest.  Durch  diese  Einrichtung  wird  die  an  der  Hülse  C sitzende 
Axe  .4  gezwungen,  in  jeder  Stellung  des  Körpers  mit  der  geo- 
metrischen Axe  von  T in  einer  Ebene  zu  bleiben.  Die  einzelnen 
Teile  des  Mechanismus  sind  nun  so  dimensioniert  und  gegenein- 
ander montiert,  daß  in  der  Primärstellung  der  Längsnadel  bzw. 
des  Körpers  die  Mitte  P der  Axe  .4  mit  dem  Drehungsmittelpunkte 
0 und  der  Mitte  H der  geometrischen  Axe  des  Stabes  T in  eine 
Gerade  fällt.  Diese  Stellung  veranschaulicht  Fig.  85.  Außerdem 
ist  an  dem  Apparate  die  Strecke  OP  genau  gleich  der  Strecke  OH 
gemacht  worden.  Es  muß  sich  daher  bei  allen  Drehungen  des 
Körpers  der  Punkt  P auf  einer  Kugelfläche  um  O bewegen,  welche 
auch  den  Punkt  H enthält.  Faßt  man  P als  Längspunkt  auf  und 
die  Axe  A als  Querlinie,  so  ist  H der  Gegenpol  zur  Primärstellung 
von  P,  und  die  Axe  des  Stabes  T die  zur  Primärstellung  dieser 
Querlinie  parallele  Kugeltangente  im  Punkte  H.  Es  wird  dem- 
nach durch  den  Kreisring  und  den  Schlitz  in  T in  der  Tat  dafür 
gesorgt,  daß  in  jeder  Stellung  des  Körpers  die  Querlinie  mit  ihrer 
zugeordneten  Tangente  in  H in  einer  Ebene  bleibt,  wodurch  das 
Listingsche  Gesetz  erreicht  ist.  Im  Interesse  der  Deutlichkeit  ist 
die  Querlinie  nicht  im  Punkte  /',  sondern  im  vorderen  Punkte  L 
der  Längsnadel  angebracht,  so  daß  man  bei  der  Demonstration 
diesen  Punkt  L als  Längspunkt  des  Körpers  aufzufassen  hat. 

Der  Mechanismus  spielt  sehr  leicht  und  sicher  innerhalb  des 
im  Leben  überhaupt  nur  in  Frage  kommenden  Exkursionsgebietes. 
Man  kann  daher  alle  Einzelheiten  des  Listingschen  Gesetzes  an 
demselben  demonstrieren  und  sich  über  Fragen  Klarheit  ver- 
schaffen, deren  Beantwortung  an  und  für  sich  eine  eingehende 
mathematische  Untersuchung  erfordert.  Er  dürfte  sich  daher  als 
nicht  ungeeignet  zur  Verbreitung  der  Kenntnis  das  Listingschen 
Gesetzes  erweisen. 

Um  die  Längslinie  in  irgendeiner  bestimmten  Ebene  durch 
den  Drehpunkt  0 genau  fortführen  und  das  gleichzeitige  Vorhalten 
des  Körpers  bequem  beobachten,  sowie  die  Größe  der  eventuell 
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dabei  auftretenden  Drehung  um  die  Längslinie  (Rollung)  messen 
zu  können,  befindet  sich  an  dem  Apparate  noch  ein  Drahtkreis 
um  den  Mittelpunkt  0 angebracht,  welcher  durch  Drehen  uin 
zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  und  sich  in  0 kreuzende 
Axen  in  jede  beliebige  Stellung  übergeführt  und  in  dieser  fest- 
gestellt werden  kann.  Dieser  Führungskreis  ist  in  Fig.  85  in  einer 
horizontalen  Lage  durch  eine  punktierte  Linie  nur  angedeutet,  um 
die  Figur  nicht  durch  diesen  akzessorischen  Bestandteil  des  Mecha- 
nismus zu  unübersichtlich  zu  machen. 

Dieser  Drahtkreis  kann  gleichzeitig  als  Zeiger  für  die  Grad- 
scheibe S dienen  und  somit  nicht  nur  die  Orientierung  des  Kör- 
pers in  irgendeiner  Stellung  angeben,  sondern  auch  die  Größe  der 
Rollung  direkt  veranschaulichen,  welche  der  Körper  bei  ebener 
Bewegung  seiner  Längslinie  erfährt. 

Ferner  sind  auch  noch  an  den  beiden  Schenkeln  des  Axen- 
kreuzes  zwei  (in  der  Figur  nicht  mit  angegebene)  Gradscheiben 
angebracht,  zu  welchen  zwei  an  den  beiden  Gabeln  angebrachte 
Zeiger  gehören.  Durch  diese  Einrichtung  wird  es  möglich,  zwei 
Winkelkoordinaten  direkt  abzulesen,  durch  welche  die  Richtung 
der  Längslinie  eindeutig  bestimmt  wird.  Die  beiden  abzulesenden 
Winkel  entsprechen  den  von  Helmholtz  verwendeten  Koordi- 
naten der  Blicklinie,  und  zwar  gibt  die  auf  dem  horizontalen 
Schenkel  des  Axenkreuzes  aufsitzende  Gradscheibe  den  Erhebungs- 
winkel a,  die  andere  dagegen  den  Seitenwendungswinkel  ß an. 

Erhebt  man  am  Apparate  die  Längslinie  aus  der  Primär- 
stellung um  einen  bestimmten  Winkel  a und  wendet  sie  dann 
unter  Führung  mittelst  des  ebenfalls  um  den  Winkel  a erhobenen 
Drahtkreises  zur  Seite,  so  kann  man  direkt  den  Helmholtzschen 
Raddrehungswinkel  y an  der  Scheibe  S ablesen  und  sich  über- 
zeugen, daß  er  die  in  der  Tabelle  auf  S.  624  der  zweiten  Auf- 
lage des  Helmholtzschen  Handbuches  der  physiologischen  Optik 
angegebenen  Werte  annimmt.  Hat  man  die  Querlinie  in  der 
Primärstellung  horizontal  gerichtet,  so  ist  der  Raddrehungswinkel 
auch  identisch  mit  dem  Winkel  zwischen  der  Querlinie  und  dem 
erhobenen  Drahtkreise. 

Die  exakte  Formulierung  der  durch  den  Mechanismus  reali- 
sierten Beziehung  zwischen  dem  Erhebungswinkel  «,  dem  Seiten- 
wendungswinkel ß und  dem  Raddrehungswinkel  y läßt  sich  mit 
Hilfe  der  oben  abgeleiteten  Gesetze  über  die  Zusammensetzung 
endlicher  Drehungen  leicht  gewinnen,  ohne  daß  man  genötigt  wäre, 
dabei  die  umständlichen  analytisch-geometrischen  Betrachtungen 
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zugrunde  zu  legen,  welche  Helmholtz  zu  dieser  Beziehung  ge- 
führt haben. 

In  Fig.  86  stelle  P0  die  Primärlage  und  P,  die  Lage  des  Längs- 
punktes nach  der  Erhebung  der  Längslinie  um  den  Winkel  a dar. 
Durch  die  Seitenwendung  um  den  Winkel  ß werde  derselbe  auf 
dem  in  P,  auf  dem  Meridian  P0P,  senkrecht  stehenden  größten 
Kreis  nach  Pi  geführt,  so  daß  also  der  Bogen  gleich  dem 

Winkel  ß ist,  während  « durch  den  Bogen  P0P,  dargestellt 
wird,  sofern  man  wieder  den  Radius  der  Exkursionskugelfläche 
als  Längeneinheit  nimmt.  Diese  Bewegung  entspricht  einer  Dreh- 
ung der  Längslinie  um  die  zur  Ebene  des  größten  Kreises  PiPt 
senkrecht  stehende  Axe  OS,  welche  in  der  Ebene  des  Meridians 
P„  P,  liegt  und  gegen  die  ver- 
• tikale  Axe  OB  um  den  Win- 
kel a geneigt  ist.  Diese  Drehung 
der  Längslinie  ist  verbunden 
mit  einer  Drehung  des  Körpers 
um  die  Längslinie,  deren  Ge- 
samtbetrag durch  den  Rad- 
drehungswinkel y gemessen 
wird.  Es  unterliegt  also  der 
Körper  einer  doppelten  Drehung, 
nämlich  einer  Drehung  um  die 
im  Raume  feste  Axe  OS  um 
den  Winkel  ß und  einer  gleich- 
zeitigen Drehung  um  die  im 
Körper  feste  Längslinie  OP  pjg,  86 

um  den  Winkel  y.  Nach  den 

früheren  Erörterungen  ist  diese  doppelte  Bewegung  einer  Dreh- 
ung um  eine  Axe  OR0  äquivalent,  welche  so  liegt,  daß  /{„SP, 

Q y 

ein  sphärisches  Dreieck  mit  den  Winkeln  und  bei  S und  P, 

bildet;  in  demselben  ist  außerdem  die  Seite  SP,  gleich  90°. 

Nach  dem  Listingschen  Gesetze  kann  nun  der  Körper  aus  der  Stel- 
lung OP,  in  die  Stellung  OP,  seiner  Längslinie  auch  durch  Drehung  um 

eine  feste  Axe  in  der  auf  der  Halbierenden  O ]V,  des  Winkels  P0  OP, 
senkrecht  stehenden  Ebene  übergeführt  werden.  Es  muß  daher 
0Rt  dieser  Ebene  angehören.  Ist  .1/  der  Punkt,  in  welchem  die 
genannte  Axenebene  den  Meridian  P0P,S  durchschneidet,  so  zer- 
fällt das  sphärische  Dreieck  R0SPi  durch  den  Bogen  RUM  in  zwei 


, ’t 
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bei  M rechtwinklige  sphärische  Dreiecke,  wobei  die  Seite  SM  des 
einen  Dreiecks  gleich  j und  die  Seite  PXM  des  anderen  Dreiecks 

gleich  90"  — ” ist.  Man  hat  daher  für  hin  K0M  aus  dein  Dreieck 

1\„  MS  den  Wert  sin  " hm  ^ und  aus  dem  Dreieck  P0  MPi  den 

d y 

Wert  cos  tan  so  daß  man  durch  tileichsetzen  beider  Werte 
zwischen  «,  ß und  y die  Beziehung  erhält 


a 

o 


hm 


ß. 


Bei  Helinholtz  findet  sich  auf  der  rechten  Seite  dieser  Formel 
das  negative  Vorzeichen.  Dies  entspricht  dem  Umstand,  daß 
Helmholtz  eine  Drehung  positiv  rechnet,  wenn  sie  vom  Dreh- 
punkte aus  gesehen  im  Sinne  des  Uhrzeigers  stattfindet,  während 
hier  immer  dio  in  der  Mechanik  übliche  Annahme  gemacht  wurde, 
daß  eine  Drehung  dann  positiv  ist,  wenn  sie  für  einen  Beobachter 
von  außen  im  Sinne  des  Uhrzeigers  vor  sich  geht 

V ( 

Aus  der  Formel  für  tau  läßt  sich  leicht  eine  solche  für  hmy 


2 tan  g 

ableiten.  Aus  tany=~  - ~ folgt  durch  Einsetzen  des  obigen 

1 — tau* 


Wertes  von 


nach  einer  einfachen  Umformung 


hm  y — 


a a . ß ß 
2 um  ros  sin ,.  ros 

ß . ..  « . „ ß 

cos’  . ros ■ . — snr  sin’ 

9 9 9 


sin  « •sin  ß 

.,  " — ß “ 

1 ros  _■  ros  — - 


= a ^ , i eine  Formel,  auf  welche,  vom 

cos  a - cos  ß 

negativen  Vorzeichen  abgesehen,  Helmholtz  bei  seinen  analytisch- 
geometrischen  Untersuchungen  zuerst  kommt.*®)  — 


* a.  a.  0.  Seite  (324  und  Seite  656.  **)  a.  a.  0.  Seite  655. 
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Außer  dem  beschriebenen  Mechanismus  kann  man  nun  auch 
auf  Grund  des  durch  Fig.  77  auf  S.  203  dargestellten  Apparates 
einen  Mechanismus  zur  Verwirklichung  der  Bewegungen  nach  dem 
Listingschen  Gesetze  herstellen,  wie  sich  aus  folgender  Überlegung 
ergibt. 

Die  l’rimärstellung  des  beweglichen  Zylinders  ( ’*  sei  diejenige 
Nullstellung,  bei  welcher  3le  mit  31.»  zusammenfällt.  Dann  ent- 
spricht zunächst  eine  alleinige  Drehung  um  dieNullage  der  Knoten- 
linie 31?  um  irgendeinen  endlichen  Winkel  <f  dem  Listingschen 
Gesetze.  Man  kann  nun  aber  unter  Festhaltung  der  Primär- 
stellung  von  Ct  der  Knotenlinie  31?  durch  Drehen  der  beiden 
Hohlzylinder  77,  und  R.,  um  die  gemeinsamen  Axen  31»  und  31  e 
von  vornherein  jede  beliebige  Lage  in  der  zu  3le  senkrechten 
Ebene  durch  0 geben.  Dreht  man  darauf  wieder  um  31?,  so  er- 
hält man  ebenfalls  lauter  Stellungen  von  < welche  dem  Listing- 
schen Gesetze  entsprechen.  Durch  die  Drehung  des  aus  77,  und  77* 
zusammengesetzten  Systems  haben  sich  die  Winkel  7t  und  q beide 
geändert,  und  zwar,  wie  leicht  einzusehen  ist,  beide  um  dieselbe 
Größe,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne.  Da  bei  der  dann  fol- 
genden Drehung  um  die  Knotenlinie  31?  die  Winkel  7t  und  ? ihre 
bis  dahin  erreichten  Werte  beibehalten,  und  da  in  der  Primär- 
stellung beide  den  Wert  Null  besitzen  sollten,  so  folgt,  daß  in  jeder 
Stellung,  welche  dem  Listingschen  Gesetze  entspricht,  g = — 7t  sein 
muß.  Dies  ist  also  die  Beziehung’)  zwischen  den  Eulerschen 
Koordinatenwinkeln,  durch  welche  das  Listingsche  Gesetz  charak- 
terisiert wird,  während  der  andere  in  Betracht  gezogene  Typus 
der  Bewegung  von  zwei  Graden  der  Freiheit  durch  die  Konstanz 
des  Winkels  q gekennzeichnet  wurde. 

Auch  die  Bedingung  g = — 7t  läßt  sich  an  dem  durch  Fig.  77 
veranschaulichten  Mechanismus  bei  Anbringung  einer  geeigneten 
Vorrichtung**)  ver wirklichen,  worauf  aber  an  dieser  Stelle  nicht 
weiter  eingegangen  werden  soll. 

c)  Bestimmung  der  instantaneu  Itrehungsaxen  für  die  Bewegung  des 
Länirspnnktes  auf  einem  grollten  Kreise  der  Exkursionskurelfliic-he. 

Durch  die  Kenntnis  der  Axenebene,  tvelche  zu  irgendeiner 
Stellung  der  Längslinie  bei  den  Bewegungen  nach  dem  Listingschen 

*)  Holm  hol  tz  leitet  vor  allen  Dingen  diese  Beziehung,  die  sich  hier 
ohne  weiteres  aus  dem  Mechanismus  zur  Verwirklichung  der  Eulerscheu 
Koordinatenbestimmung  ergibt,  auf  analytisch-geometrischem  Wege  umständlich 
ab  (a.  a.  0.  Seite  648). 

**)  Vgl.  a.  a.  0.  Fig.  6 auf  Seite  24. 
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Gesetze  gehört,  ist  man  nun  auch  in  den  Stand  gesetzt,  die  Lag© 
der  instantanen  Drehungsaxe  zu  bestimmen,  welche  zu  einer  Ele- 
mentarbewegung von  bestimmter  Richtung  aus  irgendeiner  Stellung 
des  Körpers  gehört. 

Handelt  es  sieh  z.  B.  um  die  schon  oben  in  Betracht  gezogen© 
Bewegung  des  Längspunktes  aut  dem  größten  Kreis  P,  P,  in  Fig.  86 
(auf  Seite  231),  so  gehört  zu  jeder  Lage  P,  desselben  eine  bestimmte 
instantane  Drehungsaxe,  die  ihre  Richtung  im  Verlaufe  der  Be- 
wegung fortwährend  ändert,  da  die  letztere  beim  Listingschen  Ge- 
setze ja  keine  Drehung  um  eine  feste  Axe  darstellt.  Bei  der  in 
Fig.  86  angenommenen  Lage  ]\  des  Längspunktes  fällt  aber  die 

instantane  Drehungsaxe  für 
die  weitere  Verrückung  des 
Längspunktes  auf  seinem 
Bahnkreis  P,  P,  durchaus  nicht 
etwa  mit  der  Axe  OP0  zu- 
sammen; denn  diese  galt  ja 
p nur  für  die  zu  den  endlichen 
‘ Drehungen  um  OS  und  die 
Längslinie  äquivalente  Dreh- 
ung. Führt  man  eine  end- 
liche Drehung  um  OKa  um 
einen  entsprechenden  Winkel 
aus,  so  wird  zwar  die  Längs- 
linie des  Körpers  aus  der 
Stellung  OP,  in  die  Stellung  OP, 
übergeführt  und  der  Körper 
auch  in  die  richtige  Orientierung  gebracht,  der  Längspunkt  bewegt 
sich  aber  dabei  nicht  längs  des  in  Fig.  86  angegebenen  größten 
Kreises  P,P.,  sondern  auf  einem  anderen  durch  P,  und  P,  gehen- 
den Kreise,  dessen  Ebene  auf  OP0  senkrecht  steht  und  nicht 
durch  0 hindurchgeht;  dieser  Kreis  ist  demnach  kein  größter 
Kugelkreis. 

Zu  der  Stellung  OJ\  der  Längslinie  gehört  nach  dem  Listing- 
schen Gesetz  eine  Axenebene,  welche  auf  der  Halbierenden  OJE 

des  Winkels  P0OP,  senkrecht  steht  (vgl.  Fig.  87,  in  welcher  der 
Deutlichkeit  halber  P,  näher  an  P,  angenommen  ist  als  in  Fig.  86). 

In  Fig.  87  stelle  NAE  den  größten  Kreis  dar,  in  welchem  diese 
Axenebene  die  Exkursionskugelfläche  durchschneidet.  Da  die 
Elementarbewegung  des  Körpers  aus  der  Stellung  OP,  der  Längs- 


Fig.  87 
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linie  im  vorliegenden  Falle  die  Resultante  einer  unendlich  kleinen 
Drehung  um  die  auf  dem  Bahnkreis  P,  Pi  senkrecht  stehende 
Axe  OS  und  einer  solchen  um  die  Längslinie  OP,  darstellt,  so  muß 
die  instantane  Drehungsaxe  auch  der  durch  OS  und  OP,  bestimmten 
Ebene  angehören,  welche  in  der  Figur  durch  den  zwischen  S und 
P,  sich  erstreckenden  größten  Kreis  veranschaulicht  ist  Die  in- 
stantane Drehungsaxe  geht  daher  von  0 nach  dem  Schnittpunkt  /) 
der  beiden  größten  Kreise  XAE  und  SP,. 

Zur  Bestimmung  des  Bogenabstandes  1\  J)  = A des  instantanen 
Drehpunktes  T)  von  der  Lage  Pi  des  Längspunktes  kann  man  die 
beiden  sphärischen  Dreiecke  DP,  Wi  und  P„  P,  Pi  verwenden.  Be- 
zeichnet man  den  Bogenabstand  des  Punktes  Pi  vom  Primär- 
punkte P0  der  Exkursionskugelfläche  mit  (f  und  den  Winkel,  unter 
welchem  der  Bahnkreis  /',  P,  von  dem  durch  P0  und  P,  gehenden 
Kugelkreise  geschnitten  wird,  mit  x,  so  hat  man  folgende  Seiten 
bzw.  Winkel  in  den  beiden  sphärischen  Dreiecken. 

Im  Dreiecke  DPAV,  ist  P,  D = /,  P,  W,  — und  lFr/)  = 90°, 

während  der  Winkel  bei  /' , da  SP,  den  Bogen  P,  P,  senkrecht 
durchkreuzt,  gleich  180* — (x  — 90°),  d.  h.  also  gleich  270° — X ist. 
Man  hat  daher  nach  dem  Kosinussatze 

0=  cos A cos  — sin  A sin  f sin  x,  woraus  folgt  cot  A = ta n t si n X ■ 

Das  Dreieck  P0  /',  P,  ist  bei  P,  rechtwinklig  und  hat  die 
Seiten  P„  Pt  = a . P,  P,  = ß und  1 P,  = <f ; außerdem  ist  der  Winkel 
bei  Pi  das  Supplement  zu  X-  Beachtet  man  dies,  so  erhält  man 
zunächst  cos  ff  = cos  a - cos  ß und  sin  <f  • sin  % = sin  a.  Da  nun 

sin  <f  = 2 sin  — cos  ^ und  1 -)-  cos  <f  — 2 cos'1  ^ , so  erhält  man  bei 
Kombination  der  obigen  beiden  Formeln  nach  einer  leicht  zu  über- 
sehenden Umformung  schließlich  für  tan  ^ sin  X und  damit  für  cot  A 
die  Formel 

_ sin  a 

cot  /.  — — -p • 

1 -j-  cos  a cos  iS 

Da  A den  Winkel  zwischen  der  instantanen  Drehungsaxe  und 
der  Längslinie  bedeutet,  so  kann  man  mit  Hilfe  der  letzten  Formel 
das  Verhältnis  bestimmen,  in  welchem  die  unendlich  kleine  Drehung 
um  die  Längslinie  zu  der  unendlich  kleinen  Drehung  um  die 
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Axe  OS  in  der  Stellung  OP,  der  Längslinie  steht.  Damit  ist  aber 
auch  nach  dem  früheren  das  Verhältnis  der  Winkelgeschwindig- 
keiten um  diese  beiden  Axen  gegeben,  sobald  die  Längslinie  bei 
ihrer  Drehung  um  OS  die  Richtung  OP,  passiert.  Um  das  Ver- 
hältnis dieser  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  abzuleiten,  braucht 
man  nur  auf  der  instantanen  Drehungsaxo  01)  eine  beliebige 
Strecke  01)‘  abzutragen,  welche  die  momentane  Winkelgeschwindig- 
keit um  Ol)  darstellen  soll,  und  dann  diese  Strecke  auf  die  beiden 
zueinander  senkrechten  Richtungen  der  Axe  OS  und  der  Längs- 
linie OP,  zu  projizieren, 
so  wie  es  Fig.  88  an- 
deutet.  Die  beiden  Pro- 
jektionen OS ‘ und  OP] 
repräsentieren  dann  die 
Winkelgeschwindig- 
keiten um  diese  Axen, 
welche  als  Resultante 
gerade  Ol)'  ergeben,  so 
daß  man  rückwärts  Ol)' 
auf  diese  Weise  in  zwei 
zueinander  senkrechte 
Komponenten  zerlegthat. 
Da  nun  Ol)  gegen  OP, 
um  den  Winkel  A und 
gegen  OS  um  90°  — A 
geneigt  ist,  so  hat  man 
Fig-  OP]  = OD‘  • cos  A und 

OS'—  01)'  • sin  A und 

folglich  als  Wert  des  Verhältnisses  OP,':  OS‘,  d.  h.  also  des  Verhält- 
nisses der  unendlich  kleinen  Drehung  um  die  Längslinie  und  der 
unendlich  kleinen  Drehung  um  die  Axe  OS  oder  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten um  diese  beiden  Axen  cot  A.  Es  stehen  daher  nach  der 
obigen  Formel  für  cot  A die  unendlich  kleinen  Drehungen  bzw.  die 
Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Längslinie  und  die  Axe  OS  im 
Verhältnis  wo  a : ( 1 -j-  cos  (t  cos  ft).  Bezeichnet  man  eine  unendlich 
kleine  Drehung  um  OS  mit  d,i  und  die  zugehörige  unendlich  kleine 
Drehung  um  die  Längslinie  mit  dy,  so  ist  also 


dy - 


sin  « 
cos  n cos 


d?. 


Während  des  Übergangs  aus  der  Stellung  Ol“,  der  Längslinie 
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in  die  um  «len  Winkel  ß davon  abstehende  Stellung  OP,  summieren 
sich  die  unendlich  kleinen  Drehungen  um  die  Längslinie  zu  dem 
endlichen  Gesamtbetrag  y,  für  welchen  nach  den  Auseinander- 

. y aß 

Setzungen  auf  Seite  232  gilt  tau  _ = tau tan • 

d)  Bestimmung  der  Polkegel  für  die  lui  vorhergehenden  Abschnitte  be- 
handelte Bewegung. 

Durch  die  Formel  für  cot  A ist  man  nun  auch  in  den  Stand 
gesetzt,  den  im  Raume  ruhenden  Polkegel  für  die  in  Frage  ste- 


Fig.  80 


hende  Bewegung  nach  dem  Listingschen  Gesetze,  bei  welcher  die 
Längslinie  sich  um  die  Axe  OS  dreht,  abzuleiten.  Aus  den  frü- 
heren Betrachtungen  sowie  aus  den  Figg.  87  und  88  geht  hervor, 
daß  die  instantane  Drehungsaxe  Ol),  welche  zu  einem  Werte  des 
Winkels  ß gehört,  um  welchen  die  Stellung  OP,  der  Längslinie 
von  der  Stellung  OPt  abweicht,  in  einer  durch  OS  gehenden  Ebene 
liegt,  die  gegen  die  Ebene  .S'OP,  um  den  Winkel  ß geneigt  ist. 
In  dieser  Ebene  besitzt  OB  einen  Winkelabstand  von  OS,  welcher 
das  Komplement  zu  A darstellt;  bezeichnet  man  diesen  Winkel 

SOB  mit  o,  so  hat  man  demnach 

.sin  a 

tan  ö = vn  .• 

i -~cusa  cu#  p 
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Denkt  man  auf  Grund  dieser  Angaben  für  alle  Lagen  des 
Punktes  P<  auf  dem  Bahnkreise  Px  /’,  die  instantane  Drehungsaxe 
OB  konstruiert,  so  erhält  man  zunächst  den  dem  ruhenden  Raume 
angehörenden  Axenkegel,  so  wie  er  in  Fig.  89  links  angedeutet  ist 

Um  sich  die  Eigenschaften  und  die  genaue  Gestalt  dieses 
Axenkegels  zu  veranschaulichen,  denke  man  im  Punkte  8 der 
Kugeloberfläche  an  die  letztere  die  Tangentialebene  gelegt  und 
mit  derselben  den  über  die  Exkursionsfläche  hinaus  fortgesetzten 
Kegelmantel  durchschnitten.  Wie  aus  dem  Wesen  des  Listing- 
schen  Gesetzes  und  auch  aus  der  obigen  Formel  für  tan  o hervor- 


geht, ist  der  Kegelmantel  zu  der  Ebene  des  Meridians  P0P,  sym- 
metrisch. Infolgedessen  wird  auch  die  Schnittkurve  des  Kegel- 
mantels mit  der  Tangentialebene  von  der  Ebene  des  Kreises  PUPX 
symmetrisch  geteilt.  Um  die  Gleichung  der  Schnittkurve  abzu- 
leiten, empfiehlt  es  sich  daher,  dieselbe  auf  ein  Koordinatensystem 
zu  beziehen,  bei  welchem  S den  Nullpunkt  und  die  Schnittgerade 
D\D'%  der  Ebene  des  Meridians  P0PX  mit  der  Tangentialebene  des 
Punktes  S eine  Koordiuatenaxe  darstellt. 

In  Fig.  90  soll  die  Ebene  des  Meridians  PUJ\  mit  der  Ebene 
der  Zeichnung  zusammenfallen.  OP,  sei  die  Stellung  der  Längs- 
linie, in  welcher  P,  von  P0  den  kürzesten  Bogenabstand  a hat. 
Bedeutet  ODl  die  zur  Stellung  OP,  gehörende  instantane  Axe,  so 

ist  dieselbe  gegen  OS  um  den  Winkel  “ geneigt.  Nach  einer 
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Drehung  der  Längslinie  um  OS  um  180°  ist  dieselbe  wieder  in 
die  Ebene  des  Meridians  zurückgekehrt  und  hat  die  Lage  OPa 
eingenommen,  wobei  sie  mit  OP0  den  Winkel  180°  — a bildet. 
Die  zugehörige  instantane  Axe  01h  ist  daher  gegen  OS  um  den 

Winkel  90°  — — geneigt,  so  daß  also  die  beiden  extremen  Lagen 

OD , und  OD*  der  instantanen  Drehungsaxe  aufeinander  senk- 
recht stehen.  Die  Strecke  D\  Dt , zu  welcher  die  Schnittkurve 
in  der  Tangentialebene  von  S sym- 
metrisch ist,  bildet  daher,  wie  man 
aus  Fig.  90  erkennt,  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen 
Katheten  01)\  und  0D\  sind.  Durch 
den  Punkt  S wird  D\  1)\  in  zwei 
Teile  SD]  und  SD]  zerlegt,  welche 

bzw.  die  Längen  rtan  „ und  r cot  * 

2 di 

besitzen,  unter  r jetzt  allgemein  den 
Radius  der  Exkursionskugelfläche  ver- 
standen, sofern  derselbe  nicht  direkt 
als  Längeneinheit  genommen  ist 
Die  Schnittkurve  des  Kegelmantels 
mit  der  Tangentialebene  in  S möge 
nun  auf  ein  Polarkoordinatensystem 
mit  dem  Nullpunkte  S und  der  posi- 
tiven Axe  SD]  bezogen  werden,  dann 
ist  leicht  einzusehen,  daß  der  Radius- 
vektor von  S nach  irgendeinem  Punkte 
Di  der  Schnittkurve  mit  SD]  denselben 
Winkel  ß bildet,  um  welchen  die  Längs-  Fig.  91 

linie  von  0l\  aus  um  O.S'gedreht  werden 

muß,  um  in  die  Lage  OP.  zu  kommen  (vgl.  Fig.  91).  Dies  geht 
unmittelbar  daraus  hervor,  daß  in  jeder  Stellung  des  Körpers 
0Pt  mit  OD]  in  einer  durch  OS  gehenden  Ebene  liegt.  Der  Radius- 
vektor SD,  stellt  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  dar, 
dessen  andere  Kathete  r ist;  dabei  liegt  SD]  im  Dreieck  dem  Win- 
kel <fi  gegenüber,  welcher  von  OS  und  der  zu  D]  gehörenden 
instantanen  Axe  OD]  gebildet  wird.  Bezeichnet  man  mit  s die 
Länge  von  SD] , so  hat  man  also  für  D]  die  Polarkoordination 

ß und  s=  rfan  <x. 
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Berücksichtigt  man  den  oben  angeführten  Wert  für  tarier , so 
erhält  man  als  Gleichung  der  Schnittkurve  in  Polarkoordina-ten 

rxiu  ff 

1 -}-  ivx  n cox  ß 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  einer  Brennpunkt 
mit  dem  Koordinatenanfangspunkte  S.  und  deren  Hauptscheitel  mit 
den  beiden  Punkten  1)\  und  1/,  zusammenfallen.  Für  die  beiden 


Halbaxen  a‘  und  b'  und  die  Uneare  Exzentrizität  e‘  erhält  man 
aus  dieser  Gleichung  die  Werte 

«'  = —— : h‘  — r und  e'  = r cot  ff . 
xin  ff 

Der  Mittelpunkt  H'  dieser  Ellipse  liegt  auf  der  Verlängerung 
von  OH,  wie  man  aus  Fig.  90  leicht  bestätigt,  wenn  man  be- 
rücksichtigt, daß  sowohl  das  Dreieck  D,HO  als  auch  das  Dreieck 
])\H'0  gleichschenklig  sind,  so  daß  0H‘  ~H‘D\  — H‘D\  ist. 

Man  hat  daher  das  Resultat,  daß  der  dem  ruhenden  Raume 
angehörende  Axenkegel  ein  Kegel  zweiten  Grades  ist  Nimmt 
man  die  Schnittkurve  mit  der  Tangentialebene  im  Punkte  S als 
Basis  desselben,  so  erscheint  er  zunächst  als  schiefer  elliptischer 
Kegel.  Man  kann  den  Axenkegel  aber  natürlich  auch  als  geraden 
elliptischen  Kegel  auffassen,  indem  man  als  Grundfläche  den 
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Schnitt  desselben  mit  einer  zu  der  Halbierenden  des  Winkels 
D,0J>3  senkrechten  Ebene  verwendet. 

In  Fig.  92  ist  diese  Ebene  auf  der  Zeichnung  senkrecht  zu 
denken:  sie  möge  die  Exkursionskugelfläche  berühren,  dann  muß 
der  Radius  OQ  nach  ihrem  Berührungspunkte  den  Winkel  D\OD\ 
halbieren,  also  sowohl  mit  Ol )\  wie  mit  01)' t den  Winkel  von 
45®  bilden.  Die  große  Halbaxe  « der  Ellipse,  in  welcher  der 
Axenkegel  durch  die  Tangentialebene  des  Punktes  Q geschnitten 
wird,  ist  gleich  dem  Radius  r der  Exkursionskugelfläche,  weil  die 
rechtwinkligen  Dreiecke  OQD'j  und  OQD  ‘ den  Winkel  von  45° 
besitzen,  also  gleichschenklig  sind.  Um  die  kleine  Halbaxe  l der 
neuen  Ellipse  zu  erhalten,  geht  man  zweckmäßigerweise  auf  die 
erste  Ellipse  in  der  Tangentialebene  von  S zurück. 

Denkt  man  sich  die  erste  Ellipse  auf  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  bezogen,  bei  welchem  H'  den  Anfangspunkt 
und  1)\ D\  die  A'-Axe  bedeutet,  so  folgt  aus  den  Werten  von  n' 
und  V als  Gleichung  derselben 

xmn<fa  -j-  y —r 

Bezeichnet  man  mit  (J  den  Punkt,  in  welchem  die  Verlänge- 
rung von  OQ  die  Abszissenaxe  für  die  Ellipse  in  der  Tangential- 
ebene von  6’  trifft,  so  steht  die  zu  Q'  gehörende  Ordinate  yq  zu 
der  kleinen  Halbaxe  b der  Ellipse  in  der  Tangentialebene  von  Q, 
wie  man  leicht  einsehen  wird,  in  der  einfachen  Beziehung 

yq  \b—OQf:  OQ. 

Die  Strecke  H'Q‘,  welche  die  zu  yq  gehörende  Abszisse  xq  bei  der 
eisten  Ellipse  darstellt,  gewinnt  man  aus  dem  Dreieck  OSH\ 
für  welches  OQ'  eine  Winkelhalbierende  darstellt.  Da  08— r, 

OH‘=a  — und  Q'8=rtan  (45°  — , so  erhält  man  aus  der 

Proportion  H'Q' : Q‘8—  OH' : 08 

rtnn  ^45°  — **  j 

''  sin  a 

Setzt  man  diesen  Wert  für  xq  in  die  Ellipsengleichung  ein,  so  er- 
gibt sich  für  yq 

Di  — 1 —/uh’ (450- 

Fischer,  Medizin.  Physik. 
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Beachtet  man  noch,  daß  OQ‘—  ' und  OQ  — r ist,  so 

"»(«•-  J) 

erhält  m;in  schließlich  aus  der  obigen  Proportion  für  die  kleine 
Halbaxe  b der  Schnittkurve  des  Axenkegels  mit  der  Tangential- 
ebene von  Q den  Wert 


b= 

1 

/ «w*  ( 45°  — ")- 

— rin* (45° — 1[) 

f 

V 21 

\ 2/ 

Für  die  lineare  Exzentrizität  c dieser  neuen  Ellipse  ergibt  sich 
daher  der  Wert 

e — r\  1 — sina. 


Schneidet  inan  den  Axenkegel  mit  irgendeiner  anderen  zur 
Tangentialebene  von  Q parallelen  Ebene,  so  ist  natürlich  die 
Schnittkurve  der  Ellipse  mit  den  Halbaxen  r und  rytrina  ähnlich. 
Man  hat  daher  das  Resultat,  daß  der  im  Raume  ruhende  Axen- 
kegel für  die  Wanderung  des  Längspunktes  auf  einem  größten 
Kugelkreise  sich  allgemein  als  gerader  elliptischer  Kegel  auffassen 
läßt,  dessen  Grundfläche  die  Halbaxen  h und  h f ' sin a besitzt,  so- 
fern h die  Höhe  des  Kegels  darstellt. 

Man  könnte  denken,  daß  die  Axe  OS  in  ihrer  Verlängerung 
auch  in  der  Tangentialebene  von  Q durch  den  einen  Brennpunkt 
der  Ellipse  hinduichgeht.  Daß  dies  nicht  der  Fall  ist,  folgt  ohne 

weiteres  aus  dem  Umstand,  daß  QS“  = rtan  (45°  — ” ) ist  (vgl. 


Fig.  92),  während  die  lineare  Exzentrizität  den  Wert  » f l — sina 
besitzt  Der  Punkt  S“  liegt  vielmehr  näher  am  Mittelpunkte  Q der 


Ellipse  als  die  Brennpunkte:  denn  tan 


a \ ./  1 — ttiua 

2/  \ 1 +$ina' 


also  kleiner  wie  \ 1 — sina.  Aus  Fig.  92  ist  weiterhin  ersichtlich, 
daß  auch  der  Schnittpunkt  H“  der  Verlängerung  von  OH  mit  der 
Ebene  der  Ellipse  die  gleiche  Entfernung  vom  Mittelpunkte  Q‘  be- 
sitzt wie  S“. 

Bisher  war  angenommen  worden,  daß  der  größte  Kreis, 
auf  welchem  sich  der  Längspunkt  fortbewegen  soll,  den  Äqua- 
tor der  Exkursionskugelfläche  in  einem  zur  Primärstellung 
OP0  der  Längslinie  senkrechten  Durchmesser  durchschneidet  Man 
wird  aber  zu  genau  den  gleichen  Resultaten  geführt,  wenn  man 
den  Längspunkt  auf  irgendeinem  größten  Kreise  der  Exkursions- 
kugelfläche fortführt.  Unter  l\  ist  dann  nur  derjenige  Punkt 
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dieses  Bahnkreises  zu  verstehen,  welcher  dem  Primärpunkte  /'„  am 
nächsten  liegt,  während  a wieder  den  Bogenabstand  dieses  Punktes 
P,  von  P0  abgibt.  Es  folgt  das  schon  daraus,  daß  bei  den  Be- 
wegungen des  Körpers  aus  der  Primärstellung  keine  Bewegungs- 
richtung vor  der  anderen  bevorzugt  ist. 

Die  Gestalt  des  im  Raume  ruhenden  Axenkegels  ist  nun  nicht 
für  jeden  größten  Kugelkreis  als  Bahnkreis  des  Längspunktes  die 
gleiche;  sie  hängt  vielmehr,  wie  die  Fonnein  zeigen,  von  dem 
kürzesten  Bogenabstand  « des  Bahnkreises  vom  Primärpunkte 
P0  ab. 

In  folgender  Tabelle  sind  für  alle  um  5°  verschiedenen  Werte 
von  a die  für  den  Axenkegel  maßgebenden  Konstanten  angegeben, 
wobei  als  Höhe  des  Kegels  hem  angenommen  ist. 


n 

[1 

■l 

n 

b = A ysin  « 

_ _ 

e = A y 1 — sin  « 

A tan  (45°  — " j 

(Mittelpunktsabstand  der 
Schnittpunkte  der  Nor- 
malen OS  zur  Bahnebene 
und  des  Radius  OH  nach 
dem  Gegenpol  des  Pri- 
märpunktes P,)  mit  der 
Grundfläche.) 

O" 

'■  h 

0 

h 

A 

5° 

h 

0,295  A 

0,955  A 

0,916  A 

10° 

h 

0.417  A 

0,909  A 

0,889  A 

15° 

! A 

0.509  h 

0,8G1  A 

0,767  A 

20" 

• h 

0,585  A 

0,811  A 

0,700  A 

25° 

I A 

0,650  A 

0.700  A 

0,637  A 

30» 

i h 

0,707  A 

0,707  A 

0,577  A 

35" 

h 

0.757  A 

0.653  A 

0,521  A 

40" 

1, 

0.802  A 

0.598  A 

0.466  A 

45" 

A 

0.841  A 

0,541  A 

0.414  A 

50* 

h 

0,875  A 

0,484  A 

0,364  A 

55* 

h 

0.905  A 

0.425  A 

0,315  A 

60° 

L h 

0.931  A 

0.366  A 

0,268  A 

65° 

! h 

0,952  A 

0,306  A 

0,222  A 

70" 

1 A 

0.969  A 

0.246  A 

0,176  A 

75« 

A 

0,983  A 

0,185  A 

0,132  A 

80" 

h 

0.992  A 

0,123  A 

0,087  A 

85" 

1 A 

0,998  A 

0.062  A 

0,044  A 

90" 

A 

A 

0 

0 

Aus 

dieser  Tabelle , 

welche  alle  zur 

Herstellung  der  Axen- 

kegel  nötigen  Daten  enthält,  ist  ohne  weiteres  zu  ersehen,  daß 
bei  gleicher  Höhe  h die  Grundellipsen  der  geraden  Kegel  zwar 
gleich  lang  sind,  aber  um  so  geringere  Breite  aufweisen,  je  kleiner 
der  kürzeste  Bogenabstand  a des  Bahnkreises  für  den  Längspunkt 
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von  dem  Primärpunkte  P0  ist.  Nur  von  diesem  Winkel  a hängt 
die  Gestalt  des  Kegels  ab,  nicht  aber  von  dem  Winkel,  um  welchen 
die  Normale  OS  der  Ebene  des  Bahnkreises  etwa  gegen  die  Ebene 
des  vertikalen  Meridians  der  Exkursionskugelfläche  geneigt  ist. 
Man  kommt  daher  stets  auf  den  gleichen  Axenkegel,  wenn  man 
die  Längslinie  zunächst  auf  irgendeinem  durch  den  Primärpunkt  P0 
und  seinen  Gegenpol  H gehenden  Meridian  um  einen  bestimmten 
Winkel  « fortgeführt  hat  und  sie  dann  in  einer  Ebene  dreht, 

B 


welche  auf  der  Ebene  dieses  Meridians  senkrecht  steht  Aller- 
dings ist  die  Lago  des  Axenkegels  gegen  die  Exkursionsfläche  für 
jeden  Meridian  eine  andere;  dieselbe  ist  dadurch  vollkommen  be- 
stimmt, daß  die  Axe  des  geraden  Kegels  in  die  Ebene  dieses 
Meridians  hineinfällt  und  gegen  den  Badius  OH  um  den  Winkel 

von  45°  — ^ nach  der  ersten  Sekundärstellung  Ol\  der  Längs- 
linie hin  geneigt  ist  (vgl.  Fig.  92). 

Wie  die  obige  Tabelle  ergibt,  schrumpft  die  Grundellipse  des 
Kegels  für  tt  — Q in  eine  geradlinige  Strecke  von  der  Länge  21t 
und  damit  der  Axenkegel  in  die  Fläche  eines  Kreisquadranten  zu- 
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sammen,  dessen  einer  Begrenzungsradius  mit  OH  zusammenfällt. 
In  diesem  Falle  kommt  dann,  wie  nach  dem  Listingschen  Gesetz 
leicht  zu  ermessen  ist,  überhaupt  nur  der  andere  zu  OH  senk- 
rechte Begrenzungsradius  dieses  Kreistiuadranten  als  feste  Dreh- 
ungsaxe  in  Frage. 

Wenn  dagegen  der  Winkel  a seinen  maximalen  Wert  90"  er- 
reicht, so  wird,  wie  die  Tabelle  zeigt,  die  kleine  Halbaxe  b der 
Grundellipse  gleich  der  großen  Halbaxe  a,  welche  ihrerseits  mit 
der  Höhe  h des  Kegels  übereinstimmt.  Der  Axenkegel  ist  dann 
in  diesem  Falle  in  einen  geraden  Kreiskegel  übergegangen,  dessen 
Höhe  gleich  dem  Radius  des  Grundkreises  ist,  so  daß  der  Winkel 
an  der  Spitze  90°  beträgt. 

Die  Abhängigkeit  der  kleinen  Halbaxe  h der  Grundellipse  des 
Axenkegels  von  dem  Winkel  ö kann  man  sich  auch  durch 
Fig.  93  auf  S.  244  veranschaulichen,  welche  zeigt,  auf  welche  Weise 
man  b konstruieren  kann,  wenn  a und  a gegeben  sind. 

In  einem  Kreise  mit  dem  Radius  a (welcher  also  zugleich  die 
Höhe  des  Kegels  darstellt)  ist  ein  horizontaler  Radius  MA  und 
der  dazu  senkrechte  vertikale  Durchmesser  BMC  gezogen.  Von 
dem  horizontalen  Radius  aus  ist  der  Winkel  a als  Zentriwinkel 
des  Kreises  abgetragen  und  vom  Schnittpunkte  D des  zweiten 
Schenkels  dieses  Winkels  mit  dem  Kreise  das  Lot  DE  auf  den 
vertikalen  Durchmesser  gefällt  Auf  dem  vertikalen  Radius  MB 
als  Durchmesser  ist  weiterhin  ein  Halbkreis  nach  der  rechten 
Seite  hin  konstruiert,  welcher  vom  Lote  DE  im  Funkte  K ge- 
schnitten wird.  Ferner  ist  der  Punkt  D mit  dem  unteren  End- 
punkte C des  vertikalen  Durchmessers  durch  eine  Gerade  ver- 
bunden, welche  den  horizontalen  Radius  MA  im  Punkte  G durch- 
schneidet Dann  ist,  wie  man  leicht  bestätigt, 

ME  = a sind:  EB  = a(  1 — sind) 

MK  — (i  \ sin  a ; BK  = n \rl  — sin  « 

4 MCD  = 45 ® — * und  folglich  MG  — a tan ^45°  — 

Da  a = h ist,  so  stellt  also  MK  die  kleine  Halbaxe  (>,  BK 
die  lineare  Exzentrität  e und  MG  den  Mittelpunktsabstand  dar, 
in  welchem  sowohl  die  Normale  zu  dem  Bahnkreise  des  Längs- 
pnnktes  als  auch  die  Gerade  MH  nach  dem  Gegenpole  H des 
Primärpunktes  P0  die  Basis  des  Axenkegels  durchschneidet. 

Im  Anschlüsse  an  diese  Konstruktion  kann  man  auch  leicht 
rückwärts  den  Winkel  a konstruieren,  welcher  zu  einem  gegebenen 
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Axenkegel  gehört  Dies  veranschaulicht  Fig.  94.  In  derselben  ist 
zunächst  die  Grundellipse  des  geraden  Axenkegels  als  gegeben  an- 
genommen. Um  dieselbe  ist  dann  der  Kreis  konstruiert  worden, 
welcher  die  große  Axe  BC  zum  Durchmesser  hat.  Über  MB  ist 
weiterhin  der  nach  rechts  liegende  Halbkreis  eingetragen.  Nimmt 
man  nun  die  kleine  Halbaxe  der  Ellipse  MA'  — b in  den  Zirkel 
und  schlägt  damit  einen  Kreis  um  M,  so  schneidet  derselbe  den 
Halbkreis  über  MB  in  K.  Von  K aus  geht  man  dann  horizontal 


B 


C 


Fig.  94 

herüber  bis  zum  Punkte  D auf  dem  die  Ellipse  einschließenden 
Kreise.  Der  Radius  MD  bildet  dann  mit  MA‘  den  gesuchten 
Winkel  «.  Durch  Verbinden  des  Punktes  D mit  C erhält  man 
weiterhin  auf  d/.F  den  Punkt  G und  kann  durch  Abtragen 
der  Strecke  MG  von  M aus  auf  dem  vertikalen  Durchmesser  die 
beiden  Punkte  S“  um!  H“  auf  der  großen  Axe  der  Ellipse  (vgl. 
Fig.  92)  markieren.  Die  Brennpunkte  Ft  und  Ft  der  Ellipse  er- 
hält man  dagegen  in  bekannter  Weise  auf  der  großen  Axe.  indem 
man  um  den  Nebenscheitel  A‘  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  mit 
der  großen  Halbaxe  a als  Radius  beschreibt. 

Nachdem  durch  die  vorstehenden  Erörterungen  der  im  Raume 
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ruhende  Axenkegel  nach  Gestalt  und  Lage  vollkommen  bestimmt 
ist,  fragt  es  sich  nun,  welche  Form  der  dem  bewegten  Körper  an- 
gehörende Axenkegel  besitzt,  der  während  der  Bewegung  auf  dem 
ruhenden  abrollt. 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  hat  man  sich  zunächst  daran 
zu  erinnern,  daß  die  instantane  Drehungsaxe  für  irgendeine  un- 
endlich kleine  Bewegung  von  einer  Sekundärstellung  aus  stets  in 
der  Ebene  liegt,  welche  den  Winkel  zwischen  der  Sekundärlage 
OP,  und  der  Rückwärtsverlängeruug  OH  der  Primärlage  der 
Längslinie  halbiert  und  auf  der  Ebene  dieses  Winkels  senkrecht 
steht  (vgl.  hierzu  auch  Fig.  84).  Es  wird  daher  der  Punkt  D,  in 
welchem  die  instantane  Dreh- 
ungsaxe die  Exkursionskugel- 
fläche durchschneidet  (vgl. 

Fig.  95)  von  Pi  und  H im- 
mer den  gleichen  Bogenab- 
stand besitzen,  so  daß  also 
in_  Fig.  95  P,D  = HD  ist 
P,  D stellt  ein  Stück  des 
von  P,  nach  dem  Punkte  S 
der  Normalen  zur  Bahnebene 
des  Längspunktes  gehenden 
Kreisquadranten  dar.  Denkt 
man  auch  den  Bogen  HD 
zu  einem  Kreisquadranten  ver- 
vollständigt, so  gelangt  man 
nach  einem  Punkte  U.  welcher 
auf  dem  in  der  physiologischen  Optik  als  Äquator  des  Blickfeldes 
bezeichneten  auf  OH  senkrechten  größten  Kreise  der  Exkursions- 
fläche liegt.  Verbindet  man  noch  V mit  P,  durch  einen  Bogen 
eines  größten  Kreises,  so  erhält  man  auf  der  Exkursionskugel- 
fläche das  sphärische  Viereck  HSPiV , bei  welchem  sich  die  beiden 
Seiten  im  Punkte  D der  instantanen  Drehungsaxe  durchkreuzen. 
Dieses  Viereck  kann  in  jedem  Falle  als  aus  zwei  kongruenten 
sphärischen  Dreiecken  zusammengesetzt  aufgefaßt  werden,  da  die 
letzteren  in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  über- 
einstimmen. Daraus  geht  aber  hervor,  daß  in  dem  Viereck  nicht 
nur  die  beiden  Seiten  P, S und  HV  als  Kreisquadranten  in  ihrer 
Größe  übereinstimmen,  sondern  daß  auch  die  beiden  anderen 
Seiten  P.  V und  HS  einander  gleich  sind. 
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Während  der  Bewegung  des  Längspunktes  P,  auf  dem  zu  OS 
senkrechten  Kreise  PtC  behalten  alle  vier  Seiten  ihre  Länge  bei. 
dagegen  ändern  sich  im  allgemeinen  die  Winkel,  wobei  aber  in- 
folge der  Kongruenz  der  Dreiecke  stets  2t  S HV  — 2t  VP,  S und 
2t  HS  Pi  — 2t.Fi  VH  bleiben. 

Die  unendlich  kleine  Bewegung,  welche  der  Körper  bei  der 
Wanderung  des  Längspunktes  auf  dem  Kreise  PtC  nach  dein 
Listingschen  Gesetze  in  jedem  Momente  ausführt,  konnte  aufgefallt 
werden  als  Drehung  der  Längslinie  OP,  um  die  Axe  OS  ver- 
bunden mit  gleichzeitiger  Drehung  des  Körpers  um  die  Längslinie, 
wobei  das  Verhältnis  der  beiden  Drehungen  durch  das  Verhältnis 

cos  SOI)  \cox  DOP,  gemessen  wird.  Da  nun  die  instantane  Dre- 
hungsaxe  OD  auch  mit  OH  und  OV  in  einer  Ebene  liegt,  so 
kann  man  die  Bewegung  des  Körpers  auch  auffassen  als  Drehung 
einer  bestimmten  anderen  Geraden  OF  des  Körpers  um  die  im 
Raume  ebenfalls  fest  bleibende  und  zu  OV  senkrechte  Axe  OH 
verbunden  mit  gleichzeitiger  Drehung  des  Körpers  um  diese  Ge- 
rade OV.  Das  Verhältnis  der  unendlich  kleinen  Drehungen  um 
diese  beiden  Geraden  hat  aber  dann,  wie  man  aus  der  Figur 
sieht,  in  jedem  Momente  gerade  den  reziproken  Wert  des  Verhält- 
nisses der  Drehungen  um  OS  und  OP. 

Da  OV  stets  zu  OH  senkrecht  bleibt,  so  hat  diese  Gerade 
eine  während  der  Bewegung  unveränderliche  Lage  innerhalb  de.s 
Körpers.  Es  besitzt  demnach  auch  die  Ebene  des  Winkels  P,  OV. 
ebenso  wie  der  Bogen  IW  eine  feste  Lage  im  Körper,  und  außer- 
dem der  Bogen  PW  eine  ganz  bestimmte  Länge,  die  gleich  der 
Länge  des  Bogens  HS  ist.  Daher  kann  man  sich  die  Bewegung 
nach  dem  Listingschen  Gesetze  im  vorliegenden  Falle  in  sehr 
deutlicher  Weise  durch  die  Bewegung  des  Kreisbogens  P,  V auf 
der  Exkursionskugelfläche  veranschaulichen.  Diese  Bewegung  ist  aber 
einfach  dadurch  gekennzeichnet,  daß,  während  der  Punkt  P,  auf 
dem  zu  OS  senkrechten  Kreise  PtÜ  wandert,  der  andere  End- 
punkt F des  Bogens  P,  F auf  dem  zu  OH  senkrechten  größten 
Kreise  BC  bleiben  muß. 

ln  Fig.  96  ist  eine  Reihe  von  Stellungen  eingezeiehnet. 
welche  dabei  der  Bogen  IW  einniramt.  Da  der  Bogen  P,F  auf 
der  Geraden  OP,  senkrecht  steht,  so  kann  die  Richtung  seines 
Anfangsstücks  dazu  dienen,  die  Richtung  einer  bestimmten  Quer- 
linie zu  veranschaulichen,  nämlich  derjenigen  Querlinie,  welche 
in  der  Stellung  P,  in  die  Ebene  des  größten  Kreises  P0  Py  S 
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hineinfällt.  Die  Tangente  an  den  Bogen  PtV  im  Punkte  F,  gibt 
dann  für  jede  Lage  von  Pi  auf  dem  Bahnkreise  P,r  die  Rich- 
tung dieser  Querlinie  an.  Demnach  können  die  Kreise,  auf 
denen  Pi  V liegt,  als  eine  neue  Art  von  Richtungskreisen  aufge- 
faßt  werden,  welche  sich  dadurch  vor  den  Helmholtzschen  Rich- 
tungskreisen auszeichnen,  daß  sie  durchweg  größte  Kreise  der  Ex- 
kursionskugelfläche darstellen.  Bestimmt  ist  ein  solcher  Richtungs- 
kreis dadurch,  daß  das  zwischen  dem  Bahnkreise  T\C  und  dem 
Vertikalkreise  TSC  (vgl.  die  Figur)  liegende  Stück  eine  bestimmte 
Länge  haben  muß,  welche  gleich  ist  dem  Bogenabstande  des 
Punktes  S der  Normalen  OS  des  Bahnkreises  P,  C für  den  Längs- 
punkt von  dem  Gegenpole  H 
des  Primärpunktes  P„. 

Mit  Hilfe  dieser  neuen  Art 
von  Richtungskreisen  läßt 
sich  wiederum  die  Helmholtz- 
sche  Formel  zur  Bestimmung 
des  Raddrehungswinkels  y aus 
dem  Erhebungswinkel  a und 
dem  Seitenwendungswinkel  ß 
(vgl.  S.  232)  auf  verhältnis- 
mäßig einfache  und  anschau- 
liche Art  gewinnen. 

Ist  in  Fig.  95  P0  P|  S H der 
vertikale  Meridian  des  Blick- 
feldes, so  ist  der  Bogen  P0  T\  ein 
MaßfürdenErhebungswinkela, 
wobei  wieder  der  Einfachheit  halber  der  Radius  des  kugelförmigen 
Blickfeldes  als  Längeneinheit  verwendet  sein  soll.  Der  Seiten- 
wendungswinkel ß wird  dagegen  durch  den  Bogen  P,  P,  darge- 
stellt. Würde  keine  Rollung  des  Auges  stattfinden,  wenn  die 
Gesichtslinie  aus  der  erhobenen  Stellung  OI\  durch  Seitenwendung 
um  ß in  die  Stellung  OP,  übergeführt  wird,  so  müßte  der  Rich- 
tungskreis Pi  V mit  dem  größten  Kreise  P,  S zusammenfallen.  Es 
gibt  daher  die  Abweichung  des  Bogens  IW  von  dem  Quadrant 
Pi  S d.  h.  also  der  Winkel  S P,  V den  Raddrehungswinkel  y an. 

In  dem  sphärischen  Dreieck  VCP,  ist  die  Seite  PtV  90°  — « 
und  die  Seite  P,C=9 0°  — ß,  da  ja  der  Schnittpunkt  C des  größten 
Kreises  P,P,  mit  dem  durch  V gehenden  Vertikalkreise  von  P, 
um  90°  entfernt  sein  muß.  Beachtet  man,  daß  der  Winkel  SHY 


Fig.  96 
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mit  dem  Winkel  UP#  übereinstimmt,  also  auch  gleich  dem  Rad- 
drehungswinkel y ist,  und  daß  der  Bogen  BV,  welchen  die  größten 
Kreise  HV  und  HB  auf  dem  zu  OH  senkrechten  Vertikalkreise  VC 
abschneideu,  ebenfalls  durch  y gemessen  wird,  so  erkennt  man 
weiter,  daß  die  dritte  Seite  des  sphärischen  Dreiecks  VC = 90° — y 
ist  Endlich  ergibt  sich  aus  dem  Umstande,  daß  C den  Pol  des 

größten  Kreises  P0PiBSH  darstellt,  daß  der  Winkel  P,('V  die 
Größe  90°  — a besitzt.  Durch  Anwendung  des  Cosinussatzes  er- 
hält man  daher  die  Beziehung 

sin  a = sin  ß sin  y -f-  cos  ß cos  y sin  a. 

Durch  Multiplikation  mit  cosß  erhält  man  hieraus 

cos  ß sin  ß sin  y -)-  sin  a cos*ß  cos  y — sin  a cos  ß = 0 
oder,  da  cos1  ß — 1 — sin*  ß , ist 
cos  ß sin  ß sin  y — sin  a sin1  ß cos  y — sin  a cos  ß- j--  sin  « cos  y — 0. 

Denkt  man  sich  in  dem  sphärischen  Viereck  P,  B UP,  in 
welchem  P,B  — 90°  — « , VB  —■  y , UP,  — 90°  — a,  P, P,  = ß und 
außerdem  2$.  UP,  Px  = 90°  — y,  dagegen  2+  Pt  BV=  90°  ist,  die 
Diagonale  PXV  gezogen  und  dieselbe  in  jedem  der  beiden  hierdurch 
entstehenden  sphärischen  Dreiecke  mit  Hilfe  des  Cosinussatzes 
ausgedrückt,  so  erhält  man  nach  dem  Gleichsetzen  der  beiden 
Ausdrücke  die  weitere  Beziehung 

cosa  sin  ß sin  y -j-  sin  a cos  ß — sin  a cos  y — 0. 

Addiert  man  diese  Relation  zu  der  zuletzt  gewonnenen,  so 
ergibt  sich 

(cos  a -f-  cos  ß)  sin  ß sin  y — sin  u • sin*  ß cos  y = 0, 

woraus  schließlich  folgt 

sin  a sin  ß 

ton  y — : 3* 

cosa  --  cosß 

Dies  ist  aber  bis  auf  das  Vorzeichen  (vgl.  hierzu  S.  232) 
die  erste  Form  der  Helmholtzschen  Gleichung  (a.  a.  0.  S.  B24). 

Auf  Grund  der  durch  das  sphärische  Viereck  H S P,V  (vgl 
Fig.  95)  vermittelten  Konstruktion  der  Stellungen,  welche  der 
Körper  bei  der  Wanderung  seines  Längspunktes  auf  einem  größten 
Kreise  einnimmt,  läßt  sich  wieder  ein  Mechanismus  konstruieren, 
welcher  diese  Bewegung  nach  dem  Listingschen  Gesetze  selbst- 
tätig hervorbringt.  Mau  hat  nur  durch  die  besondere  Einrichtung 
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des  Mechanismus  dafür  zu  sorgen,  daß  der  eine  Endpunkt  V eines 
Bogens  von  der  Länge  90°  — « auf  einen  vertikalen  Kreis  ge- 
zwungen wird,  während  der  andere  Endpunkt  1\  dieses  Bogens, 
welcher  den  Längspunkt  des  Körpers  darstellt,  auf  seinem  Kreise 
hin  und  her  wandert 

Fig.  97  gibt  eine  Skizze  dieses  Mechanismus,  welcher  wiederum 
in  der  Werkstatt  für  Präzisionsmechanik  von  Herrn  E.  Zimmer- 
mann in  Leipzig  ausgeführt  worden  ist.  An  einem  Stative  St  ist 
ein  horizontaler  Stab  Ci 
befestigt,  welcher  auf  der 
einen  Seite  eine  Gabel  für 
die  horizontale  Axe  eines 
Axenkreuzes  trägt.  Mit 
der  anderen,  zu  der  ersten 
senkrechten  Axe  des 
Kreuzes  ist  eine  zweite 
Gabel  drehbar  ver- 
bunden, welche  in  einen 
zylindrischen  Stab  (\  aus- 
läuft Auf  t\  ist  weiter 
eine  Hülse  L um  die 
Längsaxe  von  C.  drehbar 
angebracht,  welche  ihrer- 
seits sich  wiederum  zu 
einem  Stabe  verjüngt,  der 
an  seinem  vorderen  End- 
punkte P eine  kleine 
Quemadelträgt.  Derletzte 
Stab  soll  die  Längslinie 
und  die  Quernadel  die  Querlinie  darstellen.  An  der  Hülse  L be- 
findet sich  ein  Schlitz,  durch  den  ein  flacher  metallischer  Kreis- 
• bogen  hindurchgeführt  werden  kann,  dessen  Mittelpunkt  in 
den  Durchkreuzungspunkt  der  beiden  in  den  Gabeln  sich . drehen- 
den Axen  fällt.  Dieser  Kreisbogen  trägt  an  seinem  oberen  Ende 
ein  Gelenk  Y zur  drehbaren  Verbindung  mit  einem  anderen  zu 
ihm  konzentrischen  Kreisbogen  Kt.  Dieser  letztere  Kreisbogen 
stellt  einen  genauen  Quadranten  dar,  in  dem  an  seinem  anderen 
Ende  H rechtwinklig  zur  Axe  des  Gelenks  V ein  zweites  Gelenk 
angebracht  ist,  das  ihn  mit  dem  zylindrischen  Stabe  C,  drehbar 
verbindet.  An  dem  Mittelgelenk  ist  eine  Vorrichtung  angebracht, 
welche  es  gestattet,  mit  Hilfe  einer  Schraube  die  Drehung  der 
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horizontalen  Axe  gegen  die  Gabel  Gt  aaszuschließen.  In  ähn- 
licher Weise  läßt  sich  der  Kreisbogen  K., , welcher  eine  Gradein- 
teilung trägt,  gegen  die  Hülse  L in  irgendeiner  Bogenentfernungr 
von  V feststellen.  Schließlich  ist  noch  an  dein  vorderen  Ende 
des  zylindrischen  Stabes  C\  eine  Gradscheibe  und  an  der  Hülse  Z 
ein  dazu  gehöriger  Zeiger  angebracht,  um  die  Drehung  der  Quer- 
nadel gegen  den  Stab  C%  ablesen  zu  können. 

Soll  nun  mit  Hilfe  des  Mechanismus  eine  Bewegung  nach 
dem  Listingschen  Gesetze  hervorgebracht  werden,  bei  welcher  der 
Längspunkt  auf  einem  größten  Kreise  wandert,  so  werden  zu- 
nächst die  beiden  Kreisbögen  Kt  und  A\>  in  eine  vertikale  Ebene 
eingestellt  und  dann  der  Stab  mit  der  Hülse  L durch  Drehen 
um  die  horizontale  Axe  des  Kreuzes  gedreht,  bis  seine  Längslinie 
mit  der  seine  Primärlage  darstellenden  Verlängerung  von  OH  einen 
bestimmten  Winkel  « bildet.  Dies  ist  nur  dadurch  möglich,  daß 
die  Hülse  um  denselben  Winkel  über  den  Kreisbogen  Ä'2  hinweg- 
gleitet. Darauf  wird  dann  sowohl  die  horizontale  Axe  des  Kreuzes 
als  auch  die  Hülse  gegen  den  Kreisbogen  Ä'2  festgestellt.  Das  auf 
diese  Weise  auf  dem  Kreisbogen  K,  abgegrenzte  Stück  PF  muß 
dann  dem  Winkel  90® — « entsprechen. 

Von  nun  an  kann  sich  der  Stab  (2  nur  noch  um  die  gegen 
die  Vertikale  ebenfalls  um  den  Winkel  « geneigte  zweite  Axe  des 
Kreuzes  drehen  und  damit  der  Längspunkt  P nur  noch  auf  einem 
größten  zu  der  Richtung  der  zweiten  Axe  des  Kreuzes  senkrechten 
Kreise  fortbewegen.  Der  Punkt  V an  der  Axe  des  die  beiden 
Kreisbögen  verbindenden  Gelenks  kann  dabei  nicht  an  seiner  Stelle 
bleiben.  Durch  den  Kreisbogen  A',  und  das  Gelenk  H wird  er 
aber  gezwungen,  sich  auf  einem  vertikalen  zu  OH  senkrechten 
Kreise  zu  bewegen.  Es  stellt  sich  daher  der  Kreisbogen  K*  nach 
den  obigen  Auseinandersetzungen  stets  so  ein,  daß  die  Hülse  L 
die  dem  Listingschen  Gesetze  entsprechende  Orientierung  an- 
nimmt, welche  durch  die  Stellung  der  Quernadel  in  P direkt  ver-  ■ 
anschaulicht  wird.  An  der  Gradscheibe  am  vorderen  Ende  von  C\ 
läßt  sich  dann  die  Größe  der  Längsrotation,  welche  der  Körper 
bei  der  Drehung  seiner  Längslinie  um  die  zweite  Axe  des  Axen- 
kreuzes  ausführt,  direkt  ablesen.  Um  auch  noch  die  Größe  der 
Drehung  der  Längslinie  um  diese  Axe  ablesen  zu  können,  findet 
sich  an  der  zweiten  Axe  des  Kreuzes  noch  eine  (in  der  Skizze 
nicht  angedeutete)  Gradscheibe  mit  Zeiger  angebracht. 

Die  Konstruktion  der  Stellungen  des  bewegten  Körpers  mit 
Hilfe  des  sphärischen  Vierecks  HSP,V  in  Fig.  95  gibt  nun  aber 
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vor  allen  Dingen  unmittelbar  die  Antwort  auf  die  Frage  nach 
dem  im  bewegten  Körper  festliegenden  Axenkegel,  welcher  durch 
sein  Abrollen  auf  dem  im  Raume  ruhenden  Axenkegel  eine  so 
klare  Vorstellung  von  der  speziellen  Bewegung  nach  dem  Listing- 
schen  Gesetze  vermittelt. 

Bei  den  bisherigen  Betrachtungen  wurde  der  eine  der  beiden 
sich  gegeneinander  bewegenden  Körperteile  als  ruhend  aufgefaßt 
und  die  Bewegung  untersucht,  welche  dann  dem  anderen  nach 
dem  Listingschen  Gesetze  unter  den  verschiedensten  Bedingungen 
im  Raume  möglich  ist,  eine  Bewegung,  welche  man  auch  als  die 
Relativbewegung  des  zweiten  Körpers  bezeichnet.  Da  bei  der  in 
Frage  stehenden  Bewegung  die  Seite  HS  des  Vierecks  in  Ruhe 
blieb,  so  ist  dieselbe  mit  dem  ersten  Körperteile,  d.  h.  also  dem 
Kopfe,  dem  Mittelhandknochen,  «lern  Vorderarme  usw.  fest  ver- 
bunden zu  denken,  während  andererseits  die  Seite  P,V  innerhalb 
des  zweiten  Körperteils,  d.  h.  also  innerhalb  des  Auges,  der  Finger, 
der  Hand  usw.  festliegt  und  sich  an  allen  Bewegungen  desselben 
beteiligt.  In  gleicher  Weise  Ist  der  bei  der  Relativbewegung  des 
zweiten  Körperteils  ruhende  Axenkegel  als  Bestandteil  des  ersten 
Körperteils  aufzufassen,  so  daß  er  auch  eine  feste  Lage  zu  HS 
besitzt,  während  der  andere,  auf  dem  ersten  abrollende  Axenkegel 
einen  Bestandteil  des  zweiten  Körperteils  bildet  und  daher  zur 
Seite  P,V  eine  unveränderliche  Lage  besitzt.  Denkt  man  nun  das 
Verhältnis  umgedreht  und  den  zweiten  Körperteil  in  Ruhe,  dagegen 
den  ersten  beweglich,  so  wird  bei  der  dann  in  die  Erscheinung 
tretenden  Relativbewegung  des  ersten  Körperteils  die  Seite  P,V 
des  Vierecks  in  Ruhe  bleiben  und  sich  dagegen  die  Seite  HS  be- 
wegen; dementsprechend  bleibt  dann  auch  der  zweite  Axenkegel 
in  Ruhe,  während  der  erste  die  Bewegungen  von  HS  mitmacht 
und  dabei  auf  dem  zweiten  abrollt.  Die  für  die  Relativbewegung 
des  ersten  Körpers  in  Frage  kommenden  instantanen  Drehungsaxen 
bestimmen  daher  durch  ihre  sukzessiven  Stellungen  im  Raume  jetzt 
die  Gestalt  des  zweiten  Axenkegels,  sowie  seine  Lage  innerhalb 
des  zweiten  Körperteils. 

Aus  der  symmetrischen  Gestalt  des  sphärischen  Vierecks  HSP,  V 
folgt  aber  unmittelbar,  daß  die  Relativbewegung  des  ersten 
Körperteils  keine  andere  sein  kann  als  die  Relativ  bewegung  des 
zweiten  Körperteils,  nur  daß  alle  unendlich  kleinen  Drehungen  im 
entgegengesetzten  Sinne  vor  sich  gehen  wie  die  entsprechenden 
Drehungen  bei  der  zweiten  Relativbewegung.  Es  muß  daher 
der  zweite  Axenkegel  symmetrisch  kongruent  mit  dem 
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ersten  sein,  ein  Resultat,  welches,  wie  aus  der  entsprechenden 
Untersuchung  des  anderen  Bewegungstypus  hervorgeht,  keineswegs 
für  jede  beliebige  Gelenkbewegung  gilt,  sondern  eine  besondere 
Eigentümlichkeit  des  Listingsehen  Gesetzes  darstellt.  Im  Grunde 
ist  die  symmetrische  Gestalt  der  beiden  Axenkegel  auf  den  Um- 
stand zurückzuführen,  daß  für  die  Lage  der  instantanen  Drehuri  jrs- 
axe  in  irgendeiner  Gelenkstellung  bei  dem  Listingsehen  Gesetze  je 
eine  Gerade  der  beiden  durch  das  Gelenk  verbundenen  in  ganz 
gleicher  Weise  bestimmend  ist,  nämlich  die  Längslinie  im  einen 
und  der  Radius  nach  dem  Gegenpol  des  Primärpunktes  im  anderen 
Körper.  Es  müssen  daher  bei  jeder  beliebigen  Bewegung 
nach  dem  Listingsehen  Gesetze  die  Axenkegel  symme- 
trische Gestalt  aufweisen. 

Da  nun  ein  elliptischer  Kegel  schon  an  und  für  sich  eine 
doppelte  Symmetrie  aufweist,  so  muß  der  zweite  Axenkegel  genau 
dieselbe  Gestalt  aufweisen  wie  der  erste.  Seine  Lage  zum  ersten 
Axenkegel  findet  sich  in  Fig.  89  auf  S.  287  für  die  Stellung  an- 
gedeutet, in  welcher  die  Längslinie  bei  ihrer  Drehung  um  die 
Axe  OS  mit  der  Primärlage  OP0  den  kleinsten  Winkel  « bildet. 

Wie  durch  die  Ebene  HOS  der  erste  Axenkegel  in  zwei  sym- 
metrische Hälften  und  seine  Grundellipse  in  der  großen  Axe  durch- 
schnitten wurde,  so  muß  durch  die  Ebene  POV  der  zweite  Axen- 
kegel ebenfalls  in  zwei  symmetrische  Hälften  zerlegt  und  seine 
Grundellipse  in  der  großen  Axe  getroffen  werden.  Wie  die  Hal- 
bierende des  Winkels  HOS  mit  der  Axe  des  ersten  Kegels  überein- 
stimmte, so  muß  auch  die  Halbierende  des  Winkels  PiOV  mit  der 
Axe  des  zweiten  Kegels  zusammenfallen.  Ferner  müssen  die  Ge- 
raden OP,  und  OV  die  große  Axe  der  Grundellipse  in  ganz  ent- 
sprechenden Punkten  durchschneiden  wie  die  Geraden  OH  und  OS 
die  große  Axe  der  Grundellipse  des  ersten  Kegels  usw.  Es  spielen 
überhaupt  die  Längslinie  OP,  und  die  Gerade  OTr  für  die  Relativ- 
bewegung des  ersten  Körpers  genau  dieselbe  Rolle  wie  die  Rück- 
wärtsverlängerung OH  der  Primärstellung  der  Längslinie  und  die 
Axe  OS , um  welche  sich  die  Längslinie  dreht,  bei  der  Relativ- 
bewegung des  zweiten  Körpers. 

Beachtet  man  alles  dies,  so  erkennt  man  noch  folgendes. 
Während  bei  der  Relativbewegung  des  zweiten  Körpers  sich  die 
Längslinie  OP,  um  die  Axe  OS  und  gleichzeitig  die  in  der  Primär- 
stellung vertikale  Gerade  O V um  die  Rückwärtsverlängerung  OH 
der  Primärstellung  der  Längslinie  drehte,  wird  sich  bei  der  Re- 
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lativbewegung  des  ersten  Körpers  die  Gerade  OH  um  die  jetzt 
ruhende  Axe  OV  und  die  Gerade  OS  um  die  Sekundärlage  OP,  der 
Längslinie  drehen.  Es  beschreibt  daher  im  letzteren  Falle  sowohl 
der  Punkt  H als  auch  der  Funkt  S je  einen  größten  Kreis. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Sätze  überzeugt  man  sich  am  besten, 
wenn  man  die  beiden  Axenkegel  in  irgendeinem  geeigneten  Ma- 
terial, etwa  in  Holz,  herstellt  und  sie  in  Wirklichkeit  aufeinander 
abrollen  läßt.  Auf  welche  Weise  diese  Kegelraodelle  gezwungen 
werden  können,  sich  in  jeder  Stellung  zueinander  längs  einer  Er- 
zeugenden, welche  die  Lage  der  instantanen  Drehungsaxe  angibt, 


Fig.  !W 


zu  berühren  und  dabei  mit  ihren  Spitzen  zusammen  zu  fallen, 
so  daß  bei  der  Bewegung  der  eine  auf  dem  anderen  abrollt,  ist 
aus  Fig.  98  zu  erkennen.  An  dem  ersten  Kegel  sind  die  Geraden 
OH  und  OS,  welche  in  der  durch  die  Spitze  und  die  große  Axe 
der  Grundellipse  gehenden  Ebene  liegen  und  zu  beiden  Seiten  von 

der  Axe  des  Kegels  mit  dieser  den  WTinkel  von  45° — " (vgl. 

Fig.  92),  miteinander  also  den  Winkel  90° — « bilden,  durch  runde 
Metallstäbe  dargestellt,  welche  fest  mit  dem  Kegel  verbunden  sind. 
In  ganz  gleicherweise  finden  sich  zwei  Metallstäbe  in  dem  zweiten 
Kegel  befestigt,  welche  die  mit  diesem  fest  verbundene  Läugs- 
linie  OP  und  die  Gerade  OV  darstellen  sollen.  Durch  je  einen 
metallischen  Bügel  sind  dann  die  Stäbe  OH  uml  OV  einerseits  und 
die  Stäbe  OS  und  OP  andererseits  gelenkig  so  miteinander  ver- 
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bunden,  daß  sowohl  OV  stets  senkrecht  zu  OH,  als  auch  OP  senk- 
recht zu  OS  bleiben  muß.  Damit  die  Bewegung  nach  der  einen 
Seite  nicht  durch  das  Anstoßen  des  Metallbügels  SP  an  den  StaL» 
OV  verhindert  wird,  ist  dieser  nach  der  Seite  zu  ausgebogen.  Der 
Stab  OP,  welcher  die  Längslinie  repräsentiert,  ist  an  dem  aus- 
geführten Mechanismus  länger  wie  die  anderen  gemacht  und  an 
seinem  vorderen  Ende  mit  einer  die  Querlinie  darstellenden  Quer- 
nadel verbunden,  welcher  durch  Drehen  um  den  Stab  OP  vor  der 
Bewegung  jede  gewünschte  Stellung  erteilt  werden  kann.  Über 
den  Stab  OP  ist  außerdem  eine  Gradscheibe  drehbar  aufgesteckt, 
und  mit  dem  einen  Ende  des  Metallbügels  SP  fest  verbunden 
worden.  Ein  zugehöriger,  am  Stabe  OP  selbst  'befestigter  Zeiger 
gestattet  daher,  die  Längsrotation  während  des  Abrollens  der 
Kegel  auf  der  Gradscheibe  abzulesen.  Mit  dem  anderen  Ende  des 
Bügels  SP  ist  eine  zweite  Gradscheibe  fest  verbunden,  die  sich 
um  den  Stab  OS  drehen  kann,  während  an  diesem  Stabe  der 
zugehörige  Zeiger  befestigt  ist.  Man  kann  daher  auch  den  Win- 
kel (i  direkt  ablesen,  um  welchen  sich  die  Längslinie  aus  irgend- 
einer Stellung  um  die  Axe  OS  herumgedreht  hat 

Wie  schon  erwähnt,  geht  der  erste  Axenkegel  und  damit  auch 
der  andere  Kegel  in  einen  geraden  Kreiskegel  mit  dem  Winkel  90° 
an  der  Spitze  über,  wenn  die  Ebene  des  größten  Kreises,  auf  dem 
der  Längspunkt  wandert,  auf  der  Primärstellung  der  Längslinie 
senkrecht  steht.  Diese  Bewegung  läßt  sich  zwar  mit  dem  Auge 
nicht  ausführen,  weil  die  Gesichtslinie  nicht  gegen  ihre  Primärlage 
senkrecht  gestellt  werden  kann.  Für  andere  Gelenke,  welche  das 
Listingsche  Gesetz  befolgen,  und  für  die  Erkenntnis  des  Wesens 
des  Listingschen  Gesetzes  überhaupt  ist  dieser  Fall  jedoch  nicht 
ohne  Bedeutung. 

Geht  der  Bahnkreis  des  Längspunktes  durch  den  Priinär- 
punkt  P0  und  damit  durch  dessen  Gegenpol  H auf  der  Exkursions- 
kugelfläche, so  daß  dieser  größte  Kreis  einen  Richtungskreis  dar- 
stellt, so  deformieren  sich  beide  Axenkegel  zu  den  Flächen  zweier 
Kreisquadranten.  Die  Geraden  OH  und  OS  bilden  dabei  für  den 
einen,  und  die  Geraden  OP  und  OV  für  den  anderen  Quadranten 
die  Begrenzungsradien,  weil  dieselben  in  diesem  Falle  infolge  von 
« = Ü aufeinander  senkrecht  stehen.  Man  hat  es  dann  gar  nicht 
mehr  mit  dem  Abrollen  zweier  Kegel  aufeinander  zu  tun,  sondern 
die  beiden  Quadranten  berühren  sich  während  der  ganzen  Be- 
wegung in  den  Radien  OS  und  OV.  Diese  beiden  zusammen- 
fallenden Radien  stellen  im  vorliegenden  Falle  die  feste  Drehungs- 


Digitized  by  Google 


Das  Listingsche  Gesetz.  257 

axe  dar,  um  welche  der  ganze  beweglich  gedachte  Körper  sich 
nach  dem  Listingschen  Gesetze  herumdreht. 

Die  beiden  zuletzt  betrachteten  Fälle,  welche  durch  die  Werte 
« = 90°  und  « = 0 charakterisiert  sind,  stellen  die  extremen  Arten 
der  Bewegung  des  Längspunktes  auf  einem  größten  Kreise  dar; 
denn  « kann  seiner  Bedeutung  nach  weder  größer  wie  90°,  noch 
kleiner  wie  0°  werden.  In  allen  anderen  Fällen  hat  man  es  daher 
mit  aufeinander  abrollendeu  elliptischen  Kegeln  zu  tun,  deren  Ge- 
stalt sich  nach  der  Tabelle  auf  Seile  243  bestimmt. 

IV.  Allgemeinste  räumliche  Bewegung  eines  Körpers. 

1.  Äquivalenz  der  allgemeinsten  endlichen  Ortsänderung 
eines  Körpers  iui  Raume  mit  einer  Schrauben bewegung. 

Wie  schon  in  den  einleitenden  allgemeinen  Betrachtungen 
über  die  Bewegungen  fester  Körper  hervorgehoben  worden  ist, 
läßt  sich  die  allgemeinste  räumliche  Bewegung  eines  Körpers  als 
Folge  einer  Translation  nach  Maßgabe  der  Bewegung  irgendeines 
Körperpunktes,  verbunden  mit  einer  Rotation  des  ganzen  Körpers 
um  diesen  Punkt  auffassen.  Da  man  zu  diesem  Zwecke  jeden 
beliebigen  Punkt  des  Körpers  verwenden  kann,  so  läßt  sich  also 
auf  unzählig  viel  verschiedene  Arten  eine  solche  Zerlegung  der 
Bewegung  in  Translation  und  Rotation  vornehmen. 

Handelt  es  sich  zunächst  um  eine  endliche  räumliche  Orts- 
änderung des  Körpers,  so  gibt  die  Verbindungsstrecke  s zwischen 
der  Anfangs-  und  Endlage  des  herausgegriffenen  Punktes  nach 
Größe  und  Richtung  die  endliche  Translationskomponente  an,  wäh- 
rend die  dann  noch  vorhandene  StelluDgsändening  des  Körpers 
sich  als  Bewegung  des  Körpers  um  diesen  Punkt  darstellt,  welche 
nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  (vgl.  1112  c)  einer  ein- 
zigen endlichen  Rotation  um  eine  bestimmte  durch  den  Punkt 
hindurchgehende  Axe  äquivalent  ist. 

Die  Richtung  der  Translation  und  die  Richtung  der  äquiva- 
lenten Rotationsaxe  werden  im  allgemeinen  ganz  beliebig  sein, 
während  sie  im  Falle  ebener  Bewegung  stets  aufeinander  senk- 
recht standen.  Im  besonderen  Falle  können  beide  Richtungen 
miteinander  übereinstimmen;  dann  zeigt  sich  also  die  Ortsänderung 
des  Körpers  unmittelbar  äquivalent  einer  endlichen  Rotation  um 
eine  bestimmte  im  Körper  festliegende  Axe  verbunden  mit  einer 
endlichen  Translation  in  der  Richtung  dieser  Axe.  Denkt  man 
beide  Bewegungen  gleichzeitig  ausgeführt  und  zwar  so,  daß  das 
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Verhältnis  der  Translation  zu  der  Rotation  dabei  immer  dasselbe 
bleibt,  so  bezeichnet  man  eine  derartige  Bewegung  als  eine 
„Schraubenbewegung  des  Körpers“.  Das  Verhältnis  zwischen  der 
Größe  der  Translation  und  dem  Winkel  der  Rotation  bezeichnet 
man  als  „Windungsparameter“  oder  auch  kurz  als  „Parameter“ 
der  Schraubenbewegung,  sofern  man  den  Winkel  in  der  schon 
früher  eingeführten  Weise  durch  den  Bogen  auf  dem  Einheitskreise 
mißt.  Für  das  genannte  Verhältnis  verwendet  man  gelegentlich 
auch  den  Namen  .Pfeil  der  Schraubenbewegung“. 

Es  läßt  sich  nun  nach  weisen,  daß  bei  ganz  beliebiger  räum- 
licher Ortsänderung  eines  Körpers  der  für  die  Translationskompo- 
nente maßgebende  Punkt  des  Körpers  sich  stets  so  wählen  läßt, 
daß  die  Richtung  der  Translation  mit  der  Richtung  der  Rotations- 
axe  zusammenfällt,  daß  also  auch  im  allgemeinsten  Falle  einer 
räumlichen  Ortsänderung  dieselbe  einer  Schraubenbewegung  äqui- 
valent ist. 

l’m  dies  einzusehen,  kann  man  von  einer  beliebigen  Zerlegung 
der  Bewegung  in  eine  Translations-  und  eine  Rotationskomponente 
ausgehen,  bei  der  sich  die  Translationsrichtung  als  unter  einem 
von  90°  verschiedenen  Winkel  gegen  die  Rotationsaxo  geneigt  er- 
geben hat.  Zerlegt  man  dann  weiter  die  Translation  in  zwei  zu- 
einander senkrechte  Komponenten,  von  denen  die  eine  in  die 
Richtung  der  Rotationsaxe  fällt,  während  die  andere  zu  der  Ro- 
tationsaxe  senkrecht  gerichtet  ist,  so  läßt  sich  die  letztere  Kom- 
ponente mit  der  Rotation  (vgl.  hierzu  II  2 c)  zu  einer  einzigen  Ro- 
tation um  eine  der  ursprünglichen  Rotationsaxe  parallele  Axe 
zusammensetzen.  Diese  Rotation  ist  dann  zusammen  mit  der 
ersten  Translationskomponente  nach  dem  obigen  einer  Schrauben- 
bewegung äquivalent  Die  Lage  der  Schraubenaxe  und  der  Para- 
meter der  Schraubenbewegung  ergeben  sich  auf  folgende  Weise. 

In  Fig.  99  bedeute  A’  den  Punkt  des  Körpers,  welcher  der 
Zerlegung  der  Ortsänderung  in  Translation  und  Rotation  zugrunde 
gelegt  ist.  Dieser  Punkt  sei  durch  die  Ortsänderung  des  Körpers 
nach  R'  geführt;  dann  gibt  der  Vektor  RR'  die  Größe  * und  die 
Richtung  der  Translationskomponente  für  den  ganzen  Körper  an. 
Gleichzeitig  habe  der  Körper  eine  Rotation  von  der  Größe  <f  um 
eine  in  ihm  festliegende  Axe  erfahren,  welche  die  (in  der  Figur 
der  Anschaulichkeit  halber  vertikal  nach  oben  gezeichnete)  Rich- 
tung RR'“  in  der  Anfangslage  des  Körpers  besitzen  möge.  Die 
Richtung  der  Translation  bilde  mit  der  positiven  Richtung 
der  Rotationsaxe  den  Winkel  dann  besitzt  «lie  in  die  Rich- 


Digitized  by  Google 


Äquivalenz  d.  allgemeinsten  endlichen  Ortsänderung  eines  Körpers  usw,  259 

tuug  der  Rotationsaxe  fallende  Komponente  RR'“  der  Trans- 
lation .<  die  Größe  *•  cos  it,  während  die  andere,  zur  Rota- 
tionsaxe senkrechte  Komponente  RR''  gleich  s sin  it  ist.  Die 
letztere  liegt  in  einer  zur  Rotationsaxe  senkrechten  Ebene  E, 
welche  in  der  Figur  mit  angedeutet  ist  Die  in  diese  Ebene  fallende 
Translationskomponente  setzt  sich  nach  112  c mit  der  Rotation 
um  die  Axe  RR“'  zu  einer  gleich  großen  Rotation  um  eine  parallele 
Axe  R„R‘„  zusammen,  wobei  nach  dem  früheren  R„  in  der  Ebene 
E die  Spitze  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  RR"R0  mit  dem 


Fig,  09 

Winkel  y an  der  Spitze  bildet,  dessen  Schenkel  demnach  die 

Größe  ) — ' besitzen.  Es  liegt  also  R„  von  R um  diese 

2 sin  ‘f 

Strecke  r entfernt,  und  zwar  auf  einer  Geraden,  welche  mit  der 
positiven  Richtung  von  RR“  den  Winkel  90” — ^ bildet.  Die  Ro- 
tation um  R0Ro  setzt  sieh  mit  der  für  den  Körper  dann  noch 
übrig  bleibenden  Translation  von  der  Größe  sensit  zu  einer 
Schraubenbewegung  um  dieselbe  Ave  RitRlt‘  zusammen,  deren 

< CO  i 

Parameter  den  Wert  besitzt. 

'/ 
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Man  kann  sich  an  der  Hand  der  Figur  leicht  davon  Rechen- 
schaft geben,  daß  diese  Schraubenbewegung  in  der  Tat  die  gleiche 
Ortsveränderung  des  ganzen  Körpers  hervorbringt  wie  die  Folge 
der  Translation  .v  und  der  Rotation  um  die  im  Körper  feste  Axe 
um  den  Winkel  ff.  Durch  die  Drehung  des  Körpers  um  die  Axe  R0 
um  den  Winkel  <p  wird  zunächst  die  ursprünglich  gegebene  Ro- 
tationsaxe  aus  der  Lage  RR'"  in  die  parallele  Lage  R“R‘  (vgl. 
Fig.  99),  und  insbesondere  der  Punkt  R in  die  Stellung  R“  über- 
geführt. Die  gleichzeitig  in  der  Richtung  der  Axe  R0R'B  statt- 
findende Translation  von  der  Größe  scos#  verschiebt  aber  den 
ganzen  Körper  in  der  Weise,  daß  alle  in  der  Ebene  E liegenden 
Punkte  desselben  nach  einer  parallelen  (in  der  Figur  durch  die 
vier  Punkte  R‘,  R‘„,  R“‘  und  R'ö  hindurchgehenden  und  durch  eine 
leichte  Schraffierung  angedeuteten)  Ebene  E“  im  Abstand  scosS  ver- 
legt werden;  insbesondere  erhält  der  Punkt  R des  Körpers  die  de- 
finitive Lage  R'  und  der,  ebenfalls  im  Körper  festliegend  zu  denkende 
Punkt  R0,  welcher  ja  durch  die  Rotation  um  R0Ro  allein  seinen 
Ort  im  Raume  nicht  ändern  würde,  die  definitive  Lage  R‘al  während 
die  Richtung  der  im  Körper  festliegenden  Rotationsaxe  durch  den 
Punkt  R die  alte  geblieben  ist.  Durch  die  Verlegung  der  Ebene  K 
nach  E1  und  der  beiden  Punkte  R,  R0  derselben  nach  R‘,  R'0  ist 
die  neue  Stellung  des  Körpers  eindeutig  charakterisiert. 

Um  die  Äquivalenz  der  Schraubenbewegung  mit  der  Folge 
von  Translation  s und  Rotation  </  zu  erweisen,  braucht  daher  nur 
gezeigt  zu  werden,  daß  auch  die  letztere  Bewegungskombination 
die  Ebene  E und  die  Punkte  R und  R0  in  die  gleiche  Endlage 
bringt  Die  Translation  .*  verlegt  zunächst  die  Ebene  E nach  E“ 
und  insbesondere  die  Punkte  R und  R0  nach  R‘  und  Ä'" , sowie 
die  Rotationsaxe  RR“‘  nach  R“R‘.  Die  Rotation  um  die  neue 
Lage  R"R‘  dieser  Axe  führt  dann  R0  aus  der  Stellung  R'0'  in  die 
ebenfalls  der  Ebene  E'  angehörende  definitive  Stellung  R„  über, 
während  dabei  der  Punkt  R seine  Lage  R‘  beibehält.  Führt  man 
aber  zuerst  die  Rotation  um  die  Axe  RR'“  aus,  so  kommt  dadurcli 
der  Punkt  R0  innerhalb  der  Ebene  E nach  R,[ , während  R seine 
Lage  beibehält  Die  dann  noch  auszuführende  Translation  x bringt 
aber  R0  und  R aus  den  Stellungen  R‘„  und  R wieder  in  die 
definitiven  Stellungen  R‘„  und  R‘  innerhalb  der  Ebene  E\ 

Die  Translation  * kann  man  auch  in  die  beiden  Komponenten 
scosi>  und  sitiiiit  zerlegt  denken  und  jede  derselben  gesondert  auf 
den  Körper  anwenden,  und  man  überzeugt  sich  an  der  Hand  der 
Fig.  99  leicht,  daß  man  auch  in  diesem  Falle  zu  der  gleichen 
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Ortsänderung  des  Köipers  geführt  wird,  wie  sie  sielt  infolge  der 
Schraubenbewegung  uin  die  Axe  /»’<,  R'„  ergeben  hatte. 

Es  ist  dabei  besonders  zu  beachten,  daß  die  Reihenfolge  der 
einzelnen  BoweguDgskomponentcn  auf  das  Endresultat  ohne  Ein- 
fluß ist,  sofern  man  nur  den  Punkt  R und  die  durch  denselben 
hindurchgehende  Rotationsaxe  als  dem  Körper  fest  angehörend  an- 
nimmt. 

Da  die  Schraubenbewegung  um  die  Axe  RoR„  dem  Körper 
genau  die  vorausgesetzte  Ortsveränderung  erteilt,  so  muß  auch 
jeder  beliebige  andere  Punkt  R des  Körpers  durch  dieselbe  seine 
richtige  Verschiebung  erfahren.  Die  letztere  setzt  sich  in  der  Regel 
aus  zwei  zueinander  senkrechten  Komponenten  zusammen,  von 
denen  die  eine  gleich  der  Verschiebung  des  ganzen  Körpers  in  der 
Richtung  der  Schraubenaxe  ist,  während  die  andere  von  dem 
Rotationswinkel  ff  um  die  Schraubenaxe  abhängt  und  der  kür- 
zesten Entfernung  r des  betreffenden  Punktes  von  der  Schrauben- 
axe proportional  ist.  Die  Größe  der  letzteren  Verschiebungskompo- 

nente  betragt  2r#in  , da  sie  in  allen  Fällen  die  Basis  eines 

gleichschenkligen  Dreiecks  mit  dem  Schenkel  r und  dem  Winkel  <f 
an  der  Spitze  darstellt.  Nur  die  Punkte  des  Körpers,  welche  der 
Schraubenaxe  angehören,  werden  allein  in  der  Richtung  der 
Schraubenaxe  verschoben,  da  für  sie  r den  Wert  Null  besitzt. 
Alle  Punkte,  welche  gleich  weit  von  der  Schraubenaxe  entfernt 
sind,  erfahren  gleich  große  Verschiebungen,  und  die  Richtungen 
derselben  weichen  um  den  gleichen  Winkel  von  der  Richtung 
«ler  Schraubenaxe  ab,  wenn  sie  auch  für  verschiedene  Punkte  im 
allgemeinen  verschiedenen  Ebenen  angchören;  denn  es  liegen  ganz 
allgemein  die  Anfangs-  und  die  Endlage  eines  jeden  Punktes  in 
einer  zur  Schrauben«»«*- parallelen  Ebene,  welche  gegen  die  kür- 
zeste Entfernung  r des  Punktes  von  der  Schraubenaxe  in  der 

Ausgangsstellung  um  den  Winkel  90° — ^ geneigt  ist.  de  weiter 

ein  Punkt  von  der  Schraubenaxe  entfernt  ist,  um  so  größer  wird 
die  zur  Schraubenaxe  senkrechte  Komponente  seiner  Verschiebung, 
und  um  so  größer  daher  die  Neigung  seiner  Gesamtverschiebung 
gegen  die  Schraubenaxe. 

Da  die  Verschiebung  eines  Punktes  R nach  Größe  und  Rich- 
tung die  Translation  des  Körpers  angibt,  welche  zusammen  mit 
einer  Rotation  des  letzteren  um  die  zur  Schraubenaxe  parallele 
Axe  durch  R von  der  Größe  ff  der  vorausgesetzten  Ortsändernng 
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des  Körpers  äquivalent  ist,  so  kann  inan  sich  auf  Grund  der 
obigen  Auseinandersetzungen  leicht  davon  Rechenschaft  geben,  daii 
man  stets  zu  derselben  Schraubenbewegung,  d.  h.  also  zu  derselben 
Lage  der  Schraubenaxe  und  demselben  Parameter  der  Schrauben- 
bewegung geführt  wird,  welche  Zerlegung  der  Ortsänderung  in 
Rotation  und  Translation  man  auch  der  Bestimmung  derselben  zu- 
grunde legen  möge. 

2.  Instantanc  Schraubenaxe  und  Schraubengeschwindigkeit. 

Geht  man  nun  in  der  Betrachtung  zu  unendlich  kleinen  Ver- 
rückungen, also  zu  Elementarbewegungen  des  Körpers  im  Raume 
über,  so  ist  aus  den  Erörterungen  des  vorhergehenden  Abschnittes 
zu  ersehen,  daß  die  allgemeinste  Elementarbewegung  sich  eben- 
falls als  eine  Schraubenbewegung  darstellt;  bei  dieser  ist  natür- 
lich sowohl  die  Umdrehung  um  die  Schraubenaxe  als  auch  die 
Verschiebung  in  der  Richtung  derselben  unendlich  klein,  während 
der  Parameter  einer  solchen  „Elementarschraubenbewegung“  da- 
gegen im  allgemeinen  wieder  einen  endlichen  Wert  besitzt. 

Über  die  Lage  der  Schraubenaxe  und  den  Parameter  der 
Elementarschraubenbewegung  kann  man  sich  nach  dem  vorigen 
Kapitel  leicht  Rechenschaft  geben,  wenn  man  wieder  für  irgend- 
einen Körperpunkt  H die  für  die  Elementartranslation  des  Körpers 
maßgebende  unendlich  kleine  Verschiebung  d s und  außerdem  die 
unendlich  kleine  Rotation  <l<p  kennt,  welche  gleichzeitig  der  Körper 
um  eine  bestimmte  Axe  durch  diesen  Punkt  ausführt 

Bezeichnet  man  wieder  den  Winkel,  welchen  die  Richtung 
der  Elementartranslation  ds  mit  der  Rotationsaxe  im  Punkte  li 
bildet,  mit  9 (vgl.  Fig.  100),  so  kann  man  ds  aus  zwei  zueinander 
rechtwinkligen  Komponenten  ds  • cos  und  ds  • sin  & zusammen- 
gesetzt denken,  von  denen  die  eine  die  Richtung  der  Rotationsaxe 
besitzt,  während  die  andere  in  einer  zu  der  letzteren  senkrechten 
Ebene  E liegt.  Die  Komponente  ds  • sin  & der  Elementartrans- 
lation läßt  sich  dann  mit  der  Rotation  um  die  Axe  durch  E 
zu  einer  einzigen  unendlich  kleinen  Rotation  um  eine  parallele 
Axe  von  der  gleichen  Größe  dtp  zusammensetzen.  Der  Schnitt- 
punkt /»’„  dieser  Axe  mit  der  Ebene  E bildet  die  Spitze  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  mit  dem  unendlich  kleinen  Winkel  dq 

an  der  Spitze , dem  Basiswinkel  ” und  der  Basis  ds  • sin  Da 

auch  diese  Basis  unendlich  klein  ist.  so  kann  sie  als  unendlich 
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kleiner  Bogen  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  R0  und  einem 
Radius  r gleich  dem  Abstande  des  Punktes  R0  von  R aufgefaßt 
werden.  Man  hat  demnach  die  Beziehung  ruRp—d*' sin  und 
folglich 


Dubei  liegt  Ru  auf  einer  Geraden,  welche  auf  der  durch  dio 
Rotationsaxe  des  Punktes  R und  die  Richtung  der  Elementar- 
translaiion  ds  bestimmten  Ebene  senkrecht  steht.  Zu  dieser  Ebene 


ist  auch  die  Ebene  senkrecht  gerichtet,  welche  die  parallelen  Ro- 
tationsaxen  durch  R und  R0  enthält. 

Die  Elementarrotation  um  die  Axe  durch  R0  von  der  Größe 
dtf  setzt  sich  mit  der  in  ihrer  Richtung  verlaufenden  Elementar- 
translation von  der  Größe  d.i  • cos  zu  einer  Eleinentarschrauben- 


beweguDg  um  dieselbe  Axe  zusammen,  deren  Parameter  'J'  costt  ist. 

Der  letztere  besitzt  einen  endlichen  Wert,  solange  die  Elementar- 
bewegung sich  nicht  etwa  als  reine  Translation  oder  als  reine 
Rotation  darstellt.  Es  ergibt  sich  stets  derselbe  Wert  für  den 
Parameter  der  Elementarschraubenbewegung,  von  welchem  Punkte 
R man  auch  für  die  Bestimmung  desselben  ausgehen  möge;  denn 
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ds • cos <p  ist  die  allen  Punkten  des  Körpers  gemeinsame  unendlicii 
kleino  Translationskomponente  ia  der  Richtung  der  Schraubenaxe, 
und  <Uf  bedeutet  die  unendlich  kleine  Richtungsänderung  des 
Körpers,  die  einer  Rotation  um  die  zur  Schraubenaxe  parallele 
Gerade  durch  irgendeinen  Körperpunkt  entspricht.  Die  zur 
Schraubenaxe  senkrechte  Komponente  ds-  sin  & der  Elementar- 
translation ändert  sich  dagegen  nach  dem  obigen  proportional  der 
Entfernung  des  Körperpunktes  R von  der  Schraubenaxe.  Es  ver- 
größert sich  bei  wachsender  Entfernung  r dabei  nicht  nur  ds. 
sondern  auch  der  Winkel  it  und  damit  sin  Kennt  man  den 
Parameter  einer  Elemcntarschraubenbewegung,  so  kann  man  mit 
Hilfe  desselben  leicht  den  Winkel  # berechnen.  Aus  den  obigen 
Formeln  (S.  263)  ergibt  sich  nämlich,  daß  tan  & für  irgendeinen  Körper- 
punkt R gleich  dem  Verhältnis  seiner  Entfernung  r von  der 
Schraubenaxe  zu  dem  Parameter  der  Elementarschraubenbewe- 
gung ist 

Die  gleichen  Beziehungen  wie  für  die  unendlich  kleinen  Größen 
ds  und  d(f  gelten  auch  für  die  Translationsgeschwindigkeit  x und 
die  Rotationsgeschwindigkeit  to,  welche  sich  für  einen  bestimmten 
Körperpunkt  R ergeben.  Dies  folgt  unmittelbar  daraus,  daß  nach 
dem  früheren 

ds  , d<f  . . 

t—  „ und  <»  = , ist 
dt  dt 

Denkt  man  sich  in  der  üblichen  Weise  x durch  einen  Vektor 
von  der  Translationsriehtung  und  <»  durch  einen  Vektor  innerhalb 
der  Rotationsaxe  dargestellt,  so  erhält  man  zunächst  als  Kompo- 
nenten der  Translationsgeschwindigkeit  in  der  Richtung  der  Ro- 
tationsaxe des  Punktes  R und  senkrecht  zu  derselben 

x cos  it  und  x sin  it. 


Die  zweite  Komponente  setzt  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
ki  zu  einer  einzigen  Winkelgeschwindigkeit  von  derselben  Größe  « 
um  eine  parallele  Axe  zusammen,  welche  von  der  Rotationsaxe  durch 


R den  Abstand 


_ x sin  tt 

Cd 


besitzt,  und  mit  dieser  liefert  dann  die 


andere  Komponente  der  Translationsgeschwindigkeit  eine  Schrauben- 
geschwindigkeit um  die  Axe  durch  R0  mit  dem  Parameter  *cos'*. 


Wie  auch  der  Punkt  R,  mit  Hilfe  dessen  die  Schraubenbewegung 
bestimmt  wird,  gewählt  worden  ist,  immer  erhält  man  das  gleiche 
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Kesollat,  so  daß  t rw.‘>  einen  konstanten  von  der  Lage  des 
Punktes  R unabhängigen  Wert  besitzt.  Bezeichnet  man  denselben 
zum  Unterschiede  von  t mit  in,  so  lautet  also  der  Parameter  der 

Schraubenbewegung  ,ft  • Die  SchraubeDgeschwindigkeit,  die  sich 

Ü> 

aus  der  Translationsgeschwindigkeit  r0  in  der  Dichtung  der 
Schraubenaxe  und  der  Botationsgeschwindigkeit  <»  um  dieselbe 
Axe  zusammensetzt,  bezeichnet  man  kurz  durch  das  Symbol  (r0,  «). 

Ist  die  Lage  der  Schraubenaxe  und  auch  die  Schrauben- 
geschwindigkeit bekannt,  so  kann  man  ohne  Mühe  aus  denselben 
rückwärts  die  lineare  Geschwindigkeit  irgendeines  Körperpunktes 
R ableiten.  Besitzt  derselbe  von  der  Schraubenaxe  den  kürzesten 
Abstande,  so  hat  man 
außer  der  in  der  Rich- 
tung der Schraubenaxe 
verlaufenden,  allen 
Körperpunkten  gemein- 
samen Geschwindig- 
keitskomponente T„ 
noch  die  senkrecht  zur 
Schraubenaxe  und  zu- 
gleich auch  senkrecht 
zu  r gerichtete  Kompo- 
nente r o)  (vgl.  Fig.  101). 

Als  Größe  der  linearen  Fig.  101 

Geschwindigkeit  dieses 

beliebigen  Punktes  R ergibt  sich  daher  | rjj -j- r*  w1,  und  ihre 
Richtung  bildet  mit  der  Richtung  der  Schraubenaxe  einen  Winkel, 

dessen  trigonometrische  Tangente  durch  den  Quotienten  ' " ge- 

ro 

messen  wird- 

Damit  hat  man  nun  auch  das  Mittel,  die  Schraubengeschwin- 
digkeit auf  die  mannigfaltigste  Weise  in  eine  Rotationsgeschwin- 
digkeit und  eine  nicht  mit  der  Schraubenaxe  gleichgerichtete 
Translationsgeschwindigkeit  zu  zerlegen.  Zu  diesem  Zwecke  hat 
man  nur  wieder  irgendeinen  außerhalb  der  Schraubenaxe  gelegenen 
Punkt  R des  Körpers  herauszugreifen:  dann  läßt  sich  nach  dem 
früheren  die  Winkelgeschwindigkeit  « um  die  Schraubenaxe  er- 
setzen durch  die  gleiche  Winkelgeschwindigkeit  «>  um  die  parallele 
Axe  durch  R und  die  Translationsgeschwindigkeit  rot.  Setzt  man 
die  letztere  mit  der  in  die  Richtung  der  Schraubenaxe  fallenden 
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Trauslationsgeschwindigkeit  zusammen,  so  erhält  man  also  tlüs 
Resultat,  daß  die  Schraubengeschwindigkeit  (r0,  "')  sich  ersetzen 
läßt  durch  die  Rotationsgeschwindigkeit  « um  eine  im  beliebigen 
Abstande  r parallel  der  Schraubenaxe  verlaufende  Axe  verbunden 
mit  einer  Translationsgeschwindigkeit  t von  der  Größe 

r = X *1  + r2  er, 

welche  in  einer  auf  dem  kürzesten  Abstande  r der  beiden  Axen 
senkrecht  stehenden  Ebene  liegt  und  mit  der  Richtung  der  Ro- 
tationsaxe  einen  Winkel  bildet,  für  welchen  gilt 

„ rot 
tan  9 — 

Wie  man  sieht,  ergeben  sich  für  die  beiden  Komponenten,  in 
welche  man  die  Schraubengeschwindigkeit  hiermit  zerlegen  kann, 
immer  w’ieder  dieselben  Werte,  sobald  die  Rotationsaxe  denselben 
Abstand  r von  der  Schraubenaxe  besitzt;  nur  die  Ebene,  in 
welcher  die  Translationsgeschwindigkeit  t liegt,  ist  für  zwei  ver- 
schiedene Rotationsaxen  in  demselben  Abstande  verschieden. 

3.  Äquivalenz  einer  Schraubengesehwlndlgkelt  mit  zwei 
Winkelgeschwindigkeiten  um  windschiefe  Axen. 

Anstatt  in  eine  Rotations-  und  eine  Translationsgeschwindig- 
keit kann  man  eine  Schraubengeschwindigkeit  auch  in  zwei 
Winkelgeschwindigkeiten  um  zwei  im  Raume  windschief  anein- 
ander vorüberlaufende  Axen  zerlegen.  Dies  erkennt  man  leicht, 
wenn  man  beachtet,  daß  nach  den  früheren  Auseinander- 
setzungen (vgl.  S.  126  und  Fig.  45)  jede  Translationsgeschwindigkeit 
durch  ein  Paar  entgegengesetzt  gleicher  Winkelgeschwindigkeiten 
ersetzt  werden  kann,  deren  parallele  Axen  nur  einer  zur  Richtung 
der  Translationsgeschwindigkeit  senkrechten  Ebene  angehören 
müssen,  im  übrigen  aber  ganz  beliebige  Lage  innerhalb  dieser 
Ebene  haben  können.  Bezeichnet  e die  gegenseitige  Entfernung 
dieser  beiden  Axen  und  on  die  Größe  der  beiden  Winkelgeschwin- 
digkeiten, so  besteht  zwischen  diesen  und  der  Translationsge- 
schwindigkeit r„  die  Beziehung  e<»t  — t„. 

Denkt  man  demnach  durch  einen  Punkt  E0  der  Schrauben- 
axe die  auf  derselben  senkrecht  stehende  Ebene  E gelegt  (vgl. 
Fig.  102)  und  innerhalb  derselben  zwei  ganz  beliebige  einander 
parallele  Gerade  herausgegriffen,  so  kann  man  die  Translations- 
geschwindigkeit r„  durch  zwei  gleiche,  aber  entgegengesetzt  ge- 
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richtete  Winkelgeschwindigkeiten  mit  den  parallelen  Geraden  als 
Axen  und  von  der  Größe  w,  = *°  ersetzen,  unter  e den  gegen- 
seitigen Abstand  der  parallelen  Geraden  verstanden.  Die  Geraden 
mögen  von  B0  bzw.  die  Abstände  e,  und  es  besitzen,  wobei  na- 
türlich deren  Summe  oder  Differenz  gleich  e ist,  je  nachdem  B0 
(wie  in  Fig.  102)  zwischen  den  beiden  Geraden  oder  außerhalb  des 
von  ihnen  begrenzten  Flächenstreifens  liegt. 

Das  Lot  von  B0  auf  die  Geraden  möge  die  eine  im  Punkte  A, 
die  andere  im  Punkte  B treffen:  dann  ist  K0 .1  — et  und  B0B  = e*, 
während  AB  die  Länge  e besitzt.  Da  ein  Winkelgeschwindigkeits- 


vektor linienflüchtig  ist,  d.  h.  innerhalb  seiner  Geraden  beliebig 
verschoben  werden  kann,  ohne  daß  dadurch  an  der  Rotation,  die 
er  veranschaulicht,  etwas  geändert  wird,  so  empfiehlt  es  sich,  den 
einen  Vektor  in  A und  den  ihm  entgegengesetzt  gleichen  Vektor 
in  B beginnen  zu  lassen. 

Nach  den  Erörterungen  in  II  3a  kann  man  nun  auch  die 
Winkelgeschwindigkeit  u>  um  die  Schraubenaxe  in  zwei  Winkel- 
geschwindigkeiten um  parallele  (d.  h.  also  hier  auf  der  Ebene  E 
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ebenfalls  senkrecht  stehende)  Axen  durch  A und  11  /.erlegen.  Be- 
zeichnet man  dieselben  bzw.  mit  w«  und  <»>, , so  muß  dabei 

io„  = ' ~ io  und  m sein  (vgl.  S.  1 14). 

e c 

Die  beiden  in  *4  beginnenden  Winkelgeschwindigkeiten  lassen 
sich  durch  geometrische  Addition  der  Vektoren  zu  einer  resul- 
tierenden Winkelgeschwindigkeit  w,  von  der  Größe  \ und 

die  in  li  beginnenden  Winkelgeschwindigkeiten  zu  einer  resultie- 
renden Winkelgeschwindigkeit  <•**,  von  der  Größe  | + 0>l  zu- 

sammensetzen; dabei  ist  die  erstere  um  einen  Winkel  a,  im  einen, 
die  letztere  um  einen  Winkel  «2  im  anderen  Sinne  gegen  die 
Richtung  der  Schraubenaxe  geneigt,  für  welche  gilt 

WT  U)T 

tan  a,  = - und  tau  au  — 

0)a  ’ Olb 

Die  beiden  windschiefen  Geraden,  um  welche  die  Winkelge- 
schwindigkeiten hervorgerufen  werden,  sind  daher  unter  einem 
Winkel  geneigt,  welcher  gleich  der  Summe  von  a,  und  a»  ist 

In  Rücksicht  auf  die  Werte  der  Winkelgeschwindigkeiten  <«r, 
o>„  und  om  gewinnt  man  aus  den  letzten  Formeln  zwischen  den 
resultierenden  Winkelgeschwindigkeiten  w, , und  den  Kompo- 
nenten der  Schraubengeschwindigkeit  die  Beziehungen: 

eo>,  = \ il  -P  (cä  w)4;  tan  a,  = T" 

C.,  O) 

eou  = -4-  (e,  m)4 : tan  tu  = • 

P,  O) 

Diese  Formeln  lassen  eine  sehr  anschauliche  Deutung  zu,  die 
es  ermöglicht,  sie  im  gegebenen  Falle  sofort  hinzuschreiben.  Da 
die  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  «j,  und  o>,  zusammen  die 
Schraubengeschwindigkeit  (r0l  <»),  vollkommen  ersetzen  sollen,  so 
müssen  sie  in  ihrem  Zusammenwirken  jedem  Körperpunkte  die 
gleiche  Geschwindigkeit  erteilen,  wie  er  sie  durch  die  Schrauben- 
geschwindigkeit allein  erlangen  würde.  Es  ist  nun  unmittelbar 
einzusehen,  daß  ein  Punkt  der  Geraden  6'ä  0‘t , in  welcher  der 
W'inkelgeschwindigkeitsvektor  w.  liegt  (vgl.  Fig.  102),  nur  durch 
die  Winkelgeschwindigkeit  wlt  und  ein  Punkt  der  Geraden  (?,  G\ , 
in  welcher  der  Winkelgeschwindigkeitsvektor  «o,  liegt,  nur  durch 
die  Winkelgeschwindigkeit  «ä  eine  Geschwindigkeit  erlangt  Die 
Verbindungsstreeke  All  von  der  Länge  e steht  auf  beiden  Ge- 
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rüden  senkrecht  und  bildet  daher  den  kürzesten  Abstand  dieser 
beiden  irn  Raume  windschief  aneinander  vorbei  laufenden  Ge- 
raden. Aus  diesem  Grunde  wird  insbesondere  der  Punkt  B durch 
die  "Winkelgeschwindigkeit  o>t  die  Geschwindigkeit  ew,  eihalten, 
und  zwar  in  einer  Richtung,  welche  sowohl  auf  AB  als  auf  der 
Richtung  von  Gx  G\ , senkrecht  steht.  Es  liegt  daher  diese  Ge- 
schwindigkeit in  der  in  B auf  AB  senkrecht  stehenden  Ebene  E 


(vgl.  Fig.  103)  und  bildet  mit  der  durch  li  gehenden  Parallelen 
G'l  tr'j“  zu  der  Geraden  0',  G\  einen  rechten  Winkel.  Die  gleiche 
Geschwindigkeit  muß  aber  //  durch  die  Schraubengeschwindigkeit 
Iw,  r0)  erhalten.  Durch  die  Winkelgeschwindigkeit  « um  die 
Sehraubenaxe  erfährt  II  die  in  der  Ebene  Ei,  liegende  Geschwin- 
digkeit e«  o>,  und  außerdem  besitzt  B die  zu  letzterer  senkrechte, 
allen  Punkten  des  Körpers  gemeinsame  Translationsgeschwindig- 
keit *«,  welche  ebenfalls  in  die  Ebene  Ei,  hineinfällt.  Die  Resul- 
tante aus  beiden  muß  daher  mit  ew,  nach  Größe  und  Richlung 
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übereinstimmen.  Dies  sagt  aber  gerade  das  erste  Paar  der  obijgen 
Formeln  aus.  Das  zweite  Formelpaar  bezieht  sich  in  ganz  ent- 
sprechender Weise  auf  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  A. 

Zu  ganz  denselben  Formeln  gelangt  man,  wenn  man  ur- 
sprünglich die  beiden  Geraden,  auf  denen  die  zum  Ersätze  von 
r„  dienenden  entgegengesetzt  gleichen  Winkelgeschwindigkeitsvek- 
toren o>i  liegen,  innerhalb  der  Ebene  E so  wählt,  daß  Ko  außer- 
halb des  von  ihnen  begrenzten  Flächenstreifens  liegt.  Bezeichnet 
man  in  diesem  Falle  wieder  mit  .-t  und  li  die  Fußpunkte  der  (In 
dieselbe  Gerade  fallenden)  Lote  von  K„  auf  die  Parallelen,  wobei 
.4  näher  an  K0  liegen  soll  als  B,  und  verwendet  auch  im  übrigen 
die  gleichen  Bezeichnungen,  so  ergeben  sich  dieselben  Formeln, 
wie  in  dem  Falle,  daß  K0  zwischen  .4  und  B liegt.  Nur  sind 
jetzt  e — und  t»—u  während  früher  e = e,  -f- r. 

und  M=w„-j-w»  war.  Außerdem  stellt  sich  heraus,  daß  die  Axe 
Gt  G't  für  die  resultierende  Winkelgeschwindigkeit  <»„  mit  ihrer 
positiven  Richtung  um  einen  Winkel  «s  von  der  Richtung  der 
Schraubenaxe  abweicht,  welcher  größer  als  90°  ist;  dies  hängt 
damit  zusammen,  daß  e,  jetzt  gegenüber  dem  zuerst  in  Betracht 
gezogenen  Falle  negativ  in  Rechnung  gezogen  werden  muß,  so 
daß  sich  für  tan  ut  ein  negativer  Wert  ergibt.  Alles  dies  läßt 
sich  leicht  einsehen,  wenn  man  die  früher  (vgl.  II  3a)  erörterten 
Sätze  über  die  Zusammensetzung  von  Winkelgeschwindigkeiten 
und  der  Zerlegung  einer  Winkelgeschwindigkeit  in  Komponenten 
um  parallele  Axen  (vgl.  insbesondere  Fig.  40  auf  S.  115)  zu  Rate 
zieht,  so  daß  hier  wohl  nicht  weiter  darauf  eingegangen  zu  werden 
braucht 

Da  man  sowohl  in  der  Wahl  der  Winkelgeschwindigkeit  <»r 
bzw.  der  mit  ihr  zusammenhängenden  Entfernung  e,  als  auch  in 
der  Wahl  des  Verhältnisses  der  Winkelgeschwindigkeiten  <■>„  und 
tot,  bzw.  des  ihm  gleichen  Verhältnisses  : c,  ganz  unbeschränkt 
ist,  so  erkennt  man,  daß  eine  Schraubengeschwindigkeit  sich  in 
der  mannigfaltigsten  Weise  in  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  um 
zueinander  windschiefe  Axen  zerlegen  läßt,  die  sich  entweder  auf 
verschiedenen  Seiten  oder  auf  der  gleichen  Seite  der  Schrauben- 
axe befinden.  Allerdings  kann  man  nicht  jedes  beliebige  Paar 
windschiefer  Geraden  im  Raume  als  Axen  für  die  beiden  Winkel- 
geschwindigkeiten verwenden,  sondern  dieselben  müssen  bestimmte 
Bedingungen  erfüllen.  Zunächst  muß  der  kürzeste  Abstand  der 
beiden  windschiefen  Geraden  die  Schraubenaxe  durchschneiden  und 
mit  derselben  einen  rechten  Winkel  bilden.  Dies  vorausgesetzt. 
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läßt  sich  die  eine  der  beiden  Geraden  ganz  beliebig  im  Kaume 
annehmen;  dann  ist  aber  die  andere  Gerade  in  ihrer  Lage  und 
Richtung,  sowie  auch  jede  der  beiden  Winkelgeschwindigkeiten 
<«,,  w.2  damit  bestimmt,  sofern  man  noch  darüber  Entscheidung  ge- 
troffen hat,  ob  die  zweite  Gerade  auf  der  anderen  oder  derselben 
Seite  von  der  Schraubenaxe  liegen  soll  wie  die  erste.  Dies  lehrt 
eine  Betrachtung  der  obigen  Beziehungen  (auf  S.  2ü8)  zwischen 
w,  t0  einerseits  und  w„  e,,  e4,  e,  a,  und  a4  andererseits. 

Ist  z.  B.  die  erste  Gerade  gegeben,  so  ist  dadurch  b„  sowie 
auch  p|  bekannt,  denn  e,  stellt  den  kürzesten  Abstand  zwischen 
ihr  und  der  Schraubenaxe  dar.  Die  zweite  Formel  liefert  dann 
>■  j,  und  die  vierte  «»,  so  daß  die  zweite  Gerade  damit  in  ihrer 
Lage  gegeben  ist,  wenn  man  beachtet,  daß  es  und  e,  in  eine  Ge- 
rade fallen  müssen.  Aus  e,  und  c4  folgt  weiter  durch  Addition  bzw. 
Subtraktion  der  Wert  von  e,  so  daß  man  mit  Hilfe  der  eisten 
und  dritten  Formel  dann  w,  und  w»  berechnen  kann.  Man  könnte 
auch  die  Richtungen  der  beiden  windschiefen  Geraden  angeben. 
Unter  Berücksichtigung  der  oben  angeführten  Bedingung  über  den 
kürzesten  Abstand  der  Geraden  sind  damit  die  Winkel  a,  und  a, 
gegeben.  Die  vierte  und  zweite  Formel  lassen  dann  c,  und  eä, 
und  die  erste  und  dritte  Formel  w,  und  <».,  berechnen  usf. 

Die  Auseinandersetzungen  über  die  Zerlegung  einer  Schrauben- 
geschwindigkeit in  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  geben  nun  auch 
das  Mittel  zur  Lösung  des  umgekehrten  Problems  an  die  Hand, 
nämlich  der  Aufgabe,  zwei  beliebige  Winkelgeschwindigkeiten  o>, 
und  ca.  um  windschiefe  Axen  zu  einer  einzigen  Schraubengeschwin- 
digkeit zusammen  zu  setzen.  Daß  diese  Aufgabe  lösbar  sein  muß, 
folgt  unmittelbar  daraus,  daß  jede  Elenientarbewegung  eines  Kör- 
pers im  Raume  als  Elementarschraubenbewegung  aufgefaßt  werden 
kann. 

In  Fig.  104  sollen  GtG\  und  Gt 6",  die  beiden  im  Raume  wind- 
schief aneinander  vorbeilaufenden  Geraden  bedeuten,  welche  die 
Axen  für  zwei  gegebene  Winkelgeschwindigkeiten  und  «»..  ab- 
geben, denen  der  Körper  in  einem  bestimmten  Augenblicke  gleich- 
zeitig unterworfen  ist.  Diese  Winkelgeschwindigkeiten  finden  sich 
durch  zwei  entsprechende  Vektoren  veranschaulicht,  die  zunächst 
an  beliebigen  Stellen  der  beiden  Geraden  (in  G IG\  links  unten 
und  in  G%G\  rechts  hinten)  untergebracht  sind.  Für  die  Zu- 
sammensetzung der  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  zu  der  resul- 
tierenden Schraubengeschwindigkeit  ist  nach  den  obigen  Ausein- 
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andersetzungen  nun  zunächst  erforderlich,  die  Gerade  des  kürzesten 
Abstandes  der  beiden  windschiefen  Geraden  zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  denke  man  sich  durch  irgendeinen  Punkt 
der  Geraden  G XG\  eine  Parallele  zu  GtG't  gelegt;  dann  bestimmt 
diese  zusammen  mit  G/fx  eine  Ebene  E„,  auf  welcher  der  ge- 
suchte kürzeste  Abstand  senkrecht  steht  Natürlich  könnte  man 
auch  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Geraden  GtG.t  eine  Paral- 
lele zu  GXG j legen  und  würde  auf  diese  Weise  zu  einer  (in  der 
Figur  nicht  angegebenen)  Ebene  £»  gelangen,  welche  der  Ebene  E„  im 


Kig.  104 


Räume  parallel  läuft,  so  daß  auch  gegen  diese  der  kürzeste  Abstand 
von  G XG\  und  GXG\X  senkrecht  gerichtet  wäre.  Legt  man  nun  weiter- 
hin durch  G XG\  einerseits  und  durch  G,G'.t  andererseits  je  eine 
Ebene,  welche  die  Ebene  E„  senkrecht  durchschneidet,  so  hat  man 
in  der  Schnittlinie  dieser  beiden,  in  Fig.  104  mit  Ex  und  Es  be- 
zeichnetcn  Ebenen  die  Gerade,  welcher  der  kürzeste  Abstand  der 
beiden  windschiefen  Axen  von  w,  und  <»..  angehört.  Dies  folgt 
unmittelbar  daraus,  daß  die  Schnittlinie  von  E , und  E ..  zugleich 
auf  Gx<l'x  \ind  <>\G't  senkrecht  steht,  eine  Eigenschaft,  welche  eben 
nur  der  Geraden  des  kürzesten  Abstandes  zukommt.  Bezeichnet 
man  die  Schnittpunkte  dieser  Linie  mit  und  (i.tG'x  bzw.  mit 

A und  />’,  m>  hat  man  in  der  Strecke  Al!  von  der  Länge  »•  den 
gesuchten  kürzesten  Abstand  gefunden.  Ms  empfiehlt  sich  nun 
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für  die  weitere  Betrachtung,  den  Vektor  o>,  in  seiner  Geraden  mit 
seinem  Anfangspunkte  nach  .1,  und  den  Vektor  w.  in  seiner  Ge- 
raden mit  seinem  Anfangspunkte  nach  U zu  verlegen,  wie  es  in 
der  Figur  angedeutet  ist 

Die  resultierende  Schraubenaxe  muß  die  Schnittlinie  von  Et 
und  Ei  in  irgendeinem  innerhalb  oder  außerhalb  der  Strecke  Alt 
gelegenen  Punkte  U0  senkrecht  durchkreuzen.  Ihre  Richtung  er- 
gibt sich  durch  die  geometrische  Addition  der  beiden  Vektoren  w, 
und  w,.  Diese  geometrische  Addition  findet  sich  in  der  Figur  vom 
Punkte  U aus  durchgeführt.  Die  Diagonale  Itlt'  des  von  w,  und 
m.  gebildeten  Parallelogrammes  gibt  aber  nicht  nur  die  Richtung 
der  Schraubenaxe,  sondern  durch  ihre  Länge  zugleich  die  Größe 
der  Winkelgeschwindigkeit  « an,  welche  die  eine  Komponente  der 
gesuchten  Schraubengeschwindigkeit  (r„,  o>)  darstellt.  Dies  erkennt 
man  aus  folgender  Überlegung. 

Wenn  UW  die  Richtung  der  Schraubenaxe  angeben  soll,  so 
müssen  die  beiden  entgegengesetzt  gleichen  Winkelgeschwindig- 
keiten «>,,  welche  der  gesuchten  Translationsgeschwindigkeit  äqui- 
valent sind,  in  eine  zu  BW  senkrechte  Ebene  hineinfallen.  Legt 
man  durch  AU  die  auf  UW  senkrecht  stehendo  Ebene  E,  welche 
in  Fig.  104  durch  eine  etwas  dunklere  Schattierung  vor  den  übrigen 
Ebenen  kenntlich  gemacht  ist,  und  zerspaltet  dann  sowohl  den  in  A 
beginnenden  Winkelgeschwindigkeitsvektor  als  auch  den  in  U 
beginnenden  Winkelgeschwindigkeitsvektor  u>,  in  je  zwei  zuein- 
ander senkrechte  Komponenten,  von  denen  die  eine  die  Richtung 
von  UW  besitzt  und  infolgedessen  die  andere  in  die  Ebene  E hin- 
einfallen muß,  so  kann  man  sich  unter  Berücksichtigung  der  Kon- 
struktion von  UW  aus  «,  und  <o,  in  Fig.  104  sowie  in  der  fol- 
genden Fig.  105  leicht  davon  Rechenschaft  geben,  daß  die  beiden 
in  der  Ebene  E liegenden  Komponenten  gleiche  Größe  i»i,  aber 
entgegengesetzte  Richtung  besitzen.  Die  beiden  anderen  Kompo- 
nenten i»„  und  «>4  ergeben  dagegen  je  nach  dem  Richtungsunter- 
schied von  ui , und  («,  entweder  durch  ihre  Summe  oder  Differenz 
die  in  der  Schraubengeschwindigkeit  enthaltene  Winkelgeschwin- 
digkeit o>  (vgl.  hierzu  Fig.  105,  welche  die  Zusammensetzung  von 
o>i  und  «o.  für  die  beiden  verschiedenen  Fälle  in  unverkürzter  An- 
sicht wiedergibt),  so  daß  letztere  ebenso  gut  als  Resultante  von 
t»,  und  oi«  wie  auch  als  Resultante  von  w <■  und  <>*,  aufgefaßt 
werden  kann.  Aus  Fig.  105  ist  gleichzeitig  zu  erkennen,  daß  die 
resultierende  Winkelgeschwindigkeit  « und  damit  auch  die  Schrau- 
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benaxe  im  einen  wie  im  anderen  Falle  mit  den  Richtungen  von 
tu,  und  Wa  Winkel  «,  und  bildet,  deren  Sinus  im  Verhältnis 
stehen;  man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  die  Dreiecke 
BB'B"  in  jeder  der  beiden  Teiltiguren  zu  berücksichtigen.  Anderer- 
seits folgt  aus  der  Gleichheit  der  in  die  Ebene  E fallenden  Kompo- 
nenten wr  von  «),  und  «>.. , daß  die  anderen  Komponenten  <»a  und 
oi/,  im  umgekehrten  Verhältnis  der  trigonometrischen  Tangenten 
der  Winkel  und  «»  stehen. 

Je  nachdem  nun  w*  und  oit  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Richtung  aufweisen,  liegt  B0  innerhalb  AB  selbst  oder  auf  der 
Verlängerung  dieser  Strecke,  und  zwar  im  letzteren  Falle  jenseits 
.1  oder  B,  je  nachdem  oder  «><,  den  größeren  Wert  besitzt. 


B’ 


Die  genaue  Lage  von  B„  ist  dadurch  unmittelbar  gegeben,  daß 
im  einen  wie  im  anderen  Falle  die  Abstände  e,  und  e.  desselben 
von  A und  B im  Verhältnis  o>t:a>a,  d.  h.  also  im  Verhältnis 
tan a, : tan  a»,  zueinander  stehen  müssen,  so  daß  also  Iiv  die  Strecke 
AB  in  diesem  Verhältnis  innen  oder  außen  teilen  muß.  Da  «>  als 
algebraische  Summe  von  o>„  und  und  die  Translationsgeschwin- 
digkeit  t0  durch  das  Produkt  c • <or  bestimmt  wird,  so  ist  damit 
die  Aufgabe  der  Zusammensetzung  der  beiden  Winkelgeschwindig- 
keiten Wj  und  oj,  zu  einer  resultierenden  Schraubengeschwindigkeit 
(*u , '")  gelöst.  Beachtet  man,  daß  nach  Fig.  105  "i,  = &>,  sin  «, 
ist,  und  daß  man  infolge  der  Beziehung 

sin  : sin  (<(j  -j-  a4)  — ca,  : o> , 
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:<o 


hierin  sin  «e,  durch 


uk.  sin  («,  -j-  «.,) 
ui 


ersetzen  kann,  so  erhält  man 


für  die  Translationsgeschwindigkeit  r0  auch  den  Wert 


wobei  <t„  den  Winkel  zwischen  den  Richtungen  der  beiden  Winkel- 
geschwindigkeiten w,  und  en  bedeutet,  welcher  der  Summe  «q  -j-  <f- 
gleich  ist. 


Faßt  man  das  Resultat  der  vorstehenden  Auseinandersetzungen 
zusammen,  so  kann  man  sagen:  die  Axe  der  Schraubengeschwindig- 
keit. welche  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  <»,  und  w,  um  wind- 
schiefe Axen  äquivalent  ist.  durchschneidet  die  Linie  des  kürzesten 
Abstandes  der  beiden  windschiefen  Axen  senkrecht  in  einem 
Funkte  und  ist  dabei  gegen  diese  Axen  um  Winkel  <«,  und  <c. 

geneigt,  deren  Sinus  sich  umgekehrt  wie  die  Winkelgeschwindig- 
keiten oi,  und  <«2  verhalten,  während  der  Punkt  1\0  den  kürzesten 
Abstand  der  beiden  windschiefen  Axen  im  Verhältnis  der  trigono- 
metrischen Tangenten  der  Winkel  «,  und  «a  innen  oder  außen 
teilt,  je  nachdem  der  größere  der  beiden  Winkel  kleiner  oder 
größer  als  90°  ist  Die  Rotationskomponente  « der  Schrauben- 
geschwindigkeit stellt  nach  Größe  und  Richtung  die  geometrische 
Summe  der  beiden  Winkelgeschwindigkeitsvektoren  «,  und  dar, 
während  die  Translationskomponente  t0  der  Schraubengeschwindig- 
keit durch  einen  Quotienten  gemessen  wird,  dessen  Nenner  die  resul- 
tierende Winkelgeschwindigkeit  darstellt,  während  der  Zähler  durch 
das  Produkt  des  kürzesten  Abstandes  e der  windschiefen  Axen, 
der  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  «>,  und  <».,  und  des  Sinus  des 
Neigungswinkels  «0  der  Axen  dieser  Winkelgeschwindigkeiten  ge- 
bildet wird. 


4.  Axentlächen  der  allgemeinen  räumlichen  Bewegung. 

Denkt  man  sich  eine  beliebige  räumliche  Bewegung  in  eine 
zwar  sehr  große,  aber  zunächst  noch  endliche  Anzahl  aufeinander 
folgender  kleiner  Verrückungen  zerlegt,  und  für  jede  derselben  die 
äquivalente  Schraubenbewegung  bestimmt,  so  werden  im  all- 
gemeinen die  sämtlichen  Schraubenaxen  windschief  aneinander 
vorüberlaufen.  Die  zu  zwei  direkt  aufeinander  folgenden  Ver- 
rückungen gehörenden  Schraubenaxen  werden  sich  jedoch  in  ihrer 
Richtung  nur  wenig  voneinander  unterscheiden  und  auch  nur  einen 
kleinen  kürzesten  Abstand  besitzen:  desgleichen  werden  auch  die 
Parameter  der  entsprechenden  Schraubenbewegungen  nicht  viel 
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voneinander  verschieden  sein.  Die  Gesamtheit  der  Schraubenaxen 
bestimmen  daher  im  allgemeinen  eine  Fläche  im  Raume  mit  ähn- 
licher Genauigkeit,  wie  durch  eine  Reihe  von  Punkten,  von  denen 
je  zwei  aufeinander  folgende  nur  wenig  auseinander  liegen,  eine 
Kurve  angedeutet  wird.  Je  kleiner  die  Verrückungen  sind,  in 
welche  man  die  ganze  Bewegung  eines  Körpers  im  Raume  zerlegt 
hat,  um  so  näher  werden  auch  die  sukzessiven  Schraubenaxen 
aneinander  rücken,  und  um  so  größer  wird  die  Genauigkeit  sein, 
mit  der  die  Fläche  der  Schraubenaxen  bestimmt  ist.  Zur  voll- 
kommen exakten  Darstellung  des  stetigen  Verlaufs  der  räumlichen 
Bewegung  müssen  die  Verrückungen  jedoch  unendlich  klein  sein, 
also  Elementarbewegungen  darstellen,  so  da.ll  man  die  Bewegung 
des  Körpers  als  eine  stetige  Folge  von  unendlich  vielen  Elementar- 
bewegungen aufzufassen  hat.  Die  zu  zwei  aufeinander  folgenden 
Elementarbewegungen  gehörenden  Schaubenaxen  laufen  zwar  auch 
in  diesem  Falle  in  der  Regel  noch  windschief  aneinander  vorüber; 
ihr  kürzester  Abstand  ist  aber,  ebenso  wie  ihr  Richtungsunterschied 
und  der  Unterschied  der  zugehörigen  Parameter,  unendlich  klein. 
Die  Schraubenaxen  füllen  dann  die  Fläche,  welche  sie  bestimmen, 
lückenlos  aus. 

Eine  solche  AxenOäche  weist  also  gegenüber  anderen  Flächen 
die  Besonderheit  auf,  daß  sie  eine  Schar  von  unzählig  vielen  ge- 
raden Linien,  nämlich  die  Schraubenaxen,  trägt  Eine  derartige 
Fläche  nennt  man  daher  zum  Unterschied  von  anderen  eine  „ge- 
radlinige Fläche“  und  die  geraden  Linien  auf  derselben  ihre  „Er- 
zeugenden“. Wie  man  eine  Kurve  als  Balm  eines  im  Raumo 
bewegten  Punktes  ansehen  kann,  so  läßt  sich  eine  geradlinige 
Fläche  als  Bahn  einer  im  Raume  bewegten  geraden  Linie  auf- 
fassen. Die  sukzessiven  Lagen  der  Schraubenaxe  würden  dabei 
die  von  der  geraden  Linie  durchlaufenen  Stellungen  angeben.  Je 
nachdem  auf  einer  geradlinigen  Fläche  je  zwei  aufeinander  folgendo 
Erzeugende  sich  schneiden  oder  windschief  in  natürlich  unendlich 
kleinem  Abstande  aneinander  vorbeilaufen,  nennt  man  dieselbe 
entweder  eine  „abwickelbare  (developpable)  Fläche“  oder  eine 
„windschiefe  Fläche“. 

Die  Fläche  der  Schraubenaxen  stellt  im  allgemeinen  eine  wind- 
schiefe Fläche  dar.  Dieselbe  liegt  im  ruhenden  Raume  fest,  da 
die  sukzessiven  Schraubenaxen  ja  dem  ruhenden  Raume  angehören. 
Man  kann  nun  aber  auch  hier  wieder  die  Geraden  des  bewegten 
Körpers  ins  Auge  fassen,  mit  denen  die  aufeinander  folgenden 
Schraubenaxen  während  derElomentarsehraubenbewegungen  um  die- 
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selben  zusammenfallen.  Auf  diese  Weise  wird  man  zu  einer 
zweiten,  dem  bewegten  Körper  angehörenden,  windschiefen  Axen- 
fliiche  geführt,  welche  die  Bewegung  des  Körpers  mitmacht  und 
dabei  in  jedem  Momente  die  im  ruhenden  Raume  festliegende  Axen- 
fläche  in  einer  bestimmten  Geraden,  nämlich  der  instantanen 
Schraubenaxe,  berührt  Infolge  der  Elementarschraubenbewegung 
um  diese  Axe  geht  die  Berührung  der  beiden  Axenflächen  dann 
immer  auf  die  benachbarten  Erzeugenden  derselben  über,  welche 
darauf  die  Rolle  der  instantanen  Schraubenaxe  übernehmen  usf. 
Im  Verlaufe  der  ganzen  Bewegung  kommen  daher  schießlich  alle 
einander  zugeordneten  Erzeugenden  der  beiden  windschiefen  Axen- 
flächen nacheinander  für  einen  Augenblick  zur  Deckung.  Die  be- 
wegliche Axenfläche  führt  gegen  die  ruhende  eine  Bewegung  aus, 
die  sich  von  dem  reinen  Rollen  einer  Fläche  auf  einer  anderen 
insofern  unterscheidet,  als  jede  unendlich  kleine  Drehung  um  die 
Berührungsgerade  beider  Axenflächen  von  einer  unendlich  kleinen 
Translation  in  der  Richtung  dieser  Geraden  begleitet  ist,  wie  es 
einer  Elementarschraubenbewegung  entspricht.  Man  bezeichnet 
nach  Reuleaux  eine  derartige  Bewegung  einer  windschiefen 
Fläche  gegen  eine  andere,  ebenfalls  windschiefe  Fläche  zum  Unter- 
schiede vom  Rollen  als  „Schroten“  der  einen  Fläche  auf  der 
anderen. 

Wenn  auch  die  beiden  aufeinander  abschrotenden  windschiefen 
Axenflächen  durchaus  nicht  in  ihrer  Form  übereinzustimmeu  brauchen, 
so  können  sie  doch  andererseits  nicht  ganz  beliebig  gestaltet  sein, 
sondern  müssen  in  bestimmter  Beziehung  zueinander  stehen,  damit 
ein  solches  Abschroten  überhaupt  möglich  ist.  Von  dieser  Be- 
ziehung kann  man  sich  auf  folgende  Weise  Rechenschaft  geben. 

Da  zwei  benachbarte  Erzeugende  windschief  aneinander  vor- 
überlaufen, so  besitzen  sie  sowohl  einen  unendlich  kleinen  kürzesten 
Abstand  voneinander,  als  auch  einen  unendlich  kleinen  Richtungs- 
unterschied. Man  bezeichnet  das  Verhältnis  des  kürzesten  Ab- 
standes zu  dem  Richtungsunterschiede  zweier  benachbarter  Erzeu- 
genden einer  windschiefen  Fläche  als  deren  „Schränkung“  an  der 
betreffenden  Stelle.  Wie  man  sieht,  stellt  die  Schränkung  einen 
Differentialquotient  dar,  ebenso  wie  der  Parameter  einer  Elementar- 
schraubenbewegung. Der  Wert  der  Schränkung  einer  windschiefen 
Fläche  ändert  sich  im  allgemeinen  von  einer  Erzeugenden  zur  an- 
deren. Greift  man  daher  auf  einer  solchen  Fläche  eine  Anzahl 
von  nahe  aneinander  liegenden  Erzeugenden  heraus,  von  denen 
zwei  aufeinander  folgende  immer  denselben  kleinen  kürzesten  Ab- 
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stand  besitzen,  so  werden  dieselben  im  allgemeinen  um  verschiedene 
kleine  Winkel  gegeneinander  geneigt  sein. 

Bei  zwei  windschiefen  Flächen,  welche  Fig.  106  veranschau- 
licht, seien  die  in  demselben  kürzesten  Abstande  verlaufenden 
Erzeugenden  in  ihrer  Aufeinanderfolge  einander  zugeordnet.  Den 
mit  den  fortlaufenden  Nummern  1,  2,  3 usw.  versehenen  Erzeu- 
genden der  einen  Fläche  mögen  die  mit  den  fortlaufenden  Nummern 
1',  2',  3'  usw.  versehenen  Erzeugenden  der  anderen  Fläche  ent- 
sprechen. Denkt  man  sich  die  eine  Fläche  im  Raume  feststehend, 
so  fragt  es  sich,  ob  unter  allen  Umständen  die  andere  Fläche  sieh 
so  gegen  die  ruhende  bewegen  kann,  daß  sie  aus  einer  Stellung 
in  die  Nachbarstellung  immer  durch  eine  Schraubenbewegung  über- 
geführt wird,  wobei  in  jeder 
Stellung  die  beiden  windschiefen 
Flächen  sich  längs  einander  zu- 
geordneter  Erzeugender  berühren. 

In  einer  bestimmten  Aus- 
gangsstellufig  möge  die  Berührung 
in  den  Erzeugenden  1 und  1' 
stattfinden,  so  wie  es  Fig.  107 
andeutet,  welche  die  in  der 
Nähe  der  Berührungserzeugen- 
den liegenden  Teile  beider  Flä- 
chen von  Fig.  106  mit  den  be- 
nachbarten Erzeugenden  in 
vergrößertem  Maßstabe  wieder- 
gibt. Damit  durch  eiue  kleine 
Schraubenbewegung  um  1,  1'  die  Berührung  in  den  zunächst 
liegenden  Erzeugenden  2,2'  hergestellt  werden  kann,  ist  nun 
nötig,  daß  von  vornherein  die  Punkte  .1,  und  .1',  auf  den 
Erzeugenden  1 und  V zusammenfallen,  von  denen  aus  auf  den 
beiden  Flächen  die  Strecken  kürzesten  Abstandes  nach  den  Nach- 
barerzeugenden 2 und  2‘  gehen.  Dieser  Fall  ist  in  Fig.  107  an- 
genommen, in  welcher  . 1 , .1  > und  .1',  .1’,  die  beiden  Strecken  kür- 
zesten Abstandes  darstellen  sollen.  Da  diese  Strecken  auf  den 
Erzeugenden  1 und  1'  senkrecht  stehen,  so  ist  leicht  einzusehen, 
daß  man  sie  durch  geeignetes  Drehen  einer  oder  auch  beider 
Flächen  um  die  gemeinsame  Erzeugende  1,  1'  zur  Deckung  bringen 
kann.  I)a  diese  Strecken  als  gleich  lang  angenommen  wurden,  so 
werden  nach  der  Drehung  die  benachbarten  Erzeugenden  2 und  2 
wenigstens  in  einem  Punkte  Zusammentreffen,  nämlich  in  dem 


Fig.  106 
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Endpuukte  .13  bzvv.  .1,  der  zwischen  1 und  2 bzw.  1'  und  2'  ver- 
laufenden Strecke  kürzesten  Abstandes  der  beiden  Nachbar- 
erzeugenden. Sollen  dagegen  die  ganzen  Erzeugenden  2 und  2' 
nach  der  kleinen  Drehung  zusammenfallen,  so  ist  das  nur  möglich, 
wenn  der  kleine  Richtungsunterschied  zwischen  1 und  2 dem 
kleinen  Richtungsunterschiede  von  1'  und  2'  gleich  ist,  d.  h.  aber, 
da  die  kürzesten  Abstände  gleich  groß  angenommen  wurden,  wenn 
die  beiden  windschiefen  Flächen  an  dieser  Stelle  gleiche  Schränkung 
aufweisen.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  und  sind  demnach  die 
Erzeugenden  2 und  2'  der  beiden  Flächen  durch  die  kleine  Drehung 
um  1,1'  zur  Deckung  gekommen,  so  werden  aber  im  allgemeinen 
noch  nicht  auch  die  Punkte  Y>\,  und  B'.  (vel.  Fie.  1071  aufeinander 
fallen,  von  denen  die  Strek- 
ken  kürzesten  Abstandes 
nach  den  nächsten  Erzeugen- 
den 3 und  3'  ausgehen.  Um 
dies  zu  erreichen,  muß  die 
beweglich  gedachte  Fläche 
noch  in  der  Richtung  der 
nach  der  kleinen  Drehung 
zusammenfallenden  Erzeu- 
genden 2,  2!  um  ein  kleines 
Stück  translatorisch  verscho- 
ben werden,  welches  gleich 
dem  Unterschiede  der  Strek- 
ken  AtBt  und  .1,7/,  auf 
den  Erzeugenden  2 und  2' 
ist.  Nur  wenn  diese  kleinen  Strecken  im  besonderen  Falle 
gleich  groß  sind,  fällt  die  Translationsbewegung  fort.  Solange 
dieselben  aber  verschieden  sind,  muß  die  bewegliche  Fläche 
gegen  die  ruhende  eine  aus  Drehung  um  1,  1'  und  Translation 
in  der  bei  unendlich  kleinen  Bewegungen  von  1,  1'  nur  un- 
endlich wenig  verschiedenen  Richtung  2,  2'  zusammengesetzte  Be- 
wegung. d.  h.  also  eine  Elementarschraubenbewegung  ausführen, 
damit  die  beiden  Erzeugenden  2 und  2'  so  zur  Deckung  gebracht 
werden,  daß  ihre  Punkte  Bt  und  Bj  aufeinander  fallen.  Ist  dies 
erreicht,  so  kann  durch  weitere  Drehung  um  2,  2'  ein  Zusammen- 
fallen der  folgenden  Erzeugenden  3,  3'  wiederum  nur  dann  statt- 
finden, wenn  die  eine  Fläche  zwischen  den  Erzeugenden  2 und  3 
die  gleiche  Schränkung  besitzt  wie  die  andere  zwischen  den  Er- 
zeugenden 2'  und  3‘.  Unter  dieser  Voraussetzung  muß  jedoch  auch 
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hier  wieder  mit  der  Drehung  um  2,  2'  eine  kleine  Translation  in 
der  Dichtung  der  zur  Deckung  gebrachten  Erzeugenden  3,  3'  um 
die  Differenz  der  kleinen  Strecken  B3('3  und  B\  < 'j  verbunden  sein, 
damit  auch  die  Ausgangspunkte  C3  und  C\  der  nach  den  Erzeu- 
genden 4 und  4'  führenden  Strecken  kürzesten  Abstandes  aufein- 
ander zu  liegen  kommen  usf.  Die  Folge  der  auf  diese  Weise  er- 
forderlichen Elementarschraubenbewegungen,  welche  nacheinander 
alle  Erzeugenden  der  einen  Fläche  mit  den  zugeordneten  Erzeugen- 
den der  anderen  Fläche  zur  Deckung  bringen,  ist  dann  eben 
die  Bewegung  des  Abschrotens  der  ersteren  auf  der  letzteren 
Fläche. 

Die  Strecken  kürzesten  Abstandes  und  die  zwischen  ihren 
Endpunkten  liegenden  Strecken  auf  den  Erzeugenden  setzen 
auf  jeder  der  beiden  windschiefen  Flächen  eine  bestimmte,  in 
den  Figuren  106  und  107  als  gebrochen  erscheinende  Linie 
(AxA3B«B3(\(\])tl);,-  • • und  .1,  .i t B"t  B\  C\  C,  i)\  1)\  • ■ • in  Fig. 
107)  zusammen,  welche  im  Falle  unendlich  kleiner  Schrauben- 
bewegungen und  dementsprechend  unendlich  benachbarter  Er- 
zeugender, für  welchen  ja  die  obigen  Betrachtungen  überhaupt  nur 
strenge  Gültigkeit  beanspruchen  können,  je  eine  stetige  Kurve  auf 
der  Fläche  darstellt.  Diese  Kurve,  welche  auf  jeder  windschiefen 
Fläche  eine  ganz  bestimmte  Lage  und  Gestalt  besitzt,  bezeichnet 
man  als  „die  Striktionslinie“  der  betreffenden  Fläche.  Beachtet 
man,  daß  in  jedem  Momente  zwei  Funkte  der  Striktionslinien  beider 
Flächen  zusammenfallen,  so  erkennt  man,  daß  beim  Abschroten 
der  einen  windschiefen  Fläche  auf  der  anderen  sieh  die  eine  Strik- 
tionslinie auf  der  anderen  abwickelt.  Es  handelt  sich  aber  dabei 
nicht  um  ein  reines  Abrollen  der  beweglichen  Striktionslinie  auf 
der  ruhenden,  sondern  das  Rollen  ist  mit  Gleiten  in  der  einen 
oder  anderen  Richtung  verbunden.  Dementsprechend  liegen  die 
Funkte  .1,  Ji,  C,  I)  • • ■ auf  der  einen  Striktionslinie  im  allge- 
meinen nicht  in  demselben  Abstande  voneinander  wie  die  mit 
ihnen  zur  Deckung  kommenden  Punkte  A\  B‘,  (",  !)'•••  der  an- 
deren Striktionslinie  (vgl.  hierzu  Seite  277).  Würden  im  besonderen 
Falle  dio  zugeordneten  Funkte  der  Striktionslinie  zweier  aufein- 
ander abschrotbaren  windschiefen  Flächen  durchweg  die  gleichen 
Entfernungen  auf  beiden  besitzen,  so  würde  allerdings  die  beweg- 
liche Striktionslinie  nur  ein  reines  Rollen  auf  der  ruhenden  aus- 
führen. Dann  wäre  aber  auch  die  Bewegung  der  einen  Fläche 
gegen  die  andere  kein  Abschroten  mehr,  sondern  ein  reines  Ab- 
rollen. 
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I )io  vorstehenden  Bctnichtungcn  haben  zu  (lein  folgenden  Er- 
gebnis geführt: 

Zwei  windschiefe  Flächen  können  nur  dann  aufeinander  ab- 
schroten, wenn  sie  in  ’zugeordneten  Erzeugenden  gleiche  Schrän- 
kung besitzen.  Beim  Abschroten  berühren  sich  dann  die  Strik- 
tionslinien der  beiden  Flächen  in  jedem  Augenblicke  in  einem 
Punkte  und  führen  dabei  eine  Bewegung  gegeneinander  aus, 
welche  aus  Hollen  und  Gleiten  zusammengesetzt  erscheint.  Dies 
gilt  ganz  allgemein  für  alle  Arten  geradliniger  Flächen.  Insbe- 
sondere kann  man  daraus  schließen,  daß  die  besonderen  Arten 
geradliniger  Flächen,  die  man  als  abwickelbare  Flächen,  als  Kegel- 
flächen und  als  Zylinderflächen  bezeichnet,  sich  ohne  weiteres  als 
geeignet  für  das  Abschroten  bzw.  Abrollen  auf  einer  gleichartigen 
Fläche  erweisen,  wie  aus  folgendem  zu  ersehen  ist. 

Bei  den  abwickelbaren  Flächen  schneiden  sich  nach  der 
obigen  Definition  zwei  benachbarte  Erzeugende  stets;  es  ist  daher 
der  kürzeste  Absand  der  letzteren  in  jedem  Falle  Null,  während 
andererseits  doch  ein,  wenn  auch  unendlich  kleiner  Richtungs- 
unterschied zwischen  denselben  bestehen  muß,  wenn  die  Fläche 
nicht  in  eine  einzige  gerade  Linie  zusammenschrumpfen  soll.  In- 
folgedessen besitzt  die  Schränkung  einer  jeden  abwickelbaren 
Fläche  in  allen  Erzeugenden  den  konstanten  Wert  Null.  Die 
Schränkung  ist  also  für  alle  abwickelbaren  Flächen  überall  gleich 
groß.  Aus  diesem  Grunde  können  zwei  ganz  beliebige  abwickel- 
bare Flächen  stets  aufeinander  abschroten.  Die  Striktionslinie 
wird  bei  einer  abwickelbaren  Fläche  durch  die  sogenannte  „ Rück- 
kehrkante“ oder  „ Wendungskante“  dargestellt.  Man  kann  daher 
auch  sagen,  daß  beim  Abschroten  einer  abwickelbaren  Fläche  auf 
einer  anderen  ihre  Rückkehrkante  auf  der  Rückkehrkante  der 
ruhenden  Fläche  rollt  und  zugleich  in  bestimmter  Weise  derselben 
entlang  gleitet. 

Die  allgemeine  Kegelfläche  läßt  sich  als  besonderer  Fall  der 
abwickelbaren  Flächen  auffassen,  in  dem  die  Rückkehrkante  in 
einem  Punkte,  nämlich  die  Kegelspitze,  zusammengeschrumpft  er- 
scheint F'aßt  man  die  Kegelspitze,  welche  also  hier  zugleich  die 
Striktionslinie  darstellt,  als  unendlich  kleinen  Kreis  auf,  so  er- 
kennt man,  daß  eine  beliebige  Kegelfläche  sich  so  gegen  eine  be- 
liebige andere  Kegelflächo  bewegen  läßt,  daß  ihre  Striktionslinie 
auf  der  Striktionslinie  der  letzteren  abrollt.  Die  bewegliche  Kegel- 
fläche führt  daher  gegen  die  ruhende  keine  Schrotbewegung,  son- 
dern ein  reines  Rollen  aus. 
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Bei  den  Zylinderflächen  ist  zum  Unterschiede  von  den  ab- 
wickelbaren Flächen  der  Richtungsuntersehied  zweier  benachbarter 
Erzeugenden  stets  gleich  Null,  während  die  letzteren  in  einem, 
wenn  auch  unendlich  kleinen  Abstande  nebeneinander  herlaufen. 
Die  Schränkung  hat  infolgedessen  in  allen  Erzeugenden  einer  Zy- 
linderfläche einen  unendlich  großen,  also  wieder  einen  konstanten 
Wert.  Da  dies  bei  jeder  beliebigen  Zylinderfläche  der  Fall  ist,  so 
kann  nach  dem  obigen  allgemeingültigen  Satze  auch  jede  Zylinder- 
fläche auf  jeder  beliebigen  anderen  Zylinderfläche  abschroten,  und 
zwar  ist  das  hier  Dicht  wie  bei  den  übrigen  geradlinigen  Flächen, 
welche  die  obige  Bedingung  erfüllen,  nur  auf  eine  einzige  be- 
stimmte Art,  sondern  auf  unzählig  viel  verschiedene  Arten  mög- 
lich. Bei  den  anderen  geradlinigen  Flächen  mit  gleicher  Schrän- 
kung in  zugeordneten  Erzeugenden  ist  das  Verhältnis  zwischen 
der  unendlich  kleinen  Drehbewegung  und  der  zugehörigen  unend- 
lich kleinen  Translationsbewegung  an  jeder  Erzeugenden  im  all- 
gemeinen ein  ganz  bestimmtes,  oder,  mit  anderen  Worten,  die 
Elementarschraubenbewegung  besitzt  einen  ganz  bestimmten  Para- 
meter. Bei  zwei  aufeinander  abschrotenden  Zylinderflächen  darf 
dagegen  die  unendlich  kleine  Translationsbewegung  zu  der  un- 
endlich kleinen  Drehbewegung  in  einem  ganz  beliebigen  Verhält- 
nis stehen,  also  der  Parameter  der  Elementarschraubenbewegung 
ganz  beliebig  sein.  Insbesondere  kann  die  Translationsbewegung 
so  groß  ausfallen,  daß  die  Drehbewegung  dagegen  verschwindet: 
dann  ist  der  Parameter  der  Schraubenbewegung  unendlich  groß, 
und  die  eine  Zylinderfläche  führt  gegen  die  andere  eine  reine 
Gleitbewegung  aus,  indem  sie  die  letztere  dabei  andauernd  längs 
derselben  Erzeugenden  berührt.  Andererseits  kann  aber  auch  die 
Translationsbewegung  verschwindend  klein  gegenüber  der  Dreh- 
bewegung um  die  jeweils  zusammenfallenden  Erzeugenden  sein: 
dann  besitzt  der  Parameter  der  Schraubenbewegung  den  Wert 
Null,  und  die  eine  Zylinderfläche  führt  gegen  die  andere  eine 
reine  Rollbewegung  aus.  Von  einer  bestimmten  Striktionslinie 
kann  man  bei  einer  Zylinderfläche  nicht  mehr  reden,  da  es 
zwischen  zwei  benachbarten  Erzeugenden  nicht  mehr  bloß  eine 
einzige  Strecke  kürzesten  Abstandes  gibt,  sondern  jeder  Punkt 
einer  Erzeugenden  den  gleichen  Abstand  von  der  Nachbarerzeu- 
genden besitzt.  Es  empfiehlt  sich  aber  beim  reinen  Gleiten  einer 
Zylinderfläche  auf  einer  anderen  die  dauernd  zusammenfallenden 
Erzeugenden  beider  als  deren  Striktionslinien  aufzufassen;  die  letz- 
teren führen  dann  ebenfalls  nur  reine  Gleitbewegung  gegenein- 
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ander  aus.  Wenn  dagegen  die  eine  Zylinderfläche  auf  der  an- 
deren, ohne  zu  gleiten,  abrollt,  so  greift  man  zweckmäßigerweise 
als  Strikt  ionslinien  zwei  ebene  Profilkurven  der  beiden  Zylinder- 
flächen heraus,  welche  aus  den  letzteren  durch  irgendeine  auf 
der  Richtung  der  Erzeugenden  senkrecht  stehende  Ebene  ausge- 
schnitten werden:  die  Profilkurve  der  beweglichen  Zylinderfläche 
führt  dann  entsprechend  dem  Abrollen  der  Fläche  selbst  ebenfalls 
nur  reine  Rollbewegung  gegen  die  Profilkurve  der  ruhenden  Zy- 
linderfläche aus.  — 

Wenn  man  bei  der  kinematischen  Analyse  der  Relativbewe- 
gung, welche  der  eine  von  zwei  durch  ein  Gelenk  verbundenen 
Abschnitte  des  menschlichen  oder  tierischen  Körpers  gegen  den 
anderen  ausführt,  zu  zwei  windschiefen  oder  auch  abwickelbaren 
Axenflächen  geführt  wird,  so  ist  die  oben  als  ruhend  aufgefaßte 
Axenfläche  wieder  mit  dem  Körperteile  fest  verbunden  zu  denken, 
welcher  für  die  in  Betracht  gezogene  Relativbewegung  der  Ein- 
fachheit halber  als  ruhend  aufzufassen  ist,  trotzdem  er  vielleicht 
selbst  eine  sehr  ausgedehnte  Bewegung  ausführt.  Man  kann  aber 
natürlich  auch  hier  wieder  das  Verhältnis  umkehren  und  die  bis- 
her beweglich  gelassene  Axenfläche  festgestellt  denken.  Dann 
veranschaulicht  das  Abschroten  der  anderen  Axenfläche  auf  dieser 
die  Relativbewegung  des  anderen  Körperteils  gegen  den  jetzt  als 
ruhend  aufzufassenden  ersten  Körperteil.  Die  gegenseitige  Be- 
wegung der  beiden  Axenflächen  wird  hierdurch  nicht  beeinflußt, 
und  sie  bleibt  auch  dieselbe,  wenn  man,  wie  es  gewöhnlich  der 
Wirklichkeit  entsprechen  wird,  beide  Körperteile  und  die  mit  ihnen 
fest  verbundenen  Axenflächen  im  Raume  bewegt  denkt.  Natürlich 
können  dann  die  beiden  Axenflächen  in  diesem  Falle  durch  ihr 
gegenseitiges  Abschroten  nicht  mehr  die  Bewegung  des  einen  oder 
anderen  Körperteils  im  ruhenden  Raume  veranschaulichen,  sondern 
nur  die  Bewegung  in  dem  die  beiden  Körperteile  verbindenden 
Gelenk.  Gerade  durch  diesen  Umstand  erweisen  sich  die  Axen- 
flächen als  ganz  besonders  geeignetes  Hilfsmittel  zur  Untersuchung 
und  Darstellung  einer  Gelenkbewegung.  Wollte  man  die  Bewe- 
gung im  Raume  in  entsprechender  Weise  veranschaulichen,  so 
würde  man  außerdem  für  jeden  der  beiden  Körperteile  eine  andere 
Axenfläche  finden,  von  denen  jede  auf  einer  entsprechenden,  im 
ruhenden  Raume  festliegenden  Axenfläche  abschrotet. 
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5.  Koordinatenbestinimung  und  Freiheit  der  räumlichen 

Bewegung. 

u)  Vollkommen  freie  Beweglichkeit  im  Baume. 

Die  Lage  eines  starren  Körpers  im  Raume  ist  bekannt,  so- 
bald man  den  Ort  von  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegenden 
Punkten  desselben  bestimmt  hat.  Je  weiter  diese  Punkte  aus- 
einanderliegen, mit  um  so  größerer  Genauigkeit  läßt  sich  die 
Stellung  des  Körpers  ermitteln.  Will  man  z.  B.  die  Lage  eines 
Oberschenkels  bei  irgendeiner  Gleichgewichtshaltung  oder  in  einer 
bestimmten  Phase  der  Bewegung  des  menschlichen  Körpers  an- 
geben, so  empfiehlt  es  sich,  hierzu  den  Mittelpunkt  des  Femur- 
kopfes und  die  äußersten  Punkte  der  beiden  Epikondylen  des  Fe- 
murs zu  verwenden.  Handelt  es  sich  darum,  die  Stellung  des 
Kopfes  im  Raume  zu  ermitteln,  so  kann  man  zu  diesem  Zwecke 
etwa  die  von  der  Meniianebene  des  Kopfes  am  weitesten  entfernten 
Punkte  des  Jochbogens  und  außerdem  den  Scheitelpunkt  des 
Kopfes  auswählen.  Für  die  Lagebestimmung  des  Unterkiefers  im 
Raume  würden  sich  der  durch  die  Haut  leicht  durchfühlbare  seit- 
lichste Punkt  des  Capitulum  mandibulae  auf  jeder  Seite  und  der 
vorderste  Punkt  der  Protuberantia  mentalis  eignen  usw. 

Legt  man  ein  rechtwinkliges  räumliches  Koordinatensystem 
zugrunde,  so  erhält  man  für  jeden  der  drei  herausgegriffenen 
Punkte  eines  Körpers  drei  Koordinaten,  also  im  ganzen  neun 
räumliche  Koordinaten.  Diese  sind  aber  nicht  alle  voneinander 
unabhängig;  entsprechend  dem  Umstande,  daß  je  zwei  von  den 
drei  Punkten  eine  konstante,  von  der  Lage  des  Körpers  im  Raume 
unabhängige  Entfernung  voneinander  besitzen,  bestehen  vielmehr 
zwischen  den  neun  Koordinaten  drei  Beziehungen.  Wählt  man 
von  den  Koordinaten  sechs  so  aus,  daß  jeder  der  drei  Punkte 
dabei  mit  mindestens  einer  Koordinate  berücksichtigt  ist,  so  sind 
infolge  dieser  Beziehungen  auch  die  noch  fehlenden  drei  Koordi- 
naten, und  damit  die  Lage  des  Körpers  im  Raume  gegeben. 
Schon  hieraus  ist  der  Schluß  zu  ziehen,  daß  ein  frei  im  Raume 
beweglicher  Körper  sechs  Grade  von  Bewegungsfreiheit  besitzt. 

Da  die  neun  Koordinaten  der  drei  Körperpunkte  nicht  voll- 
kommen unabhängig  voneinander  sind,  so  stellen  sie  keine  „all- 
gemeinen Koordinaten“  in  dem  früher  (vgl.  II  6c  und  III  5a)  an- 
gegebenen Sinne  dar.  Für  die  Anwendung  auf  Bewegungsprobleme 
des  lebenden  Körpers  erweisen  sich  aber  gerade  solche  allgemeine 
Koordinaten  als  ganz  besonders  geeignet.  Auf  welche  Weise  man 
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hei  einem  im  Raume  frei  beweglichen  Körper  zu  allgemeinen,  d.  li. 
also  voneinander  ganz  unabhängigen  Koordinaten  gelangt,  ist  nach 
den  einleitenden  Betrachtungen  und  bisherigen  Auseinanderset- 
zungen über  die  KoordiDatenbestimmung  eines  Punktes  einerseits 
und  eines  um  einen  Punkt  drehbaren  Körpers  andererseits  leicht 
zu  erkennen. 

Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  einen  Punkt  des  Körpers, 
etwa  den  Massenmittelpunkt,  irgendeinen  Gelenkmittelpunkt  oder 
auch  einen  beliebigen  anderen  dem  Körper  angehörenden  bzw.  mit 
demselben  fest  verbunden  zu  denkenden  Punkt  herauszugreifen. 
Dann  geben  drei  rechtwinklige  räumliche  Koordinaten  die  Lage 
des  Punktes,  und  drei  Winkelkoordinaten,  wie  z.  B.  die  oben 
(III  5a)  ausführlich  erläuterten  Eulerschen  Winkel,  die  Stellung 
des  Körpers  gegenüber  diesem  Punkte  an,  so  »laß  man  also  im 
ganzen  in  der  Tat  nur  sechs  Koordinaten  zur  eindeutigen  Be- 
stimmung der  Lage  des  Körpers  im  Raume  erhält.  Daß  diese 
sechs  Koordinaten  sämtlich  voneinander  unabhängig  sind  und  da- 
her allgemeine  Koordinaten  darstellen,  ist  unmittelbar  einzusehen. 

Wie  schon  erwähnt  wurde,  hängt  von  der  Anzahl  der  von- 
einander unabhängigen  Bestimmungsstücke  für  die  Lage  eines 
Körpers  dessen  Bewegungsfreiheit  ab.  Man  gelangt  also  auch  hier 
wieder  zu  dem  Resultate,  daß  ein  vollkommen  frei  im  Raume 
beweglicher  Körper  sechs  Grade  von  Bewegungsfreiheit  besitzt. 
Hiervon  kann  man  sich  auch  ohne  Berücksichtigung  der  Koordi- 
natenbestimmung auf  folgende  Weise  Rechenschaft  geben.  Ein 
frei  im  Raume  beweglicher  Punkt  hat  drei  Grade  von  Bewegungs- 
freiheit. Sieht  man  zunächst  von  der  Drehungsmöglichkeit  des 
Körpers  um  den  herausgegriffenen  Punkt  ab,  so  kann  man  sagen, 
daß  entsprechend  der  Beweglichkeit  des  Punktes  der  Körper  im 
Raume  Translationsbewegungen  mit  drei  Graden  der  Freiheit  aus- 
zuführen vermag.  Außerdem  kann  er  aber  dann  immer  mit  drei 
Graden  der  Freiheit  um  den  herausgegriffenen  Punkt  herum- 
gedreht werden,  so  daß  zu  den  Translationsbewegungen  noch 
Rotationsbewegungen  von  ebenfalls  drei  Graden  der  Freiheit  hin- 
zukommen. Man  hat  also  im  ganzen  nur  sechs  Grade  von  Be- 
wegungsfreiheit. 

Zu  dem  gleichen  Resultate  wird  mau  auch  geführt,  wenn 
man  beachtet,  daß  jede  Elementarbewegung  eines  Körpers  im 
Raume  einer  unendlich  kleinen  Schraubenbewegung  äquivalent 
ist,  und  sich  davon  Rechenschaft  gibt,  wieviel  verschiedene  Ele- 
mentarschraubenbewegungen von  einer  bestimmten  Stellung  des 
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Körpers  aus  überhaupt  möglich  sind.  Während  es  im  Raume 
eine  dreifach  unendliche  Anzahl  von  Punkten  gibt,  liegt  in  dem- 
selben eine  vierfach  unendliche  Anzahl  von  geraden  Linien,  wie 
man  leicht  aus  folgender  Überlegung  erkennt. 

Eine  gerade  Linie  schneidet  eine  Ebene  des  Raumes  stets  in 
einem  einzigen  Punkte.  Dieser  Schnittpunkt  kann  insbesondere 
im  Unendlichen  liegen,  da  sich  ja  eine  Ebene  nach  allen  in  ihr 
liegenden  Richtungen  ins  Unendliche  ausdehnt;  man  sagt  dann  in 
diesem  Falle,  daß  die  gerade  Linie  der  Ebene  parallel  läuft. 
Greift  man  nun  irgend  zwei  Ebenen  heraus,  so  wird  demnach 
jede  Gerade  des  Raumes  beide  Ebenen  schneiden.  Kennt  man 
diese  beiden  Schnittpunkte,  so  ist  damit  auch  die  Gerade  selbst 
gegeben,  da  sie  ja  durch  zwei  ihrer  Punkte  vollkommen  bestimmt 
ist.  Es  liegen  daher  im  Raume  so  viel  verschiedene  Gerade  als 
es  verschiedene  Kombinationen  eines  Punktes  der  einen  Ebene  mit 
einem  Punkte  der  anderen  Ebene  gibt.  Eine  Ebene  hat  eine 
zweifach  unendliche  Anzahl  von  Punkten.  Daraus  folgt  unmittel- 
bar, daß  sich  vierfach  unendlich  viel  derartiger  Kombinationen 
oder,  mit  anderen  Worten,  vierfach  unendlich  viel  verschiedene 
Gerade  im  Raume  finden  lassen. 

Nimmt  man  nun  eine  beliebige  Gerade  als  Axe  für  die  Elo 
mentarschraubenbewegung,  so  hat  man  dann  immer  noch  eine 
zweifache  Mannigfaltigkeit  von  verschiedenenSchraubenbewegungen, 
da  man  sowohl  der  Elementarrotation  um  diese  Axe  als  auch  der 
Elementartranslation  in  der  Richtung  der  Axe,  welche  in  ihrer 
Vereinigung  die  Elementarschraubenbewegung  zusammensetzen,  un- 
zählig viel  verschiedene  Werte  beilegen  kann.  Es  gibt  daher  im 
Raume  eine  sechsfach  unendliche  Anzahl  verschiedener  Elementar- 
schraubenbewegungen, d.  h.  aber  nichts  anderes,  als  daß  ein 
Körper  sich  im  Raume  mit  sechs  Graden  der  Freiheit  von  einer 
bestimmten  Stellung  aus  fortbewegen  kann.  — 

Sobald  die  Bewegung  eines  Körpers  im  Raume  an  irgend- 
welche Bedingungen  geknüpft  ist,  so  daß  der  Körper  einem  be- 
stimmten Zwange  unterliegt,  verringert  sich  die  Anzahl  der  von- 
einander unabhängigen  allgemeinen  Koordinaten  und  damit  die 
Bewegungsfreiheit  desselben.  Man  unterscheidet  auch  hier  wieder 
verschiedene  Grade  des  Zwanges. 

b)  BewejrHchkeit  von  fünf  t-raden  der  Freiheit. 

Ist  z.  B.  ein  Punkt  des  Körpers  auf  eine  bestimmte  Fläche 
des  Raumes  gezwungen,  so  daß  derselbe  zwar  beliebig  auf  dieser 
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Flu  ehe  hin-  und  herbewegt,  aber  nicht  von  ihr  entfernt  werden 
kann,  so  bedeutet  diese  Bedingung  bei  sonst  freier  Beweglichkeit 
<les  Körpers  nur  einen  Grad  des  Zwanges,  sofern  nur  alle  anderen 
Funkte  des  Körpers  sich  innerhalb  gewisser  Grenzen  vollkommen 
frei  bewegen  können.  Es  bleiben  demnach  dem  Körper  nur  noch 
fünf  Grade  von  Bewegungsfreiheit.  Ist  die  Fläche  eine  ebene,  so 
kann  die  Lage  des  betreffenden  Punktes  schon  durch  zwei  recht- 
winklige Koordinaten  innerhalb  der  Ebene  bestimmt  werden,  so 
daß  sich  aus  diesem  Grunde  die  Anzahl  der  allgemeinen  Koordi- 
naten direkt  auf  fünf  vermindert.  Wenn  dagegen  die  Fläche  be- 


liebige Gestalt  besitzt,  so  besteht  zwischen  den  drei  rechtwinkligen 
räumlichen  Koordinaten  jedes  Punktes  P auf  derselben  eine  be- 
stimmte Beziehung;  sobald  zwei  derselben,  etwa  x und  y , ge- 
geben sind,  ist  auch  die  dritte  Koordinate  z bestimmt,  wie  man 
ohne  weiteres  aus  Fig.  108  erkennt,  welche  ein  Stück  der  Fläche 
innerhalb  eines  rechtwinkligen  räumlichen  Koordinatensystems 
veranschaulicht.  Allerdings  ist  hierbei  nicht  ausgeschlossen,  dati 
infolge  der  Gestalt  und  Lage  der  Fläche  innerhalb  des  Koor- 
dinatensystems zu  einem  bestimmten  Wertepaare  von  x und  // 
zwei  oder  mehrere  Werte  von  s gehören.  Es  kann  sich  aber 
im  allgemeinen  nur  um  eine  endliche  Anzahl  von  Werten 
für  nicht  aber  um  eine  ganz  beliebige,  von  x und  y unab- 
hängige Größe  dieser  dritten  Koordinate  handeln,  denn  eine 
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Gerade  schneidet  eine  Fläche  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von 
Punkten,  sofern  sie  nicht  etwa  ganz  in  dieselbe  hineinfällt.  In- 
folge der  Beziehung  zwischen  den  drei  Koordinaten,  welche  bei 
einer  geometrisch  exakt  definierbaren  Fläche  in  der  Regel  durch 
eine  Gleichung  zwischen  dent  eiben  dargestellt  werden  kann,  eignen 
sich  die  drei  rechtwinkligen  Koordinaten  nicht  mehr  zu  allgemeinen 
Koordinaten  des  Körpers.  Man  muß  dann  zwei  andere  Größen 
aufsuchen,  welche  die  Lage  des  Punktes  auf  der  Fläche  in  ähn- 
licher Weise  wie  z.  B.  die  beiden  Eulerschen  Winkel  ^ und  <f  für 
die  Kugelfläche  (vgl.  III  5a)  eindeutig  zu  bestimmen  gestatten. 

Am  menschlichen  Körper  ist  als  Beispiel  einer  Beweglichkeit 
von  fünf  Graden  der  Freiheit  die  des  Radius  bei  feststehendem 
Rumpfe  und  Schultergürtel  anznführen.  Dies  läßt  sich  schon  daraus 
schließen,  daß  der  Radius  infolge  seines  Zusammenhangs  mit  dem 
Humerus  zunächst  die  Beweglichkeit  dieses  Knochens  gegen  den 
Schultergürtel,  also  drei  Grade  der  Freiheit,  besitzt,  und  dann 
außerdem  noch  gegen  den  Humerus  mit  zwei  Graden  der  Freiheit 
bewegt  werden  kann.  Es  addieren  sich  also  beide  Bewegungs- 
freiheiten zu  fünf  Graden  gegenüber  dem  Schultergürtel.  Man  kann 
nun  aber  auch  zeigen,  daß  die  Beweglichkeit  des  Radius  der  oben 
angeführten  Bedingung  entspricht,  daß  ein  Punkt  desselben  auf 
eine  Fläche  gezwungen  ist,  während  der  ganze  Knochen  beliebig, 
d.  h.  also  mit  drei  Graden  der  Freiheit,  um  diesen  Punkt  im 
Raume  herumgedreht  werden  kann.  Der  zwar  dem  Radius  selbst 
nicht  angehörende,  aber  doch  mit  ihm  fest  verbunden  zu  denkende 
Mittelpunkt  des  capitulum  humeri,  welcher  zugleich  den  Mittel- 
punkt des  Humero-Radialgelenks  darstellt,  kann  sich  nach  Fest- 
stellung des  Schultergürtels  nur  auf  einer  Kugelfläche  um  den 
Mittelpunkt  des  Schultergelenks  bewegen.  Der  Radius  selbst  ver- 
mag aber  um  diesen  Punkt  Drehungen  um  jede  beliebige  Axe 
auszuführen;  denn  er  kann  nach  Feststellung  des  Mittelpunktes 
vom  capitulum  humeri  an  irgendeiner  Stelle  seiner  Kugelfläche 
noch  beliebige,  voneinander  unabhängige  Drehungen  um  die  Axe 
der  trochlea  humeri,  um  die  Axe  des  Radio-Ulnargelenks  und 
schließlich  auch  um  die  Längsaxe  des  Humerus  ausführen,  wobei 
im  letzteren  Falle  der  Humerus  die  Drehung  mitmacht,  ohne  doch 
den  Mittelpunkt  des  capitulum  humeri  in  Bewegung  zu  setzen. 
Aus  beliebigen  Drehungen  um  drei  durch  einen  Punkt  hindurch- 
gehende Axen  läßt  sich  aber  jede  Drehung  um  irgendeine  andere 
Axe  durch  diesen  Punkt  zusammensetzen. 

Für  eine  Beweglichkeit  von  fünf  Graden  der  Freiheit  ist  nun 
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nicht  unbedingt  erforderlich,  daß  ein  ganz  bestimmter  Punkt  des 
Körpers  auf  eine  Fläche  gezwungen  ist.  Es  bedeutet  beispielsweise 
schon  einen  Grad  des  Zwanges,  wenn  der  Körper  dauernd  eine 
Fläche  des  Raumes  berühren  muß,  wobei  im  allgemeinen  jeder 
beliebige  Punkt  seiner  Oberfläche  die  Berührung  im  Verlaufe  der 
Bewegung  übernehmen  kann,  sofern  nur  die  Krümmung  des  Kör- 
pers an  der  betreffenden  Stelle  ihn  nicht  daran  hindert.  Wenn 
z.  B.  eine  Kugel  auf  einer  horizontalen  Ebene  aufliegt,  so  kann 
sie  mit  fünf  Graden  der  Freiheit  bewegt  werden,  ohne  die  Ebene 
zu  verlassen;  dabei  ist  in  diesem  speziellen  Falle  allerdings  zu- 
gleich ein  bestimmter  Punkt,  nämlich  der  Mittelpunkt  der  Kugel, 
auf  eine  andere  um  den  Kugelradius  von  der  gegebenen  Ebene 
entfernte  Horizontalebene  gezwungen,  so  daß  man  im  Grunde 
wieder  auf  den  zuerst  behandelten  Fall  zurückkommt.  Hat  da- 
gegen der  Körper  nicht  genaue  Kugelform,  so  findet  sich  kein 
Punkt  an  demselben  vor,  der  nur  innerhalb  einer  Fläche  bewegt 
werden  könnte.  Diesen  allgemeineren  Fall  hat  man  z.  B.  in  den 
beiden  Relativbewegungen  bei  einem  Gelenke,  in  welchem  die  Ge- 
lenkflächen in  ihrer  Form  so  stark  voneinander  abweichen,  daß 
ihre  Berührung  in  jeder  Gelenkstellung  nur  in  einem  Punkte  bzw. 
infolge  der  Deformierbarkeit  des  Gelenkknorpels  in  einem  kleinen 
Ovale  stattfinden  kann.  An  und  für  sich  kann  also  ein  derartiges 
Gelenk  fünf  Grade  der  Freiheit  aufweisen.  Dies  soll  später  im 
sechsten  Abschnitte  unter  a)  noch  ausführlich  erörtert  werden. 
Wenn  sich  im  Organismus  aber  in  der  Regel  selbst  bei  Gelenken 
mit  ganz  inkongruenten  Flächen  im  Leben  nicht  mehr  wie  höch- 
stens drei  Grade  von  Bewegungsfreiheit  verwirklicht  finden,  so  ist 
das  einem  außerdem  vorhandenen  anatomischen  oder  auch  physio- 
logischen Zwange  zuzuschreiben. 

c)  Beweglichkeit  ron  vier  Graden  der  Freiheit. 

Man  kann  auf  sehr  verschiedene  Weise  einem  im  Raume  be- 
weglichen Körper  zwei  Grade  des  Zwanges  auferlegen,  so  daß  ihm 
also  nur  noch  vier  Grade  der  Freiheit  bleiben. 

Da  es  einen  Grad  des  Zwanges  bedeutet,  wenn  ein  Punkt  des 
Körpers  sich  nur  auf  einer  Fläche  bewegen  darf,  so  braucht  man 
zur  Erreichung  von  vier  Graden  der  Freiheit  nur  etwa  zwei  ver- 
schiedene Punkto  des  Körpers  auf  bestimmte  Flächen  zu  zwingen, 
ohne  gleichzeitig  die  freie  Beweglichkeit  aller  anderen  Körper- 
punkte innerhalb  ihres  ihnen  dann  noch  verbleibenden  Exkursions- 
gebietes zu  beeinflussen.  Dabei  ist  es  im  Prinzipe  gleichgültig,  ob 
Fischer,  Medizin.  Physik.  19 
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die  Exkursionsflächen  für  die  beiden  Punkte  verschiedene  Gestalt 
und  Lage  im  Raume  besitzen,  oder  ob  sie  in  eine  Fläche  zu- 
sammenfallen. 

Jede  Fläche  bedingt  eine  Beziehung  zwischen  den  drei  Koor- 
dinaten des  auf  ihr  beweglichen  Punktes.  Aus  diesem  Grunde 
vermindert  sich  die  Anzahl  der  voneinander  unabhängigen  Koordi- 
naten um  zwei,  und  es  bleiben  daher  nur  vier  allgemeine  Koor- 
dinaten für  den  Körper  übrig.  Wie  dieselben  am  zweckmäßigsten 
auszuwählen  sind,  darüber  lassen  sich  keine  allgemein  gültigen 
Vorschriften  angeben;  im  gegebenen  Falle  wird  man  oft  ohne 
große  Mühe  die  vier  allgemeinen  Koordinaten  so  bestimmen  können, 
daß  sie  eine  möglichst  einfache  und  anschauliche  Bedeutung  be- 
sitzen. 

Handelt  es  sich  beispielsweise  um  den  Fall,  daß  zwei  be- 
stimmte Punkte  1\  und  J\  des  Körpers  während  der  Bewegung 
auf  je  einer  horizontalen  Ebene  bleiben  müssen,  deren  Abstand 
natürlich  kleiner  als  der  Abstand  der  beiden  Punkte  sein  muß,  so 
kann  man  zunächst  in  der  ersten  Horizontalebene  zwei  recht- 
winklige Koordinaten  xt , y,  für  den  Punkt  l\  angeben.  Bei  einer 
bestimmten  Lage  dieses  Punktes  kann  dann  die  Verbindungs- 
strecke P\P%  nur  noch  auf  dem  Mantel  eines  Kegels,  bzw.  J\  auf 
einem  in  seiner  Ebene  liegenden  Kreise  verschoben  werden.  Dio 
Lage  von  P*  auf  diesem  Kreiso  läßt  sich  leicht  in  eindeutiger 
Weise  bestimmen,  falls  man  durch  eine  vorgeschriebene  Richtung 
auf  jedem  derartigen  Kreise  einen  Radius  festgelegt  hat.  Man 
braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  den  Winkel  aufzusuchen,  um 
welchen  der  zu  der  Lage  von  Pt  gehörende  Radius  des  Kreises 
gegen  den  festgelegten  Radius  in  einem  ebenfalls  vorgeschriebenen 
Drehungssinne  geneigt  ist  Nachdem  auf  diese  Weise  die  beiden 
Punkte  Pi  und  Ps  durch  die  drei  voneinander  unabhängigen  und 
daher  allgemeinen  Koordinaten  a-,,  y,  und  tt  in  ihrer  Lage  be- 
stimmt sind,  ist  nur  noch  eine  Angabe  erforderlich.  Der  Körper 
vermag  sich  um  die  Verbindungsgerade  PtP » als  Axe  nur  mit 
einem  Grade  der  Freiheit  zu  drehen;  es  genügt  daher  als  vierte 
und  letzte  allgemeine  Koordinate  ein  weiterer  Winkel  p,  welcher 
die  Drehungsstellung  des  Körpers  um  diese  Axe  bestimmt.  Fallen 
die  beiden  Ebenen  für  die  Punkte  P,  und  72  in  eine  zusammen, 
so  ist  das  Ergebnis  der  vorstehenden  Betrachtungen  ohne  weiteres 
auf  diesen  Fall  anwendbar. 

Zunächst  wurde  angenommen,  daß  zwei  bestimmte  Punkte 
eines  Körpers  auf  gegebene  Flächen  bei  der  Bewegung  des  Körpers 
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gezwungen  sind.  Die  Beschränkung  der  Bewegungsfreiheit  bleibt 
aber  im  Grunde  die  gleiche,  wenn  nur  verlangt  wird,  daß  der 
Körper  bei  seinen  Bewegungen  zwei  gegebene  Flächen  in  je  einem 
Funkte  berührt,  wobei  diese  Berührungspunkte  ihre  Lage  am 
Körper  fortwährend  ändern  können.  Zwei  durch  eine  gemeinsame 
Axe  fest  miteinander  verbundene  Räder,  welchen  auf  einer  Fläche 
alle  möglichen  Bewegungen  gestattet  sind,  stellen  ein  hierher  ge- 
hörendes Beispiel  eines  Körpers  mit  vier  Graden  von  Bewegungs- 
freiheit dar. 

Am  menschlichen  Körper  würden  die  Bewegungen  des  Femurs 
gegen  die  Tibia  im  Kniegelenke  infolge  der  Berührung  beider  Ge- 
lenkflächen an  zwei  gesonderten  Funkten  bzw.  kleinen  Ovalen 
nach  den  vorstehenden  Auseinandersetzungen  mit  vier  Graden  der 
Freiheit  vor  sich  gehen  können,  wenn  nicht  durch  die  beidon 
Seitenbänder  und  die  beiden  Kreuzbänder  ein  weiterer  Zwang  ver- 
ursacht würde,  welcher  die  Beweglichkeit  des  Kniegelenks  auf 
zwei  Grade  der  Freiheit  herabdrückt. 

Anstatt  zwei  bestimmte  Punkte  des  Körpers  auf  Flächen  zu 
zwingen,  kann  man  zur  Erzeugung  von  zwei  Graden  des  Zwanges 
auch  fordern,  daß  ein  Punkt  gleichzeitig  auf  zwei  verschiedenen 
Flächen  bleibt.  Da  zwei  Flächen  des  Raumes  sich  im  allgemeinen 
in  einer  Kurve  durchschneiden,  so  ist  also  durch  diese  Bedingung 
der  Punkt  auf  eine  bestimmte  Kurve  im  Raume  gezwungen. 

Als  Beispiel  für  diesen  Fall  der  Erzeugung  von  vier  Graden 
der  Freiheit  kann  am  menschlichen  Körper  die  Bewegung  des 
Radius  gegenüber  dem  als  ruhend  gedachten  Schultergürtel  gelten, 
wenn  man  im  Schultergelenke  nur  Bewegungen  von  zwei  Graden 
der  Freiheit,  nämlich  entweder  nur  Drehungen  um  die  Schulteraxo 
und  um  die  Längsaxe  de3  Oberarms,  oder  nur  Abduktion  bzw. 
Adduktion  und  Drehung  um  die  Längsaxe  des  Oberarms  zuläßt. 
In  beiden  Fällen  ist  der  Mittelpunkt  des  Capitulum  humeri  auf 
eine  Kurve  gezwungen , während  der  Radius  nach  früheren  Aus- 
einandersetzungen (vgl.  S.  288)  sich  dann  noch  beliebig,  d.  h.  also 
mit  drei  Graden  der  Freiheit  um  diesen  Punkt  hcrumdrehen  kann. 
Annähernd  hat  man  auch  bei  den  Bewegungen  der  ganzen  Hand 
bei  festgestelltem  Oberarmknochen  Verhältnisse,  welche  den  zuletzt 
betrachteten  Fall  erläutern.  Denn  gegen  den  Oberarm  kann  sich 
der  ungefähr  mit  dem  Mittelpunkte  des  Köpfchens  vom  os  capi- 
tatum  zusammenfallende  Mittelpunkt  des  Handgelenks  nahezu 
nur  auf  einer  Kurve  bewegen,  während  die  Hand  um  diesen 
Punkt  zum  Teile  unter  Inanspruchnahme  des  Radio-Uluargelenks 
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mit  drei  Graden  der  Freiheit  herurogedreht  werden  kann.  Aller- 
dings gilt  dies,  wie  oben  angedeutet  wurde,  nur  annähernd,  weil 
die  Axe  des  Radio-Ulnargelenks  etwas  an  dem  Handgelenkmittel- 
punkte seitlich  vorüberzieht,  und  demnach  dieser  Gelenkmittelpunkt 
nicht  genau  auf  eine  Kurve,  sondern  auf  einen  schmalen  Flächen- 
streifen gezwungen  ist. 

d)  Beweglichkeit  von  weniger  nls  vier  Graden  der  Freiheit. 

Ein  Körper  besitzt  u.  a.  nur  drei  Grade  von  Bewegungs- 
freiheit, wenn  entweder  drei  Punkte  desselben  auf  bestimmteFlächen 
des  Raumes  gezwungen  sind,  oder  ein  Punkt  auf  einer  Fläche  und 
zugleich  ein  zweiter  Punkt  auf  zwei  verschiedene  Flächen,  d.  h. 
also  auf  einer  Kurve  bleiben  muß,  oder  wenn  ein  einziger  Punkt 
zugleich  an  drei  verschiedene  Flächen,  d.  h.  also  dauernd  an  einen 
bestimmten  Ort  des  Raumes  gebunden  ist.  Dies  ist  wieder  eine 
unmittelbare  Folge  davon,  daß  die  Verweisung  eines  Punktes  auf 
eine  Fläche  für  den  Körper  immer  einen  Grad  des  Zwanges 
einführt. 

Schließlich  bedeutet  es  auch  drei  Grade  des  Zwanges,  wenn 
der  Körper  sieh  nur  so  bewegen  darf,  daß  er  dabei  drei  bestimmte 
Flächen  des  Raumes  berührt;  es  bleiben  ihm  also  auch  in  diesem 
Falle  nur  drei  Grade  der  Freiheit  übrig.  Von  den  drei  Flächen 
können  zwei  oder  auch  alle  drei  in  eine  einzige  zusammenfallen. 
Decken  sich  nur  zwei  Flächen,  so  muß  der  Körper  diese  an  zwei 
Stellen,  und  die  noch  vorhandene  Fläche  außerdem  an  einer  Stelle 
berühren;  werden  dagegen  alle  drei  Flächen  durch  eine  einzige 
ersetzt,  so  muß  der  Körper  diese  an  drei  verschiedenen  Stellen 
berühren,  um  eine  Beweglichkeit  von  nur  drei  Graden  der  Freiheit 
aufzuweisen.  Die  Berührung  einer  Fläche  an  zwei  oder  drei  ver- 
schiedenen Stellen  ist  jedoch  nicht  bei  jeder  beliebigen  Gestalt  des 
Körpers  und  der  Fläche  möglich.  Ein  Körper  mit  überall  nach 
außen  konvex  gekrümmter  Oberfläche,  wie  eine  Kugel  oder  ein 
Ei,  kann  beispielsweise  eine  ebene  Fläche  oder  auch  eine  überall 
konvexe  Fläche  immer  nur  in  einem  Punkte  berühren.  Dies  ist 
z.  B.  auch  noch  bei  einer  Hohlkugelfläche  der  Fall,  wenn  deren 
Radius  größer  wie  der  Radius  der  Kugel  bzw.  der  größte  Krüm- 
mungsradius des  konvexen  Körpers  ist  Dagegen  vermag  ein  Ei 
eine  konkave  Kugelfläche  von  mittlerer  Krümmung  unter  Um- 
ständen an  zwei  Stellen  zu  berühren;  und  ein  kleineres  Ei  kann 
im  Innern  eines  größeren  Eies  das  letztere  bei  geeigneter  Ge- 
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stalt  beider  unter  Umständen  an  drei  verschiedenen  Stellen  be- 
rühren. 

Bei  vielen  Gelenken  des  menschlichen  oder  tierischen  Körpers 
findet  im  Leben  nicht  nur  Berührung  an  drei  verschiedenen  Stellen, 
sondern  an  sämtlichen  Punkten  eines  verhältnismäßig  ausgedehn- 
ten Teiles  der  beiden  Gelenkflächen  statt.  Abgesehen  davon,  daß 
dies  nur  bei  ganz  bestimmten  kongruenten  Formen  der  Gelenk- 
flächen überhaupt  möglich  ist  (vgl.  hierzu  den  Abschnitt  IV  fid), 
kann  ein  derartiger  Fall  ausgedehnten  Flächenkontaktes  auf  den 
Fall  der  Berührung  beider  Körperteile  an  drei  verschiedenen  Stellen 
zurückgeführt  werden.  Da  mit  der  Festlegung  dreier  Punkte  eines 
Körpers  der  letztere  selbst  im  Raume  vollkommen  festgestellt  ist, 
so  muß  in  diesem  Falle  die  Berührung  der  beiden  Gelenkflächen 
schon  in  allen  Punkten  der  Kontaktflächen  stattfinden,  sobald  die- 
selbe an  drei  verschiedenen  Punkten  hergestellt  ist.  Wenn  auch 
am  anatomischen  Präparate  die  beiden  Gelenkflächen  in  der  Regel 
noch  nicht  genau  kongruent  sind,  so  werden  sie  doch  im  Leben 
infolge  der  Deformierbarkeit  des  Gelenkknorpels  unter  dem  stets 
vorhandenen  Gelenkdrucke  zur  Kongruenz  gebracht. 

Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  ergibt  sich  nun  das 
Resultat,  daß  in  Gelenken  höchstens  drei  Grade  von  Bewegungs- 
freiheit vorhanden  sein  können,  sofern  die  beiden  Gelenkflächen 
in  jeder  Gelenkstellung  in  ausgedehntem  Kontakte  bleiben  sollen. 
Bei  Gelenken,  welche  nur  Berührung  der  beiden  Gelenkflächen  in 
einem  einzigen  Punkte  bzw.  (infolge  der  Deformierbarkeit  des 
Knorpelüberzuges  der  Gelenkenden)  in  einem  kleinen  Ovale  auf- 
weisen, wären  dagegen  sehr  wohl  Bewegungen  bis  zu  fünf  Graden 
der  Freiheit  möglich.  Wenn  auch  in  solchen  Gelenken  die  Be- 
weglichkeit in  der  Regel  nicht  über  drei  Grade  der  Freiheit  hin- 
ausgeht, so  ist  es  daher  einem  besonderen  anatomischen,  z.  B. 
durch  Gelenkbänder  hervorgerufenen,  oder  auch  einem  physiologi- 
schen Zwange  zuzuschreiben. 

Die  angeführten  Fälle  erschöpfen  nun  keineswegs  alle  Mög- 
lichkeiten der  Erzeugung  von  drei  Graden  der  Freiheit  für  einen 
starren  Körper.  So  hätte  beispielsweise  auch  dann  ein  Körper 
nur  drei  Grade  von  Bewegungsfreiheit,  wenn  zwar  jeder  seiner 
Punkte  sich  ungehindert  im  Raume  bewegen  könnte,  der  ganze 
Körper  aber  festgestellt  wäre,  sobald  man  nur  einen  Punkt  an 
einer  bestimmten  Stelle  des  Raumes  festhält  usf. 

Damit  ein  Körper  nur  zwei  Grade  derFreiheit  besitzen  soll, 
müssen  vier  Grade  des  Zwanges  für  seine  Bewegung  vorhanden 
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sein.  Außer  den  schon  früher  angeführten  Beispielen  kann  man 
dies  unter  anderem  dadurch  erreichen,  daß  man  entweder  zwei 
Punkte  des  Körpers  auf  je  eine  bestimmte  Kurve,  oder  auch  zwei 
Punkte  auf  ein  und  dieselbe  Kurve  des  Raumes  zwingt.  Die 
Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  kann  sich  dann  in  der  Regel 
nur  mit  einem  Grade  der  Freiheit  bewegen,  während  dem  Körper 
selbst  außerdem  noch  die  Drehung  um  diese  Verbindungslinie  als 
Axe,  d.  h.  also  noch  ein  weiterer  Grad  von  Freiheit  übrig  bleibt. 
Insbesondere  kann  die  eine  Kurve  in  einem  Punkte  zusammen- 
schrumpfen,  so  daß  dem  Körper  nur  sphärische  Bewegung  möglich 
ist;  dann  muß  die  andere  Kurve  wenigstens  auf  einer  Kugelfläche 
um  den  festen  Punkt  liegen,  sofern  sie  nicht  einen  Kreis  um  diesen 
Punkt  darstellt.  Bei  festgehaltenem  Humerus  ist  z.  B.  der  Mittel- 
punkt des  Capitulum  humeri  festgestellt,  während  der  Mittelpunkt 
des  Capitulum  ulnae  sich  annähernd  nur  auf  einem  Kreise  be- 
wegen kann.  Beide  Punkte  können  als  Punkte  des  Radius  bzw. 
als  mit  dem  Radius  festverbundeno  Punkte  aufgefaßt  werden ; 
der  Radius  selbst  vermag  sich  aber  um  die  Verbindungslinie  der- 
selben, welche  ja  nichts  anderes  als  die  Axe  des  Radioulnargelenkes 
darstellt,  herumzudrehen,  wodurch  seine  Beweglichkeit  von  zwei 
Graden  der  Freiheit  gegen  den  Humerus  zustande  kommt  Ähn- 
liche Verhältnisse  hat  man  bei  der  Beweglichkeit  der  Tibia  gegen 
das  Femur  im  Kniegelenke. 

Wie  früher  schon  an  der  Beweglichkeit  des  Humerus  gegen 
den  Radius,  der  Finger  gegen  die  Mittelhand,  des  Auges  in  der 
Augenhöhle  ausführlich  auseinaudergesetzt  worden  ist,  können  die 
zwei  Grade  der  Freiheit  auch  dadurch  zustande  kommen,  daß  ein 
Punkt  des  Körpers  festliegt,  während  ein  zweiter  (und  ebenso  jeder 
andere  Punkt)  dagegen  auf  eine  Kugelfläche  gezwungen  ist.  Dann 
muß  aber  auch  der  ganze  Körper  festgestellt  sein,  sobald  man  den 
letzteren  Punkt  an  einer  Stelle  seiner  Kugelfläche  festhält 

Die  Bewegungen  eines  Körpers  von  nur  einem  Grade  der  Frei- 
heit, den  man  nach  dem  früheren  in  diesem  Falle  als  zwangläufig 
bezeichnet,  sind  dadurch  charakterisiert,  daß  alle  Punkte  desselben 
auf  Kurven  gezwungen  sind.  Da  mit  dem  Orte  dreier  Punkte  die 
Lage  eines  Körpers  im  Raume  bestimmt  ist,  so  kann  man  also 
fünf  Grade  des  Zwanges  u.  a.  dadurch  einführen,  daß  man  drei 
Punkten  des  Körpers  die  Bewegungsbahnen  vorschreibt.  Diese 
drei  Kurven  sind  aber  nicht  ganz  unabhängig  voneinander.  So- 
bald man  die  Kurven  für  zwei  Punkte  in  geeignetem  Abstande 
bestimmt  hat,  darf  man  die  dritte  nicht  mehr  beliebig  wählen, 
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sondern  man  kann  höchstens  eine  Fläche  angeben,  auf  der  diese 
dritte  Kurve  liegen  nniB.  Ist  ein  Punkt  des  Körpers  fest,  wie  es 
der  sphärischen  Bewegung  entspricht,  so  kann  man  auf  den  zu 
zwei  anderen  Punkten  gehörenden  Exkursionskugelflächen  dann 
innerhalb  gewisser,  durch  den  Abstand  dieser  Punkte  bestimmter 
Grenzen,  die  Bahnkurven  derselben  beliebig  annehmen,  um  einen 
Grad  von  Bewegungsfreiheit  zu  erzielen.  Sind  dagegen  zwei 
Punkte  festgelegt,  so  ist  dadurch  schon  Zwangläufigkeit  des  Körpers 
hervorgebracht,  da  er  sich  dann  nur  noch  um  die  Verbindungslinie 
der  beiden  Punkte  als  Axe  drehen  kann.  Die  Bahnkurve  für 
jeden  weiteren  Punkt  ist  damit  schon  gegeben,  und  zwar  als 
Kreis  um  den  Fußpunkt  des  Lotes  von  dem  betreffenden  Punkte 
auf  die  Axe. 

6.  Über  die  Bewegung  innerhalb  eines  Gelenkes. 

In  Gelenken  mit  kongruenten  Gelenkflächen  findet  ausge- 
dehnter Flächenkontakt  statt,  und  es  können  daher  bei  der  Ge- 
lenkbewegung nur  die  beiden  Gelenkflächen  aufeinander  schleifen 
oder  gleiten. 

Wenn  dagegen  in  einem  organischen  Gelenke  die  Gelenkflächen 
in  ihrer  Form  so  voneinander  verschieden  sind,  daß  sie  trotz  ihrer 
Deformierbarkeit  unter  dem  im  Leben  vorhandenen  Gelenkdrucke 
doch  nicht  zur  Kongruenz  gebracht  werden  können,  so  ist  der 
Kontakt  in  jeder  Gelenkstellung  im  allgemeinen  entweder  nur  auf 
eine  einzige  oder  auf  einige  voneinander  getrennte  Stellen  be- 
schränkt Dann  ergeben  sich  aber  sehr  verschiedene  Möglichkeiten 
für  die  Bewegung  der  beiden  Gelenkflächen  gegeneinander.  Würde 
es  sich  um  starre  Gelenkflächen  handeln,  so  fände  die  Berührung 
nur  in  einem  oder  in  einigen  diskreten  Punkten  statt;  infolge  der 
Deformierbarkeit  des  Gelenkknorpels  wird  dieselbe  aber  auf  kleine 
ovale  Flächenstücke  erweitert,  was  jedoch  auf  die  Art  der  Gelenk- 
bewegung in  der  Regel  von  keinem  nennenswerten  Einfluß  ist 
Es  kann  daher  für  die  Untersuchung  der  in  derartigen  Gelenken 
möglichen  Gelenkbewegungen  zunächst  angenommen  werden,  daß 
sich  der  Kontakt  in  der  Tat  nur  auf  Punkte  beschränkt.  Zu- 
nächst möge  angenommen  werden,  daß  die  Berührung  überhaupt 
nur  in  einem  einzigen  Punkte  stattfindet;  dann  läßt  sich  unschwer 
erkennen,  wie  die  Verhältnisse  der  Gelenkbewegung  sich  ändern, 
sobald  noch  an  anderen  Punkten  die  Flächen  zur  Berührung  ge- 
langen. 
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u)  Allgemeine  Betrachtungen  Uber  die  verschiedenen  Arten  der  Gelenk- 
bewegung  bei  nur  punktförmiger  Berttlirung  der  beiden  Gelenkflächen. 

Bei  Berührung  der  Gelenkflächen  in  nur  einem  Punkte  sind 
drei  verschiedene  Arten  von  Gelenkbewegungen  möglich,  die  man 
als  Gleiten,  Rollen  und  Kreiseln  voneinander  unterscheidet 
Biese  drei  Grundbewegungen  können  sowohl  jede  für  sich  als 
auch  in  beliebiger  Kombination  ausgeführt  werden. 

Fig.  109  veranschaulicht  zwei  sich  nur  in  einem  Punkte  be- 
rührende Körperteile.  Der  Berührungspunkt  möge  in  dem  ersten 

(oberen)  Körperteile  einen  Punkt 
.4,  und  in  dem  zweiten  (unteren) 
Körperteile  einen  Punkt  A‘  dar- 
stellen. Außer  diesen  Punkten 
fallen  dann  auch  noch  die  zuge- 
hörigen Tangentialebenen  beider 
Gelenkflächen  zusammen.  Die  ge- 
meinsame Tangentialebene  findet 
sich  in  der  Figur  ebenfalls  ange- 
deutet. 

Nach  den  früheren  Erörter- 
ungen über  die  Bewegungen  in 
Zylindergelenken  im  Abschnitte 
113  b unterliegt  es  keinem  Zweifel, 
daß  die  Bewegung  des  Gleitens 
daran  zu  erkennen  ist,  daß  die 
eine  Gelenkfläche  im  Verlaufe  der 
Bewegung  immer  mit  ein  und 
demselben  Punkte  die  andere  Ge- 
lenkfläche berührt,  während  auf 
der  letzteren  der  Berührungspunkt  auf  einer  bestimmten  Kurve 
fortwandert.  Es  behält  also  beim  Gleiten  aus  der  durch  Fig.  105) 
dargestellten  Gelenkstellung  entweder  der  Punkt  .4  auf  der  ersten, 
oder  der  Punkt  ,4'  auf  der  zweiten  Gelenkfläche  die  Rolle  des 
Berührungspunktes  bei  und  hinterläßt  auf  der  anderen  Fläche  eine 
bestimmte  Spur.  Infolgedessen  entfernen  sich  während  des  Glei- 
tens die  in  jedem  Momente  in  Berührung  befindlichen  Punkte 
beider  Gelenkflächen  immer  mit  bestimmter  Geschwindigkeit  von- 
einander, und  zwar  in  einer  Richtung,  welche  der  gemeinsamen 
Tangentialebene  angehört  und  gleichzeitig  mit  der  Richtung  der 
Tangente  an  die  auf  der  einen  Gelenkfläche  erzeugte  Bewegungs- 
spur übereinstimmt.  Da  in  einer  Ebene  von  einem  Punkte  der- 


Fig.  100 
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selben  aus  oo1  verschiedene  Richtungen  gezogen  werden  können, 
so  kann  das  Gleiten  nicht  nur  mit  einem,  sondern  mit  zwei 
Graden  der  Freiheit  ausgeführt  werden.  Wäre  dagegen,  wie  bei 
der  ebenen  Bewegung  in  Zylindergelenken,  die  Richtung  des  Glei- 
tens vorgeschrieben,  so  würde  es  sich  dabei  um  Zwangsbewegung, 
d.  h.  also  um  Gelenkbewegung  von  nur  einem  Grade  der  Freiheit 
handeln. 

Da  man  für  die  Untersuchung  der  Relativbewegung  des 
einen  Körperteils  gegen  den  anderen  den  letzteren  als  ruhend  auf- 
zufassen pflegt,  so  hat  man  auch  im  vorliegenden  Falle  zwei 
Arten  von  Gleiten  zu  unterscheiden.  Je  nachdem  bei  einer  be- 
stimmten Relativbewegung  der  unveränderliche  Berührungspunkt 
dem  beweglich  oder  dem  ruhend  gedachten  Körperteile  angehört, 
soll  auch  hier  wieder  das  Gleiten  des  beweglichen  Körperteils  auf 
dem  ruhenden  als  Gleiten  erster  oder  zweiter  Art  bezeichnet 
sein.  — 

Eine  unendlich  kleine  Gleitbewegung  kann  auch  hier  wieder, 
wie  bei  der  ebenen  Bewegung  von  Zylinderfläehen,  die  sich  in 
jedem  Momente  in  einer  Erzeugenden  berühren  sollen  (vgl.  S.  145 ff.), 
wenigstens  zum  Teil  als  Drehung  um  eine  instantane  Axe  durch 
den  Krümmungsmittelpunkt  einer  Spur  aufgefaßt  werden.  Diese 
instantane  Drehungsaxe  geht  entweder  durch  den  Krümmungs- 
mittelpunkt der  ruhenden,  oder  durch  den  der  beweglichen  Spur 
hindurch,  je  nachdem  es  sich  um  Gleiten  der  ersten  oder  der 
zweiten  Art  handelt;  sie  steht  dabei  in  jedem  Falle  auf  der  Ebene 
des  Krümmungskreises  des  Berührungspunktes,  die  man  auch  als 
die  Krümmungs-  oder  Oskulationsebene  der  betreffenden  Spur  in 
ihrem  Berührungspunkte  bezeichnet,  senkrecht  und  ist  demnach 
auch  gegen  die  dieser  Ebene  angehörende  gemeinsame  Spur- 
tangente senkrecht  gerichtet.  Diese  Gerade,  welche  sich  auch  als 
Schnitt  zweier  benachbarter  Normalebenen  der  Spur  auffassen 
läßt,  bezeichnet  man  als  die  zu  dom  Berührungspunkte  gehörende 
„Krümmungsaxe  der  Spur“.  Durch  eine  unendlich  kleine  Drehung 
um  die  Krüminungsaxe  ist  nun  aber  in  der  Regel  eine  elementare 
Gleitbewegung  noch  nicht  vollkommen  dargestellt;  denn  bei  be- 
liebig gestalteten  Flächen  werden  durch  diese  Drehung  im  allge- 
meinen weder  die  Tangentialebenen  noch  die  Tangenten  an  die 
Spuren  im  neuen  Berührungspunkte  schon  zur  Deckung  gebracht 
sein.  Um  dies  zu  erreichen,  ist  dann  noch  eine  Bewegung  des 
sog.  Seitwärtsneigens  (siehe  unten)  und  eine  solche  des  Kreiseins 
erforderlich,  wie  aus  dein  folgenden  verständlich  wird. 
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Die  Bewegungen  des  Rollens  und  des  Kreiseins  sind  da- 
durch charakterisiert,  daß  sie  sich  als  stetige  Folge  von  unendlich 
kleinen  Drehungen  um  instantane  Axen  durch  den  augenblick- 
lichen Berührungspunkt  auffassen  lassen.  Der  Punkt  A kommt 
dabei  nur  mit  einem  einzigen  Punkte  A'  in  Berührung,  und  beide 
erfahren  im  Gegensätze  zu  der  Gleitbewegung  in  der  gemeinsamen 
Tangentialebene  keine  Geschwindigkeit  gegeneinander;  sie  bleiben 
entweder  während  der  weiteren  Bewegung  überhaupt  zusammen, 
oder  sie  entfernen  sich  nur  in  einer  zu  der  gemeinsamen  Tangen- 
tialebene senkrechten  Richtung  voneinander.  Das  erstere  ist  der 
Fall  beim  Kreiseln,  das  letztere  beim  Rollen.  Diese  beiden  Be- 
wegungen unterscheiden  sich  nämlich  nur  durch  die  Lage  bzw. 
Richtung  der  durch  den  Berührungspunkt  gehenden  instantanen 
Drehungsaxe.  Steht  die  letztere  auf  der  Tangentialebene  senk- 
recht, fällt  also  dauernd  mit  der  beiden  Gelenkflächen  gemein- 
samen Normalen  im  Berührungspunkte  (ZAZ  in  Fig.  109)  zu- 
sammen, so  handelt  es  sich  um  die  Bewegung  des  Kreiseins.  Es 
ist  ohne  weiteres  zu  ersehen,  daß  in  jeder  Gelenkstellung  das 
Kreiseln  nur  mit  einem  Grade  der  Freiheit  ausgeführt  werden 
kann.  Liegt  dagegen  die  instantane  Drehungsaxe  durch  den  Be- 
rührungspunkt im  ganzen  Verlaufe  der  Gelenkbewegung  immer  in 
der  Tangentialebene  selbst,  steht  also  auf  der  Normalen  senkrecht, 
wobei  jedoch  ihre  augenblickliche  Richtung  innerhalb  der  Tangen- 
tialebene ganz  beliebig  sein  kann,  so  handelt  es  sich  um  die  Be- 
wegung des  Rollens.  Da  innerhalb  der  Tangentialebene  oc1  in- 
stantane Drehungsaxen  durch  den  Berührungspunkt  möglich  sind, 
so  kann  das  Rollen  mit  zwei  Graden  der  Freiheit  ausgeführt 
werden. 

Während  sich  beim  Kreiseln  die  beiden  Gelenkflächen  dauernd 
nur  mit  denselben  beiden  Punkten  A und  A‘  berühren,  geht  beim 
Rollen  die  Berührung  fortwährend  auf  andere  Punktpaare  if,  B‘; 
(’,  C‘  usw.  auf  den  beiden  Gelenkflächen  über.  Der  Berührungs- 
punkt beschreibt  während  des  Rollens  auf  jeder  der  beiden  Ge- 
lenkflächen eine  bestimmte  Kurve,  er  hinterläßt  auf  jeder  eine 
bestimmte  Spur  in  der  Weise,  daß  der  spätere  Berührungspunkt 
B bzw.  C vom  Punkte  A längs  der  Spur  auf  der  ersten  Gelenk- 
fläche die  gleiche  Entfernung  besitzt,  wie  der  zugehörige  Punkt 
B'  bzw.  C‘  vom  Punkte  A‘  längs  der  Spur  auf  der  zweiten  Ge- 
lenkfläche. Die  eine  Spur  wickelt  sich  also  während  der  Rollbe- 
wegung auf  der  anderen  ab. 

Wenn  die  beim  Rollen  in  der  Tangentialebene  liegende  in- 
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stantane  Drehungsaxe  auf  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der 
beiden  Spuren  (AX  in  Fig.  109)  senkrecht  steht,  so  nennt  man 
die  Bewegung  ein  „direktes  Rollen“.  Diese  auf  der  gemein- 
schaftlichen Spurtangente  xLY  senkrecht  stehende  Gerade  .11'  inner- 
halb der  Tangentialebene  möge  die  „Querlinie“  oder  „Queraxe“ 
der  beiden  Spuren  genannt  sein. 

Fällt  die  instanlane  Drehimgsaxe  nicht  in  jedem  Momente 
mit  den  Querlinien  an  die  beiden  Spuren  zusammen,  indem  sie 
mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  letzteren  einen  spitzen 
oder  stumpfen  Winkel  bildet,  so  kann  man  die  Rollbewegung  in 
jeder  Gelenkstellung  zerlegen  in  ein  direktes  Rollen  (Drehung  um 
AY  in  Fig.  109)  und  eine  Drehung  um  die  Tangente  -LY  selbst. 
Diese  letztere  Bewegungskomponente  bezeichnet  man  zweckmäßig 
als  „Seitwärtsneigen“  des  einen  Körperteils  gegen  den  an- 
deren; zuweilen  verwendet  man  für  sie  auch  den  Namen 
„Wanken“. 

Da  das  Gleiten  mit  zwei,  das  Kreiseln  mit  einem,  und  das 
Rollen  mit  zwei  Graden  der  Freiheit  ausgeführt  werden  kann,  so 
bestätigt  sich  auch  hier  wieder  das  schon  früher  (vgl.  S.  289)  ab- 
geleitete Resultat,  daß  zwei  Körper  von  beliebigen  Oberflächen, 
welche  sich  bei  der  Bewegung  stets  in  einem  Funkte  berühren 
sollen,  in  ihren  Relativbewegungen  fünf  Grade  der  Freiheit  auf- 
weisen. 

Die  drei  Grundbewegungsarten  können  nun  in  einem  der- 
artigen Gelenk  beliebig  miteinander  kombiniert  erscheinen. 

So  kann  das  Rollen  mit  dem  Kreiseln  in  bestimmter  Weise 
verbunden  sein.  Dann  geht  die  instantane  Drehungsaxe  zwar 
auch  noch  durch  den  Berührungspunkt;  sie  liegt  aber  nicht  mehr 
in  der  gemeinsamen  Tangentialebene,  sondern  bildet  mit  der  Nor- 
malen AZ  des  Berührungspunktes  einen  von  90°  verschiedenen 
Winkel,  der  um  so  mehr  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  von 
einem  Rechten  abweicht,  je  größer  der  Anteil  des  Kreiseins  an 
der  Drehbewegung  ausfällt  Ist  « der  Winkel  zwischen  der  Nor- 
malen und  der  instantanen  Drehungsaxe  (Al)  in  Fig.  109),  und 
bedeutet  o>  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  letztere,  so  sind 
o/cosa  und  toxi n a die  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  des  Krei- 
seins und  des  Rollens.  Ist  die  durch  die  instantane  Drehungsaxe 
gehende  Normalebene  bzw.  deren  Schnitt  AE  mit  der  Tangential- 
ebene gegen  die  gemeinsame  Spurentangente  AX  um  den  Winkel  ß 
vgl.  Fig.  109)  geneigt,  so  erhält  man  weiterhin  für  die  Winkel- 
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Geschwindigkeiten  des  direkten  Rollens  und  des  Seitwärtsneigens 
bzw.  die  Werte  <osiu  a sin  ß und  otsina  cos  ß. 

Wie  das  Rollen  mit  dem  Kreiseln,  so  kann  auch  jede  dieser 
beiden  Bewegungsarten  mit  dem  Gleiten  verbunden  sein.  Schließ- 
lich kann  auch  eine  Gelenkbewegung  aus  allen  drei  Grand- 
bewegungen zusammengesetzt  erscheinen.  Es  ist  ohne  weiteres 
klar,  daß  die  instantane  Drehungsaxe  in  jedem  Momente  nicht 
mehr  durch  den  Berührungspunkt  der  beiden  Gelenkflächen  hin- 
durchgehen kann,  sobald  das  Gleiten  einen  Anteil  an  der  Be- 
wegung nimmt;  ferner  wird  es  sich  in  diesem  Falle  im  allgemeinen 
auch  nicht  mehr  um  Elementardrehungen,  sondern  um  eine  stetige 
Folge  von  Elementarschraubenbewegungen  handeln.  Kennt  man 
die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Rollens,  Kreiseins  und  Gleitens, 
welche  die  Gelenkbewegung  zusammensetzen,  so  kann  man  nach 
der  unter  IV  3 dargelegten  Methode  in  jedem  Falle  sowohl  die 
Richtung  der  Schraubenaxe  wie  auch  die  Größe  des  Schrauben- 
parameters finden. 

b)  Untersuchung  bestimmter  Gelenkbewegungen. 

Um  einen  genauen  Einblick  in  die  Art  und  den  Verlauf  einer 
bestimmten  Gelenkbewegung  bei  punktförmiger  Berührung  der 
beiden  Gelenkflächon  gewinnen  zu  können,  ist  nötig,  daß  man 
zunächst  die  beiden  Spuren  auf  den  Gelenkflächen  in  ihrer  punkt- 
weisen Zuordnung  kennt  und  außerdem  weiß,  wie  die  Tangential- 
ebene an  die  Gelenkfläche  in  jedem  Punkte  einer  Spur  gerichtet 
ist.  Im  übrigen  braucht  man  von  der  Gestalt  der  Gelenkflächen 
außerhalb  der  Spuren  keine  weitere  Kenntnis  zu  haben. 

Von  dem  Ablaufe  der  Gelenkbewegung  kann  man  sich  dann 
auf  folgende  Weise  Rechenschaft  geben. 

Der  Körperteil,  welcher  sich  in  Fig.  109  auf  S.  296  unten  be- 
findet, sei  ruhend  gedacht,  so  daß  es  sich  also  um  die  Relativ- 
bewegung des  oberen  Körperteils  handelt  Man  hat  sich  dann 
den  letzteren  zunächst  so  mit  seiner  Gelenkfläche  auf  die  Gelenk- 
fläche des  ruhenden  Körperteils  aufgesetzt  zu  denken,  daß  der 
Anfangspunkt  .1  seiner  Spur  mit  dem  entsprechenden  Punkte  A' 
der  Spur  des  anderen  zusammenfällt,  und  außerdem  sowohl  die 
zu  diesen  Punkten  gehörenden  Tangentialebenen  an  die  Gelenk- 
flächen, als  auch  die  Tangenten  an  die  Spuren  sich  decken.  Von 
dieser  bestimmten  Gelenkstellung  aus  gelangt  man  dann  durch 
folgende  Elementarbewegungen  zu  einer  Nachbarstellung. 

Man  denkt  sich  zunächst  den  beweglichen  Körperteil  etwas 
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(genau  genommen  unendlich  wenig)  um  die  gemeinsame  Querlinie 
der  Spuren  im  Berührungspunkte,  d.  h.  also  um  die  Gerade  der 
Tangentialebene  gedreht,  welche  im  Punkte  -4  auf  der  gemein- 
schaftlichen Tangente  beider  Spuren  senkrecht  steht.  Durch  diese 
direkte  unendlich  kleine  Rollung  wird  der  Punkt  *4  abgelöst,  und 
sein  Nachbarpunkt  B auf  der  beweglichen  Spur  übernimmt  die 
Rolle  des  Berührungspunktes.  Der  letztere  ist  aber  nur  dann  schon 
mit  dem  ihm  zugeordneten  Punkte  B‘  der  ruhenden  Spur  zur 
Deckung  gebracht,  wenn  bei  der  betreffenden  Gelenkbewegung 
kein  Gleiten  stattfindet.  Anderenfalls  trifft  der  Punkt  B zunächst 
mit  einem  Punkte  B"  der  ruhenden  Spur  zusammen,  welcher 
von  B‘  noch  um  eine  kleine  (genau  genommen  unendlich  kleine) 
Strecke  entfernt  ist. 

Wenn  die  beiden  Spuren  doppelt  gekrümmte  Kurven  sind,  so 
wird  nun  im  allgemeinen  durch  das  direkte  Rollen  noch  nicht  die 
Tangentialebene  des  neuen  Berührungspunktes  B der  oberen  Fläche 
mit  der  Tangentialebene  im  Punkte  B‘‘  der  unteren  Fläche  zu- 
sammenfallen. Dies  kann  erst  erreicht  werden  durch  eine  unend- 
lich kleine  Drehung  des  ersten  Körperteils  um  die  Tangente  der 
beweglichen  Spur,  d.  h.  also  durch  ein  unendlich  kleines  Seitwärts- 
neigen desselben.  Sind  auf  diese  Weise  die  beiden  Tangential- 
ebenen zur  Deckung  gebracht  worden,  so  wird  ferner  im  allgemeinen 
die  Tangente  im  Punkte  B der  beweglichen  Spur  noch  nicht  mit 
der  Tangente  im  Punkte  B“  der  ruhenden  Spur  zusammenfallen, 
sondern  um  einen,  natürlich  nur  unendlich  kleinen  W’inkel  gegen 
diese  geneigt  sein.  Um  diesen  Winkel  ist  dann  schließlich  noch 
der  bewegliche  Körperteil  um  die  gemeinsame  Senkrechte  zu  den 
zusammenfallenden  Tangentialebenen  im  Punkte  B bzw.  B“  herum- 
zudrehen, um  auch  eine  Deckung  der  beiden  Spurentangenten  zu 
erreichen;  der  bewegliche  Körperteil  führt  also  dabei  ein  unendlich 
kleines  Kreiseln  aus. 

Die  drei  Bewegungen  des  direkten  Rollens,  Seitwärtsneigcns 
und  Kreiseins  können  hier,  wo  sie  unendlich  klein  anzunehmen 
sind,  zu  gleicher  Zeit  ausgeführt  gedacht  werden,  wobei  ihre 
Drehungsaxen  sämtlich  durch  den  ursprünglichen  Berührungspunkt  A 
zu  legen  sind. 

Durch  die  Vereinigung  der  drei  Elementardrehungen  wird  nun 
der  bewegliche  Körperteil  im  allgemeinen  noch  nicht  in  die  richtige 
Nachbarstellung  übergeführt  sein,  da  ja  der  Punkt  B“  auf  der 
ruhenden  Gelenkfläche  noch  nicht  der  richtige  Berührungspunkt 
zu  sein  braucht.  Je  nachdem  der  dem  Punkte  B zugeordnete 
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Punkt  B‘  der  ruhenden  Spur  weiter  von  Ä entfernt  ist  oder  näher 
an  A‘  liegt  als  der  Punkt  B“,  wird  schließlich  der  bewegliche 
Körperteil  noch  eine  unendlich  kleine  Gleitbewegung  nach  vor- 
wärts oder  rückwärts  ausführen  müssen,  um  in  die  der  ursprüng- 
lichen Gelenkstellung  benachbarte  Stellung  zu  gelangen. 

Nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  ist  eine  unendlich 
kleine  Gleitbewegung  im  allgemeinen  eine  Kombination  einer  Ele- 
mentardrehung um  die  zum  Berührungspunkte  gehörende  Krüm- 
mungsaxe  der  ruhenden  Spur  mit  einem  unendlich  kleinen  Seit- 
wärtsneigen und  einer  unendlich  kleinen  Kreiselbewegung,  damit 
sowohl  die  Tangentialebenen  als  auch  die  Tangenten  an  die  beiden 
Spuren  in  Deckung  bleiben. 

Es  haben  sich  also  im  ganzen  sechs  Elementardrehungen  als 
nötig  erwiesen,  um  eine  bestimmte  Gelenkstellung  in  die  unendlich 
benachbarte  überzuführen.  Diese  sechs  Elementardrehungen  lassen 
sich  nun  zunächst  zu  je  zweien  zusammenfassen.  So  ergeben  die 
beiden  Elementardrehungen  um  die  gemeinsame  Spuren tangente 
ein  resultierendes  unendlich  kleines  Seitwärtsneigen.  Ferner  setzen 
sich  die  beiden  Elementardrehungen  um  die  gemeinsame  Flächen- 
normale des  Berührungspunktes  zu  einem  resultierenden  unendlich 
kleinen  Kreiseln  zusammen.  Da  die  Axen  der  dann  noch  übrig 
bleibenden  Elementardrehungen  um  die  Querlinie  und  die  Krüm- 
inungsaxe  einer  einzigen  Ebene,  nämlich  der  gemeinsamen  Normal- 
ebene  zu  den  Spuren  in  deren  Berührungspunkte  angehören,  so 
lassen  sich  auch  schließlich  diese  zu  einer  resultierenden  Elemen- 
tardrehung um  eine  in  der  Normalebene  liegende,  aber  im  allge- 
meinen nicht  durch  den  Berührungspunkt  gehende  Axe  zusammen- 
fassen. Die  letztere  kann  nun  weiterhin  mit  dem  Kreiseln  zu 
einer  resultierenden  Elementardrehung  kombiniert  werden;  denn 
die  Axe  des  Kreiseins  gehört  gleichzeitig  der  Normalebene  der 
Spuren  an.  Denkt  man  dies  ausgeführt  und  beachtet,  daß  die 
Axe  des  dann  allein  noch  übrig  bleibenden  resultierenden  Seitwärts- 
neigens  auf  der  Normalebene  der  Spuren  senkrecht  steht,  so  er- 
kennt man,  daß  die  allgemeinste  unendlich  kleine  Gelenkbewegung 
zwei  Elementardrehungen  um  zwei  windschiefe,  aber  zueinander 
senkrecht  gerichtete  Axen  äquivalent  ist. 

Man  könnte  auch  das  resultierende  Seitwärtsneigen  mit  dem 
resultierenden  Kreiseln  zusammenfassen  und  würde  auf  diese  Weise 
zunächst  zu  einer  Elementardrehung  um  eine  Axe  durch  den  Be- 
rührungspunkt der  beiden  Flächen  geführt,  welche  in  der  durch 
die  gemeinsame  Spurentangente  und  die  Flächennormale  gehenden 
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Ebene  liegt.  Dann  bliebe  nur  noch  die  Elementardrehung  um  eine 
Axe  in  der  Normalebene  der  Spuren  übrig,  welche  nach  dem  obigen 
nicht  durch  den  Berührungspunkt  hindurchgeht  Auch  in  diesem 
Falle  wäre  die  Elementargelenkbewegung  durch  zwei  Elementar- 
drehungen um  windschiefe  Axen  dargestellt.  Fällt  insbesondere 
die  erste  Axe  mit  der  Tangente  an  die  Spuren  zusammen,  so 
findet  kein  Kreiseln  statt;  ist  sie  dagegen  mit  der  Flächennormalen 
identisch,  so  fehlt  das  Seitwärtsneigen.  Geht  die  zweite  Axe  im 
besonderen  Falle  durch  den  Berührungspunkt,  so  daß  sie  aus- 
nahmsweise die  erste  Axe  schneidet,  so  findet  kein  Gleiten  statt; 
fällt  sie  dagegen  in  die  Krümmungsaxe  der  ruhenden  Spur,  so  fehlt 
das  direkte  Rollen. 

Weiter  könnte  man  auch  das  resultierende  Seitwärtsneigen 
mit  dem  resultierenden  Kreiseln  und  dem  direkten  Rollen,  d.  h. 
also  die  sämtlichen  Elementardrehungen,  deren  Axen  durch  den 
Berührungspunkt  gehen,  zu  einer  einzigen  Elementardrehung  um 
eine  Axe  durch  den  Berührungspunkt  vereinigen.  Dann  bliebe  die 
Elementardrehung  um  die  zum  Berührungspunkte  der  ruhenden 
Spur  gehörende  Krümmungsaxe  allein  noch  übrig.  Man  hätte  also 
auch  in  diesem  Falle  die  Elementargelenkbewegung  als  Kombination 
von  nur  zwei  Elementardrehungen  um  windschiefe  Axen  dargestellt. 
Diese  Art  der  Reduktion  auf  zwei  Elementardrehungen,  welche 
natürlich  durchaus  den  vorher  angeführten  gleichwertig  ist,  scheidet 
noch  deutlicher  wie  jene  die  Bewegung  des  Gleitens  von  den 
übrigen  Bewegungen.  Verschwindet  die  Drehung  um  die  Krüm- 
mungsaxe, so  ist  das  ein  Zeichen,  daß  in  der  Elementargelenk- 
bewegung das  Gleiten  ausgeschlossen  ist,  so  daß  dieselbe  nur  eine 
Kombination  von  direktem  Rollen,  Kreiseln  und  Seitwärtsneigen 
darstellt. 

Schließlich  ließe  sich  auch  das  resultierende  Kreiseln  mit  dem 
direkten  Rollen  und  der  Drehung  um  die  Krümmungsaxe  zu  einer 
einzigen  Elementardrehung  um  eine  Axe  in  der  Normalebene  der 
Spuren  vereinigen;  dann  stände  dieser  Drehung  nur  noch  das  re- 
sultierende Seilwärtsneigen  um  die  gemeinschaftliche,  auf  der 
Normalebene  senkrecht  stehende  Tangente  gegenüber. 

Wie  auch  die  Elementargelenkbewegung  in  zwei  Drehungen 
um  windschiefe  Axen  dargestellt  ist,  so  lassen  sich  dieselben  in 
der  früher  angegebenen  Weise  schließlich  doch  stets  zu  derselben 
Elementarschraubenbewegung  zusammensetzen. 

Da  nun  im  stetigen  Verlaufe  einer  Gelenkbewegung  von  der 
angenommenen  allgemeinen  Art  die  Axe  der  Elementarsehrauben- 
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bewegung in  der  Regel  ihre  Lage  sowohl  im  beweglichen  als  auch 
im  ruhend  gedachten  Körperteile  fortwährend,  und  zwar  stetig, 
ändert,  so  läßt  sich  nach  dem  früheren  diese  Gelenkbewegung 
durch  das  Abschroten  zweier  windschiefer  Axenflächen  veranschau- 
lichen. Dieses  Abschroten  geht  nur  in  ganz  besonderen  Fällen  in 
ein  einfaches  Abrollen  der  beiden  Flächen  über.  Dies  tritt  z.  B. 
ein,  wenn  im  ganzen  Verlaufe  der  Gelenkbewegung  die  Kom- 
ponente des  Gleitens,  d.  h.  also  die  Drehung  um  die  Krüramungs- 
axe  der  einen  oder  anderen  Spur  verschwindet;  es  findet  ferner 
statt,  wenn  die  Gestalt  der  beiden  Gelenkflächen  und  der  Verlauf 
der  beiden  Spuren  von  der  Art  sind,  daß  an  jeder  Stelle  das  Seit- 
wärtsneigen unnötig  wird  usf. 

c)  über  den  Einfluß  der  Deformierbarkeit  des  Gelenkknorpels  anf  die 
Bewegung  in  Gelenken  uilt  geringem  FlUciienkontakt. 

In  Gelenken,  bei  denen  infolge  der  annähernden  Kongruenz 
ihrer  Flächen  ausgedehnter  Flächenkontakt  stattfindet,  hat  die 
Deformierbarkeit  des  Gelenkknorpels  keinen  wesentlichen  Einfluß 
auf  die  Art  der  Gelenkbewegung.  Es  kann  sich,  wie  schon  oben 
angeführt  wurde,  bei  diesen  im  wesentlichen  nur  um  Gleit- 
bewegungen handeln.  Bei  organischen  Gelenken  mit  Flächen, 
welche  so  verschieden  gestaltet  sind,  daß  sie  bei  starrem  Material 
sich  nur  in  einem,  oder  doch  wenigstens  nur  in  einer  geringen  Anzahl 
voneinander  getrennter  Punkte  berühren  könnten,  erscheint  nun 
zwar  auch  infolge  des  auf  jedem  Gelenke  lastenden  Druckes  ira 
Leben  jeder  Berührungspunkt  auf  ein  kleines  Flächenstück  er- 
weitert, so  daß  man  mit  einer  gewissen  Einschränkung  ebenfalls 
von  Flächenkontakt  reden  kann.  Es  fragt  sich  aber,  ob  hierdurch 
etwas  an  den  bei  nur  punktförmiger  Berührung  möglichen,  im 
vorhergehenden  Kapitel  ausführlich  beschriebenen  Grundarten  der 
Gelenkbewegung  geändert  wird. 

Was  zunächst  die  Gleitbewegung  anlangt,  so  ist  leicht  er- 
sichtlich, daß  der  einzige  Unterschied  zwischen  den  Gelenken  mit 
starren  und  denen  mit  deforinierbaren  Flächen  nur  darin  bestehen 
kann,  daß  die  eine  Fläche  jetzt  nicht  mehr  nur  mit  demselben 
Punkte,  sondern  dauernd  mit  dem  gleichen  kleinen  Flächenstücke 
die  andere  Gelenkfläche  berührt.  Für  die  Relativbewegungen  der 
beiden  Glieder  ist  dann  auch  in  diesem  Falle  zu  unterscheiden, 
ob  das  Flächenstück,  welches  während  der  ganzen  Gelenkbewegung 
am  Kontakte  beteiligt  ist,  der  beweglich  oder  der  ruhend  ge- 
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dachten  Gelenkfläche  angehört;  im  ersten  Falle  hat  man  es 
mit  Gleiten  der  ersten,  im  letzten  mit  Gleiten  der  zweiten  Art 
zu  tun. 

Bei  starren  Flächen  ergab  sich  jede  elementare  Gleitbewegung 
als  Elementardrelmng  um  die  zum  Berührungspunkte  gehörende 
Krümmungsaxe  einer  der  beiden  Spuren,  nämlich  der  ruhenden 
Spur  beim  Gleiten  erster,  und  der  beweglichen  Spur  beim  Gleiten 
zweiter  Art.  Durch  die  Deformation  der  Gelenkflächen  wird  nun 
die  Krümmung  der  beiden  Spuren  im  Berührungspunkte  geändert, 
und  zwar  in  der  Hegel  verringert.  Besitzen  beide  Flächen  überall 
elliptische  Krümmung  und  kehren  dabei  ihre  konvexen  Seiten  ein- 
ander zu,  so  kann  die  Krümmung  der  Spuren  an  der  Berührungs- 
stelle sogar  durch  den  Druck  ganz  zum  Verschwinden  gebracht 
werden,  so  daß  sio  mit  ebenen  Flächenstreifen  aneinander  stoßen. 
Dies  müßte  unter  anderem  genau  eintreten,  wenn  die  Krümmungs- 
verhältnisse an  beiden  Flächen  im  Berührungspunkte  gleich  und 
die  Knorpelschichten  gleich  dick  und  gleich  elastisch  wären.  An- 
derenfalls wird  die  konvexe  Krümmung  der  einen  Spur  nur  ver- 
ringert, die  andere,  ursprünglich  konvexe  Krümmung  dagegen  in 
konkave  umgewandelt.  Stehen  sich  dagegen  von  vornherein  kon- 
vexe und  konkave  Krümmung  in  beiden  Spuren  gegenüber,  so 
wird  durch  den  Gelenkdruck  meist  die  konvexe  Krümmung  ver- 
ringert, die  konkave  dagegen  vergrößert,  bis  beide  Krümmungen 
an  Größe  gleich  geworden  sind.  Mit  der  Änderung  der  Krümmung 
geht  nun  in  allen  diesen  Fällen  eine  beträchtliche  Verlegung  der 
Krümmungsaxen  beider  Spuren  Hand  in  Hand;  dieselben  können 
ins  Unendliche  rücken  oder  sogar  auf  die  andere  Seite  der  gemein- 
samen Tangente  der  Spuren  hinübertreten.  Es  fragt  sich  nun,  ob 
denselben  in  ihrer  veränderten  Lage  noch  die  Rolle  der  Drehungs- 
axe  beim  Gleiten  zugeschrieben  werden  darf.  Diese  Frage  ist  un- 
bedingt zu  verneinen.  Es  findet  vielmehr  die  Gleitbewegung  trotz 
der  mit  der  Deformation  einhergehenden  Krümmungsänderung  noch 
nahezu  in  derselben  Weise  statt,  als  ob  die  Flächen  starr  wären, 
so  daß  also  wenigstens  mit  großer  Annäherung  die  Krümmungs- 
axen, welche  den  Spuren  auf  den  noch  nicht  deformierten  Flächen 
entsprechen,  die  Rolle  der  Drehungsaxen  spielen;  höchstens  hat 
man  eine  geringe  Verkleinerung  der  Krümmungsradien  als  un- 
mittelbare Folge  der  Zusammendrückung  der  Gelenkknorpel  an- 
zunehmen. Man  kommt  daher  den  tatsächlichen  Verhältnissen 
schon  ziemlich  nahe,  wenn  man  sich  die  Spuren  um  so  viel  in 
den  Gelenkknorpel  hineinversetzt  denkt,  als  etwa  die  Zusammen- 
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drückung  des  Knorpels  im  lebenden  Gelenke  während  der  Bewegung 
beträgt. 

Die  Bewegung  des  direkten  Rollens  erleidet  durch  die  De- 
formation des  Gelenkknorpels  auch  nur  geringe  Änderung.  Wie 
bei  starrem  Material  der  Berührungspunkt  auf  beiden  Gelenk- 
flächen mit  gleicher  Geschwindigkeit  fortwandert,  so  rückt  jetzt 
auf  jeder  Fläche  das  kleine  Kontaktflächenstück  mit  gleicher  Ge- 
schwindigkeit in  der  Weise  fort,  daß  vorn  fortwährend  etwas  hin- 
zukommt und  hinten  etwas  von  dem  Flächenstück  wegfällt.  Vom 
tritt  eine  Vergrößerung  der  Kontaktfläche  ein,  weil  die  beiden 
Gelenkflächen  sich  einander  nähern,  hinten  eine  Verringerung, 
weil  die  Flächen  sich  wieder  voneinander  abheben.  Man  begeht 
auch  hierbei  keinen  beträchtlichen  Fehler,  wenn  man  das  Rollen 
als  Folge  von  Elementardrehungen  auffaßt,  welche  um  die  gemein- 
samen Queraxen  der  Spuren  stattfinden,  wobei  man  sich  wieder 
die  Spuren  um  etwa  ebensoviel  unter  den  noch  nicht  deformierten 
Gelenkflächen  verlaufend  zu  denken  hat,  als  die  Zusammen- 
drückung einer  jeden  Fläche  im  Leben  betragen  wird.  Wollte 
man  die  kleinen  durch  die  Deformation  sonst  noch  bedingten  Ab- 
weichungen in  der  Rollbewegung  berücksichtigen,  so  müßte  man 
sich  eine  genaue  Kenntnis  der  Elastizitäts-  und  Druckverhältnisse 
im  lebenden  Gelenke  verschaffen.  Dies  ist  aber  zum  Teil  schon 
dadurch  unmöglich  gemacht,  daß  der  Druck  in  einem  Gelenke  von 
sehr  vielen  stetig  sich  ändernden  Faktoren  abhängt  und  daher 
bei  gleicher  Gelenkstellung  durchaus  nicht  immer  denselben  Wert 
hat,  und  daß  die  Elastizität  des  Knorpels  an  einem  Präparate,  an 
dem  man  eine  derartige  Untersuchung  doch  nur  anstellen  könnte, 
im  allgemeinen  durchaus  nicht  die  gleiche  zu  sein  braucht  wie  am 
lebenden  unverletzten  Gelenke. 

Die  Bewegung  des  Kreiseins  verliert  durch  die  Deformation 
der  Gelenkflächen  am  meisten  in  ihrer  Eigenart.  Während  bei 
starrem  Materiale  die  Berührung  beim  Kreiseln  in  beiden  Gelenk- 
flächen auf  einen  unveränderlichen  Punkt  beschränkt  blieb,  ist 
sie  unter  dem  Gelenkdrucke  auf  zwei  Flächenstücke  erweitert, 
welche  nicht  etwa  mit  den  gleichen  Punkten  dauernd  in  Kontakt 
bleiben,  sondern  sich  gegeneinander  verschieben.  Hierdurch  nähern 
sich  die  Vorgänge  im  Gelenke  denen  bei  der  Gleitbewegung;  ein 
Unterschied  gegenüber  dieser  besteht  nur  noch  insofern,  als  ein 
mittlerer  Punkt  jeder  der  beiden  Flächenstücke  sich  nicht  mit  an 
der  Bewegung  beteiligt.  Die  Flächennormale  dieses  gemeinsamen 
unveränderlichen  Berührungspunktes  spielt  dabei  wieder  die  Rolle 
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der  Drehungsaxe.  Je  ausgedehnter  der  Flächenkontakt  ist,  um  so 
mehr  tritt  der  noch  vorhandene  geringe  Unterschied  zwischen 
Kreiseln  und  Gleiten  zurück,  bis  er  z.  B.  bei  einem  Kugelgelenke 
mit  kongruenten  Gelenkflächen  vollständig  verschwunden  ist. 

Die  schließlich  noch  übrig  bleibende  Bewegung  des  Seit- 
wärtsneigens  wird  durch  die  Erweiterung  der  Kontaktstellen 
am  wenigsten  beeinflußt.  Dieselbe  unterliegt  bei  deformierbaron 
Gelenkflächen  nur  einer  geringen  Schwankung,  weil  die  Größe  und 
Richtung  der  Kontaktflächenstücke  von  dem  Gelenkdrucko  ab- 
1 langen  und  letzterer  innerhalb  bestimmter  Grenzen  veränderlich 
ist.  Bei  starrem  Material  ist  dagegen  das  Seitwärtsneigen  eine 
eindeutige  Funktion  der  Richtung  der  gemeinsamen  Tangential- 
ebene an  die  Gelenkflächen  in  den  verschiedenen  Berührungs- 
punkten der  beiden  Spuren. 

d)  Zusammenbaus'  zwischen  Gcleukforni  und  Gelenkbewesung:. 

Zwischen  der  Form  der  Gelenkflächen  und  der  Art  der  Ge- 
lenkbeweguug  kann  ein  enger  Zusammenhang  nur  in  solchen  Ge- 
lenken bestehen,  bei  denen  die  Flächen  während  der  Bewegung 
sich  stets  in  größerer  Ausdehnung  berühren  und  daher  nur  ein 
Gleiten  gegeneinander  zulassen.  Um  diesen  Zusammenhang  klar- 
zustellen, muß  man  sich  zunächst  darüber  Rechenschaft  geben 
wie  sich  die  entsprechenden  Verhältnisse  bei  Gelenken  mit  starren 
Flächen  gestalten;  denn  bei  derartigen  Gelenken  gibt  es  nur  wenig 
Flächenformen,  welche  überhaupt  für  ein  Gleiten  mit  ausgedehn- 
tem Flächenkontakt  in  Frage  kommen.  Zwei  beliebige  kongruente 
krumme  Flächen  lassen  sich  zwar  in  einer  Stellung  vollkommen 
zur  Deckung  bringen,  eine  gleitende  Bewegung  gegeneinander  ge- 
stalten sie  aber  im  allgemeinen  nicht,  wenn  dabei  nicht  der 
Flächenkontakt  aufgegeben  werden  darf.  Es  gibt  überhaupt  nur 
dreierlei  Arten  von  Flächen,  welche  ein  kongruentes  Verschieben 
auf  sich  selbst  zulassen  und  daher  als  Gelenkflächen  bei 
starrem  Materiale  verwendet  werden  können,  nämlich  die  Rota- 
tionsflächen, die  allgemeinen  Zylinderflächen  und  die  Schrauben- 
flächen. 

Eine  Rotationsfläche  kann  dadurch  erzeugt  werden,  daß 
man  eine  ebene  Kurve  oder  ein  begrenztes  Stück  derselben  um 
eine  in  ihrer  Ebene  gelegene  Gerade  als  Axe  herumdreht.  Die 
Gestalt  dieser  Kurve  ist  dabei  ganz  beliebig.  Insbesondere  kann 
die  Kurve  eine  gerade  Linie  sein;  dann  entsteht  als  Rotations- 
fläche im  allgemeinen  der  Mantel  eines  geraden  Kegels  oder,  so- 
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fern  es  sich  nur  um  ein  begrenzles  Stück  der  Geraden  handelt, 
der  Mantel  eines  geraden  Kegelstumpfes.  Denkt  man  nun  eine 
derartige  Flächenform  für  ein  Gelenk  verwendet,  indem  man  dem 
einen  der  beiden  durch  das  Gelenk  verbundenen  Körper  am  Ge- 
lenkende die  konvexe  Form  der  Rotationsfläche,  dem  anderen  die 
zugehörige  Hohlform  erteilt,  so  läßt  sich  jeder  der  beiden  Körper 
gegen  den  anderen  unter  ausgedehntem  Flächenkontakt  um  eine 
feste  Axe,  nämlich  die  gemeinsame  Rotationsaxe  der  beiden  Ge- 
lenkflächen, herumdrehen.  Jede  andere  Relativbcwegung  des  einen 
Körpers  gegen  den  anderen  ist  entweder  durch  die  Form  der 

Flächen  direkt  verhindert  oder  nur  bei  Aufgabe  des  Flächenkon- 
taktes möglich.  Das  Rotationsgelonk  besitzt  also  in  der  Regel 
nur  einen  Grad  von  Bewegungsfreiheit.  Es  gibt  nur  zwei  Aus- 
nahmen unter  den  Rotationsgelenken,  welche  größere  Bewegungs- 
freiheit aufweisen,  das  Gelenk  mit  Kreiszylinderflächen  und 

das  ' Kugelgelenk.  Das  erstore  gestattet  außer  der  Drehung 

um  dio  Zylinderaxe  auch  eine  Verschiebung  der  beiden  Gelenk- 
flächen in  der  Richtung  dieser  Axe;  es  hat  daher  zwei  Grade 

der  Freiheit.  Das  Kugelgelenk  weist  dagegen  drei  Grade  der  Frei- 
heit auf. 

Eine  allgemeine  Zylinderfläche  kann  dadurch  erzeugt 
werden,  daß  man  eine  Kurve  oder  ein  begrenztes  Stück  derselben 
in  einer  bestimmten  Richtung  fortbewegt,  so  daß  also  alle  Punkte 
der  Kurve  parallele  Gerade  beschreiben.  Eine  Zylinderfläche  ist 
daher  dadurch  vor  anderen  Flächen  ausgezeichnet,  daß  auf  ihr 
unendlich  viele  Geraden  liegen,  welche  alle  die  gleiche  Richtung 
besitzen.  Ist  die  der  Erzeugung  zugrunde  gelegte  Linie  aus  lauter 
geradlinigen  Strecken  zusammengesetzt,  stellt  dieselbe  also  ein 
offenes  oder  geschlossenes  Polygon  dar,  so  bezeichnet  man  die  ent- 
stehende Fläche  auch  insbesondere  als  „ Prismenfläche “.  Eine 
Ebene  stellt  sich  demnach  als  spezieller  Fall  einer  solchen  Pris- 
menfläche dar.  Es  ist  unmittelbar  einleuchtend,  daß  die  Gelenke 
mit  allgemeinen  Zylinderflächen  auch  in  der  Regel  nur  einen  Grad 
der  Freiheit  besitzen  werden,  indem  in  denselben  nur  eine  Ver- 
schiebung in  der  Richtung  der  einander  parallelen  Erzeugenden 
der  Zylinderfläche  möglich  ist.  Es  gibt  aber  auch  hier  zwei 
spezielle  Fälle,  bei  denen  im  Gelenke  Bewegungen  mit  ausgedehn- 
tem Flächenkontakt  von  größerer  Freiheit  gestattet  sind,  nämlich 
wiederum  das  Gelenk  mit  Kreiszylinderflächen  und  das  Gelenk 
mit  ebenen  Flächen.  Während  jenes  zwei  Grade  besitzt,  kommen 
diesem  drei  Grade  der  Freiheit  zu,  was  schon  daraus  zu  erschließen 
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ist,  daß  die  Ebene  als  Kugelflächc  mit  unendlich  großem  Radius 
aufgefaßt  werden  kann. 

Eine  Sehraubenfläche  kann  dadurch  erzeugt  werden,  daß 
man  eine  beliebige  Kurve  um  eine  bestimmte  Axe  dreht  und  die- 
selbe gleichzeitig  dieser  Drehung  proportional  in  der  Richtung  der 
Axe  verschiebt.  Die  Bewegung,  welche  die  Kurve  dabei  ausführt, 
ist  eine  Schraubenbewegung.  Für  dieselbe  ist  nach  dem  früheren 
(vgl.  S.  258)  das  konstante  Verhältnis  zwischen  der  Verschiebung  in 
der  Richtung  der  Axe  und  der  gleichzeitigen  Drehung  um  die  Axe 
charakteristisch.  Mißt  man  den  Drehungswinkel  durch  den  Bogen, 
welchen  ein  im  Abstand  1 von  der  Axe  befindlicher  Punkt  bei  der 
reinen  Drehung  beschreibt,  und  ist  h die  Verschiebung  längs  der  Axe 
während  einer  ganzen  Umdrehung,  so  hat  dieses  Verhältnis  den 
Wert  h:2n.  Man  bezeichnet  dasselbe,  wie  schon  früher  auf 
S.  258  mitgeteilt  wurde,  als  „Windungsparameter“  oder  „Pfeil“, 
oder  auch  kurz  als  „Parameter“  der  Schraubenbewegung.  Dem- 
entsprechend nennt  man  auch  bei  einer  Schraubenfläche,  bei 
welcher  h die  Ganghöhe  bedeutet,  das  Verhältnis  li:2n  den  Para- 
meter dieser  Fläche.  Jedem  Werte  des  Parameters  entspricht  eine 
ganz  bestimmte  Gruppe  von  Schraubenflächen,  welche  darin  über- 
einstimmen, daß  sie  durch  die  gleiche  Schraubenbewegung  erzeugt 
zu  denken  sind.  Dabei  können  die  zu  einer  Gruppe  gehörenden 
Flächen  aber  in  ihrer  Form  noch  die  größten  Unterschiede  auf- 
weisen, weil  ja  die  Gestalt  der  erzeugenden  Kurve  außerdem  ganz 
beliebig  ist  Da  nun  der  Parameter  der  Schraubenflächen  jeden 
beliebigen  Wert  annehmen  kann,  so  gibt  es  unzählig  viele  ver- 
schiedene Gruppen  von  Schraubenflächen.  Solange  der  Parameter 
einen  Wert  hat,  der  weder  gleich  Null,  noch  unendlich  groß  ist, 
kann  eine  Schraubenfläche  nur  in  einer  bestimmten  Art  auf  sich 
selbst  verschoben  werden.  Gelenke  mit  Schraubenflächen  besitzen 
daher  in  der  Regel  ebenfalls  nur  einen  Grad  der  Freiheit,  und  die 
Relativbewegungen  der  beiden  durch  das  Gelenke  verbundenen 
Körper  sind  Schraubenbewegungen.  Im  speziellen  Falle  kann  der 
Parameter  einer  Schraubenfläche  den  Wert  Null  aunehmen.  Dann 
ist  die  Verschiebung  längs  der  Achse  verschwindend  klein  gegen- 
über der  Drehung  um  dieselbe,  und  die  Schraubenfläche  geht  in- 
folgedessen in  die  reine  Rotationsfläche  über.  Der  Parameter  kam) 
aber  auch  einen  unendlich  großen  Wert  erhalten.  Dann  ist  um- 
gekehrt die  Drehung  um  die  Axe  verschwindend  klein  gegenüber 
der  Verschiebung  in  der  Richtung  derselben,  und  die  Schrauben- 
fläche geht  infolgedessen  in  eine  reine  Zylinderfläche  über.  Es 
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stellen  sich  also  sowohl  die  Rotationsflächen  als  auch  die  Zylinder- 
flächen als  spezielle  Fälle  bzw.  als  Grenzfälle  der  Schrauben- 
flächen dar. 

Während  für  Gelenke  mit  starren  Flächen  nur  die  Schrauben- 
flächen mit  ihren  speziellen  Unterarten  geeignet  sind,  Gelenkbewe- 
gung mit  ausgedehntem  Flächenkontakt  zu  ermöglichen,  kommt 
für  Gelenke  mit  deformierbaren  Flächen  eine  unübersehbare  Man- 
nigfaltigkeit von  Formen  in  Frage.  Es  sind  fast  niemals,  weder 
am  menschlichen,  noch  am  tierischen  Körper,  zwei  verschiedene 
Gelenke  anzutreffen,  welche  in  der  Form  ihrer  Gelenkflächen 
genau  übereinstimmten.  Selbst  die  doch  nahezu  kugelförmigen 
Gelenkflächen  der  menschlichen  Schultergelenke  und  Hüftgelenke, 
sowie  der  entsprechenden  Gelenke  bei  vielen  Wirbeltieren  erweisen 
sich  bei  genauer  Messung  in  ihrer  Form  voneinander  verschieden 
und  zeigen  auch  niemals  vollkommene  Kugelform.  Es  läßt  sich 
überhaupt  an  keinem  einzigen  organischen  Gelenke  eine  geometrisch 
exakt  zu  definierende  Form  der  Gelenkflächen  nachweisen,  wenn 
auch  in  vielen  Fällen  große  Annäherung  an  die  Form  einer 
Schraubenfläche  oder  Rotationsfläche,  insbesondere  einer  Kreis- 
zylinderfläche oder  einer  Kugelfläche  nicht  zu  verkennen  ist. 

Während  man  bei  Gelenken  mit  starren  Flächen,  also  z.  B. 
bei  Maschinengelenken,  meist  schon  aus  der  Form  der  Gelenk- 
flächen die  Art  der  Bewegungen  ableiten  kann,  welche  den  durch 
das  Gelenk  verbundenen  Maschinenteilen  relativ  zueinander  mög- 
lich sind,  lassen  die  an  anatomischen  Präparaten  gemessenen 
Formen  der  Gelenkflächen  durchaus  nicht  so  unmittelbar  einen 
sicheren  Schluß  auf  die  Gelenkbewegung  zu.  Dies  geht  schon 
daraus  hervor,  daß  selbst  an  solchen  organischen  Gelenken,  bei 
denen  im  Leben  voraussichtlich  sehr  ausgedehnter  Flächenkontakt 
stattfindet,  die  beiden  zusammengehörenden  Flächen  nicht  genaue 
Kongruenz  aufweisen.  Die  an  Präparaten  gefundenen  Flächen- 
formen stellen  daher  gar  nicht  die  am  unversehrten  Gelenke  des 
Lebenden  auftretenden  Formen  dar;  die  letzteren  werden  im 
Leben  unter  dem  auf  jedem  Gelenke  lastenden  Drucke  erst  ge- 
bildet. Wenn  es  demnach  auch  nicht  möglich  ist,  die  für  die  Be- 
wegung in  Betracht  kommenden  Formen  der  Gelenkflächen  direkt 
an  anatomischen  Präparaten  zu  erkennen,  so  lassen  sich  aus  den 
letzteren  doch  gewisse  charakteristische  Unterschiede  zwischen  den 
verschiedenen  organischen  Gelenken  ableiten.  Zieht  man  die  bei 
Gelenken  mit  starren  Flächen  und  ausgedehntem  Flächenkontakt 
allein  möglichen  Formen  zum  Vergleiche  heran,,  so  findet  man, 
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daß  sich  die  organischen  Gelenke  mit  ausgedehntem  Flächenkon- 
takt hinsichtlich  der  Gestalten  der  Gelenkflächen  in  zwei  Gruppen 
einordnen  lassen. 

Die  Gelenke  der  einen  Gruppe  schließen  sich  nicht  nur  in 
ihrer  Form,  sondern  auch  in  der  Bewegungsfreiheit  eng  an  Ge- 
lenke aus  starrem  Material  an.  Die  Deformierbarkeit  des  Gelenk- 
knorpels dient  bei  diesen  nur  dazu,  die  stets  vorhandenen  Inkon- 
gruenzen zwischen  den  beiden  Gelenkflächen  auszugleichen,  und 
trotz  der  Abweichungen  von  der  reinen  Form  der  Schraubenflächen 
bzw.  Rotationsflächen  oder  Zylinderflächen  ein  Gleiten  der  einen 
Fläche  auf  der  anderen  unter  stetem  Flächenkontakt  zu  ermög- 
lichen. Die  Deformierbarkeit  der  Knorpelschicht  bewirkt  aber  da- 
bei keine  Vergrößerung  der  Bewegungsfreiheit.  In  diese  Gruppe 
gehören  unter  anderen  als  Gelenke  von  einem  Grade  der  Freiheit: 
der  Teil  des  Ellbogengelenks,  welcher  die  Verbindung  zwischen 
dem  Oberarmbein  und  der  Elle  herstellt,  das  obere  Sprunggelenk, 
die  beiden  Teile  des  Speichenellengelenks,  die  eigentlichen  Finger- 
und  Zehengelenke,  ferner  als  Gelenke  von  drei  Graden  der  Frei- 
heit: das  Schultergelenk  und  das  Hüftgelenk.  Es  sind  der  ersten 
Gruppe  aber  auch  z.  B.  das  Oberarmbeinspeichengelenk  und  die 
Gelenke  an  der  Basis  der  mittleren  Finger  und  Zehen  zuzurechnen, 
trotzdem  dieselben  im  Leben  nicht  drei  Grade  der  Freiheit,  wie 
man  aus  der  Kugelform  ihrer  Flächen  schließen  kömite,  sondern 
nur  zwei  Grade  der  Freiheit  aufweisen.  Die  zuletzt  angeführten 
Gelenke  zeigen  deutlich,  daß  die  Form  der  Gelenkflächen  auch  an 
Gelenken  mit  ausgedehntem  Flächenkontakt  nicht  in  allen  Fällen 
für  die  im  Leben  vorhandene  Bewegungsfreiheit  bestimmend  ist. 
Es  kann  sich  aber  bei  derartigen  Gelenken,  welche  in  der  Form 
ihrer  Gelenkflächen  solchen  aus  starrem  Material  entsprechen, 
natürlich  nur  um  eine  Verringerung  der  Bewegungsfreiheit  handeln. 

Die  Gelenke  der  zweiten  von  den  beiden  oben  angedeuteten 
Gruppen  schließen  sich  zwar  auch,  soweit  in  ihnen  während  der 
Gelenkbewegung  ausgedehnter  Flächenkontakt  stattfindet,  an  die 
unter  dieser  Voraussetzung  allein  möglichen  Formen  im  großen 
und  ganzen  an.  Die  Deformierbarkeit  des  Knorpelüberzugs  der 
Gelenkenden  benachbarter  Knochen  ermöglicht  aber  eine  Ver- 
größerung der  Bewegungsfreiheit  im  Gelenk  gegenüber  den  ent- 
sprechenden Gelenken  aus  starrem  Materiale.  Charakteristische 
Beispiele  hierfür  stellen  die  organischen  Sattelgelenke,  sowie  auch 
die  Oval-  bzw.  Sphäroidgelenke  dar.  Da  dieser  Fall  für  die  Be- 
stimmung des  Zusammenhangs  zwischen  Form  und  Bewegung  bei 
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Gelenken  mit  defoimierbaren  Flächen  von  besonderem  Interesse 
ist,  soll  er  wenigstens  an  dem  Beispiele  des  Sattelgelenks  noch 
etwas  eingehender  dargelegt  werden.  Es  wird  sich  dabei  zeigen, 
auf  welche  Weise  man  neue  Flächenformen  ableiten  kann,  welche 
innerhalb  bestimmter  Grenzen  bei  deformierbarem  Material  eine 
Gelenkbewegung  mit  ausgedehntem  Flächenkontakt  ermöglichen. 

Man  denke  sich  eine  Ringfläche  (vgl.  Fig.  1 10),  welche  durch 
Rotation  eines  Kreises  um  eine  außerhalb  desselben,  aber  doch  in 
seiner  Ebene  gelegene  Axe  AB  entsteht.  Verwendet  man  irgend- 
ein Stück  dieser  Ringfläche  für  ein  Gelenk,  so  kann  bei  starrem 

Material  und  ausgedehntem  Flä- 
chenkontakt ein  jeder  der  beiden 
gelenkig  verbundenen  Körper  gegen 
den  anderen  nur  Drehung  um  die 
Rotationsaxe  AB  der  Ringfläche  aus- 
führen. Bei  jeder  anderen  Bewegung 
würden  sich  die  beiden  Gelenk- 
flächen mehr  oder  weniger  vonein- 
ander entfernen  und  einen  Spalt 
zwischen  sich  entstehen  lassen. 
Denkt  man  sich  insbesondere  aus 
dem  der  Rotationsaxe  am  nächsten 
liegenden,  sattelförmig  gekrümmten 
Teile  der  Ringfläche  ein  etwa 
oval  begrenztes  Stück  (S  in  Fig.  110) 
herausgenommen,  dessen  Mittel- 
punkt auf  dem  kleinsten  zur  Ro- 
tationsaxe senkrechten  Kreise  der  Ringfläche  liegt,  so  werden  in 
diesem  „Sattelgelenk“  Bewegungen  im  Sinne  einer  Drehung  um 
die  Flächennormale  des  Mittelpunktes  des  ovalen  Flächenstücks 
sehr  bald  einen  klaffenden  Gelenkspalt  erzeugen.  Dagegen  weichen 
bei  nicht  zu  großen  Drehungen  um  instantane  Axen,  welche  zu 
dieser  Flächennormale  senkrecht  gerichtet  sind,  die  beiden  Gelenk- 
flächen nur  in  so  geringem  Maße  auseinander,  daß  in  organischen 
Gelenken  die  Deformierbarkeit  des  Knorpelüberzugs  hinreicht,  um 
die  Inkongruenzen  auszugleichen  und  eine  Bewegung  mit  aus- 
gedehntem Flächenkontakt  hervorzubringen.  Allerdings  wird  dabei 
die  Deformierbarkeit  des  Knorpels  in  verschiedenem  Maße,  und 
zwar  im  allgemeinen  um  so  stärker  in  Anspruch  genommen,  je 
mehr  die  Richtung  der  zueinander  windschiefen  Axen  von  der 
Richtung  der  Rotationsaxe  AB  abweicht 
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Zu  einer  Flächenform,  bei  welcher  alle  Drehungen  um  Axen, 
die  auf  der  mittleren  Flächennormalen  senkrecht  stehen,  insofern 
gleich  gut  von  statten  gehen,  als  sie  die  Deformierbarkeit  des 
Geleokknorpels  in  annähernd  gleichem  Maße  in  Anspruch  nehmen, 
gelangt  man  durch  folgende  Überlegung. 

Man  denke  sieh  zunächst  zu  der  ursprünglichen  Ringfläche 
eine  zweite  (in  Fig.  110  punktiert  angegebene)  Rotationsfläche  kon- 
struiert, bei  welcher  der  Erzeugungskreis  und  der  kleinste  zur 
Rotationsaxe  senkrechte  Kreis  gegenseitig  ihre  Rollen  vertauscht 
haben,  so  daß  also  die  Rotationsaxe  CI)  der  neuen  Fläche  zu  der 
Axe  AB  senkrecht  orientiert  ist.  Ein  Gelenk,  dessen  Flächen  in 
ganz  entsprechender  Weise  dieser  neuen  Rotationsfläche  ent- 
nommen sind,  unterscheidet  sich  von  dem  oben  beschriebenen 
Gelenk  nur  dadurch,  daß  die  Drehungen  um  CD , bei  denen  der 
Gelenkknorpel  früher  am  meisten  deformiert  wurde,  jetzt  ohne 
alle  Deformation  der  Gelenkflächen  ausgeführt  werden  können, 
während  nun  gerade  die  Drehungen  um  die  alte  Rotationsaxe  AB 
die  Deformierbarkeit  des  Knorpels  relativ  am  stärksten  in  An- 
spruch nehmen.  Die  Gelenkflächen  der  neuen  Art  stimmen  mit 
denen  der  alten  nur  längs  der  beiden  sich  im  Mittelpunkte  senk- 
recht durchkreuzenden  Kreisbögen  vollkommen  überein.  Sobald 
die  Gelenkflächen  nicht  zu  ausgedehnt  im  Vergleiche  zu  den  Di- 
mensionen der  beiden  Rotationsflächen  sind,  unterscheiden  sie  sich 
aber  auch  sonst  nicht  sehr  voneinander.  Eine  Gelenkform,  welche 
zwischen  diesen  beiden  liegt,  gestattet  zwar  keine  Bewegung  mit 
ausgedehntem  Flächenkontakt,  ohne  daß  die  Gelenkflächen  defor- 
miert werden,  sie  beansprucht  aber  bei  allen  Drehungen  um  Axen 
senkrecht  zur  mittleren  Flächennormalen  die  Deformierbarkeit  des 
Knorpelüberzugs  in  nahezu  gleicher  Weise  und  vor  allen  Dingen 
nicht  so  stark,  wie  bei  einem  großen  Teile  der  Drehungen  in  den 
oben  beschriebenen  Gelenken.  Ein  solches  Gelenk,  dessen  Form 
damit  zwar  noch  nicht  genau  geometrisch  definiert,  aber  doch 
wenigstens  in  genügend  enge  Grenzen  eingeschlossen  erscheint, 
stellt  den  idealen  Typus  eines  organischen  Sattelgelenks  dar. 

Da  die  Drehungen  um  die  mittlere  Flächennormale  so  gut 
wie  ausgeschlossen  sind,  so  hat  man  es  dabei  mit  einem  Gelenk 
von  zwei  Graden  der  Freiheit  zu  tun.  Während  es  unter  der 
Voraussetzung  starren  Materials  nur  eine  einzige  Flächenform, 
nämlich  den  Kreiszylinder,  gibt,  welche  einem  Gelenk  zwei  Grade 
der  Freiheit  verleiht,  läßt  sich  aus  dem  angeführten  und  ähnlichen 
Beispielen  erkennen,  daß  die  Deformierbarkeit  der  Flächen  ein 
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Mittel  darstellt,  um  diesen  Zweck  auf  sehr  verschiedene  Weise  zu 
erreichen. 

Die  Aufgabe,  alle  Flächenformen  aufzufinden,  welche  unter 
der  Voraussetzung  deformierbarem  Materials  Gelenkbewegung  mit 
ausgedehntem  Flächenkontakt  zulassen,  ist  in  dieser  Allgemeinheit 
nicht  lösbar,  da  die  Anzahl  der  hierbei  in  Frage  kommenden 
Flächen  unendlich  groß  ist.  Das  vorstehende  Beispiel  zeigt  aber, 
wie  man  ihrer  Lösung  unter  bestimmten  Voraussetzungen,  z.  B. 
der  Forderung,  daß  bei  allen  Gelenkbewegungen  die  Deformierbar- 
keit des  Gelenkknorpels  annähernd  gleich  stark  in  Anspruch  ge- 
nommen wird,  näher  kommen  kann,  indem  man  Flächenformen 
aufsucht,  die  an  und  für  sich  nicht  sehr  voneinander  abweichen 
und  doch  die  gesuchte  Fläche  zwischen  sich  einschließen.  Diese 
Methode  der  Einschließung  der  gesuchten  Flächenform  in  genügend 
enge  Grenzen  wird  sich  bei  der  Untersuchung  zahlreicher  organi- 
scher Gelenke  noch  sehr  fruchtbar  erweisen  und  zum  Verständnis 
des  Zusammenhangs  zwischen  Gelenkform  und  Gelenkbewegung 
am  lebenden  Körper  wesentlich  beitragen. 

V.  Über  Bewegungen  in  Gelenksystemen. 

Den  durch  ein  einziges  Gelenk  verbundenen  Gliedern  des 
lebenden  Körpers  kommen,  wie  schon  früher  mitgeteilt  wurde,  in 
der  Regel  selbst  daun  nicht  mehr  wie  drei  Grade  der  Freiheit  in 
ihren  zueinander  relativen  Bewegungen  zu,  wenn  die  Berührung 
der  Gelenkflächen  nur  auf  wenige  nahezu  punktförmige  Stellen 
beschränkt  ist.  Es  lassen  sich  infolgedessen  alle  Gelenke  des 
menschlichen  Körpers  in  solche  von  ein,  zwei  oder  drei  Graden 
der  Freiheit  einteilen,  wobei  aber  stets  die  Beweglichkeit  im  Leben, 
und  nicht  die  zuweilen  etwas  größere  Beweglichkeit  an  einem 
Gelenkpräparat  in  Rücksicht  zu  ziehen  ist  So  gehören,  um  nur 
einige  Beispiele  anzuführen,  in  die  Klasse  von  einem  Grade  der 
Freiheit  u.  a.  das  Oberarmbeinellengeleek,  das  Speichenellengelenk, 
das  obere  Sprunggelenk,  die  Gelenke  zwischen  den  einzelnen 
Finger-  und  Zehen  gl  iedern , das  Gelenk  zwischen  den  beiden 
obersten  Halswirbeln,  dem  Atlas  und  Epistropheus.  Den  Gelenken 
von  zwei  Graden  der  Freiheit  gehören  dagegen  u.  a.  an  das  Ober- 
armbeinspeichengelenk, das  Kniegelenk,  das  Handgelenk,  die  Gelenke 
an  der  Basis  der  mittleren  Finger,  das  Sattelgelenk  des  Daumens. 
Schließlich  kommen  in  die  Klasse  von  drei  Graden  der  Freiheit 
außer  dem  Hüftgelenk  und  Schultergelenk  die  Vereinigung  der 
beiden  Kiefergelenke  u.  a. 
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Bei  einem  aus  mehr  als  zwei  Gliedern  zusammengesetzten 
Gelenksysteme  können  nun  zwei  nicht  benachbarte  Glieder  infolge 
des  Umstandes,  daß  zwischen  ihnen  mehrere  Gelenkverbindungen 
eingeschaltet  sind,  in  vielen  Fällen  vier,  fünf,  sowie  auch  sechs 
Grade  relativer  Bewegungsfreiheit  auf  weisen. 

1.  Kinematische  Ketten. 

Vom  ausschließlichen  Standpunkte  der  Kinematik  betrachtet 
bezeichnet  man  ein  Gelenksystem  auch  als  „kinematische 
Kette“.  Sind  bei  einer  kinematischen  Kette  alle  Glieder  hinter- 
einander geschaltet,  und  steht  jedes  Glied  nur  auf  eine  Weise 
entweder  unmittelbar  oder  durch  Vermittlung  von  zwischenge- 
schalteten Gliedern  mit  jedem  anderen  Gliedo  in  Verbindung,  so 
redet  man  von  einer  „offenen  kinematischen  Kette“.  Hängt 
dagegen  jedes  Glied,  oder  auch  nur  ein  Teil  der  Glieder  auf  ver- 
schiedene Weise  mit  den  anderen  durch  Gelenke  zusammen,  so 
bezeichnet  man  das  System  als  „geschlossene  kinematische 
Kette“  oder  im  zweiten  Falle  als  „teilweise  geschlossene 
kinematische  Kette“.  Eine  offene  kinematische  Kette  zerfällt 
stets  in  zwei  Teile,  sobald  man  eine  Gelenkverbindung  löst.  Bei 
einer  geschlossenen  kinematischen  Kette  hängen  dagegen  in  diesem 
Falle  die  einzelnen  Glieder  immer  noch  auf  irgendeine  Weise  zu- 
sammen. 

Am  menschlichen  Körper  bilden  z.  B.  die  drei  als  starr  auf- 
gefaßten  Abschnitte  der  unteren  Extremität,  nämlich  Oberschenkel, 
Interschenkel  und  Fuß  eine  offene  kinematische  Kette.  Des- 
gleichen hat  man  bei  jedem  Finger  und  jeder  Zehe  in  dem  durch 
den  Mittelhandknochen  bzw.  Mittelfußknochen  und  die  drei  Pha- 
langen gebildeten  Gelenksystem  offene  kinematische  Ketten  vor 
sich.  Überhaupt  zeichnen  sich  die  Organismen  dadurch  vor  den 
Maschinen  aus,  daß  bei  ihnen  nur  ausnahmsweise  geschlossene 
kinematische  Ketten  auftreten,  während  diese  gerade  bei  den 
Maschinen  die  Regel  bilden.  Als  eine  geschlossene  kinematische 
Kette  im  menschlichen  Körper  wäre  z.  B.  anzuführen  die  Kette 
der  drei  langen  Knochen  der  oberen  Extremität,  also  des  Ober- 
armbeins, der  Elle  und  der  Speiche.  Jeder  dieser  drei  Knochen 
■st  auf  doppelte  Weise  mit  den  beiden  anderen  verbunden.  Hebt 
man  i.  B.  die  Gelenkverbindung  zwischen  Oberarmbein  und  Elle 
auf,  so  bleibt  die  Elle  doch  noch  durch  Vermittlung  der  Speiche 
mit  dem  Oberarmbeine  in  Verbindung.  Oder  durchtrennt  man  das 
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Speichenellengelenk,  so  stehen  Elle  und  Speiche  noch  durch  Ver- 
mittlung des  Oberarms  im  Zusammenhang  usf. 

Bei  offenen  kinematischen  Ketten  läßt  sich  durch  einfache 
Addition  der  Grade  der  Freiheit  aller  zwischenliegenden  Gelenke 
die  relative  Bewegungsfreiheit  zweier  nicht  direkt  benachbarter 
Glieder  ableiten;  bei  geschlossenen  kinematischen  Ketten  bekommt 
man  dagegen  auf  diesem  Wege  meist  eine  zu  große  resultierende 
Bewegungsfreiheit.  So  erhält  man  an  einem  Finger  durch  Ad- 
dition zwei  Grade  der  Freiheit  für  die  relative  Beweglichkeit  der 
ersten  und  dritten  Phalanx,  und  vier  Giade  der  Freiheit  für  die 
relative  Beweglichkeit  der  dritten  Phalanx  gegen  den  zugehörigen 
Mittelhandknochen,  Resultate,  welche  die  Verhältnisse  richtig 
wiedergeben.  Dagegen  würde  man  an  der  oberen  Extremität  durch 
Addition  der  zwei  Grade  der  Freiheit  des  Oberarmbeinspeichen- 
gelenks und  des  einen  Grades  der  Freiheit  des  Speichenellengelenks 
als  relative  Bewegungsfreiheit  zwischen  Oberarmbein  und  Elle 
drei  Grade  der  Freiheit  herausrechnen,  während  die  Relativ- 
bewegungen dieser  beiden  Knochen  in  Wirklichkeit  zwangläufig 
sind.  Diese  Verminderung  der  Bewegungsfreiheit  ist  hier  eine 
Folge  der  Gestalt  der  Gelenkflächen  im  Oberarmbeinellengelenk. 
Es  kann  aber  auch  der  andere  Fall  eintreten,  daß  in  einem  Ge- 
lenke aus  der  Form  der  Gelenkflächen  eine  größere  Bewegungs- 
freiheit folgen  würde  als  der  Zusammenhang  in  der  kinematischen 
Kette  gestattet  Ein  Beispiel  hierfür  bildet  die  Beweglichkeit  der 
Speiche  gegen  das  Oberarmbein.  Da  sowohl  das  Oberarmbein- 
ellengelenk als  auch  das  Speichenellengelenk  zwangläufig  ist,  so 
ergibt  die  Addition  für  die  Bewegung  der  Speiche  gegen  das  Ober- 
armbein nur  zwei  Grade  der  Freiheit,  während  aus  der  Kugelform 
der  Gelenkflächen  im  Oberarmbeinspeichengelenk  drei  Grade  der 
Freiheit  zu  erschließen  wären.  In  Wirklichkeit  tritt  natürlich 
immer  nur  die  geringste  Bewegungsfreiheit  ein,  wenn  sich  dieselbe 
auf  verschiedenem  Wege  in  verschiedener  Weise  herausstellt 

Insbesondere  kann  der  Fall  eintreten,  daß  bei  einer  ge- 
schlossenen kinematischen  Kette  jedes  Glied  gegen  jedes  andere 
nur  einen  Grad  der  Freiheit  besitzt  Man  hat  dann  eine  „ zwang- 
läufig geschlossene  Kette".  Alle  Mechanismen  stellen  zwang- 
läufig geschlossene  Ketten  dar.  Deshalb  bezeichnet  Reuleaux 
in  seiner  sich  mit  dem  Maschinenwesen  befassenden  theoretischen 
Kinematik  die  zwangläufig  geschlossenen  Ketten  einfach  nur  als 
geschlossene  Ketten.  Diese  Einschränkung  des  Begriffs  der  ge- 
schlossenen Ketten  kann  aber  in  der  Kinematik  der  organischen 
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Gelenke  nicht  beibehalten  werden,  da  in  derselben,  wie  das  letzte 
Beispiel  zeigt,  auch  geschlossene  Ketten,  die  nicht  zwangläufig 
sind,  berücksichtigt  werden  müssen.  Das  einfachste  Beispiel  einer 
zwangläufig  geschlossenen  Kette  ist  das  einer  ebenen  viergliedrigen 
geschlossenen  Kette,  bei  welcher  alle  Gelenke  zwangläufige  Ro- 
tationsgelenke mit  parallelen,  zur  Bewegungsebene  senkrechten 
Axen  darstellen.  In  der  Tat  liegt  nach  Reuleaux  den  meisten 
Maschinen  dieses  Gliederviereck  zugrunde.  Wenn  auch  in  den 
lebenden  Körpern  hauptsächlich  offene  kinematische  Ketten  anzu- 
treffen sind,  so  gibt  es  in  dem  Tierreiche  sowie  im  menschlichen 
Körper  doch  auch  einige  Beispiele  von  zwangläufig  geschlossenen 
kinematischen  Ketten.  Bevor  auf  diese  Fälle  näher  eingegangen 
wird,  soll  an  dem  Beispiele  der  Extremitäten  gezeigt  werden,  wie 
im  Organismus  im  Gegenteile  die  Bildung  kinematischer  Ketten  in 
der  Regel  dem  Zwecke  dient,  die  relative  Bewegungsfreiheit  zweier 
nicht  direkt  benachbarter  Teile  zu  erhöhen  und  unter  Umständen 
bis  zu  vollkommen  uneingeschränkter  relativer  Beweglichkeit  zu 
bringen.  Dabei  macht  es  sich  zum  Teile  nötig,  einige  schon  früher 
als  Beispiele  angeführte  Verhältnisse  noch  einmal  in  dem  jetzigen 
Zusammenhänge  zu  wiederholen  bzw.  zusammenzufassen. 

a)  Bewegungsfreiheit  der  Glieder  der  oberen  Extremitlit  relativ 
zum  Kumpfe. 

Das  Oberarmbein  besitzt  gegen  den  Schultergürtel  drei  Grade 
der  Freiheit  Berücksichtigt  man,  daß  der  Schultergürtel  eino  ge- 
wisse Beweglichkeit  gegenüber  dem  Thorax  aufweist,  so  kann  man 
sogar  die  Bewegungsfreiheit  der  zum  Rumpfe  relativen  Bewegung 
des  Oberarms  noch  etwas  höher  anschlagen;  doch  soll  im  folgen- 
den hiervon  abgesehen  werden.  Den  drei  Graden  der  Freiheit  des 
Oberarms  entsprechen  die  Unterschiede  der  Bezeichnungen,  welche 
man  in  der  Anatomie  für  die  verschiedenen  Bewegungen  des  Ober- 
arms eingeführt  hat.  Denkt  man  sich  bei  aufrechter  Körperhaltung 
den  Oberarm  mit  seiner  Längsaxe  vertikal  nach  unten  hängend, 
und  zwar  so,  daß  die  Ellbogenaxe  horizontal  und  frontal  gerichtet 
ist,  so  bezeichnet  man  eine  Drehung  desselben  aus  dieser  Aus- 
gangshaltung, bei  welcher  er  parallel  der  Medianebene  nach  vorn 
bzw.  nach  hinten  erhoben  wird,  als  „Vorwärts- Beugung“  bzw.  „Rück- 
wärts-Streckung“  oder  auch  kurz  als  „Beugung“  (Flexion)  bzw. 
„Streckung“  (Extension)  des  Oberarms.  Diese  beiden  entgegen- 
gesetzt gerichteten  Bewegungen  stellen  sich  bei  der  angenommenen 
Ausgangsstellung  als  Drehungen  um  die  zur  Medianebene  des 


Digitized  by  Google 


31H  Kinematik  in  Anwendung  auf  die  Verhältnisse  am  menschl.  Körper. 

Körpers  senkrechte  und  zu  der  Ellbogenaxe  parallele  Axe  des 
Schultergelenks  dar.  Erhebt  man  den  Oberarm  seitlich  nach  außen 
oder  soweit  dies  möglich  ist,  nach  innen,  bewegt  ihn  also  parallel 
der  Frontalebene  des  Körpers,  so  hat  man  es  mit  „Abduktion® 
bzw.  „Adduktion“  zu  tun;  beide  Bewegungen  sind  Drehungen 
um  die  zur  Frontalabene  senkrechte  Sagittalaxe  des  Schulter- 
gelenks, welche  also  senkrecht  gegen  die  Ellbogenaxe  gerichtet  ist. 
Endlich  kann  der  Oberarm  ohne  Änderung  der  Richtung  seiner 
Längsaxe  um  diese  in  dem  einen  oder  anderen  Sinne  herumgedreht 
werden,  eine  Bewegung,  die  man  in  der  Anatomie  als  „Rollung“ 
nach  außen  oder  innen  zu  bezeichnen  pflegt,  ein  Ausdruck,  welcher 
aber  hier  nicht  verwendet  werden  soll,  um  nicht  zwei  ganz  ver- 
schiedene Bewegungen  mit  dem  gleichen  Namen  zu  versehen. 

Für  die  Kinematik  des  Oberarms  empfiehlt  es  sich,  als 
„Längsaxe  des  Oberarms“  nicht  die  geometrische  Axe  des 
Knochens,  sondern  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  des  am 
oberen  Ende  des  Oberarmbeins  befindlichen  Kopfes  (caput  humeri) 
mit  dem  Mittelpunkte  des  am  unteren  Ende  des  Knochens  vor- 
handenen, neben  der  Oberarmbeinrolle  (trochlea  humeri)  liegenden 
Köpfchens  (capitulum  humeri)  aufzufassen.  Diese  Linie  liegt,  von 
individuellen  Schwankungen  abgesehen,  mit  der  vom  Mittelpunkte 
des  capitulum  humeri  nach  dem  Mittelpunkte  des  am  Handende 
der  Elle  befindlichen  Köpfchens  (capitulum  ulnae)  ziehenden  Axe 
des  Speichenellengelenks  in  einer  Ebene,  welche  nahezu  auf  der 
mit  der  geometrischen  Axe  der  Oberarmbeinrolle  zusammenfallenden 
mittleren  Axe  des  Ellbogengelenks,  die  oben  kurz  als  Ellbogenaxe 
bezeichnet  wurde,  senkrecht  steht  Da  der  Mittelpunkt  des  Ober- 
armköpfchens gleichzeitig  auf  der  Verlängerung  der  Axe  der  Ober- 
armbeinrolle liegt,  so  stoßen  also  in  demselben  drei  Axen  zu- 
sammen, die  Längsaxe  des  Oberarms,  die  Axe  des  Oberarmbein- 
Ellengelenks  (Ellbogenaxe)  und  die  Axe  des  Speichen-Ellengelenks; 
außerdem  bildet  er  den  Mittelpunkt  des  Oberarmbein-Speichen- 
gelenks. Wegen  dieser  Eigenschaften  ist  es  vom  kinematischen 
Standpunkte  aus  zweckmäßig,  den  Mittelpunkt  des  am  Ellbogen 
befindlichen  Oberarmbeinköpfchens  als  den  „Mittelpunkt  des  Ell- 
bogengelenks“ aufzufassen,  trotzdem  er  der  lateralen  Grenze 
des  unteren  Oberarmendes  viel  näher  liegt  als  der  medialen. 

Die  im  vorhergehenden  definierte  Längsaxe  des  Oberarms  ist 
bei  herabhängendem  Arme  nahezu  vertikal  gerichtet  und  steht 
daher  auf  der  Ebene  der  beiden  anderen  angeführten  Drehungs- 
axen  des  Schultergelenks  senkrecht.  Will  man  diese  gegenseitige 
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Lage  der  drei  Axen  für  alle  Gelenkstellungen  beibehalten,  so  muß 
man  in  Anbetracht  des  Umstandes,  daß  die  Längsaxe  im  Ober- 
armbeine festliegt,  auch  der  Flexion. s-Extensionsaxe  und  der  Ab- 
duktions-Adduktionsaxe  in  diesem  Knochen  eine  feste  Lage  zu- 
weisen, so  daß  alle  drei  Axen  bei  den  Bewegungen  des  Oberarms 
im  allgemeinen  ihre  Stellung  zum  Rumpfe  ändern. 

Man  unterscheidet  also  bei  der  Relativbewegung  des  Ober- 
arms dreierlei  verschiedene  Drehungen,  welche  um  zueinander 
senkrechte,  im  Oberarme  festliegende  Axen  stattfindet.  Aus  diesem 
Grunde  bezeichnet  man  auch  das  Schultergelenk  als  dreiaxiges 
Gelenk,  eine  Bezeichnung,  welche  durchaus  nicht  glücklich  gewählt 
ist,  da  sie  zu  Irrtümern  und  Unklarheiten  Veranlassung  bieten 
kann,  und  auch  vielfach  geboten  hat.  In  Wirklichkeit  besitzt  das 
Schultergelenk  natürlich  unendlich  viele  Drehungsaxen,  und  die 
Bezeichnung  als  dreiaxiges  Gelenk  soll  nur  ausdrücken,  daß  sich 
jede  Drehung  um  eine  beliebige  Axe  durch  den  Mittelpunkt  des 
Schultergelonks  in  drei  Drehungskomponenten  um  die  drei  auf- 
einander senkrecht  stehenden  Axen  zerlegen  läßt,  so  daß  also  jede 
Elementardrehung  im  Schultergelenke  sich  als  eine  Kombination 
von  Beugung  bzw.  Streckung,  Abduktion  bzw.  Adduktion  und 
Rollung  im  einen  oder  anderen  Sinne  auffassen  läßt.  Dies  ist  aber 
gleichbedeutend  damit,  daß  das  Schultergelenk  drei  Grade  der 
Freiheit  besitzt. 

An  dem  Ellbogenende  des  Oberarms  treten  die  drei  Grade  der 
Freiheit  seiner  Relativbewegung  dadurch  in  die  Erscheinung,  daß 
irgendein  Punkt  der  Ellbogenaxe.  etwa  der  oben  definierte  Mittel- 
punkt des  Ellbogengelenks  sich  bei  den  Flexions- Extensions- 
bewegungen und  den  Abduktions-Adduktionsbewegungen  auf  einer 
Kugelfläche  um  den  Mittelpunkt  des  Schultergelenks  bewegen  muß, 
und  der  Oberarm  bei  Festhaltung  des  Mittelpunktes  des  Ellbogen- 
gelenks an  einer  Stelle  seiner  Kugelfläche  nicht  auch  festgestellt 
ist,  sondern  ihm  noch  Drehung  um  seine  durch  diesen  Punkt  hin- 
durchgehende Längsaxe  möglich  ist. 

Der  am  Vorderarme  befindliche  Ellenknochen  ist  gegen  das 
Oberarmbein  zwangläufig;  derselbe  besitzt  demnach  gegen  den 
Rumpf  eine  Beweglichkeit  von  vier  Graden  der  Freiheit  Im  An- 
schlüsse an  früher  angestellte  Betrachtungen  kann  man  sich  diese 
Bewegungsfreiheit  der  Elle  bei  fest  gedachtem  Rumpfe  auch  auf  die 
folgende  Weise  veranschaulichen. 

Der  Mittelpunkt  des  neben  der  Oberarmbeinrolle  befindlichen 
Köpfchens,  welcher  oben  als  Mittelpunkt  des  Ellbogengelenks  be- 
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zeichnet  wurde,  befindet  sich  zwar  außerhalb  des  Ellenknochens; 
da  er  auf  der  Verlängerung  der  Axe  der  Oberarmbeinrolle  liepft. 
so  besitzt  er  aber  bei  allen  Bewegungen  der  Elle  eine  feste  Lage 
zu  derselben,  so  daß  er  als  mit  ihr  fest  verbunden  angenommen 
werden  kann.  I)a  dem  Mittelpunkte  des  Ellbogengelenks  bei  fest- 
gestelltem  Rumpfe  lind  Schultergürtel  beliebige  Bewegungen  auf 
einer  Kugelflächo  möglich  sind,  so  resultieren  zunächst  hieraus  für 
die  Elle  selbst  zwei  Grade  der  Freiheit.  Hält  man  nun  den  Mittel- 
punkt des  Ellbogengelenks  an  irgendeiner  Stelle  dieser  sogenannten 
Exkursionskugelfläche  und  damit  die  Längsaxe  des  Oberarms, 
nicht  aber  diesen  selbst  fest,  so  bleiben  der  Elle  immer  noch  zwei 
Grade  von  Bewegungsfreiheit.  Dieselbe  kann  sich  noch  um  die 
Längsaxe  des  Oberarmbeins  und  außerdem  um  die  zu  derselben 
senkrechte  Axe  der  Oberarmbeinrolle,  welche  kurz  die  Ellbogenaxe 
heißen  möge,  und  infolgedessen  auch  um  jede  andere  Axe  durch 
den  Mittelpunkt  des  KUbogengelenks,  welche  mit  diesen  beiden 
Axen  in  einer  Ebene  liegt,  herumdrehen.  Durch  die  Art  der  Ge- 
lenkverbindung unmöglich  gemacht  ist  der  Elle  nur  die  Drehung 
um  eine  Axe,  welche  nicht  dieser  Ebene  angehört.  Wenn  aber 
einem  Körper  von  jeder  bestimmten  Stellung  aus  alle  Drehungen 
um  Axen  möglich  sind,  welche  in  einer  Ebene  liegen  und  dabei 
durch  einen  Punkt  derselben  hindurchgehen,  so  hat  er  eine  Be- 
weglichkeit von  zwei  Graden  der  Freiheit;  denn  jede  Elementar- 
drehung desselben  läßt  sich  rückwärts  in  zwei  und  nur  zwei  von- 
einander unabhängige  Drehungen  um  Axen  dieser  Ebene  von 
vorgeschriebener  Richtung  zerlegen.  Es  ist  für  die  Bewegungen  der 
Elle  besonders  charakteristisch,  daß  die  Ebene  der  Axen  innerhalb 
des  Oberarmbeins  festliegt,  also  sich  bei  den  Bewegungen  der  Elle 
um  den  Mittelpunkt  des  Ellbogengelenks  nur  so  weit  ändert,  als 
das  Oberarmbein  sich  an  dieser  Bewegung  beteiligt.  Der  letztere 
dreht  sich  aber  dabei  im  allgemeinen  um  seine  Längsaxe  herum: 
es  führt  daher  auch  die  Axenebene  während  der  Bewegung  der 
Elle  im  allgemeinen  gleichzeitig  eine  Drehung  um  die  Verbindungs- 
linie des  festgedachten  Mittelpunktes  des  Oberarmbeinköpfchens 
mit  dem  ebenfalls  ruhenden  Mittelpunkte  des  Oberarmbeinkopfes 
aus.  Nur  wenn  die  Drehung  der  Elle  allein  um  die  Axe  der 
Oberarmbeinrolle  stattfindet,  bleibt  die  Axenebene  in  Ruhe. 

Man  kann  die  Sache  auch  noch  auf  andere  Weise  auffassen. 
Die  Ellbogenaxe  gehört  zwar  zunächst  dem  Oberarmbeine  an;  sie 
behält  aber  bei  allen  Bewegungen  ebenfalls  ihre  Lage  zur  Ello 
bei,  so  daß  sie  auch  zu  diesem  Knochen  festgestellt  angesehen 
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werden  muß.  Es  kann  daher  die  Elle  bei  feststehender  Oberarm- 
längsaxe zunächst  Drehungen  um  zwei  Axen  ausführen,  von  denen 
die  eine  (die  Oberarmlängsaxe)  im  Oberarmbeine,  die  andere  (die 
Ellbogenaxe)  dagegen  sowohl  im  Oberarmbeine  wie  gegen  die  Elle 
festliegt  Da  die  zweite  Axe  alle  Bewegungen  der  Elle  mitmachen 
muß,  während  die  erste  dabei  in  Ruhe  bleibt,  so  ist  ersichtlich, 
daß  die  durch  beide  bestimmte  Axenebene,  welche  alle  übrigen 
Axen  enthält,  um  welche  die  Elle  noch  Drehungen  ausführen 
kann,  bei  den  Bewegungen  nicht  in  Ruhe  bleiben  kann,  sondern 
sich  um  die  Oberarmlängsaxe  nach  Maßgabe  der  Bewegung  der 
Ellbogenaxe  drehen  muß. 

Der  andere  Knochen  des  Vorderarms,  die  Speiche,  ist  gegen 
die  Elle  zwangläufig.  Daraus  folgt  nun  weiterhin,  daß  die  Speiche 
gegen  den  Rumpf  eine  Beweglichkeit  von  fünf  Graden  der  Freiheit 
besitzen  wird.  Man  kann  sich  leicht  noch  auf  folgende  Weise  von 
dieser  Tatsache  Rechenschaft  geben. 

Der  Mittelpunkt  des  Ellbogengelenks  kann  auch  als  bestimmter 
Punkt  der  Speiche  aufgefaßt  w'erden,  denn  seine  Lage  zu  diesem 
Knochen  bleibt  bei  allen  Bewegungen  des  letzteren  unverändert. 
Um  diesen  Punkt  vermag  nun  die  Speiche  Drehungen  von  drei 
Graden  der  Freiheit  auszuführen.  Einmal  kann  sie  sich  um  die 
dabei  als  ruhend  aufzufassende  Längsaxe  des  Oberarms  herum- 
drehen, eine  Bewegung,  an  welcher  das  ganze  Oberarmbein  teil- 
nimmt Ferner  sind  dem  Speichenknochen  natürlich  auch  Drehungen 
um  die  zur  Längsaxe  des  Oberarms  senkrechte  Ellbogenaxe  mög- 
lich, und  endlich  kann  die  Speiche  sich  auch  noch  um  die  durch 
die  Mittelpunkte  der  Köpfchen  der  Speiche  und  Elle  hindurch- 
gehende Axe  des  Speichen-Ellengelenks  herumdrehen. 

Wenn  sich  der  Vorderarm  nicht  gerade  in  der  äußersten  Streck- 
steilung gegenüber  dem  Oberarme  befindet,  so  haben  die  drei 
durch  den  Mittelpunkt  des  Ellbogengelenks  hindurchgehenden  Axen, 
um  welche  sich  der  Radius  beliebig  drehen  kann,  verschiedene 
Richtungen.  Zwei  davon,  die  Oberarmlängsaxe  und  die  Ellbogen- 
axe, stehen  aufeinander  senkrecht,  und  die  dritte,  dio  Axe  des 
Speichen-Ellengelenks,  bildet  mit  der  Ebene  der  beiden  anderen 
einen  Winkel,  welcher  zwischen  0°  und  90°  nach  der  einen  oder 
anderen  Seite  hin  variieren  kann.  Die  beiden  ersten  Axen  ge- 
hören dem  Oberarmbeine,  die  lelzte  dem  Speichenknochen  an.  Die 
Oberarmlängsaxe  bleibt  bei  allen  Bewegungen  der  Speiche  um  den 
Mittelpunkt  des  Ellbogengelenks  in  Ruhe,  die  Ellbogenaxe  ändert 
ihre  Lage  nur,  sofern  die  Bewegung  der  Speiche  von  Drehungen 
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des  Oberarmbeins  um  seine  Längsaxe  begleitet  wird,  die  Axe  des 
Speichenellengelenks  beteiligt  sich  dagegen  an  allen  Drehungen  der 
Speiche  mit  Ausnahme  der  Drehung  um  sie  selbst. 

I)a  die  Drehungen  um  die  drei  Axen  voneinander  unabhängig 
sind,  so  kann  sich  also  die  Speiche  bei  Festhaltung  des  Mittel- 
punktes des  Ellbogengelenks  mit  drei  Graden  der  Freiheit  be- 
wegen. Da  nun  der  Mittelpunkt  des  Ellbogengelenks  selbst  eich 
auf  seiner  Exkursionskugelfläche  mit  zwei  Graden  der  Freiheit  be- 
wegen kann,  so  kommen  der  Speiche  in  der  Tat  fünf  Grade  der 
Freiheit  relativ  zum  Rumpfe  zu. 

Anstatt  von  der  Beweglichkeit  der  Speiche  gegenüber  der  Elle 
auszugehen,  kann  man  bei  der  Bestimmung  der  Bewegungsfreiheit 
der  Speiche  gegenüber  dem  Rumpfe  auch  direkt  die  Bewegung  der 
Speiche  gegen  das  Oberarmbein  berücksichtigen  und  die  Elle  also 
ganz  außer  Betracht  lassen.  Die  Speiche  kann  sich  gegen  das 
Oberarmbein,  wie  schon  früher  erörtert  wurde , mit  zwei  Graden 
der  Freiheit  bewegen;  denn  sie  vermag  Drehungen  um  alle  durch 
den  Mittelpunkt  des  Ellenbogengelenks  hindurchgehenden  Axen 
auszuführen,  welche  in  der  durch  die  Ellbogenaxe  und  die  Axe 
des  Speichen-Ellengelenks  bestimmten  Ebene  liegen.  Diese  Axen- 
ebene  dreht  sich  bei  den  Relativbewegungen  der  Speiche  um  die 
Axe  des  Ellbogengelenks.  Da  das  Oberarmbein  gegen  den  Rumpf 
drei  Grade  der  Freiheit  besitzt,  so  ergeben  sich  also  wieder  fünf 
Grade  der  Freiheit  für  die  Bewegung  der  Speiche  relativ  zum 
Rumpfe. 

Es  ist  von  besonderer  Bedeutung  für  das  Verständnis  der  Be- 
weglichkeit der  Hand  gegenüber  dem  Rumpfe,  daß  man  sich  dar- 
über Rechenschaft  gibt,  wie  diese  fünf  Grade  der  Freiheit  des 
Speichenknochens  am  Handende  des  Vorderarmes  in  die  Erschei- 
nung treten.  Betrachtet  man  zu  diesem  Zwecke  einen  am  Hand- 
ende des  Vorderarmes  befindlichen  Punkt  der  Axe  des  Speichen- 
ellengelenkes, etwa  den  Mittelpunkt  des  Ellenköpfchens,  so  ist 
leicht  einzusehen,  daß  sich  dieser  Punkt  gegen  den  feststehenden 
Rumpf  nicht  nur  auf  einer  Fläche,  sondern  innerhalb  bestimmter 
durch  die  Dimensionen  der  Armknochen  gesetzter  Grenzen  in 
einem  Raume  von  drei  Dimensionen  beliebig  herumbewegen  läßt 
Denkt  man  nämlich  das  Ellbogengelenk  in  irgendeiner  Haltung 
festgestellt,  so  bleibt  diesem  Punkte  bei  freier  Beweglichkeit  des 
Schultergelenkes  immer  noch  die  Möglichkeit,  sich  auf  einer  Kugel- 
fläche um  den  Mittelpunkt  des  Schultergelenkes  zu  bewegen,  da 
seine  Entfernung  von  letzterem  infolge  der  Arretierung  des  Ell- 
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bogengelenkes  bei  allen  noch  möglichen  Bewegungen  konstant 
bleiben  muß.  Der  Halbmesser  dieser  Exkursionskugelfläche  ist  am 
größten,  wenn  das  Ellbogengelenk  in  der  äußersten  Streckstellung, 
und  am  kleinsten,  wenn  es  in  der  äußersten  Beugestellung  fixiert 
ist  Im  ersten  Falle  ist  er  etwa  gleich  der  Summe  der  Längen 
des  Oberarmbeines  und  der  Speiche,  im  letzten  Falle  besitzt  er 
dagegen  nur  eine  Länge,  welche  am  lebenden  Körper  in  der  Regel 
weniger  als  die  Hälfte  der  Länge  des  Oberarmbeines  beträgt. 
Diese  beiden  Exkursionskugelflächen  begrenzen  nun  auf  zwei 
Seiten  den  Raum,  innerhalb  dessen  der  Mittelpunkt  des  Ellen- 
köpfchens jede  beliebige  Stellung  einnehmen  kann;  denn  innerhalb 
der  beiden  angegebenen  Grenzen  kann  ihm  durch  geeignete  Beu- 
gung im  Ellbogengelenke  jede  beliebige  Entfernung  vom  Schulter- 
geleukmittelpunkte  und  daher  dem  Halbmesser  seiner  Exkursions- 
kugelfläche jede  beliebige  Länge  erteilt  werden.  Da,  wo  die  beidon 
Kugelflächen  die  Oberfläche  des  Körpers  treffen,  übernimmt  die 
letztere  zum  Teil  die  Begrenzung.  Der  Mittelpunkt  des  am  Hand- 
ende des  Vorderarmes  befindlichen  Ellenköpfchens  besitzt  also  in 
diesem  begrenzten  Raume  gegen  den  Rumpf  eine  Beweglichkeit 
von  drei  Graden  der  Freiheit. 

Denkt  man  nun  den  Mittelpunkt  des  Ellenköpfchens  an  irgend- 
einer Stelle  seines  Exkursionsraumes  festgehalten,  so  ist  damit  der 
ganze  Arm  und  insbesondere  die  Speiche  noch  keineswegs  gegen 
den  Rumpf  festgestellt»  Zunächst  kann  die  Speiche  noch  um  die 
Axe  des  Speichenellengelenkes  beliebig  herumgedreht  werden,  eine 
Bewegung,  welche  das  Oberarmbein  nicht  mitmacht,  und  dann 
kann  der  ganze  Ann  um  die  Gerade,  welche  den  Mittelpunkt  des 
Ellenköpfchens  mit  dem  Mittelpunkte  des  Schultergelenkes  ver- 
bindet, gedreht  werden.  Diese  letztere  Drehungsaxe  fällt  nur  in 
der  äußersten  Streckstellung  des  Ellbogengelenkes  mit  der  Axe  des 
Speichenellengelenkes  zusammen,  weicht  aber  sonst  unter  einem 
mehr  oder  weniger  großen  Winkel  von  derselben  ab.  Im  letzteren 
Falle  kann  die  Drehung  um  diese  Verbindungsgerade  in  eine  Dreh- 
ung um  die  Längsaxe  des  Oberarmes  und  die  dazu  senkrechte 
Abduktions-Adduktionsaxe  im  Schultergelenke  zerlegt  werden. 

Da  die  Speiche  bei  Festhaltung  dos  Mittelpunktes  des  Ellen- 
köpfchens gleichzeitig  noch  Drehungen  um  die  Axe  des  Speichen- 
ellengelenkes und  die  Verbindungsgerade  der  Mittelpunkte  des 
Ellenköpfchens  und  des  Schultergelenkes  ausführen  kann,  so  blei- 
ben ihr  auch  Drehungen  um  alle  durch  den  Mittelpunkt  des 
Ellenköpfchens  hindurchgehenden  Axen  möglich,  welche  der  durch 
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die  Längsaxen  des  Oberarmes  und  Vorderarmes  bestimmten  Ebene 
angehören.  Auf  diese  Weise  kommen  außer  den  drei  Graden  der 
Freiheit,  welche  der  Mittelpunkt  des  Ellenköpfchens  besitzt,  für 
die  Speiche  noch  zwei  Grade  der  Freiheit  gegen  den  Rumpf  hinzu, 
so  daß  sich  also  wieder  im  ganzen  fünf  Grade  der  Freiheit  heraus- 
stellen. 

Legt  man  nicht  den  Mittelpunkt  des  Ellenköpfchens  der  Be- 
trachtung zugrunde,  sondern  einen  anderen  Punkt,  welcher  ent- 
weder der  Speiche  direkt  angehört,  oder  doch  wenigstens  mit  der- 
selben fest  verbunden  gedacht  werden  kann,  so  stellen  sich  die 
Verhältnisse  nur  wenig  komplizierter  heraus.  Als  ein  Punkt, 
welcher  zur  Speiche  eine  feste  Lage  besitzt,  ist  z.  B.  der  Mittel- 
punkt des  Handgelenks  aufzufassen.  Sieht  man  von  den  möglichen 
Gestaltsänderungen  der  Hand  ab,  so  stellt  sich  heraus,  daß  die 
Hand  als  Ganzes  gegen  die  Speiche  mit  großer  Annäherung  nur 
solche  Bewegungen  auszuführen  vermag,  bei  welchen  ein  Punkt 
seine  Lage  zur  Speiche  beibehält.  Dieser  als  „Mittelpunkt  des 
Handgelenks“  zu  bezeichnende  Punkt  ist  nahezu  mit  dem 
Mittelpunkte  des  Köpfchens  des  Kopfbeines  (os  capitatum),  eines 
Handwurzelknochens  der  zweiten  Reihe,  identisch. 

Auch  der  Mittelpunkt  des  Handgelenks  kann  sich  relativ  zum 
Bumpfe  innerhalb  eines  begrenzten  Raumes  von  drei  Dimensionen 
beliebig  bewegen,  besitzt  also  drei  Grade  der  Freiheit  Bei  Fest- 
haltung dieses  Punktes  an  irgendeiner  Stelle  seines  Exkursions- 
raumes bleiben  dann  der  Speiche  noch  folgende  Bewegungen  von 
zwei  Graden  der  Freiheit. 

Denkt  man  zunächst  die  Längsaxe  des  Oberarmes,  nicht  aber 
das  Oberarmbein  selbst,  in  einer  bestimmten  Richtung  festgestellt, 
so  vermag  die  Speiche  noch  Drehungen  um  die  Verbindungslinie 
der  Mittelpunkte  des  Ellbogengelenks  und  des  Handgelenks,  die 
man  zweckmäßig  als  „die  Längsaxe  des  Vorderarmes“  be- 
zeichnet, auszuführen.  Diese  Gerado  kann  deshalb  als  Drehungs- 
axe  auftreten,  weil  nach  dem  früheren  die  Speiche  sich  um  jede 
beliebige  Axe  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellbogengelenks  zu  be- 
wegen vermag.  Da  die  Längsaxe  des  Vorderarmes  aber  weder 
mit  einer  der  drei  bestimmten  im  Mittelpunkte  des  Ellbogengelenks 
sich  kreuzenden  Axen  zusammenfällt,  noch  im  allgemeinen  mit 
irgend  zwei  derselben  in  einer  Ebene  liegt,  so  nimmt  eine  Drehung 
der  Speiche  um  dieselbe  in  der  Regel  alle  Gelenke  des  Armes,  das 
Schultergelenk  nicht  ausgeschlossen,  in  Anspruch.  Die  Beteiligung 
der  einzelnen  Gelenke  erfährt  man  dadurch,  daß  man  die  Drehung 
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um  die  Längsaxe  des  Vorderarmes  in  drei  Drehungen  zerlegt,  von 
denen  die  eine  um  die  Längsaxe  des  Oberarmes,  die  andere  um 
die  Ellbogenaxe  und  die  dritte  um  die  Axe  des  Speichenellenge- 
lenk.s  stattfindet.  Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  auf  der  Längs- 
axe des  Vorderarmes  eine  Strecke  abzutragen,  welche  durch  ihre 
Richtung  und  Größe  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  um 
dieselbe  repräsentiert,  und  dann  diese  Strecke  als  Diagonale  eines 
l’arallelepipeds  zu  nehmen,  dessen  Kanten  in  der  Richtung  der 
drei  anderen  Axen  verlaufen.  Da  die  Richtung  der  Längsaxe  des 
Vorderarmes  nur  weuig  von  der  der  Axe  de3  Speichenellengelenks 
abweicht,  so  beteiligen  sich  das  Schultergelenk  und  das  Oberarm- 
beinellengelenk verhältnismäßig  nur  sehr  wenig  an  dieser  Bewe- 
gung. Es  macht  im  Leben,  wo  man  die  kleine  Drehung  des 
Oberarmbeines  um  seine  Längsaxe  nicht  deutlich  erkennen  kann, 
den  Eindruck,  als  ob  die  Speiche  sich  mit  der  Elle  bei  vollständig 
ruhendem  Oberarmbein  um  die  Längsaxe  des  Vorderarmes  drehen 
könnte,  so  daß  dabei  das  Köpfchen  der  Elle  um  diese  Axe  einen 
Kreis  beschreibt,  während  dies  doch  nur  durch  die  gleichzeitige 
Drehung  des  Oberarmbeins  möglich  wird.  Dieser  Irrtum  hat  seiner- 
zeit in  der  Wissenschaft  viel  Staub  aufgew'irbelt  und  sehr  über- 
flüssige Diskussionen  heraufbeschworen. 

Außer  der  Drehung  um  die  Längsaxe  des  Vorderarmes  ist 
nun  wiederum  der  Speiche  noch  eine  Bewegung  möglich,  welche 
dadurch  hervorgebracht  wird,  daß  man  den  ganzen  Arm  ohne 
Änderung  der  Beugestellung  des  Ellbogengelenks  um  eine  den 
Mittelpunkt  des  Handgelenks  mit  dem  Mittelpunkte  des  Schulter- 
gelenks verbindende  Gerade  dreht.  Diese  Drehung  wird  also 
nicht  von  der  Speiche  allein  ausgeführt,  sondern  es  beteiligen  sich 
an  ihr  auch  das  Oberarmbein  und  die  Elle. 

Im  Anschluß  an  die  bisherigen  Betrachtungen  kann  man  sich 
nun  leicht  darüber  Rechenschaft  geben,  in  welcher  Weise  die 
Hand  als  Ganzes  sich  relativ  zum  Rumpfe  bewregen  läßt.  Die 
Hand  besitzt  gegenüber  der  Speiche  im  Leben  zwei  Grade  der 
Freiheit,  da  sie  bei  ruhender  Speiche  von  jeder  Gelenkstellung 
aus  nur  Elementardrehungen  um  Axen  auszuführen  vermag, 
welche  annähernd  in  einer  Ebene  liegen.  Diese  Axenebene  ist 
bei  einer  mittleren  Stellung  der  Hand  zur  Längsaxe  des  Vorder- 
armes senkrecht,  im  übrigen  aber  unter  einem  von  90°  etwas 
verschiedenen  Winkel  gegen  dieselbe  geneigt.  Man  kommt  also 
durch  Hinzufügen  dieser  Bewegungsfreiheit  zu  der,  w'elche  die 
Speiche  schon  aufweist,  zu  dem  Resultate,  daß  die  Hand  gegen 
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den  Rumpf  sieben  Grade  der  Freiheit  besitzt.  l)a  sechs  Grade 
der  Freiheit  schon  uneingeschränkte  Beweglichkeit  im  Raume  von 
drei  Dimensionen  bedeuten,  so  kann  sich  also  in  der  Tat  die 
Hand  innerhalb  bestimmter  durch  die  Dimensionen  der  Armknochen 
gesetzter  Grenzen  gegen  den  Rumpf  so  bewegen,  als  ob  sie  in  gar 
keinen  Zusammenhang  mit  demselben  stände. 

Es  kann  also  z.  B.  der  Mittelpunkt  des  Handgelenks  an  eine 
beliebige  Stelle  dieses  Raumes  gebracht,  und  dann  die  Hand  immer 
noch  um  jede  beliebige  Axe  durch  denselben  herumgedreht  werden; 
denn  zu  den  in  einer  Ebene  liegenden  Axen  des  Handgelenks 
kommt  nach  dem  früheren  noch  die  gegen  diese  Ebene  geneigte 
Längsaxe  des  Vorderarmes  für  die  Drehungen  der  Hand  um  ihren 
Mittelpunkt  hinzu,  so  daß  durch  geeignete  Kombination  dieser 
Drehungsmöglichkeiten  in  der  Tat  die  Drehung  um  jede  beliebige 
Axe  hervorgebracht  werden  kann.  Die  Hand  vermag  sich  daher 
mit  drei  Graden  der  Freiheit  um  ihren  Mittelpunkt  herumzudrehen; 
nur  kann  dabei  die  Speiche  nicht  in  Ruhe  bleiben,  wie  es  bei 
einem  Gelenk  von  drei  Graden  der  Freiheit  der  Fall  wäre.  Jede 
Drehung  der  Hand,  welche  nicht  um  eine  von  den  oo1  in  einer 
Ebene  liegenden  Axen  stattfindet,  die  dem  Handgelenk  ausschließ- 
lich angehören,  setzt  vielmehr  die  Speiche,  und  nach  dem  früheren 
sogar  auch  etwas  die  Elle  und  das  Oberarmbein,  in  Bewegung,  da 
ja  die  Längsaxe  des  Vorderarmes  nicht  genau  mit  der  Axe  des 
Speichenellengelenks  übereinstimmt.  Versteht  man  unter  Pronation 
und  Supination  der  Hand,  wie  es  zuweilen  üblich  ist,  die  Drehung 
um  die  Längsaxe  des  Vorderarmes,  so  stellen  daher  diese  Bewe- 
gungen nicht  reine  Drehungen  um  die  schräg  im  Vorderarme  ver- 
laufende Axe  des  Speichenellengelenks  dar,  sondern  es  gesellen 
sich  dabei  zu  letzterer  noch  geringe  Drehungen  im  Oberarmbein- 
ellengelenk und  im  Schultergelenk. 

Die  Tatsache,  daß  sich  durch  sukzessive  Addition  der  Bewe- 
gungsfreiheiten in  den  verschiedenen  Gelenken  für  die  Hand  sieben 
Grade  der  Freiheit  gegenüber  dem  Rumpfe  ergeben,  hat  auch  ihre 
besondere  kinematische  Bedeutung;  sie  weist  darauf  hin,  daß 
wenn  man  die  Hand  an  irgendeiner  Stelle  ihres  Exkursionsraumes 
in  irgendeiner  Stellung  festhält,  die  übrigen  Abschnitte  des  Armes 
damit  noch  nicht  auch  festgestellt  sind.  Es  ist  vielmehr  dem 
Oberarme  und  Vorderarme  gemeinsam  dann  noch  eine  zwangläufige 
Drehung  um  die  den  Mittelpunkt  des  Handgelenks  mit  dem 
Schultergelenkinittelpunkte  verbindende  Gerade  möglich,  wovon 
man  sich  am  lebenden  Körper  leicht  überzeugen  kann,  wenn  man 
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die  Hand  bei  ruhendem  Rumpfe  an  irgendeinem  Gegenstände  der 
Außenwelt  festhält,  z.  B.  auf  einen  Tisch  aufstemmt  Daß  man 
in  der  Regel  den  Arm  nicht  mehr  bewegen  kann,  wenn  man 
durch  die  eigenen  Muskeln  die  Hand  an  irgendeiner  Stelle  ihres 
Exkursionsraumes  in  der  Luft  festhält,  hat  nicht  einen  kinemati- 
schen, sondern  einen  rein  physiologischen  Grund.  Wir  sind  nicht 
imstande,  unsere  Muskeln  in  der  Weise  zu  innervieren,  wie  es 
für  eine  Bewegung  des  Armes  bei  ruhender  Hand  erforderlich 
wäre;  das  letztere  gelingt  erst  unter  Zuhilfenahme  äußerer  Kräfte, 
wie  z.  B.  in  dem  angegebenen  Falle  der  vom  Tische  hervorgerufe- 
nen Reaktionskräfte. 

Da  schon  die  Hand  gegen  den  Rumpf  uneingeschränkte  Be- 
weglichkeit besitzt,  so  gilt  das  in  gleicher  Weise  für  alle  Glieder 
der  Hand,  z.  B.  für  jeden  einzelnen  Finger.  Wir  können  auch 
jedes  Fingerglied  in  beliebiger  Haltung  an  irgendeine  Stelle  eines 
begrenzten  Raumes  bringen.  Die  Grenzen  dieses  Exkursionsraumes 
sind  hier  sogar  etwas  weiter  binausgeschoben.  Da  wir  mit  einem 
Finger  die  Schulter  berühren  können,  so  wird  die  innere  Begren- 
zung nicht  mehr  teilweise  durch  eine  Kugelfläche  um  den  Schulter- 
gelenkmittelpunkt, sondern  nur  durch  die  Oberfläche  des  Körpers 
dargestellt. 

b)  Bewegungsfreiheit  der  Glieder  der  unteren  Extremität  relattr  zum 

Rumpfe. 

An  der  unteren  Extremität  sind  die  Verhältnisse  etwas  ein- 
facher wie  an  der  oberen,  weil  zwischen  den  beiden  Knochen  des 
Unterschenkels,  dem  Schienbeine  (tibia)  und  dem  Wadenbeine 
(fibula)  keine  ausgesprochene  Gelenkverbindung  vorhanden  ist, 
und  das  Wadenbein  mit  dem  Oberschenkelbein  (femur)  überhaupt 
nicht  zur  Berührung  kommt.  Faßt  man  zunächst  wiederum  den 
Fuß  als  starre  Masse  auf,  so  kommen  demnach  nur  drei  Gelenke 
in  Frage,  welche  die  Bewegungsfreiheit  der  drei  Hauptabschnitte 
der  unteren  Extremität  gegenüber  dem  Rumpfe  bestimmen,  näm- 
lich das  Hüftgelenk  (articulatio  coxae),  das  Kniegelenk  (articulatio 
genu)  und  das  obere  Sprunggelenk  (articulatio  talocruralis).  Das 
erste  verbindet  das  Oberschenkelbein  mit  dem  Hüftbein  (os  coxae), 
das  zweite  das  Schienbein  mit  dem  Oberschenkelbeine  und  das 
dritte  den  obersten  Knochen  der  Fußwurzelreihe,  das  Sprungbein 
(talus),  mit  dem  Schien-  und  Wadenbein.  Wie  schon  früher  an- 
geführt wurde,  besitzen  diese  drei  Gelenke  im  Leben  bzw.  drei, 
zwei  und  einen  Grad  der  Freiheit. 
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Den  drei  Graden  der  Freiheit  des  Oberschenkels  gegenüber 
dem  Becken  bzw.  dem  Rumpfe  entsprechen  wiederum  die  in  der 
Anatomie  üblichen  Bezeichnungen  für  die  verschiedenen  Drehungen 
im  Hüftgelenke.  Bei  normal  gebauten  Individuen  liegt  der  Mittel- 
punkt des  Oberschenkelbeinkopfes  (caput  femoris),  welcher  zugleich 
den  Mittelpunkt  des  Hüftgelenks  darstellt,  mit  dem  mittelsten 
Punkte  der  mittleren  Knieaxe,  welcher  als  Mittelpunkt  des  Knie- 
gelenks aufgefaßt  werden  kann,  und  dem  mittelsten  Punkte  der 
Axe  der  Sprungbeinrolle  (trochlea  tali),  welcher  als  Mittelpunkt 
des  oberen  Sprunggelenks  anzusehen  ist,  in  einer  Ebene,  welche 
in  jeder  Haltung  des  Beins  wenigstens  annähernd  auf  der  Axe  des 
oberen  Sprunggeleuks  senkrecht  steht.  Da  ebenfalls  die  mittlere 
Richtung  der  durch  die  beiden  Gelenkknorren  des  Oberschenkel- 
beins (condyli  femoris)  quer  hindurchgehenden  in  ihrer  Lage  aller- 
dings veränderlichen  Knieaxe,  von  individuellen  Schwankungen 
abgesehen,  nahezu  auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht,  so  ist  es 
zweckmäßig,  auch  im  Hüftgelenk  eine  zu  dieser  Ebene  senkrechte 
Axe  vor  den  anderen  hervorzuheben.  Man  bezeichnet  bei  der 
Relativbewegung  des  Oberschenkelbeins  die  Drehung  um  diese 
Axe  als  „Vorwärts-Beugung“  oder  „Rückwärts-Streckung“  oder 
auch  kurz  als  „Beugung“  (Flexion)  oder  „Streckung“  (Extensionl 
des  Oberschenkels,  je  nachdem  dabei  das  Knie  nach  vorn  oder 
hinten  gegen  den  Rumpf  bewegt  wird. 

Die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  des  Hüftgelenks  und 
Kniegelenks  soll  die  „Längsaxe  des  Oberschenkels“,  und  die 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  des  Kniegelenks  und  oberen 
Sprunggelenks  die  „Längsaxe  des  Unterschenkels“  heißen. 

Eine  Drehung  um  die  Längsaxe  des  Oberschenkels  wird  in 
der  Anatomie  wieder  als  „Rollung“,  und  eine  Drehung  um  die  auf 
der  Flexions-Extensionsaxe  des  Hüftgelenks  und  der  LäDgsaxe  des 
Oberschenkels  senkrechte  Axe  im  Hüftgelenke  als  „Abduktion“ 
und  „Adduktion“  des  Oberschenkels  bezeichnet.  Wie  schon 
früher  angeführt  wurde,  soll  der  Ausdruck  Rollung  im  Interesse 
der  Vermeidung  von  Irrtümern  aber  hier  nicht  verwendet  werden. 

So  greift  man  also  auch  im  Hüftgelenke  drei  aufeinander 
senkrecht  stehende  und  im  Oberschenkelbeine  festliegende  Axen 
heraus  und  zerlegt  dementsprechend  jede  andere  der  oo8  möglichen 
Drehungen  des  Oberschenkels  relativ  zum  Becken  in  drei  Drehungs- 
komponenten von  diesen  Axenrichtungen. 

Entsprechend  den  drei  Graden  der  Freiheit  der  Relativbewegung 
des  Oberschenkels  kann  sich  jeder  Punkt  desselben  w'ieder  auf 
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einer  Kugelfläche  bewegen.  Hält  man  einen  Punkt  an  irgendeiner 
Stelle  seiner  Exkursionskugelfläche  fest,  so  vermag  dann  der  Ober- 
schenkel selbst  noch  eine  Drehung  um  die  diesen  Punkt  mit  dem 
Mittelpunkte  des  Hüftgelenks  verbindende  Gerade  auszuführen. 

Das  Schienbein  besitzt  in  seiner  Relativbewegung  gegen  das 
Oberschenkelbein  zwei  Grade  der  Freiheit.  Ohne  an  dieser  Stelle 
genauer  auf  die  Art  der  Bewegungen  im  Kniegelenke  einzugehen, 
kann  man  sagen,  daß  mit  Ausnahme  der  äußersten  Streckstellung 
im  Knie  von  jeder  Gelenkstellung  aus  das  Schienbein  sich  relativ 
zum  Oberschenkelbeine  sowohl  um  eine  quer  durch  die  Gelenk- 
knorren hindurchgehende  Axe  als  auch  um  die  Längsaxe  des 
Unterschenkels,  und  damit  um  alle  in  der  Ebene  dieser  beiden 
Axen  liegenden  und  durch  den  Mittelpunkt  des  Kniegelenks  hin- 
durchgehenden  Axen  drehen  kann.  Die  Drehung  um  die  quere 
Axe  wird  als  Beugung  und  Streckung  des  Unterschenkels  bezeich- 
net, je  nachdem  das  Fußende  desselben  nach  hinten  oder  vorn 
bewegt  wird,  und  die,  allerdings  gegen  die  Beugung  und  Streckung 
sehr  zurücktretende-  Drehung  um  die  Längsaxe  führt  in  der  Ana- 
tomie wieder  den  Namen  der  Rollung  des  Unterschenkels;  die 
letztere  ist  nur  in  der  äußersten  Strecksteilung  unmöglich. 

Betrachtet  man  nun  die  Beweglichkeit  des  Unterschenkels 
gegenüber  dem  Rumpfe,  so  ergeben  sich,  wie  an  der  oberen  Ex- 
tremität bei  der  Speiche,  fünf  Grade  der  Freiheit.  Dementsprechend 
kann  sich  der  Mittelpunkt  des  oberen  Sprunggelenks  in  bestimmten 
durch  die  Dimensionen  de3  Oberschenkelbeins  und  des  Schienbeins 
gesetzten  Grenzen  innerhalb  eines  dreidimensionalen  Raumstückes 
beliebig  bewegen.  Hält  man  den  Mittelpunkt  des  oberen  Sprung- 
gelenks, nicht  aber  gleichzeitig  den  ganzen  Fuß,  an  einer  be- 
stimmten Stelle  dieses  Raumes  fest,  so  kann  der  Unterschenkel 
noch  mit  zwei  Graden  der  Freiheit  bewegt  werden.  Einmal  ver- 
mag er  sich  um  seine  Längsaxe  zu  drehen,  eine  Bewegung,  welche 
zwar  der  Fuß,  nicht  aber  der  Oberschenkel  mitmacht;  und  dann 
kann  die  ganze  untere  Extremität  gemeinsam  um  eine  die  Mittel- 
punkte des  oberen  Sprunggelenks  und  des  Hüftgelenks  miteinander 
verbindende  Gerade  gedreht  werden. 

Soweit  haben  sich  also  an  der  unteren  Extremität  betreffs 
der  Bewegungsfreiheit  im  wesentlichen  die  gleichen  Verhältnisse 
wie  an  der  oberen  Extremität  herausgestellt,  trotzdem  an  letzterer 
zwei  Gelenkverbindungen  mehr  vorhanden  sind.  Ein  Unterschied 
ist  nur  insofern  vorhanden,  als  die  Grenzen  für  die  Relativ- 
bewegungen an  der  unteren  Extremität  enger  gesteckt  sind.  Zieht 
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man  nun  aber  die  Beweglichkeit  des  ganzen  Fußes  gegenüber  dem 
Kumpfe  in  Betracht,  so  stellt  sich  auch  ein  Unterschied  in  der 
Bewegungsfreiheit  ein;  denn  das  obere  Sprunggelenk  ist  zwang- 
läufig, während  die  Hand  schon  im  Gelenke  zwischen  der  Speiche 
und  den  Knochen  der  ersten  Handwurzelreihe  Bewegungen  von 
zwei  Graden  der  Freiheit  ausführen  konnte.  Daher  besitzt  der 
Fuß  als  Ganzes  nicht,  wie  die  Hand,  sieben  Grade,  sondern  nur 
sechs  Grade  der  Freiheit  gegenüber  dem  Rumpfe.  Er  kann  sich 
infolgedessen  zwar  auch  innerhalb  eines  begrenzten  Raumes  so 
gegen  den  Rumpf  bewegen,  als  ob  er  mit  demselben  gar  nicht  in 
Verbindung  stände;  sobald  man  ihn  aber  an  irgendeiner  Stelle 
dieses  Raumes  in  einer  bestimmten  Haltung  festhält  und  die  Be- 
weglichkeit in  den  Gelenken  zwischen  den  einzelnen  Knochen  des 
Fußes,  insbesondere  in  dem  zwischen  dem  Sprungbeine  einerseits 
und  dem  Fersenbeine  (calcaneus)  und  Kahnbeine  (naviculare)  an- 
dererseits gebildeten  unteren  Sprunggelenke  (articulatio  talocal- 
eaneonavicularis) , ausschließt,  so  ist  damit  im  allgemeinen  auch 
dio  ganze  untere  Extremität  festgestellt.  Eine  Drehung  um  die 
Verbindungsgerade  der  Mittelpunkte  des  oberen  Sprunggelenks  und 
des  Hüftgelenks  ist  nur  unter  Beteiligung  das  Fußes  oder  eines 
Teiles  desselben  möglich. 

Wie  der  ganze  Fuß  innerhalb  bestimmter  Grenzen  uneinge- 
schränkte Beweglichkeit  gegenüber  dem  Rumpfe  besitzt,  so  gilt 
das  natürlich  auch  für  die  einzelnen  untereinander  beweglichen 
Teile  desselben,  den  Mittelfuß  und  die  Glieder  der  verschiedenen 
Zehen. 

Die  unter  a)  und  b)  angeführten  Beispiele  zeigen,  daß  schon 
im  menschlichen  Körper  relative  Beweglichkeiten  zweier  Abschnitte 
von  allen  möglichen  Freiheitsgraden  anzutreffen  sind.  Eine  auf 
die  vorhandenen  Bewegungsfreiheiten  gerichtete  Untersuchung  der 
verschiedenen  Tiere  wird  natürlich  die  Anzahl  der  für  jeden  Frei- 
heitsgrad anzuführenden  Beispiele  nahezu  ins  Unermeßliche  steigern. 
Achtet  man  auf  die  von  einer  bestimmten  Stellung  aus  einem 
Gliede  gegenüber  einem  anderen  möglichen  Elementarbewegungen, 
so  hissen  sich  aber  alle  zu  ein  und  demselben  Freiheitsgrad  ge- 
hörenden Beispiele  in  nur  wenige  verschiedene  Gruppen  einordnen. 
Die  bei  jedem  Freiheitsgrade  zu  unterscheidenden  Typen  sind  in 
erschöpfender  Weise  in  einer  Arbeit  von  A.  Grünwald,  welche 
den  Titel  trägt:  „Darstellung  aller  Elementarbewegungen  eines 
starren  Körpers  von  beliebigem  Freiheitsgrad“0)  abgeleitet  worden. 

*)  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  Bd.  52.  1905.  3.  lieft. 
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In  derselben  finden  sich  zugleich  einfache  Mechanismen  angegeben, 
welche  alle  theoretisch  sich  ergebenden  Möglichkeiten  zu  realisieren 
imstande  sind.  Da  die  Untersuchung  von  Grünwald  ohne  ein- 
gehende Kenntnis  der  Liniengeometrie  bzw.  der  Geometrie  der 
Dynamen *)  nur  schwer  verständlich  sein  dürfte,  so  kann  in  dem 
vorliegenden,  in  erster  Linie  für  Mediziner  und  Zoologen  berech- 
neten Werke  nur  auf  dieselbe  hingewiesen  werden. 

2.  Freiheit  der  Fortbewegung  und  Freiheit  der  Formänderung 
eines  Gelenksystems. 

Der  Satz,  daß  sechs  Grade  der  Freiheit  im  Raume  von  drei 
Dimensionen  das  Maximum  darstellen,  gilt  nur  für  die  Bewegung 
starrer  Körper  bzw.  für  die  Bewegung  eines  als  starr  aufgefaßten 
Gliedes  eines  Gelenksystems  relativ  zu  irgendeinem  anderen  Gliede 
desselben  Systems.  Dagegen  ist  mit  sechs  Graden  die  mögliche 
Bewegungsfreiheit  eines  ganzen  Gelenksystems  noch  nicht  erschöpft; 
denn  zu  der  im  günstigsten  Falle  uneingeschränkten  Bewegung 
des  Systems  im  Raume  kommt  noch  die  Freiheit  der  Formänderung 
desselben  hinzu.  So  ergaben  sich  beispielsweise  schon  für  die  zum 
Rumpfe  relative  Bewegung  der  oberen  Extremität,  selbst  wenn 
man  die  ganze  Hand  als  starres  Glied  auf  faßt,  durch  Summation 
der  einzelnen  Gelenkfreiheiten  nicht  weniger  als  sieben  Grade  der 
Freiheit  Daß  dies  für  das  am  freiesten  gegen  den  Rumpf  beweg- 
liche Glied,  die  Hand,  nur  so  aufgefaßt  werden  kann,  daß  die 
Hand  bei  ruhendem  Rumpfe  innerhalb  bestimmter  Grenzen  ganz 
uneingeschränkte  Beweglichkeit  besitzt,  die  schon  durch  sechs 
Grade  der  Freiheit  charakterisiert  wird,  ist  schon  oben  erwähnt 
worden.  Zieht  man  dagegen  die  Bewegung  der  ganzen  oberen 
Extremität  in  Betracht,  so  haben  nicht  nur  sechs,  sondern  alle 
sieben  Grade  der  Freiheit  ihre  bestimmte  Bedeutung. 

Würde  die  ganze  Extremität  starr  sein  und  sich  nur  im 
Schultergelenke  gegen  den  Rumpf  bewegen  können,  so  kämen  ihr 
für  diese  Relativbewegung  natürlich  nur  drei  Grade  der  Freiheit 
zu.  Die  noch  außerdem  vorhandenen  vier  Grade  der  Freiheit 
können  daher  nur  auf  Rechnung  der  Formänderungen  gesetzt 
werden,  welche  dem  Arme  durch  die  Gliederung  in  Oberarm, 
Vorderarm  und  Hand  möglich  gemacht  sind.  Man  hat  also  außer 
der  Freiheit  der  Fortbewegung  eines  Gelenksystems  noch  die 
Freiheit  der  Formänderung  desselben  in  Betracht  zu  ziehen. 

*)  Vgl.  E.  Stuilv,  Gcometrio  der  Dynamen.  Leipzig  1903.  ^ 
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Bei  einem  nur  aus  zwei  Gliedern  zusammengesetzten  Gelenk- 
systeme richtet  sieh  die  Freiheit  der  Formänderung  nach  der  Frei- 
heit des  die  beiden  Glieder  verbindenden  Gelenkes.  Denkt  man 
beispielsweise  die  Hand  zum  Vorderarme  festgestellt,  so  kann  sich 
der  Arm  noch  mit  zwei  Graden  der  Freiheit  deformieren;  oder  mit 
anderen  Worten,  er  vermag  oo-  verschiedene  Formen  anzunehmen. 
Denn  die  beiden  Teile  desselben  können  sowohl  Drehung  um  die 
Axe  des  Oberarmbeinellengelenks , als  auch  Drehung  um  die  Axe 
des  Speichenellengelenks , und  infolgedessen  Drehungen  um  alle 
durch  den  Mittelpunkt  des  Ellbogengelenks  hindurchgehenden  und 
in  der  Ebene  dieser  beiden  liegenden  Axen  ausführen,  und  dadurch 
ihre  gegenseitige  Stellung  ändern.  Das  Gelenk  zwischen  Ober- 
armbein und  Speiche  spielt  hierbei  infolge  der  geschlossenen  Ver- 
kettung der  drei  langen  Knochen  des  Armes  keine  selbständige 
Rolle,  da  es  stets  die  Bewegungen  in  einem  der  beiden  anderen 
Gelenke  mitmachen  muß.  Den  zwei  Graden  der  Formänderungs- 
freiheit entspricht  es,  daß  man  jede  Form  des  ganzen  Armes  unter 
der  gemachten  Voraussetzung  starrer  Verbindung  von  Vorderarm 
und  Hand  durch  die  Angabe  nur  zweier  Winkel  vollständig  be- 
schreiben kann.  Man  braucht  nur  festzustellen,  um  welchen  Winkel 
sich  die  Stellung  in  jedem  der  beiden  maßgebenden  Gelenke  von 
je  einer  bestimmten  Ausgangsstellung  aus,  etwa  der  äußersten 
Streckstellung  im  Oberarmbeinellengelenke  und  der  äußersten  Su- 
pinationsstellung im  Speichenellengelenke,  geändert  hat. 

Wäre  der  Arm  vom  Rumpfe  vollständig  losgelöst  und  könnte 
sich  ungehindert  im  Raume  fortbewegen,  so  kämen  zu  den  zwei 
Freiheitsgraden  der  Formänderung  noch  sechs  Grade  der  Freiheit 
für  die  Fortbewegung  im  Raume  hinzu,  so  daß  man  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  dem  zweigliedrigen  Gelenksysteme  im 
ganzen  acht  Grade  der  Freiheit  zuzuschreiben  hätte.  Betrachtet 
man  dagegen  die  Beweglichkeit  des  nur  im  Ellbogengelenke  ge- 
gliederten Armes  relativ  zum  Rumpfe,  so  ergeben  sich  natürlich 
nur  fünf  Grade  der  Freiheit.  Damit  stimmt  überein,  daß  man  zur 
eindeutigen  Angabe  der  Stellung  des  zweigliedrigen  Armes  gegen 
den  Rumpf  fünf  Winkel  nötig  hat,  nämlich  außer  den  oben  an- 
geführten beiden  Winkeln  noch  drei  voneinander  unabhängige 
Winkel,  welche  die  Gelenkstellung  des  Oberarmbeins  gegenüber 
dem  Schultergürtel  bzw.  dem  Rumpfe  festlegen. 

Wird  nun  auch  das  Handgelenk  freigelassen,  die  Hand  selbst 
aber  als  starre  Masse  aufgefaßt,  so  kommen  noch  zwei  Grade  der 
Freiheit  hinzu,  so  daß  man  in  der  Tat  den  ganzen  Arm  dann  mit 
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vier  Graden  der  Freiheit  deformieren  kann,  überhaupt  gilt  all- 
gemein, daß  bei  einem  mehrgliedrigen  Gelenksysteme  die  Freiheit 
der  Formänderung  durch  die  Summe  der  Freiheitsgrade  in  den  die 
einzelnen  Glieder  untereinander  verbindenden  Gelenken  angegeben 
wird,  sofern  das  Gelenksystem  eine  offene  kinematische  Kette  dar- 
stellt. Ist  dagegen  die  Kette  geschlossen,  oder  auch  nur  teilweise 
geschlossen,  so  ist  die  Freiheit  der  Formänderung  stets  geringer 
als  die  Summe  der  Gelenkfreiheiten.  Zu  diesem  letzteren  Falle 
bieten  die  im  vorigen  Abschnitte  angeführten  zwangläufig  ge- 
schlossenen kinematischen  Ketten  charakteristische  Beispiele.  Auch 
das  Armskelett  kann  hierfür  als  Beispiel  dienen,  da  dasselbe  in- 
folge der  geschlossenen  Verkettung  von  Oberarmbein,  Elle  und 
Speiche  eine  teilweise  geschlossene  kinematische  Kette  darstellt;  ad- 
diert man  die  Bewegungsfreiheiten  in  den  vier  Zwischengelenken 
des  Armes,  so  ergeben  sich  sechs  Grade  der  Freiheit,  während  die 
Formänderung  des  Armskeletts  eben  nur  mit  vier  Graden  der  Frei- 
heit vor  sich  gehen  kann,  l'm  die  Form  des  im  Ellbogengelenke 
und  Handgelenke  gegliederten  Armes  durch  Winkel  zu  bestimmen, 
muß  man  demnach  außer  den  beiden  Winkeln  des  Ellbogengelenks 
noch  zwei  Winkel  angeben,  welche  sich  auf  die  Stellung  der  Hand 
gegenüber  der  Speiche  beziehen. 

Die  Freiheit  der  Formänderung  eines  Gelen ksystemes  kann 
unter  Umständen  sehr  beträchtlich  werden;  sie  ist  durchaus  nicht, 
wie  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  im  Raume,  an  nur  sechs 
Grade  der  Freiheit  im  Maximum  gebunden.  Ausschlaggebend  für 
dieselbe  ist  eben  nur  die  Anzahl  und  Freiheit  der  Gelenke  des 
Systems  und  die  Art  der  Verkettung  der  einzelnen  Glieder.  Denkt 
man  beispielsweise  den  ganzen  menschlichen  Körper  zunächst  als 
aus  nur  14  starren  Gliedern  zusammengesetzt,  indem  man  den 
Rumpf  und  Kopf  als  starre  Massen  auffaßt,  die  durch  ein  Gelenk 
von  drei  Graden  der  Freiheit  verbunden  sind,  und  die  einzelnen 
Extremitäten  in  der  schon  angegebenen  Weise  in  je  drei  Ab- 
schnitte gegliedert  annimmt,  so  erhält  man  für  die  Formänderung 
desselben  nicht  weniger  als  29  Grade  der  Freiheit.  Nimmt  man 
noch  die  Beweglichkeit  von  je  zwei  Graden  der  Freiheit  in  den 
Gelenken  an  der  Basis  der  Finger  und  Zehen  und  die  Beweglich- 
keit von  je  einem  Grade  der  Freiheit  in  den  Finger-  und  Zehen- 
gelenken hinzu,  was  viermal  19  Graden  der  Freiheit  entspricht, 
und  beachtet,  daß  der  Fuß  durch  Vermittelung  des  oberen  und 
unteren  Sprunggelenks  im  Grunde  zwei  Grade  der  Freiheit  gegen 
den  Unterschenkel  besitzt,  so  kommen  noch  78  Grade  der  Freiheit 
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mehr  ia  Betracht,  so  daß  sich  im  ganzen  107  Grade  der  Forrn- 
änderungsfreiheit  ergeben.  Berücksichtigt  man  weiter,  daß  schließ- 
lich auch  der  Kumpf  infolge  der  zahlreichen  Gelenke  zwischen  den 
Wirbeln  und  zwischen  Wirbeln  und  Rippen  noch  eine  verhältnis- 
mäßig große  Deformierbarkeit  besitzt,  so  erkennt  man  leicht,  daß 
mit  etwas  über  100  Graden  die  ganze  Freiheit  der  Formänderung 
des  lebenden  menschlichen  Körpers  noch  lange  nicht  erschöpft  ist, 
selbst  wenn  man  die  Deformation  der  Körperteile  infolge  der  Kon- 
traktion von  Muskeln  und  auch  z.  B.  die  Deformation  des  Kopfes 
infolge  der  Bewegungen  im  Kiefergelenk  gar  nicht  in  Rücksicht 
zieht 

Zu  der  Formänderungsfreiheit  kommt  nun  auch  beim  ganzen 
menschlichen  Körper  noch  die  Fortbewegungsfreiheit  im  Raume 
hinzu. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  in  ganz  besonderem 
Maße  den  großen  Unterschied  zwischen  einem  lebenden  Organis- 
mus und  einer  Maschine  erkennen.  Denn  bei  einer  Maschine  ist 
wie  bei  jeder  zwangläufig  geschlossenen  kinematischen  Kette  nur 
ein  Grad  von  Fonnänderungsfreiheit  vorhanden.  Es  wird  daher 
die  Kinematik  der  Maschine  von  Reuleaux  direkt  als  Zwang- 
lauflehre bezeichnet.  Daß  dieser  Ausdruck  sich  nur  auf  die  Frei- 
heit der  Formänderung  bezieht,  ist  ohne  weiteres  einzusehen;  denn 
bei  jeder  Maschine  kommt  natürlich  außerdem  noch  die  Freiheit 
der  passiven  oder,  wie  bei  Lokomotiven,  Automobilen  u.  a.,  ak- 
tiven Fortbewegung  im  Raume  oder  auf  der  Oberfläche  der  Erde 
hinzu. 

Trotz  der  großen  Freiheit  der  Formänderung,  durch  welche 
sich  der  lebende  Organismus,  also  z.  B.  der  menschliche  Körper, 
von  der  Maschine  unterscheidet,  können  wir  denselben  in  jedem 
Augenblicke  in  eine  bestimmte  Maschine  verwandeln.  Wir  ver- 
mögen den  einzelnen  Gliedern  eine  vorgeschriebene  Bewegung  auf- 
zuzwingen. Der  Zwang  wird  dabei  nur  nicht  durch  die  Gelenk- 
verbindungen und  die  Art  der  Verkettung  der  verschiedenen  Glie- 
der hervorgebracht,  sondern  durch  unseren  Willen,  durch  die  Alt. 
wie  wir  unsere  Muskeln  zur  Wirkung  auf  die  Gelenke  nuregen. 
Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  betrachtet  stellt  also  der  mensch- 
liche Körper  eine  Maschine  von  der  größten  Vielseitigkeit,  einen 
ganzen  Komplex  verschiedener  Maschinen  dar.  Daß  diese  Viel- 
seitigkeit nicht  auf  Kosten  der  Vollkommenheit  der  einzelnen  Lei- 
stungen ermöglicht  wird,  lehrt  die  tägliche  Erfahrung. 

Bei  diesen  allgemeinen  Angaben  über  die  Bewegungen  in  Ge- 
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lenken  und  Gelenksystemen  des  lebenden  Körpers  möge  es  be- 
wenden. Über  die  Bewegungen  in  speziellen  Gelenken  des  mensch- 
lichen Körpers  vergleiche  man  meine  „Kinematik  organischer  Ge- 
lenke“*), in  welcher  sich  auch  die  vorstehenden  allgemeinen 
Betrachtungen  dieses  Abschnittes  niedergelegt  finden,  und  über 
die  verschiedenen  Methoden  der  Untersuchung  organischer  Gelenke 
meinen  Beitrag  zum  Handbuch  der  physiologischen  Methodik: 
„Methodik  der  speziellen  Bewegungslehre"  **}. 

3.  Zwangläufig  geschlossene  kinematische  Ketten  im 
Organismus. 

Wenn  auch  die  Freiheit  der  Formänderung  eines  Organismus 
im  allgemeinen  sehr  groß  ist,  so  lassen  sich  doch  einige  Fälle  an- 
führen, in  denen  ein  Teil  desselben  eine  zwangläufig  geschlossene 
Kette,  also  einen  Mechanismus  im  Reuleauxschen  Sinne  darstellt. 
So  vereinigen  sich  z.  B.  beim  Menschen  die  oberen  sieben  Rippen 
(costae  verae)  jeder  Seite  mit  dem  Brustbein  und  der  Wirbelsäule 
zu  einer  zwangläufig  geschlossenen  Kette.  In  der  Tierreihe  findet 
inan  zwangläufig  geschlossene  Ketten  vor  nach  Thilo  an  den 
Kiefern  einiger  Giftschlangen***),  nach  Vitus  Gräber  am  Schnabel 
der  Vögelt),  sowie  am  Vorderarme  der  Vögel.  Auch  die  Kette  der 
Gehörknöchelchen  des  Menschen  und  vieler  Wirbeltiere  stellt  sich 
als  zwangläufig  geschlossen  heraus,  wenn  man  von  der  Bewegung 
im  Hammeramboßgelenk  bei  abnormer  Auswärtsbewegung  des 
Trommelfelles  absieht,  welche  nach  Helmholtzft)  den  Steigbügel 
vor  dem  Herausreißen  aus  dem  ovalen  Fenster  bewahrt. 

*)  Sammlung:  Die  Wissenschaft.  18.  Heft.  Draunschweig,  Verlag  von 
Friedrich  Vieweg  & Sohn,  1907. 

**)  Zweiter  Band,  III.  Abteilung,  Nr.  III.  Leipzig.  Verlag  von  S.  Hirze), 
1911. 

•**)  Vgl.  0.  Thilo,  Sperrvorrichtungen  im  Tierreich,  Biologisches  Central- 
blatt  Bd.  19  (1899  u.  1900),  S.  504. 

t)  Vgl.  Vitus  Gräber,  Die  äußeren  mechanischen  Werkzeuge  der  Wir- 
bel- und  der  wirbellosen  Tiere.  Leipzig  188(1. 

t+)  II.  Helmholtz,  Die  Mechanik  der  Gehörknöchelchen.  Archiv  für  die 
gesammte  Physiologie,  Bd.  1 (1868). 
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Während  die  Kinematik  es  nur  mit  der  Untersuchung  der 
Bewegungszustände  der  Körper  zu  tun  hat,  ohne  nach  deren 
Ursachen  zu  fragen,  faßt  man  alle  Untersuchungen,  welche  sich 
mit  der  Erzeugung  der  Bewegung  durch  Kräfte  beschäftigen,  in 
einem  Abschnitte  der  Mechanik  zusammen,  den  man  als  Kinetik 
bezeichnet.  Da  die  Buhe  einen  Spezialfall  der  Bewegung  darstellt, 
indem  sie  in  der  Hegel  nur  relativ,  d.  h.  in  bezug  auf  irgendeinen 
anderen  Körper  stattfindet,  so  gehört  der  Kinetik  als  besonderer 
Teil  auch  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  der  an  einem  Körper  oder 
Körpersystem  angreifenden  Kräfte,  die  sog.  Statik,  an.  Die  Lehre 
der  durch  Kräfte  hervorgebrachten  relativen  Bewegung  nennt  man 
zum  Unterschied  von  der  Statik  auch  Dynamik  oder  Kinetik 
im  engeren  Sinne.  Die  in  der  Medizin  vielfach  anzutreffende 
Gegenüberstellung  von  Statik  und  Mechanik  ist  dagegen  in  der 
Physik  nicht  üblich  und  auch  wohl  nie  in  Gebrauch  gewesen. 

Das  Gebiet  der  Kinetik  ist  so  umfangreich  und  teilweise  auch 
so  schwierig  und  ohne  eingehende  Kenntnis  der  höheren  Mathe- 
matik nicht  zu  verstehen,  daß  sich  in  dem  vorliegenden  Werke 
infolge  seiner  Bestimmung  eine  Beschränkung  auf  einfachere  Vor- 
gänge am  lebenden  Körper  nötig  macht.  Immerhin  soll  dabei  ver- 
sucht werden,  auch  solche  Probleme,  welche  scheinbar  nur  unter 
Anwendung  höherer  Mathematik  ihre  Lösung  finden  können,  durch 
Zurückführen  auf  einige  grundlegende  und  umfassende  Sätze  der 
Mechanik  einer  elementaren,  ganz  allgemein  verständlichen  Be- 
handlung zu  unterwerfen  und  damit  das  Verständnis  komplizier- 
terer Vorgänge  anzubahnen. 

Von  wenigen  Ausnahmen  abgesehen  erweisen  sich  die  Auf- 
gaben der  medizinischen  Kinetik  in  der  Kegel  deshalb  als  ver- 
hältnismäßig kompliziert,  weil  es  sich  dabei  nicht  um  die  Bewe- 
gung eines  einzigen  starren  Körpers,  sondern  um  die  eines  Gelenk- 
systems handelt.  Das  Prinzip  der  oben  angedeuteten  Vereinfachung 
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in  der  Behandlung  derartiger  Aufgaben  besteht  nun  darin,  daß  man 
durch  Berücksichtigung  der  gegenseitigen  Einwirkung  der  Glieder 
des  Gelenksystems  in  den  Gelenken  die  Bewegung  jedes  einzelnen 
Gliedes  auf  die  eines  von  den  übrigen  Gliedern  losgelösten,  frei 
beweglichen  Körpers  zurückführt,  wie  noch  ausführlich  dargelegt 
werden  soll.  Es  ist  daher  erforderlich,  daß  man  sich  über  die 
Bewegungsgesetze  eines  starren  Körpers  Klarheit  verschafft.  Aus 
diesem  Grunde  soll  in  einem  ersten  Abschnitte  neben  allgemeinen 
Erörterungen  über  das  Maß  und  die  Darstellung  von  Kräften  und 
Kräftepaaren  das  Verhalten  eines  einzelnen  Körpers  unter  dem 
Einflüsse  verschiedener  Kräfte  noch  einmal  zusammenfassend  dar- 
gestellt werden,  soweit  es  für  das  Verständnis  der  komplizierteren 
Vorgänge  an  einem  Gelenksysteme  erforderlich  erscheint.  Da  die 
Bewegungen  sowie  auch  die  Ruhehaltungon  des  lebenden  Körpers 
im  wesentlichen  unter  der  Einwirkung  von  Muskeln  zustande 
kommen,  so  haben  sich  dann  die  folgenden  Abschnitte  teils  mit 
Aufgaben  der  Muskelstatik,  teils  mit  solchen  der  Muskel- 
dynamik zu  beschäftigen. 

1.  Einiges  aus  der  Kinetik  eines  einzelnen  starren 

Körpers. 

1.  Zusammenfassung  der  an  einem  starren  Körper  angreifen- 
den Kräfte. 

o)  Maß  and  Darstellung  einer  Kraft. 

Als  Kraft  bezeichnet  man  im  allgemeinen  jede  Ursache  für 
die  Änderung  des  Bewegungszustandes  eines  Körpers.  Befindet 
sich  der  Körper  in  Ruhe,  so  sucht  die  Kraft  ihm  eine  Bewegung 
zu  erteilen;  ist  derselbe  dagegen  schon  in  Bewegung  begriffen,  so 
sucht  die  Kraft  die  Geschwindigkeiten  und  eventuell  die  Bewe- 
gungsrichtungen seiner  Punkte  in  bestimmter  Weise  zu  ändern. 

Wirken  gleichzeitig  mehrere  Kräfte  auf  einen  Körper  ein,  so 
kann  es  Vorkommen,  daß  eine  Änderung  des  Bewegungszustandes 
nicht  erfolgt,  indem  jede  der  Kräfte  gerade  die  entgegengesetzte 
Änderung  hervorzubringen  sucht  wie  alle  anderen  zusammen.  Man 
sagt  dann:  „die  Kräfte  halten  sich  an  dem  betreffenden  Körper 
das  Gleichgewicht“*.  Wenn  nun  auch  in  diesem  Falle  keine  sicht- 
bare Bewegung  bzw.  Bewegungsänderung  des  ganzen  Körpers  ein- 
tritt,  so  werden  doch  stets  molekulare  Änderungen  irgendwelcher 
Art  unter  dem  Einfluß  der  Kräfte  vor  sich  gehen.  Die  kleinsten 
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Teilchen  des  Körpers  erfuhren  bestimmte  Entfemungsänd erringen, 
durch  welche  molekulare  Kräfte  ausgelöst  werden,  die  sich  dieser 
Verlagerung  der  Moleküle  widersetzen  und  sie  schließlich  verhin- 
dern. Je  geringer  zu  dem  letzteren  Zwecke  die  Änderungen  der 
gegenseitigen  Entfernungen  der  kleinsten  Teilchen  zu  sein  brauchen, 
um  so  mehr  entspricht  der  Körper  dem  Ideal  eines  sog.  „starren 
Körpers“,  das  man  sich  in  der  Mechanik  im  Interesse  der  Verein- 
fachung der  zu  lösenden  Probleme  gebildet  hat. 

Die  verschiedenen  Teile  des  lebenden  Körpers  entsprechen 
diesem  Ideal  allerdings  in  nicht  sehr  hohem  Maße.  Immerhin  muß 
man  sich  aber  auch  hier  bestimmte,  mehr  oder  weniger  ausge- 
dehnte Abschnitte  des  menschlichen  oder  allgemein  tierischen 
Körpers  als  starr  vorstellen  und  von  den  bei  jeder  Krafteinwir- 
kung eintretenden,  meist  sichtbaren  Deformationen  derselben  ab- 
sehen,  wenn  man  viele  Probleme  der  physiologischen  Mechanik 
überhaupt  angreifbar  und  einer  exakten  Behandlung  zugänglich 
machen  will. 

Wie  ausgedehnt  ein  Abschnitt  sein  darf,  um  noch  mit  genü- 
gender Annäherung  an  die  tatsächlichen  Verhältnisse  als  starr 
aufgefaßt  werden  zu  können,  richtet  sich  ganz  nach  der  Natur 
des  mechanischen  Problems,  das  man  lösen  will.  So  ist  man  be- 
rechtigt, für  die  Untersuchung  des  menschlichen  Ganges  nicht  nur 
beispielsweise  den  Kopf,  den  Oberschenkel,  den  Unterschenkel  und 
den  Oberarm,  sondern  auch  den  ganzen  aus  Unterarm  und  Hand 
bestehenden  Abschnitt  als  starr  anzusehen,  während  man  sich 
betreffs  des  Fußes  mit  der  gleichen  Annahme  schon  wesentlich 
von  der  Wirklichkeit  entfernt.  Beim  Schwimmen  und  bei  man- 
cherlei Turnübungen  wäre  eine  Zusammenfassung  der  Hand  mit 
dem  Vorderarme  zu  einem  starren  System  ebenso  unstatthaft, 
wie  die  Auffassung  des  Rumpfes  als  starren  Körper  bei  der 
Atmung. 

Mag  nun  eine  Kraft  Bewegung  eines  starren  Körpers  hervor- 
bringen oder  sich  an  demselben  nur  mit  anderen  Kräften  das 
Gleichgewicht  halten,  so  kann  man  sie  sich  doch  gewöhnlich  in 
ihrem  Angriffspunkte  als  Zug  oder  Druck  in  einer  bestimmten 
Richtung  vorstellen.  Da  man  einen  derartigen  Zug  oder  Druck 
durch  ein  an  einem  Faden  befestigtes  Gewicht  hervorgebracht  an- 
nehmen kann,  indem  man  den  Faden  vom  Angriffspunkte  aus  zu- 
nächst über  eine  feste  Rolle  geleitet  denkt,  um  dem  Zuge  des 
Gewichts  die  richtige  Richtung  zu  erteilen,  so  ist  es  üblich,  die 
Kräfte  durch  Gewichte  zu  messen.  Es  liegt  auf  der  Hand,  als 
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Einheit  der  Kraft  den  Zug  oder  Druck  zu  nehmen,  welchen  ein 
Gewicht  von  1 kg  ausübt,  und  demnach  die  Kräfte  in  Kilo- 
gramm auszudrücken.  Dies  ist  auch  im  täglichen  Leben,  in  der 
Technik  und  in  der  praktischen  Medizin  üblich.  Solange  es  sich 
nur  um  statische  Aufgaben  handelt,  verwendet  man  zweckmäßiger- 
weise diese  Krafteinheit  auch  in  der  physiologischen  Mechanik. 
Bei  Bewegungsproblemen  empfiehlt  es  sich  dagegen,  der  Unter- 
suchung das  absolute  Maßsystem  zugrunde  zu  legen,  bei  welchem 
die  als  „Dyn“  bezeichnet«  Krafteinheit  durch  den  Zug  eines 


Gewichtsstückes 


von 


1 

981 


g. 


also  nahezu  von 


1 mg,  darge- 


stellt wird. 

Da  eine  Kraft  nicht  allein  durch  ihre  Größe  bestimmt  ist, 
sondern  zur  eindeutigen  Charakterisierung  derselben  auch  die  An- 
gabe ihrer  Richtung  gehört,  so  stellt  sie  eine  sogenannte  „ Vektor- 
größe“ dar.  Zu  ihrer  Darstellung  kann  man  daher  einen  Vektor, 
d.'h.  eine  Strecke  von  bestimmter  Länge  und  Richtung,  verwenden. 
Dabei  ist  die  Anzahl  der  Längeneinheiten  des  Vektors  mit  der  An- 
zahl der  Krafteinheiten,  also  z.  B.  der  Kilogramm,  und  die  etwa 
durch  eine  Pfeilspitze  anzugebende  Richtung  des  Vektors  mit  der 
Kraftrichtung  in  Übereinstimmung  zu  bringen.  Welche  Längen- 
einheit man  der  Längenbestimmung  des  Vektors  zugrunde  legt, 
richtet  sich  nach  der  Größenart  der  Kraft.  Bei  großen  Kräften 
wird  man  eine  kleine  Längeneinheit  wählen  müssen  und  umgekehrt, 
wenn  die  ihnen  entsprechenden  Vektoren  bequeme  Größe  haben  sollen. 

Während  Größe  und  Richtung  für  die  Wirkung  einer  Kraft 
von  ausschlaggebender  Bedeutung  sind,  s|>ielt  die  Lage  ihres  An- 
griffspunktes keine  so  wesentliche  Rolle.  Die  Kraft  kann  vielmehr 
hei  einem  starren  Körper  nach  irgendeinem  anderen  Punkto  in 
ihrer  Richtung  verlegt  werden,  ohne  daß  hierdurch  eine  Änderung 
in  ihrer  Wirkungsweise  hervorgerufen  würde.  Die  Wirkung  würde 
sich  erst  dann  ändern,  wenn  man  die  Kraft  unter  Beibehaltung 
ihrer  Größe  und  Richtung  nach  einem  Punkte  verschieben  wollte, 
der  nicht  mehr  in  die  gertule  Linie  hineinfiele,  durch  welche  die 
Kraftrichtung  angegeben  wird. 

So  ist  es  für  die  Wirkung  einer  Muskelfaser  gleichgültig,  ob 
sie  direkt  am  Knochen  ansetzt,  oder  ob  sie  erst  durch  Vermittelung 
einer  langen  Sehne  auf  denselben  einwirkt,  sofern  nur  die  Zug- 
linie dieselbe  ist.  Dagegen  würde  eine  seitliche  Veqiflanzung  der 
Muskelfaser  oder  der  Sehne  im  allgemeinen  einen  anderen  Kon- 
traktionseffekt zur  Folge  haben. 
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b)  Mehrere  Kräfte,  deren  Richtungen  durch  ein  und  denselben  Punkt 
eines  starren  Körpers  gehen.  Gleiehgenriehtsbedlngungen. 

Wenn  zwei  oder  mehr  Kräfte  in  demselben  Punkte  eines 
starren  Körpers  angreifen,  oder  wenn  auch  nur  ihre  Richtungen 
durch  ein  und  denselben  Punkt  hindurchgehen,  so  läßt  sich  stets 
eine  einzige  Kraft  itngeben,  welche  die  gleicho  sichtbare  Bewegung 
hervorbringt  wie  alle  diese  Kräfte  zusammen;  man  bezeichnet  die- 
selbe bekanntlich  als  die  „Resultante  der  Kräfte“.  Manche  Muskeln 
sind  z.  B.  so  gebaut,  daß  die  Richtungen  der  sämtlichen  Muskel- 
fasern sich  nahezu  in  einem  Punkte  schneiden;  bei  diesen  besitzen 
die  bei  der  Kontraktion  von  den  einzelnen  Fasern  hervorgebrachten 
Zugkräfte  demnach  eine  Resultante;  man  bezeichnet  sie  gewöhn- 
lich als  „resultierende  Muskelkraft“. 

Die  Richtung  der  Resultante  mehrerer  sich  in  einem  Punkte 
kreuzenden  Kräfte  muß  durch  den  gemeinsamen  Angriffspunkt  der 
Kräfte  bzw.  durch  den  gemeinsamen  Schnittpunkt  ihrer  Rich- 
tungen hindurchgehen.  Die  genaue  Größe  und  Richtung  der  Re- 
sultante erhält  man,  indem  man  von  irgendeinem  Punkte  aus  die 
Vektoren,  welche  die  einzelnen  Kräfte  darstellen,  in  beliebiger 
Reihenfolge  so  aneinander  ansetzt,  daß  man  den  Endpunkt  des 
einen  Vektors  immer  zum  Anfangspunkte  des  nächsten  macht. 
Der  vom  Anfangspunkte  des  ersten  nach  dem  Endpunkte  des 
letzten  Vektors  ziehende  Vektor  stellt  dann  durch  seine  Größe  und 
Richtung  die  Resultante  dar.  Dabei  müssen  natürlich  die  ein- 
zelnen Vektoren  auf  die  gleiche  Längeneinheit  bezogen  sein.  Den 
auf  diese  Weise  zu  konstruierenden  resultierenden  Vektor  bezeich- 
net man  als  die  „Vektorsurame“:  gleichbedeutend  damit  ist  der 
Ausdruck  „geometrische  Summe  der  Vektoren“.  Haben  insbesondere 
sämtliche  Vektoren  gleiche  Richtung,  so  stellt  die  Größe  des  re- 
sultierenden Vektors  die  Summe  der  einzelnen  Vektorgrößen  im 
gewöhnlichen  Sinne  dar.  ln  allen  anderen  Fällen  ist  dagegen  der 
resultierende  Vektor  kleiner  als  die  Summe  der  Längen  der  sämt- 
lichen Vektoren.  Es  ist  daher  im  allgemeinen  die  Resultante 
mehrerer  an  einem  Punkte  angreifenden  Kräfte  kleiner  als  die 
Summe  der  Einzelkräfte. 

In  Fig.  111  finden  sich  drei  in  einem  Punkte  eines  starren 
Körpers  angreifende  Kräfte  A',,  Kt,  A'a  mit  ihrer  Resultante  K0 
angegeben.  Die  Striche  über  den  die  Kräfte  bezeichnenden  Buch- 
staben sollen  dabei  andeuten,  daß  es  sich  um  Vektorgrößen  handelt. 
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Die  Konstruktion  des  resultierenden  Vektors  ist  durch  Fig.  1 12  ver- 
anschaulicht. Das  aus  den  drei  Vektoren  A', , K..  und  Ka  gebildete, 
im  allgemeinen  nicht  geschlossene  Polygon  wird  nur  dann  in  eine 
Ebene  hineinfallen , wenn  die  drei  in  demselben  Körperpunkte 
angreifenden  Kräfte 
einer  Ebene  angehören. 

Im  allgemeinen  wird 
aber  diese  Bedingung 
nicht  erfüllt  sein;  dann 
stellt  das  Veklorpolygon 
ein  offenes  r äu  m 1 i c h e s , 
sogenanntes  windschie- 
fes Polygon  dar.  Durch 
den  resultierenden  Vek- 
tor A'0,  oder  richtiger 
durch  einen-Ao  entgegen-  F>g  ili 

gesetzt  gleichen  Vektor, 

den  man  zweckmäßigerweise  mit  — A'„  bezeichnet,  wird  das  Polygon 
geschlossen. 

Daß  die  Reihenfolge  der  Vektoren  bei  der  Bildung  der  Vektor- 
summe gleichgültig  ist,  veranschaulicht  Fig.  1 1 3 auf  S.342.  In  derselben 
sind  die  den  drei  Kräften  entsprechenden  Vektoren  einfach  nur  durch 
die  Indizes  1,  2,  3 bezeichnet.  In  welcher  Reihenfolge  auch 
die  drei  Vektoren  vom 

Punkte  .4  aus  aneinander  k 

gesetzt  sind , immer 
endigt  der  letzte  im 
Punkte  B,  wie  man  aus 
der  Figur  ohne  weiteres  ^ 
bestätigt  Der  von  A 
nach  B sich  erstreckende 
Vektor  stellt  also  in  je- 
dem Falle  die  Summe  (1er  Eig.  1 12 

drei  gegebenen  Vektoren 

dar.  Liegen  die  letzteren  nicht  in  einer  Ebene,  so  bilden  die 
sämtlichen  in  der  Figur  gezeichnelen  Vektoren  die  zwölf  Kanten 
eines  Parallelepipeds,  und  der  resultierende  Vektor  A0  eine  Diagonale 
desselben.  Gehören  dagegen  die  drei  gegebenen  Vektoren  derselben 
Ebene  an,  so  kann  man  die  Figur  wenigstens  als  Projektion  der 
Kanten  eines  Parallelepipeds  auf  eine  Ebene  auffassen. 
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Die  an  dem  speziellen  Fülle  von  drei  Kräften  ausführlich  <1  ar- 
belegte  Methode  der  Zusammensetzung  zu  einer  Resultante  gilt  in 
ganz  gleicher  Weise  für  beliebig  viele  Kräfte,  welche  an  demselben 
Punkte  eines  starren  Körpers  angreifen;  in  jedem  Falle  kann  man 
sich  auch  dann  leicht  davon  überzeugen,  daß  eine  Änderung  der 
Reihenfolge  der  Kräfte  auf  das  Resultat  der  Zusammensetzung 
keinen  Einfluß  ausübt.  Handelt  es  sich  im  besonderen  Falle  um 
nur  zwei  an  einem  Punkte  angreifende  Kräfte,  so  erhält  man 
durch  die  beiden  Möglichkeiten  in  der  Reihenfolge  der  beiden 
Vektoren  die  Seiten  des  Parallelogramms,  dessen  Diagonale  be- 
kanntlich die  Resultante  nach  Größe  und  Richtung  repräsentiert. 

Sollen  sich  nun  die  an  einem  Punkte  eines  starren  Körpers 

angreifenden  Kräfte  das 
Gleichgewicht  halten, 
so  muß  ihre  Resultante 
verschwinden,  d.  h.  aber 
es  muß  bei  der  Anein- 
anderreihung der  ver- 
schiedenen Kraftvek- 
toren der  Endpunkt  des 
letzten  Vektors  mit  dem 
Anfangspunkte  des 
ersten  Vektors  zusam- 
menfallen. Es  muß  sich 
Fig.  n3  als°  schon  das  aus  den 

gegebenen  Kräften  ge- 
gebildete  Polygon  schließen.  Dies  ist  die  notwendige  und  auch 
vollständig  hinreichende  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  von  be- 
liebig viel  an  einem  Punkte  eines  frei  beweglichen  starren  Körpers 
angreifenden  Kräften. 

Handelt  es  sich  nur  um  zwei  Kräfte,  so  folgt  hieraus,  daß 
die  eine  Kraft  der  anderen  entgegengesetzt  gleich,  d.  h.  daß  sie 
ihr  zwar  an  Größe  gleich,  aber  in  der  Richtung  gerade  entgegen- 
gesetzt sein  muß,  wenn  Gleichgewicht  stattfinden  soll.  Dieses  Re- 
sultat ist  von  vornherein  evident;  denn  von  zwei  an  demselben 
Punkte  angreifenden  entgegengesetzt  gleichen  Kräften  sucht  die 
eine  dem  Körper  gerade  die  entgegengesetzte  Bewegung  zu  erteilen 
wie  die  andere,  sofern  nur  eben  der  Körper  vollständig  frei  be- 
weglich ist. 

Wenn  dagegen  die  Bewegung  des  Körpers  in  der  einen  oder 
anderen  Richtung  durch  die  Berührung  mit  anderen  Körpern  ge- 
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hindert  ist,  so  braucht  im  Falle  des  Gleichgewichts  die  obige  Be- 
dingung nicht  erfüllt  zu  sein.  Ein  auf  einem  horizontalen  Tische 
liegender  Körper  bleibt  in  Ruhe,  trotzdem  die  Schwere  ihn  nach 
unten  zu  bewegen  sucht,  weil  er  durch  den  Widerstand  des  Tisches 
an  dieser  Bewegung  gehindert  wird.  Ein  eingelenkiger  Muskel, 
dessen  resultierende  Zugrichtung  die  einzige  Axe  des  Gelenks,  über 
welches  er  hinwegzieht,  oder  gegebenen  Falls  den  Gelenkmittel- 
punkt durchschneidet,  bringt  bei  seiner  Kontraktion  keine  Be- 
wegung des  Ansatzkörperteils  hervor,  weil  er  durch  die  besondere 
Art  der  Gelenkverbindung  daran  gehindert  wird. 

Man  kann  aber  diese  und  alle  anderen  Fälle,  in  welchen 
dem  Körper  für  seine  Bewegungen  gewisse  Beschränkungen  auf- 
erlegt sind,  auf  den  Fall  eines  vollkommen  frei  beweglichen  Körpers 
zurückführen,  indem  man  hei  der  Aufstellung  der  Gleichgewichts- 
bedingungen  die  Reaktionskräfte  mit  in  Rücksicht  zieht,  welche 
durch  die  Berührung  des  Körpers  mit  anderen  Körpern  hervor- 
gerufen werden.  So  verursacht  der  Druck,  welchen  der  auf  dem 
Tische  liegende  Körper  infolge  seiner  Schwere  gegen  den  Tisch 
ausübt,  solange  nur  der  Tisch  fest  genug  ist,  einen  Gegendruck 
von  gleicher  Größe,  aber  entgegengesetzter  Richtung.  In  Wirk- 
lichkeit wird  zwar  die  Tischplatte,  ebenso  wie  der  Körper  selbst, 
an  der  betreffenden  Stelle  zunächst  etwas  deformiert.  Dadurch 
werden  aber  sofort  Molekularkräfto  geweckt,  welche  dieser  De- 
formation entgegenarbeiten  und  einen  Druck  auf  den  Körper  von  unten 
nach  oben  verursachen;  diese  wachsen  schließlich  zu  einer  solchen 
Stärke  an,  daß  sie  die  Abwärtsbewegung  des  Körpers  vollkommen 
hindern.  Ist  dieser  Zustand  erreicht,  so  halten  sich  in  jedem  Be- 
rührungspunkte zwischen  Körper  und  Tisch  zwei  Kräfte,  der  Druck 
von  seiten  des  Körpers  und  der  Gegendruck  von  seiten  des  Tisches, 
das  Gleichgewicht;  der  Gegendruck  muß  dann  nach  dem  obigen 
dem  ersteren  entgegengesetzt  gleich  sein.  Dasselbe  gilt  auch  für 
die  beiden  Resultanten  der  sämtlichen  Druckkräfte  einerseits  und 
der  Reaktiouskräfte  andererseits.  Ganz  ähnliche  Verhältnisse  hat 
man  in  dem  zweiten  oben  als  Beispiel  herangezogenen  Falle.  In- 
folge der  größeren  Nachgiebigkeit  des  Gelenkknorpels  wird  hier 
nur  eine  größere  Deformation  der  beiden  Gelenkflächen  eintreten 
müssen,  bevor  der  durch  dieselbe  verursachte  Gegendruck  auf  den 
Ansatzkörperteil  der  resultierenden  Muskelkraft  das  Gleichgewicht 
halten  kann.  Betrachtet  man  den  resultierenden  Gegendruck  als 
eine  zweite  auf  den  Ansatzkörperteil  einwirkende  Kraft,  so  ergibt 
sich  wieder  nach  dem  obigen,  daß  derselbe  im  Falle  des  Gleich- 
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gewichts  der  an  dem  gleichen  Körperteile  direkt  angreifenden  re- 
sultierenden Muskelkraft  gerade  entgegengesetzt  gleich  sein  muß. 

Die  Einführung  der  Reaktionskräfte  erweist  sich  nicht  nur 
als  sehr  zweckmäßig  für  die  Formulierung  der  Gleichgewichts- 
bedingungen in  Fällen  beschränkter  Beweglichkeit,  sondern  sie 
gewinnt  auch  noch  dadurch  besonderen  Wert,  daß  sie  die  Bean- 
spruchung des  Körpers  an  den  Berührungsstellen  mit  anderen 
Körpern  erkennen  läßt.  So  gibt  in  dem  zweiten  Beispiele  die  im 
Gelenke  hervorgerufene  Reaktionskraft  zusammen  mit  der  nach 
dem  Gelenke  in  ihrer  Richtung  verschoben  gedachten  Muskelkraft 
ein  Maß  für  den  resultierenden  Gelenkdruck  unter  den  vorliegenden 
Verhältnissen  an. 

Die  Methode  der  Zurückführung  auf  die  Gleichgewichts- 


bedingungen eines  frei  beweglichen  Körpers  mit  Hilfe  der  Reaktion 
an  der  Berührungsstelle  möge  noch  an  einem  weiteren  Beispiele 
veranschaulicht  werden. 

Auf  einer  glatten  schiefen  Ebene  liege  eine  homogene  Kugel 
vom  Gewichte  G (vgl.  Fig.  114),  dieselbe  soll  durch  eine  auf  ihrem 
Mittelpunkte  in  irgendeiner  vorgeschriebenen  Richtung  einwirkende 
Zugkraft  K am  Herabfallen  gehindert  werden.  Das  Gew’icht  ist 
in  diesem  Falle  als  eine  ebenfalls  am  Kugelmittelpunkte  angreifende 
Kraft  G aufzufassen,  welche  vertikal  nach  unten  gerichtet  ist 
Würde  die  Zugkraft  K vertikal  nach  oben  gerichtet  sein,  so  müßte 
ihre  Größe  mit  G übereinstimmen,  und  die  schiefe  Ebene  würde 
in  diesem  Falle  keinerlei  Druck  durch  die  Kugel  erfahren.  Weicht 
dagegen  die  Richtung  von  K von  der  Vertikalen  nach  hinten  ab, 
wie  es  in  der  Figur  angenommen  ist,  so  muß  im  Gleicbgewichfs- 
falle  ein  Druck  auf  die  schiefe  Ebene  stattfinden;  denn  jetzt  kann 
das  Gleichgewicht  nur  durch  Vermittlung  der  von  seiten  der  Ebene 
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auf  die  Kugel  ausgeübten  Reaktion  gegen  den  Druck  hergestellt 
werden.  Da  der  Druck  auf  die  schiefe  Ebene  senkrecht  gegen  die- 
selbe gerichtet  ist,  so  steht  die  dem  Drucke  entgegengesetzt  gleiche 
Reaktionskraft  R ebenfalls  auf  der  Ebene  senkrecht.  Da  sie  ferner 
im  Berührungspunkte  der  Kugel  ausgelöst  wird,  so  geht  ihre  Rich- 
tung demnach  auch  durch  den  Kugolmittelpunkt.  Findet  keine 
Reibung  auf  der  schiefen  Ebene  statt,  so  muß  im  Falle  des  Gleich- 
gewichts die  Vektorsumme  der  drei  Kräfte  fr,  K und  R gleich 
Null  sein,  d.  h.  die  drei  Kräfte  müssen  sich  zu  einem  Dreiecke 
schließen,  wenn  man  sie  in  irgendeiner  Reihenfolge  von  einem 
Punkte  A aus  aneinandersetzt  Dies  veranschaulicht  die  Neben- 
zeichnung zu  Fig.  114.  Ist  das  Gewicht  ff  der  Kugel  und  außerdem 
die  Richtung  der  Kraft  A bekannt,  so  ist  damit  das  Kräftedreieck 
bestimmt  Man  kann  also  entweder  auf  dem  Wege  der  Konstruk- 
tion oder  der  trigonometrischen  Berechnung  die  Größen  der  beiden 
Kräfte  K und  R ableiten.  Mit  der  Größe  von  R hat  man  dann 
zugleich  den  ihr  entgegengesetzt  gleichen  Druck  gegen  die  schiefe 
Ebene  gewonnen. 

Das  oben  angeführte  Resultat,  daß  die  Resultante  K0  von 
beliebig  vielen  an  dem  gleichen  Punkte  eines  starren  Körpers  an- 
greifenden Kräften  Ku  Kt,  Ks,  . . . A'„  gleich  der  Vektorsumme 
der  letzteren  ist,  drückt  man  symbolisch  so  aus 

K0  = A',  -(-  Ä4 -j-ÄVf ....  A'„ . 

Man  verwendet  also  das  gewöhnliche  Additionszeichen,  zeigt 
aber  durch  die  Striche  über  den  Buchstaben  an,  daß  es  sich  um 
eine  Summation  von  Vektoren  handelt.  Einfacher  schreibt  man 
die  letzte  Formel 

Ao  = i-  K,  . 

I 

n 

indem  man  durch  das  Zeichen  3 andeutet,  daß  alle  Vektoren  K, , 

i 

welche  den  Werten  des  Index  i von  1 bis  n entsprechen,  geome- 
trisch addiert  werden  sollen. 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  von  ii  in  einem  Punkte 
.•ingreifenden  Kräften  K läßt  sich  demnach  in  der  symbolischen 
Form  schreiben 

A',-}-AV[-A:1  h...  A’.  = 0 
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M,  = 0. 

i 

Ist  das  die  Resultante  ergebende  Vektorpolygon  der  Kräfte  ein 
räumliches,  so  kann  man  den  Verlauf  und  die  Gestalt  desselben 
sich  dadurch  veranschaulichen,  daß  man  es  auf  zwei  zueinander 
senkrecht  stehende  Ebenen  projiziert  Diese  Methode  verwendet 


man  ja  allgemein,  um  sich  die  Gestalt  eines  räumlichen  Gebildes 
zu  vergegenwärtigen  und  die  Eigenschaften  desselben  zu  studieren. 

Nimmt  man  die  eine  Ebene  horizontal  und  demnach  die  an- 
dere vertikal,  so  ist  es  üblich,  die  Projektionen  auf  dieselben  bzw. 
als  Grundriß  und  Aufriß  zu  bezeichnen. 

In  Fig.  115  stelle  das  zwischen  den  Raumpunkten  .1  und  B sich 
erstreckende  Polygon  das  aus  den  vier  Kräften  Ä',,  K.: . Ks  und  Kt 
gebildete  Kräftepolygon,  und  der  Vektor  Ali  die  Resultante  Ä'0  dar. 
Durch  Fällen  der  Lote  von  den  Ecken  des  räumlichen  Polygons 
auf  irgendeine  horizontale  Grundrißtafel  E‘  und  eine  vertikale  Auf- 
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rißtafel  E“  ergeben  sich  die  Projektionen  A",,  K't,  A",  und  A'j 
bzw.  A'j' , A",  A",  und  K‘t  der  vier  Kraftvektoren  und  die  aus 
denselben  gebildeten  Vektorsummen  K'„  und  A'".  Man  erkennt 
aus  der  Figur  unmittelbar,  da6  sowohl  im  Grundrisse  wie  im  Auf- 
risse die  Resultante  der  Projektionen  der  vier  Kräfte  mit  der  Pro- 
jektion der  Resultante  AT0  übereinstimmt. 

Die  beiden  Ebenen  E‘  und  E"  mögen  sich  in  der  Geraden  GG 
schneiden.  Durch  die  beiden  Lote,  die  man  von  irgendeiner  Ecke 
des  räumlichen  Kräftepolygons  aus  auf  die  beiden  Ebenen  gefällt 
hat,  wird  eine  Ebene  bestimmt,  welche  auf  GG  senkrecht  steht. 
In  der  Figur  sind  diese  Ebenen  durch  die  schwach  schraffierten 
Parallelogramme  angedeutet,  welche  in  Wirklichkeit  im  Raume 
Rechtecke  darstellen.  Den  Punkt,  in  welchem  eine  dieser  Ebenen 
von  GG  getroffen  wird,  kann  man  als  die  Projektion  der  be- 
treffenden Polygonecke  auf  die  Gerade  GG  auffassen;  denn  der- 
selbe ist  zugleich  der  Fußpunkt  des  Lotes,  welches  man  im  Raume 
von  der  Polygonecke  aus  auf  die  Gerade  fällen  kann:  während 
dieses  Lot  selbst  durch  die  (in  der  Figur  nicht  mit  eingezeichnete) 
Diagonale  des  schraffierten  Rechtecks  in  der  Figur  dargestellt 
wird.  Die  Strecke  aber  auf  der  Geraden  GG,  welche  durch  die 
Projektionen  der  Endpunkte  irgendeines  der  Vektoren  K,  begrenzt 
wird,  bedeutet  die  Projektion  dieses  Vektors  auf  die  Gerade  GG ; 
die  letztere  möge,  wie  in  der  Figur  angedeutet  ist,  mit  Xi  be- 
zeichnet sein. 

Wie  die  Vektoren  A', , Ä',  usw.  in  dem  räumlichen  Kräfte- 
polygone sich  direkt  aneinander  anschließen,  so  ist  dies  auch  auf 
der  Geraden  GG  mit  ihren  Projektionen  A',,  .V,  usw.  der  Fall. 
Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar  wieder  das  Resultat,  daß  die  Re- 
sultante der  Projektionen  A', , A's , A's  und  Ar4  der  vier  Kräfte  auf 
die  Gerade  GG  mit  der  Projektion  A'0  der  Resultante  A'0  dieser 
Kräfte  auf  dieselbe  Gerade  übereinstimmt. 

Auf  einer  Geraden  gibt  es  nur  noch  zweierlei  Richtungen. 
Rechnet  man  eine  Projektion  Xi  positiv,  wenn  sie  in  der  Figur 
von  links  nach  rechts  geht,  ihre  Pfeilspitze  sich  also  an  ihrem 
rechten  Endpunkto  befindet,  so  muß  man  sic  als  negative  Größe 
betrachten,  wenn  sie  von  rechts  nach  links  gerichtet  ist,  wobei 
ihre  Pfeilspitze  sich  an  ihrem  linken  Ende  befindet.  Beachtet  man 
dies,  so  erhält  man  die  Projektion  A'0  der  Resultante  K„  als  alge- 
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braische  Summe  der  Projektionen  A', , A'._. , A's  und  A'4  der  Einzel- 
kräfte, d.  h.  also 

Ao  = A\  + X -f  A's  + A'«  = i X . 

1 

Es  ist  wohl  zu  beachten,  daß  es  sich  hierbei  nicht  mehr  um 
eine  Vektorsumme,  sondern  um  eine  algebraische  Summe  im  ge- 
wöhnlichen Sinne  handelt,  wobei  die  einzelnen  Summanden  zum  Teil 
positives,  zum  Teil  negatives  Vorzeichen  besitzen.  Auf  diese  Weise 
hat  man  also  die  Addition  von  Vektoren,  insbesondere  die  Zusammen- 
setzung von  Kräften,  die  an  einem  Punkte  eines  starren  Körpers 
in  beliebiger  Richtung  im  Raunte  angreifen,  der  elementaren  Rech- 
nung zugänglich  gemacht.  Allerdings  ist  dabei  zu  beachten,  daß 
durch  die  Projektion  des  Kräftepolygons  auf  nur  eine  Gerade  noch 
nicht  die  Gestalt  und  Lage  desselben  im  Raume  festgelegt  ist. 

Handelt  es  sich  nicht  bloß  um  vier,  sondern  allgemein  um  n 
an  demselben  Körperpunkte  angreifende  Kräfte,  so  bestätigt  man 
leicht,  daß  für  die  Projektion  Ar0  ihrer  Resultante  auf  eine  Ge- 
rade OG  ebenfalls  gilt 

A'»  = X +A*-f-X+.... X = 3 X , 

1 

unter  X allgemein  die  Projektion  der  Einzelkraft  X auf  dieselbe 
Gerade  verstanden. 

Dieser  Satz  gilt  ganz  unabhängig  davon,  welche  Richtung  die 
Gerade  GO  im  Raume  besitzt;  denn  ebenso  wie  wir  das  Kräfte- 
polygon im  Interesse  der  größeren  Anschaulichkeit  zunächst  auf 
eine  horizontale  Grundrißtafel  und  eine  vertikale  Aufrißtafel,  die 
sich  in  der  horizontalen  Geraden  GG  durchschnitten,  projiziert  ge- 
dacht haben,  können  wir  von  vornherein  die  beiden  zueinander 
senkrechten  Projektionstafeln  in  beliebiger  anderer  Lage  im  Raume 
so  annehmen,  daß  sie  sich  in  irgendeiner  Geraden  von  bestimmter 
Richtung  durchschneiden.  Legt  man  sich  im  Raume  drei  Gerade 
fest,  welche  verschiedene  Richtung  besitzen,  so  daß  also  nicht 
zwei  derselben  parallel  laufen,  und  projiziert  das  Kräftepolygon 
auf  jede  dieser  drei  Geraden,  so  reichen  die  drei  Projektionen  voll- 
kommen aus,  um  nicht  nur  die  einzelnen  Kräfte,  sondern  auch  die 
Gestalt  und  Lage  des  Kräftepolygons  und  die  Größe  und  Richtung 
der  Resultante  in  eindeutiger  Weise  zu  charakterisieren  und  die- 
selben aus  den  Projektionen  abzuleiten.  Man  braucht  ja  nur  durch 
jede  der  drei  Projektionen  eines  Raumpunktes  eine  Ebene  zu  legen, 
welche  auf  der  Geraden,  der  die  Projektion  angehört,  senkrecht 
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steht;  dann  schneiden  sich  die  drei  Ebenen  in  einem  einzigen 
Punkte,  nämlich  dem  betreffenden  Raumpunkte. 

Es  ist  zweckmäßig,  die  drei  Geraden,  auf  welche  man  pro- 
jiziert, durch  einen  Punkt  des  Raumes  zu  legen  und  ihre  Rich- 
tungen so  zu  nehmen,  daß  sie  alle  drei  aufeinander  senkrecht 
stehen.  Dann  bilden  diese  Geraden  zugleich  die  Axen  eines  recht- 
winkligen räumlichen  Koordinatensystems;  sie  mögen  wie  üblich 
als  A'-Axe,  I'-Axe  und  Z- Axe  voneinander  unterschieden  sein 
(vgl.  Fig.  116).  Die  drei  Ebenen,  in  welchen  immer  je  zwei  von  den 


Z-Axe 


Koordinatenaxen  liegen,  und  die  man  als  A’I -Ebene,  YZ- Ebene 
und  ZA'- Ebene  bezeichnet,  stellen  demnach  die  drei  ebenfalls  auf- 
einander senkrecht  stehenden  Koordinatenebenen  dar,  während  der 
gemeinsame  Schnittpunkt  aller  Koordinatenaxen  und  Koordinaten- 
ebenen den  Nullpunkt  oder  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems 
abgibt. 

Da  bei  der  Bildung  der  Resultante  der  Ausgangspunkt  A des 
Vektorpolygons  zunächst  beliebig  im  Raume  gewählt  werden  kann, 
so  empfiehlt  es  sich,  denselben  in  den  Anfangspunkt  des  Koordi- 
natensystems zu  verlegen.  Die  Resultante  A'0  «gibt  sich  dann  als 
eine  von  diesem  Punkte  ausgehende  Strecke  AB,  wie  es  in  Fig.  116 
dargestellt  ist.  Die  Koordinaten  des  Endpunktes  B der  Resultante 
geben  zugleich  die  Projektionen  A'0,  Y0  und  Z„  der  Resultante  A'0 
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aut  die  drei  Koordinatenaxen  an.  Dagegen  stimmt  jede  Projektion 
einer  einzelnen  Seite  Kt  des  Kräftepolygons  auf  eine  Koordinaten- 
axe  mit  der  Differenz  der  entsprechenden  Koordinaten  ihrer  End- 
punkte überein,  wie  man  leicht  bestätigen  wird.  In  der  Figur  ist 
das  Kräftepolygon  selbst  mit  seinen  Projektionen  auf  die  Koordi- 
natenebenen und  Koordinatenaxen  nicht  mit  angegeben,  um  das 
Bild  nicht  zu  kompliziert  und  unübersichtlich  zu  machen.  Aus 
dem  Gesagten  wird  aber  zu  ersehen  sein,  daß  die  Ermittelung  der 
Projektionen  A'i,  Fi,  Z,  einer  als  Seite  des  Kräftepolygons  auf- 
tretenden Kraft  Ki  auf  die  Bestimmung  der  Koordinaten  ihrer 
Endpunkte  hinausläuft. 

Hat  man  die  Projektionen  Xi,  Fi,  Z,  aller  Kräfte  K,  gewonnen, 
so  ergeben  sich  nach  dem  früheren  zur  Berechnung  der  drei  Pro- 
jektionen der  Resultante  K„  die  Formeln 

X0  = Xi  + A's  4-  A*  4- . . . . An  = 3 Xi , 

i 

F«  - F,  4 F*  4 Fs  4 ■ • • • Fn  = 3 Yi , 

1 

z„  = z,  4 zt  4^*4  ....  = 3Zi. 

1 

Da,  wie  oben  auseinandergesetzt  wurde,  diese  drei  Projek- 
tionen ausreichen,  um  die  Resultante  eindeutig  zu  charakterisieren, 
so  muß  es  möglich  sein,  aus  den  Werten  von  A«,  Y0,  Z0  sowohl 
die  Größe  als  auch  die  Richtung  der  Resultante  zu  berechnen. 
Die  hierzu  nötigen  Formeln  lassen  sich  leicht  an  der  Hand  von 
Fig.  116  gewinnen,  ln  derselben  bedeuten  B„  B.,  Bs  die  Fußpunkte 
der  Lote  vom  Endpunkte  B der  Resultante  l\a  auf  die  drei  Koor- 
dinatenaxen, und  B, o,  Bt s,  B-n  die  Fußpunkte  der  Lote  von  dem- 
selben Punkte  B auf  die  drei  Koordinatenobenen.  Diese  sechs 
Punkte  bilden  zusammen  mit  dem  Koordinatenanfangspunkte  *1 
und  dem  Punkte  B die  acht  Ecken  eines  rechtwinkligen  Parallel- 
epipeds  oder  eines  sogenannten  Rechtflachs.  Es  ist  daher  beispiels- 
weise das  Dreieck  AB,  Blt  an  der  Ecke  B,  rechtwinklig  und  hat 
A'0  und  )„  zu  Katheten.  Hieraus  foliit  zunächst  für  die  Größe 
der  Projektion  Al!,*  der  Resultante  A’0  auf  die  XY- Ebene  nach 
dem  pythagoräisehen  Lehrsätze 

ALt^Xl  + Yl. 
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In  entsprechender  Weise  erhält  man  für  die  Größe  der  Pro- 
jektionen JLBiS  und  ABzi  der  Resultante  Ä'0  auf  die  FZ-Ebeno 
und  die  ZX- Ebene  die  Beziehungen: 

ABl,=  Yl+Zl  und 

ABU  = ZJ  -j-  XI . 

Eine  jede  dieser  drei  Projektionen  auf  eine  Koordinatenebene 
bildet,  wie  man  aus  der  Figur  leicht  erkennt,  mit  der  Projektion 
der  Resultante  Ka  auf  die  zu  der  betreffenden  Koordinatenebene 
senkrechte  Koordiuatenaxe,  also  z.  B.  AB ,»  mit  Z0,  die  beiden 
Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse  die 
Resultante  K„  selbst  ist.  Man  erhält  daher  in  jedem  Falle  unter 
Einsetzen  des  obigen  Wertes  für  das  Quadrat  der  Projektion  auf 
die  Koordiuatenaxe,  zur  Bestimmung  der  Größe  von  K0  die  Formel 
Kl  = Xl  + Yl  + Zl 

In  allen  diesen  Formeln  sind  die  Horizontalstriche  über  den 
Buchstaben  fortgelassen  worden,  um  damit  anzudeuten,  daß  es 
sich  nur  um  die  Länge  der  betreffenden  Vektoren  handelt 

Man  hat  also  zur  Berechnung  der  Größe  der  Resultante  K0  und 
ihrer  Projektionen  auf  die  drei  Koordinatenebenen  aus  den  Größen 
.Y0.  F0,  Z„  die  Formeln: 

K.=Vxi+Yi+z* 

-1  /#.*  = V XI  + 1;;  ABit  = v F„2  -f  Z2;  ABat  = \ Z* -f  Ä* 


Die  Richtungen  der  Resultante  Ku  und  ihrer  Projektionen  auf 
die  Koordinatenebenen  werden  bestimmt  durch  die  Winkel,  welche 
dieselben  mit  den  drei  Koordinatenaxen  bilden.  Aus  den  drei  bei 
.ß, . Bt  und  Ba  rechtwinkligen  Dreiecken  AByB,  ABtB  und  ABa  B 
erhält  man  unter  Berücksichtigung  des  obigen  Wertes  für  Ku 


cos  BABy  '■ 


cos  BABi 


cos  BAB  j 


■-  -X° 

Vx!+YH  -zi 

Vxj+n+4 

Zp 

'VX*+Y*+  ZI 


Diese  drei  Winkel  sind  nicht  unabhängig  voneinander,  denn 
wie  man  aus  den  letzten  drei  Formeln  unmittelbar  erkennt,  besitzt 
die  Summe  der  Quadrate  ihrer  Cosinus  stets  den  Wert  1. 
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Ähnliche  Forme  n erhält  man  zur  Bestimmung  der  Richtung 
der  Projektionen  ÄBlt,  ABiS,  AB 81  innerhalb  ihrer  Koordinaten- 
ebenen;  so  hat  man  z.  B.  für  den  Winkel,  welchen  AB\°_  mit  der 
X-Axe  bildet, 

/\  \-  y 

cos  Bl.ABi=  oder  tu»  Bl*ABl=  ..  usw. 

vx!-\-y;  - a0 

In  gleicher  Weise,  wie  man  die  Größe  und  Richtung  der  Resul- 
tante Ku  aus  ihren  Projektionen  auf  die  drei  Koordinatenaxen 
gewinnen  kann,  lassen  sich  auch  Formeln  zur  Berechnung  von 
Größe  und  Richtung  einer  Kraft  K,  aus  ihren  Projektionen  AA, 
)’(,  Zi  gewinnen.  Diese  Formeln  sind  im  Grunde  wieder  genau 
die  oben  angegebenen;  nur  hat  man  in  jenen  überall  den  Index  0 
durch  den  Index  i zu  ersetzen,  welcher  zu  der  betreffenden  Kraft 
gehört,  l’m  dies  einzusehen,  braucht  man  nur  die  Kraft  K,  parallel 
mit  sich  nach  dem  Koordinatenanfangspunkte  zu  verschieben;  denn 
durch  eine  derartige  Verschiebung  worden  weder  Größe  und  Rich- 
tung von  Kiy  noch  die  Längen  ihrer  Projektionen  auf  die  drei 
Koordinatenaxen  verändert. 

Schließlich  lassen  sich  auch  die  Bedingungen,  unter  denen  sich 
n an  demselben  Punkte  eines  starren  Körpers  angreifende  Kräfte 
Ki  das  Gleichgewicht  halten,  in  sehr  einfacher  und  für  die  nume- 
rische Berechnung  sich  eignender  Weise  mit  Hilfe  der  Projektionen 
Xi,  V, , Zi  dieser  Kräfte  auf  die  drei  Koordinatenaxen  formulieren. 

Da  das  Gleichgewicht  dieser  n Kräfte  dadurch  charakterisiert 
ist,  daß  die  Resultante  A'0  verschwindet,  so  müssen  daher  auch 
die  drei  Projektionen  A'0,  y0,  Z0  derselben  auf  die  Koordinaten- 
axen den  Wert  Null  annehmen;  man  hat  also  die  drei  Bedingungs- 
gleichungen für  das  Gleichgewicht: 

SXi  = 0\  2 7i= 0 und  2Zi= 0. 

i i i 

Man  muß  sich  stets  davon  überzeugen,  daß  alle  drei  Be- 
dingungsgleichungen gleichzeitig  erfüllt  sind,  wenn  man  sicher  sein 
will,  daß  Gleichgewicht  vorhanden  ist.  Denn  es  könnten  z.  B.  sehr 
wohl  die  ersten  beiden  Gleichungen  erfüllt  sein  und  trotzdem  eine 
Resultante  von  endlicher  Länge  existieren;  dies  wäre  der  Fall, 
wenn  die  Resultante  einer  der  drei  Koordinatenaxen  parallel  liefe. 
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e)  Krlftepaare. 

Außer  den  Kräften  spielen  noch  die  sogen.  Kräftepaare  eine 
besonders  wichtige  Rolle  bei  der  Erzeugung  von  Bewegungen  eines 
starren  Körpers.  Unter  einem  „ Kräftepaar“  versteht  man  zwei 
zusammengehörige  gleich  große  Kräfte  von  entgegengesetzter  Rich- 
tung, welche  in  parallelen  Geraden  wirken,  so  wie  es  durch  Fig.  117 
angedeutet  ist,  in  welcher  die  eine  Kraft  durch  -f-  K und  die  ihr 
entgegengesetzt  gleiche  Kraft  zum 
Unterschied  durch  — K bezeich- 
net ist. 

Ein  solches  Kräftepaar  sucht 
den  Körper,  an  dem  es  angreift, 
zu  drehen,  und  zwar  um  eine 
Axe,  welche  gegen  die  Ebene, 
in  der  beide  Kräfte  des  Paares 
liegen,  senkrecht  gerichtet  ist. 

Dabei  ist  aber  von  vornherein 
vor  dem  Irrtum  zu  warnen,  daß 
die  zur  Kraftebene  senkrechte 
Drehungsaxe  durch  die  Mitte  der 
Verbindungslinie  der  Angriffs- 
punkte der  beiden  Kräfte  gehen 
muß.  Die  genaue  Lage  dieser 
Axe  hängt  teils  von  den  Be- 
dingungen für  die  Beweglichkeit 
des  Körpers,  teils  von  der  Massen- 
verteilung im  Innern  desselben 
ab,  wie  noch  ausführlicher  an  be- 
stimmten Beispielen  dargelegt  wer- 
den soll.  Auch  handelt  es  sich 
nur  um  ein  Bestreben  des  Kräftepaares,  den  Körper  um  eine 
solche  Axe  zu  drehen;  die  als  Wirkung  des  Kräftepaares  tatsäch- 
lich eintretende  Drehung  findet  dagegen  zuweilen  um  eine  Axe 
statt,  deren  Richtung  nicht  senkrecht  zu  der  Kräfteebene  ist.  Die 
Größe  dieses  Bestrebens,  dem  Körper  eine  Drehung  zu  erteilen, 
nennt  man  das  „ Drehungsmoment“  oder  auch  das  „Moment 
des  Kräftepaares“;  dasselbe  wird  gemessen  durch  d;is  Produkt 
der  gemeinsamen  absoluten  Größe  der  beiden  Kräfte  in  den  Ab- 
stand der  beiden  Parallelen,  innerhalb  deren  die  Kräfte  wirken. 
Bezeichnet  inan  das  Drehungsmoment  eines  Kräftepaares  mit  D, 
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die  Kraftgröße  mit  K (ohne  darübergesetzten  Strich)  und  den  Ab- 
stand der  Parallelen  mit  h,  so  hat  man  demnach 

D~Kh. 

Aus  dieser  Formel  ist  zu  ersehen,  daß  zwei  verschiedene 
Kräftepaare  gleiches  Drehungsmoment  besitzen,  wenn  sich  ihre 
Kräftegrößen  umgekehrt  wie  die  Abstände  der  Parallelen  verhalten. 
Das  Drehungsmoment  bleibt  also  z.  B.  ungeändert,  wenn  man  die 
beiden  Kräfte  des  Paares  in  einem  bestimmten  Verhältnis  ver- 
größert und  gleichzeitig  den  Abstand  der  Parallelen  im  umgekehr- 
ten Verhältnis  ändert.  Die  Wirkung  eines  Kräftepaares  bleibt 
ferner  auch  ungeändert,  wenn  man  die  beiden  Parallelen,  in  denen 
die  Kräfte  wirken,  ohne  Änderung  ihres  Abstandes  beliebig  in 
ihrer  Ebene  verschiebt  und  verdreht,  oder  sie  nach  einer  anderen, 
ihrer  ursprünglichen  Ebene  im  Raume  parallelen  Ebene  verlegt 
Der  Beweis  für  diese  Sätze  ist  in  jedem  elementaren  Lehrbuchc 
der  Mechanik  zu  finden  und  soll  daher  an  dieser  Stelle  nicht 
wiederholt  werden. 

Bei  parallelen  Ebenen  stimmt  die  Richtung  der  Senkrechten 
zu  denselben  überein;  demnach  ist  aus  dem  Gesagten  ersichtlich, 
daß  zur  Charakterisierung  eines  Kräftepaares  außer  der  Größe  des 
Drehungsmomentes  nur  noch  die  Angabe  der  Richtung  der  Axe. 
um  welche  das  Kräftepaar  den  Körper  zu  drehen  sucht,  und 
außerdem  des  Drehungssinnes  um  diese  Axe  erforderlich  ist  Be- 
rücksichtigt man  dies,  so  kann  man  das  Drehungsmoment  eines 
jeden  Kräftepaares  in  sehr  anschaulicher  Weise  durch  einen  Vektor 
darstellen,  welcher  die  Richtung  der  Axe  und  eine  Länge  besitzt, 
deren  Maßzahl  gleich  der  Maßzahl  Kh  für  das  Drehungsmoment 
ist;  dabei  ist  man  natürlich  unbeschränkt  in  der  Wahl  der  Längen- 
einheit für  den  Vektor,  wenn  man  nur  für  sämtliche  Vektoren, 
welche  Drehungsmomente  darstellen,  die  einmal  angenommene 
Längeneinheit  konsequent  verwendet.  Um  auch  den  Drehungssinn 
durch  den  Vektor  zum  Ausdruck  zu  bringen,  muß  man  die  Pfeil- 
spitze desselben  konsequent  nach  einer  Seite  hin  gerichtet  sein 
lassen,  von  der  aus  gesehen  die  Drehung,  welche  das  Kräftepaar 
verursachen  will,  in  einem  ganz  bestimmten  Sinne,  gewöhnlich  im 
Sinne  des  Uhrzeigers,  erfolgt.  Einen  derartigen  Vektor  bezeichnet 
man  auch  als  das  „Axenmoment  des  Kräftepaares“. 

Zwischen  dem  Vektor,  welcher  eine  einzelne  Kraft  darstellt, 
und  dem  Axenmoment  eines  Kräftepaares  besteht  nun  ein  prin- 
zipieller Unterschied.  Da  eine  Kraft  nur  in  ihrer  eigenen  Richtung 
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ohne  Änderung  ihrer  Wirkung  beliebig  verschoben  werden  kann, 
darf  man  einen  Kraftvektor  ebenfalls  nur  in  der  durch  seine  Rich- 
tung gegebenen  Geraden  verschieben.  Ein  Axenmoment  läßt  sich 
dagegen  ganz  beliebig  iin  Raume  verlegen,  also  auch  seitlich  ver- 
schieben, wenn  man  nur  seine  Größe  und  Richtung  dabei  nicht 
ändert.  Daraus  geht  aber  u.  a.  hervor,  daß  man  die  sämtlichen 
Axenmomente  verschiedener  an  demselben  Körper  angreifender 
Kräftepaare  parallel  immer  nach  einem  beliebigen  Punkte  des 
Raumes  verlegen  und  daselbst  die  Vektorsumme  bilden  kann. 
Das  auf  diese  Weise  sich  ergebende  resultierende  Axenmoment  bzw. 
jedes  zu  ihm  gehörende  Kräftepaar  bringt  dann  die  gleiche  Wirkung 
hervor  wie  alle  ursprünglich  vorhandenen  Kräftepaare  zusammen- 
genommen. 

Für  die  Ausführung  der  Zusammensetzung  beliebiger,  auf  den- 
selben starren  Körper  einwirkender  Kräftepaare  können  ohne 
weiteres  die  im  vorhergehenden  Abschnitt  abgeleiteten  Formeln 
verwendet  werden,  sofern  man  in  diesen  unter  A',,  A'_.,  allgemein 
A',,  nicht  Kräfte,  sondern  die  Axenmomente  der  vorhandenen 
Kräftepaare  versteht.  Während  jene  Formeln  zur  Voraussetzung 
hatten,  daß  alle  Kräfte  an  demselben  Punkte  eines  starren  Körpers 
angreifen,  gelten  sie  für  ganz  beliebige  Kräftepaare  ohne  irgend- 
welche Einschränkung. 

d)  Beliebiges  Kräftesj  stein  an  einem  starren  Körper. 

Wenn  au  einem  starren  Körper  beliebige  Kräfte  angreifen,  so 
daß  ihre  Richtungen  nicht  mehr  alle  durch  einen  einzigen  Punkt 
des  Körpers  hindurchgehen,  so  lassen  sich  dieselben  im  allgemeinen 
nicht  mehr  zu  einer  einzigen  Resultante  zusammenfassen.  Es  ge- 
lingt aber  dann  auf  zweierlei  verschiedene  Arten  eine  Zurück- 
führung des  ganzen  Kräftesystems  auf  einfachere  Kraftelemente. 
Entweder  ersetzt  man  dasselbe  durch  zwei  Kräfte,  deren  Rich- 
tungen im  Raum  windschief  aneinander  vorbeilaufen,  oder  man 
führt  es  auf  eine  resultierende  Kraft  und  ein  resultierendes  Kräfte- 
paar zurück.  Dies  gilt  in  gleicher  Weise,  wenn  außer  den  Kräften 
noch  beliebig  viele  verschiedene  Kräftepaare  vorhanden  sind.  Für 
die  Kinetik  des  starren  Körpers  erweist  sich  vor  allen  Dingen  die 
Reduktion  auf  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar  als  von  besonderer 
Bedeutung.  Es  soll  daher  nur  auf  diese  im  folgenden  näher  ein- 
gegangen werden. 

Jede  Kraft  -j-  Ä,  die  in  einem  Punkte  A eines  starren  Körpers 


Digitized  by  Google 


356  Kinetik  (Muskelmechanik). 

angreift  (vgl.  Fig.  118),  kann  nach  einem  außerhalb  ihrer  Richtung 
liegenden  Punkte  B desselben  Körpers  verlegt  werden,  wenn  man 
ein  Kräftepaar  hinzufügt,  dessen  eine  Kraft  die  ursprüngliche  in  A. 
angreifende,  und  dessen  andere  Kraft  eine  gleich  große  in  B an- 
greifende Kraft  von  entgegengesetzter  Richtung  ist.  Dies  läßt  sich 
an  der  Hand  von  Fig.  118  leicht  bestätigen:  denn,  da  die  beiden 
in  B angreifenden  entgegengesetzt  gleichen  Kräfte  sich  das  Gleich- 
gewicht halten  und  infolgedessen 
den  Bewegungszustand  des  Kör- 
pers nicht  beeinflussen  können, 
so  ist  die  in  A angreifende  Kraft 
in  der  Tat  äquivalent  der  (in  der 
Figur  durch  Querstriche  hervor- 
gehobenen) Kraft  in  B von  gleicher 
Größe  und  Richtung  und  dem 
aus  den  beiden  noch  übrigbleiben- 
den Kräften  zusammengesetzten 
Kräftepaar  (-j-  K,  — K).  Das 
letztere  kann  natürlich  auch  durch 
irgendein  anderes  Kräftepaar  mit 
gleichem  Axenmoment  von  der 
Größe  Kh  ersetzt  werden,  unter 
h in  diesem  Falle  den  kürzesten 
Abstand  des  Punktes  B von  der 
Richtung  der  in  A angreifenden 
Kraft  verstanden. 

Hat  man  ein  beliebig  zusam- 
mengesetztes Kräftesystem , so 
braucht  man  nur  in  der  eben  be- 
schriebenen Weise  zunächst  alle 
Einzelkräfte  K nach  einem  bestimmten  Punkte  B des  Körpers  zu 
verlegen,  und  erhält  demnach  ein  System  von  Einzelkräften,  welche 
sämtlich  an  diesem  Körperpunkte  B angreifen,  und  außerdem  eben- 
soviel neue  Kräftepaare  (-f-  K,  — K),  sofern  nicht  die  Richtung  der 
einen  oder  anderen  Kraft  von  vornherein  durch  den  Punkt  B 
hindurchgeht.  Die  nach  B verlegten  Kräfte  lassen  sich  dann 
durch  Bilden  der  Vektorsumme  zu  einer  ebenfalls  in  B angreifen- 
den Resultante  vereinigen,  und  die  neuen  Kräftepaare  im  Verein 
mit  den  anderen,  schon  im  ursprünglichen  Kräftesysteme  vorhande- 
nen Kräftepaaren  zu  einem  resultierenden  Kräftepaare  zusammen- 


Digitized  by  Google 


Wirkung  der  an  einem  starren  Körper  angreifenden  Kräfte.  357 

setzen,  so  daß  also  in  der  Tat  das  ganze  Kräftesystem  auf  eino 
Einzelkraft  and  ein  einzelnes  Kräftepaar  reduziert  erscheint. 

Nach  welchem  Punkte  B des  starcen  Körpers  man  dabei  die 
Kräfte  im  Interesse  einer  möglichsten  Vereinfachung  der  kinetischen 
Untersuchung  parallel  zu  verschieben  hat,  richtet  sich  nach  den 
Bedingungen  für  die  Beweglichkeit  des  starren  Körpers.  Ist  der 
letztere  vollkommen  frei  im  Raume  beweglich,  so  hat  man  den 
Punkt  B zweckmäßigerweise  in  den  Schwerpunkt  des  Körpers 
zu  verlegen.  Kann  sich  der  Körper  dagegen  nur  um  einen  festen 
Punkt  oder  sogar  nur  um  eine  feste  Axe  herumdrehen,  so  empfiehlt 
es  sich,  den  Punkt  B nach  dem  Drehpunkte  oder  einem  Punkte 
der  Drehungsaxe  zu  verlegen.  Führt  man  im  letzteren  Falle  die 
durch  den  Druck  auf  den  festen  Drehpunkt  oder  die  feste  Drehungs- 
axe geweckten  Reaktionskräfte  ein  und  fügt  sie  dem  gegebenen 
Kräftesystem  hinzu,  so  kann  man  den  Körper  als  vollkommen  frei 
beweglich  auffassen,  und  es  empfiehlt  sich  dann  wieder,  sämtliche 
Kräfte,  die  genannten  Reaktionskräfte  inbegriffen,  nach  dem 
Schwerpunkte  zu  verlegen. 

2.  Allgemeines  über  die  Wirkung  der  an  einem  starren 
Körper  angreifenden  KrHfte. 

a)  Sehwerpunktssätze. 

Der  Schwerpunkt  eines  starren,  im  Raume  voll- 
kommen frei  beweglichen  Körpers  bewegt  sich  unter 
dem  Einflüsse  beliebiger  Kräfte  stets  so,  als  ob  die 
ganze  Masse  des  Körpers  in  ihm  konzentriert  wäre  und 
alle  Kräfte  mit  ihrer  Richtung  und  Stärke  direkt  an  ihm 
angriffen  (I.  Schwerpunktssatz).  Dieser  fundamentale  Satz 
kann  auch  auf  Körper  Anwendung  finden,  deren  Bewegung  in 
irgendwelcher  Weise  beschränkt  und  bestimmten  Bedingungen 
unterworfen  ist;  man  hat  in  diesem  Falle  nur  die  Kräfte,  welche, 
in  der  Regel  als  Reaktionskräfte,  diese  Bewegungsbedingungen 
erzwingen,  den  direkt  am  Körper  angreifenden  Kräften  zuzu- 
rechnen. 

Dieses  durch  die  Erfahrung  ausnahmslos  bestätigte  Gesetz 
der  Mechanik  soll  den  folgenden  Betrachtungen  als  Grundlage 
dienen.  Es  wird  sich  zeigen,  daß  mit  seiner  Hilfe  auch  die  Er- 
scheinungen und  mechanischen  Vorgänge  bei  komplizierten  Gelenk- 
systemen, wie  sie  im  menschlichen  und  tierischen  Organismus  auf 
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treten,  in  ganz  elementarer  und  äußerst  anschaulicher  Weise  ab- 
geleitet werden  können. 

Durch  diesen  Satz  ist  zunächst  die  oben  angeführte  parallele 
Verlegung  aller  Kräfte  nach  dem  Schwerpunkte  begründet.  Er 
führt  zugleich  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  auf  den  ein- 
facheren Ball  der  Bewegung  eines  Massenpunktes  zurück.  Ist  m 
die  Masse  des  Körpers  und  ii’  die  Größe  der  Resultante  der  nach 
dem  Schwerpunkte  verlegten  äußeren  Kräfte,  so  hat  man  für  die 
Beschleunigung  y (vgl.  hierzu  12  des  Abschnittes  über  Kinematik) 
des  Schwerpunktes  nach  dem  aus  der  elementaren  Mechanik  be- 
kannten Zusammenhänge  zwischen  Kraft,  Masse  und  Beschleuni- 
gung eines  Massenpunktes  die  einfache  Beziehung 


wobei  man  im  Sinne  des  absoluten  Maßsystems  die  Beschleuni- 
gung in  cm  .«ec-*,  die  Kraft  in  Dyn  und  die  Masse  in  Gramm  zu 
messen  hat. 

Die  Bewegung  eines  Körpers  kann  man  nach  den  früheren 
Erörterungen  (vgl.  S.  2 u.  5)  aus  einer  Translationsbewegung  nach 
Maßgabe  der  Bewegung  seines  Schwerpunktes  und  einer  Drehung 
um  den  Schwerpunkt  zusammengesetzt  denken.  Während  die 
Translationsbewegung  entsprechend  dem  oben  angeführten  Schwer- 
punktssatze allein  von  den  nach  dem  Schwerpunkte  verlegten 
Kräften  abhängt,  wird  die  Drehung  um  den  Schwerpunkt  aus- 
schließlich von  den  bei  dieser  Verlegung  der  Kräfte  entstehenden 
Kräftepaaren  im  Verein  mit  den  ursprünglich  schon  am  Körper 
angreifenden  Kräftepaaren  hervorgebracht.  Und  zwar  dreht  sich 
dabei  der  Körper,  falls  er  frei  beweglich  ist,  gerade  so 
um  seinen  Schwerpunkt,  als  ob  der  letztere  nicht  be- 
weglich, sondern  im  Raume  festgestellt  wäre  (II.  Schwer- 
punktssatz). Die  Drehung  findet  in  jedem  Momente  um  eine  be- 
stimmte Axe  durch  den  Schwerpunkt  statt,  die  aber  nach  den 
früheren  Auseinandersetzungen  im  Abschnitte  über  Kinematik  im 
allgemeinen  während  der  Drehung  von  Moment  zu  Moment  ihre 
Richtung  ändern  kann. 

Der  Zusammenhang  zwischen  der  Drehung  eines  Körpers  um 
einen  festen  Drehpunkt  und  den  wirksamen  Kräftepaaren  ist 
wesentlich  komplizierter  als  die  Abhängigkeit  der  Bewegung  eines 
Massenpunktes  von  den  an  ihn  angreifenden  Kräften;  seine  er- 
schöpfende Behandlung  erfordert  zu  schwierige  mathematische 
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Hilfsmittel,  als  daß  sie  iu  diesem  Werke  gemäß  seiner  Bestim- 
mung vorgenommen  werden  könnte.  Es  ist  daher  geboten,  sich 
auf  einige  spezielle  Fälle  zu  beschränken,  die  allerdings  im  Hin- 
blick auf  zahlreiche  Anwendungen  auf  die  Bewegungen  des 
lebenden  Körpers  von  besonderer  Wichtigkeit  erscheinen. 

Während  für  die  Translationsbewegung  des  Körpers  nur  die 
Größe  der  Gesamtmasse  in  Frage  kommt,  gleichgültig,  in  welcher 
Weise  die  Masse  um  den  Schwerpunkt  gelagert  ist,  spielt  die 
Massenverteilung  innerhalb  des  Körpers  bei  der  HervorbriDgunfe 
einer  Drehung  um  eine  Axe  eine  ausschlaggebende  Rolle.  Der 
Einfluß  derselben  kommt  in  dem  sog.  Trägheitsmoment  des 
Körpers  in  bezug  auf  diese  Axe  zum  Ausdruck.  Denkt  man 
sich  den  Körper  aus  einer  endlichen  Anzahl  diskreter  Massenpunkte 
zusammengesetzt,  so  liefert  für  das  Trägheitsmoment  in  bezug  auf 
irgendeine  Drehungsaxe  jeder  Massenpunkt  einen  Beitrag,  welcher 
das  Produkt  seiner  Masse  in  das  Quadrat  seines  Abstandes  von 
der  Drehungsaxe  darstellt,  und  alle  diese  Beiträge  sind  zu  sum- 
mieren, um  das  ganze  Trägheitsmoment  zu  erhalten.  Man  kann 
sich  die  Größe  des  Trägheitsmomentes  u.  a.  dadurch  veranschau- 
lichen, daß  man  die  mittlere  Entfernung  aufsucht,  in  welcher  die 
sämtlichen  Massenpunkte  entweder  in  einem  Punkte  vereinigt, 
oder  auf  dem  Mantel  eines  geraden  Zylinders  um  die  Drehungsaxe 
verteilt  werden  müßten,  damit  sich  das  gleiche  Trägheitsmoment 
ergeben  würde,  wie  es  bei  der  tatsächlichen  Lagerung  der  Massen- 
punkte um  die  Drehungsaxe  herauskommt  Diese  Entfernung 
nennt  man  den  „Trägheitsradius  des  Körpers  in  bezug  auf 
die  betreffende  Drehungsaxe“.  Bezeichnet  man  denselben 
mit  x,  so  hat  also  das  Trägheitsmoment  den  Wert  mx*. 

Das  Trägheitsmoment,  und  infolgedessen  auch  der  Trägheits- 
radius, besitzen  im  allgemeinen  für  verschiedene  Richtungen  der 
durch  einen  bestimmten  Punkt  des  Körpers  gehenden  Drehungs- 
axen  verschiedene  W'erte.  Die  Richtungen  der  beiden  Axen,  für 
welche  das  Trägheitsmoment  den  größten  und  den  kleinsten  Wert 
annimmt,  stehen  bei  jedem  Körper  und  für  jeden  Punkt  desselben 
aufeinander  senkrecht;  man  bezeichnet  diese  und  die  zu  der  Ebene 
beider  senkrechte  Richtung,  für  welche  das  Trägheitsmoment  einen 
mittleren  Wert  besitzt,  als  „die  drei  Hauptträgheitsaxen  des 
Körpers  in  dem  betreffenden  Punkte“  und  auch  die  ent- 
sprechenden Trägheitsradien  als  „diedreiHauptträgheitsradien“. 
Sind  zwei  von  den  drei  Hauptträgheitsradien  einander  gleich,  so 
stellen  alle  in  ihrer  Ebene  liegenden  Axen  durch  den  betreffenden 
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Punkt  Hauptträgheitsaxen  dar.  Für  den  besonderen  Fall,  daß 
alle  drei  Hauptträgheitsradien  gleich  sind,  bilden  sämtliche  durch 
den  Punkt  gehenden  Axen  Hauptträgheitsaxen. 

Fällt  der  Drehpunkt  mit  dem  Schwerpunkte  zusammen,  so 
sind  die  Trägheitsmomente  für  jede  Axe  kleiner  als  für  alle  an- 
deren zu  dieser  Axe  parallelen  Axen,  und  zwar  nimmt  jedes  Träg- 
heitsmoment um  die  Größe  inr'  zu,  wenn  man  die  ursprünglich 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe  parallel  um  den  Abstand  r 
vom  Schwerpunkte  verlegt. 

Für  eine  Kinetik  des  menschlichen  Körpers  muß  man  die 
Trägheitsmomente  seiner  einzelnen  Teile  kennen.  Dieselben  sind 
experimentell  bestimmt  worden*),  nachdem  schon  früher  in  einer 
Arbeit  die  Lage  der  Schwerpunkte  für  die  einzelnen  Teile  abge- 
leitet worden  war**).  Über  die  Methoden  dieser  Untersuchungen 
und  die  mit  denselben  gewonnenen  ausführlichen  Resultate  ver- 
gleiche man  die  unten  angeführten  Originalabhandlungen.  Hier 
mag  nur  so  viel  mitgeteilt  werden,  daß,  von  der  Hand  abgesehen, 
bei  allen  größeren  Extemitätenabschnitten  der  Schwerpunkt  auf 
der  Längsaxe  des  betreffenden  Gliedes  gefunden  wurde,  und  zwar 
so,  daß  er  dieselbe  mit  großer  Annäherung  in  dem  konstanten 
Verhältnis  4:5  teilt,  wobei  der  dem  Rumpfe  näherliegende,  d.  h. 
also  der  sog.  proximale  Abschnitt  immer  der  kleinere  ist.  Auch 
beim  Rumpfe  war  dieses  Teilungsverhältnis  zu  konstatieren,  wenn 
man  auf  die  Teilung  des  zwischen  den  Mitten  der  Schulter-  und 
Hüftlinie  sich  erstreckenden  Stückes  der  Längsaxe  des  Rumpfes 
achtet.  Findet  man  an  einem  Menschen  bei  einem  dieser  Extremi- 
tätenabschnitte für  die  am  Lebenden  leicht  zu  messende  Entfer- 
nung der  das  Glied  begrenzenden  Gelenkmittelpunkte  allgemein 
die  Größe  l,  so  hat  man  demnach  mit  genügender  Annäherung  für 
die  Entfernungen  des  Schwerpunktes  vom  proximalen  und  distalen 
Gelenkmittelpuukte  bzw.  die  Werte  4/„  l und  B/»L  Ein  ähnlich 
einfaches  Gesetz  hat  sich  bei  der  genannten  Untersuchung  auch 
für  die  Trägheitsradien  der  größeren  Extremitätenabschnitte  heraus- 
gestellt. Es  hat  sich  nämlich  gezeigt,  daß  bei  allen  Gliedern  die 
Längsaxe  eine  Hauptträgheitsaxe  ist  und  daß  die  Trägheitsradien 

*)  Vgl.  W.  Braune  und  0.  Fischor,  Bestimmung  der  Trägheitsmomente 
des  menschlichen  Körpers  und  seiner  Glieder.  Abhandl.  der  math.-phys.  Klasse 
der  Königl.  Süchs.  Gesellsch.  der  Wissenschaften.  Bd.  XVIII,  Nr.  VIII,  1892. 

**)  W.  Braune  und  0.  Fischer,  Über  den  Schwerpunkt  des  menschlichen 
Körpers  usw.  Abhandl.  der  math.-phys.  Klasse  der  Königl.  Sachs.  Gesellsch. 
der  Wissenschaften.  Bd.  XV,  Nr.  VII,  1889. 
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in  bezug  auf  alle  zur  Längsaxe  senkrechten  Axen  durch  den 
Schwerpunkt  gleich  groß  sind  und  zu  der  Länge  des  Gliedes  in 
dem  mit  großer  Annäherung  konstanten  Verhältnisse  3:10  stehen- 
ist m die  Masse  des  Gliedes  und  / seine  Länge,  so  beträgt  also 
sein  Trägheitsradius  für  alle  diese  Schweipunktsaxen  0,3/,  und 
demnach  das  zugehörige  Trägheitsmoment  0,09  »i/2.  Ferner  hat 
sich  für  die  größeren  Extremitätenabschnitte  ergeben,  daß  der 
Trägheitsradius  in  bezug  auf  die  Längsaxe  zu  der  mittleren  Dicke 
des  Gliedes  im  annähernd  konstanten  Verhältnis  7:20  steht  Ist 
d der  Wert  der  mittleren  Dicke,  so  beträgt  also  der  Trägheits- 
radius für  die  Längsaxe  des  Gliedes  0,35  d,  und  demnach  das  zu- 
gehörige Trägheitsmoment  0,12  md'. 

Während  eine  im  Schwerpunkte  eines  frei  beweglichen  Kör- 
pers angreifende  Kraft  demselben  eine  Translationsbeschleunigung 
aufzwingt,  erteilt  ein  Kräftepaar  demselben  eine  Winkelbeschleuni- 
gung (vgl.  hierzu  S.  92).  Hat  insbesondere  die  Axe  des  Kräfte- 
paares die  Richtung  einer  Hauptträgheitsaxe  des  Schwerpunktes, 
so  findet  die  Winkelbeschleunigung  um  diese  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  statt,  und  es  besteht  zwischen  dem  Drehungsmoment 
D des  Kräftepaares,  dem  Trägheitsmoment  mx-  in  bezug  auf  die 
betreffende  Hauptträgheitsaxe  durch  den  Schwerpunkt  und  der 
Winkelbeschleunigung  ß die  der  Formel  auf  S.  35K  analoge  Be- 
ziehung 

o-D_. 

ß mx* 

Diese  Formel  gilt  auch  noch  für  die  Drehungen  des  Körpers 
um  einen  nicht  mit  dem  Schwerpunkte  zusammenfallenden  festen 
Drehpunkt,  falls  die  Axe  des  Kräftepaares  wiederum  die  Richtung 
einer  Hauptträgheitsaxe  dieses  Punktes  besitzt;  nur  steht  dann 
natürlich  im  Nenner  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  bezug 
auf  die  durch  den  festen  Punkt  gehende  Hauptträgheitsaxe.  Be- 
sitzt die  letztere  vom  Schwerpunkte  die  Entfernung  r,  so  hat  das 
auf  sie  bezogene  Trägheitsmoment  nach  S.  300  den  Wert  m (x2  f- » -), 
so  daß  die  obige  Formel  übergeht  in 

ß=  » - 
m (x-  -f-  r) 

Da  sowohl  die  Längsaxe  eines  größeren  Extremitätenab- 
schnittes als  auch,  infolge  der  Gleichheit  der  zugehörigen  Träg- 
heitsradien, alle  zu  derselben  senkrechten  Axen  Hauptträgheits- 
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axen  des  Gliedes  darstellen,  so  ist  die  obige  Formel  für  die  Kinetik 
der  größeren  Extremitätenabschnitte  des  menschlichen  Körpers  von 
großer  Bedeutung. 

b)  fber  den  Druck  auf  eine  feste  Dreknng'saxe  eines  starren  Körpers. 

Wenn  ein  starrer  Körper  sich  nur  um  eine  feste  Drehungsaxe 
drehen  kann,  so  erfährt  bei  den  wirklich  eintretenden  Drehungen 
diese  Axe  im  allgemeinen  einen  Druck  oder  Zug,  durch  welchen 
sie  aus  ihrer  Lage  im  Raume  herausgedrängt  werden  soll.  Dies 
wird  ohne  weiteres  verständlich  sein;  denn  wenn  der  Körper  frei 
beweglich  wäre , so  würde  ja  in  der  Regel  die  Drehung  nicht  um 
diese  Axe  vor  sich  gehen,  und  daher  die  letztere  in  Bewegung 
gesetzt  werden.  Wird  die  Axe  an  dieser  Bewegung  gehindert,  so 
bleibt  doch  der  Antrieb  zur  Bewegung  bestehen  und  äußert  sich 
dann  als  Druck  oder  Zug  an  der  Axe.  Nur  in  dem  besonderen 
Falle,  daß  auch  bei  vollkommen  freier  Beweglichkeit  des  Körpers 
die  Drehung  so  wie  so  um  die  feste  Axe  stattfände,  wird  durch 
die  Befestigung  der  Axe  keine  Änderung  des  Bewegungszustandes 
verursacht,  und  es  erleidet  daher  in  diesem  Ausnahmefalle  die 
Axe  keinen  Druck. 

Ern  solcher  Ausnahmefall  tritt  beispielsweise  ein,  wenn  die 
feste  Axe  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  in  der  Richtung 
einer  Hauptträgheitsaxe  gelegt  ist,  und  auf  den  Körper  nur  ein 
Kräftepaar  ( -}-  K,  — K)  einwirkt,  dessen  Ebene  auf  dieser  Axe 
senkrecht  steht;  denn  dann  würde  auch  bei  vollkommen  freier  Be- 
weglichkeit des  Körpers  die  Drehung  nur  um  diese  Schwerpunktsaxe 
vor  sich  gehen  können.  Greift  dagegen  unter  der  gemachten 
Annahme  über  die  Lage  der  Axe  nur  eine  einzige  Kraft  am  Kör- 
per an,  so  sucht  dieselbe  nach  dem  früher  (auf  S.  357)  angeführten 
I.  Schwerpunktssatze  den  Schwerpunkt  fort-  zubewegen,  und 
zwar  gerade  so,  als  ob  sie  in  ihrer  Richtung  direkt  am  Schwer- 
punkte angriffe.  Steht  dabei  die  Ebene,  welche  durch  die  Kraft 
und  den  Schwerpunkt  hindurchgeht,  auf  der  betreffenden  Schwer- 
punktsaxe senkrecht,  so  erfährt  auch  die  Axe  einen  Druck, 
welcher  durch  die  nach  dem  Schwerpunkte  parallel  verlegte  Kraft 
vollkommen  dargestellt  wird. 

Fig.  119  veranschaulicht  diesen  Fall.  In  derselben  bedeutet  8 
den  Schwerpunkt  des  Körpers,  und  die  im  Punkte  A angreifende 
Kraft  -j-  K die  einzige  Kraft,  welche  ursprünglich  vorhanden  ist. 
Liegen  8 und  -\-K  in  der  Ebene  der  Zeichnung,  so  ist  die  feste 
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Schwer  punktsaxe  in  S senkrecht  auf  derselben  zu  denken.  Die 
nach  ü parallel  verlegte,  in  der  Figur  durch  kleine  Querstriche 
hervorgehobene  Kraft  + K gibt  den  Druck  auf  dieSchwerpunktsaxe 
an,  welchem  durch  die  an  den  Befestigungsstellen  der  Axe  ge- 
weckten Reaktionskräfte  das  Gleichgewicht  gehalten  wird.  Die 
beiden  dann  noch  übrig  bleibenden,  entgegengesetzt  gleichen  Kräfte 
--  K und  — K in  A und  S bilden  dagegen  das  Kräftepaar,  welches 
den  Körper  um  die  Schwei punktsaxe  herumzudrehen  sucht.  Da 
nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  ein  solches  Kräftepaar 
keinen  Druck  an  der  Schwerpunktsaxe  verursachen  kann,  so  ist 
in  der  Tat  durch  die  gestrichelte 
Kraft  in  S schon  der  ganze  Druck 
auf  die  Axe  dargestellt 

Anders  gestalten  sich  die  Ver- 
hältnisse, wenn  die  feste  Axe 
nicht  durch  den  Schwerpunkt 
des  Köqrers  hindurchgeht,  wobei 
dieselbe  aber  immer  noch  eine 
Hauptträgheitsaxe  desselben  dar- 
stellen soll. 

Nimmt  man  in  diesem  Falle 
zunächst  wieder  an,  daß  nur  ein 
Kräftepaar  auf  den  Körper  ein- 
wirkt, dessen  Ebene  auf  der  festen 
Axe  senkrecht  steht,  so  wird  zwar 
durch  die  beiden  Kräfte  des  Paares 
kein  Druck  auf  die  Axe  ausgeübt,  Pi8-  119 

wohl  aber  resultiert  ein  solcher 

aus  der  Tatsache,  daß  bei  den  Drehungen  um  die  Axe  jetzt  der 
Schwerpunkt  des  Körpers  in  Bewegung  gesetzt  werden  muß.  Über 
die  Größe  dieses  Druckes  kann  man  sich  durch  folgende  ele- 
mentare Überlegung  leicht  Rechenschaft  geben. 

In  Fig.  120  stelle  die  Ebene  der  Zeichnung  die  Ebene  dar,  in 
welcher  sowohl  die  beiden  in  den  Punkten  A und  Jl  angreifenden 
Kräfte  -j-Ä  und  — K des  Paares  als  auch  der  Schwerpunkt  S de3 
Körpers  liegt  Die  feste  Drehungsaxe  ist  im  Punkte  C auf  dieser 
Ebene  senkrecht  zu  denken,  wobei  C von  S die  Entfernung  r be- 
sitzen möge.  Bezeichnet  man  die  Winkelbeschleunigung,  welche 
das  Kräftepaar  dem  Körper  um  die  Axe  durch  C erteilen  will, 
mit  ß,  so  erfährt  hierbei  der  Schwerpunkt  S eine  lineare  Be- 


Digitized  by  Google 


364 


Kinetik  (Muskclmechanik). 


schleunigung  rß  senkrecht  zu  der  Verbindungslinie  SC4,  denn  die 
Winkelbeschleunigung  ist  ja  nach  dem  früheren  gleichbedeutend 
mit  der  linearen  Beschleunigung  eines  Punktes,  welcher  von  der 
Drehungsaxe  den  Abstand  1 besitzt.  Da  dem  Schwerpunkt  .S’  durch 
die  im  vorliegenden  Falle  allein  vorhandenen  Kräfte  des  Paares 
nach  den  obigen  Erörterungen  keine  Beschleunigung  erteilt  wird, 
indem  sich  beide  Kräfte  in  ihrer  Wirkung  auf  den  Schwerpunkt 
auf  heben,  so  kann  diese  Beschleunigung  von  S nur  von  der  Reak- 
tionskraft herrühren,  welche  im  Axenpunkte  C durch  den  auf  die 
Axe  ausgeübten  Druck  erregt  wird  und  für  den  ganzen  Körper 

wie  eine  an  ihm  direkt  angrei- 
fende äußere  Kraft  aufzufassen  ist 
Nach  dem  früheren  wirkt  aber 
eine  solche  Kraft  gerade  so  auf 
den  Schwerpunkt  ein,  als  ob  sie 
parallel  nach  demselben  verlegt 
wäre,  und  gleichzeitig  die  ganze 
Masse  des  Körpers  sich  im  Schwer- 
punkte konzentriert  fände.  Ist  m 
die  Masse  des  Körpers,  so  ergibt 
sich  demnach  für  die  in  C auf- 
tretende Reaktionskraft  der  Wert 
mrß.  Es  ist  üblich,  ganz  allge- 
mein die  Kraft,  welche  im  Schwer- 
punkte eines  Körpers  angreifen 
müßte,  um  demselben  seine  tat- 
sächlich durch  irgendwelche  Ein- 
flüsse hervorgebrachte  Beschleuni- 
gung zu  erteilen,  falls  in  ihm  die  ganze  Masse  des  Körpers 
konzentriert  wäre,  als  die  „Effektivkraft“  des  Schwerpunktes 
zu  bezeichnen.  Beachtet  man,  daß  die  Reaktionskraft  in  C dein 
Axendruck  entgegengesetzt  gleich  sein  muß,  so  hat  man  daher  das 
Resultat,  daß  bei  alleinigem  Vorhandensein  eines  Kräftepaares 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  über  die  Lage  des  Schwer- 
punktes und  die  Richtung  der  festen  Axe  der  Druck  auf  die 
letztere  entgegengesetzt  gleich  der  Effektivkraft  des  Schwerpunktes 
ist.  Bezeichnet  man  die  Effektivkraft  mit  E , so  ist  also  der  Axen- 
druck durch  — E zu  bezeichnen,  wie  es  in  Fig.  120  angedeutet  ist 
Die  Größe  der  Effektivkraft  E läßt  sich  im  vorhegenden  Falle 

leicht  angeben.  Nach  S.  361  ist  ja  ß — , , unter  U das 

° 1 m (*"  -f-  r*) 
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Drehungsmoment  des  Kräftepaares,  und  unter  x den  Trägheits- 
radius des  Körpers  in  bezug  auf  die  der  festen  Drehungsaxe 
parallele  Axe  durch  den  Schwerpunkt  verstanden.  Man  hat  daher 
für  die  Größe  der  Effektivkraft  den  Wert 


Die  gleiche  Größe  besitzt  der  Axendruck,  nur  ist  die  Rich- 
tung desselben  der  Effektivkraft  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, der  Richtung  der  Beschleunigung  entgegengesetzt,  welche 
der  Schwerpunkt  bei  der  Drehung  um  C erfährt 

Die  vorstehenden  Überlegungen  hatten  zur  Voraussetzung,  daß 
der  Körper  sich  vor  der  Einwirkung  des  Kräftepaares  in  Ruhe 
befindet.  Besitzt  derselbe  dagegen  schon  von  vornherein  eine 
Drehung  um  die  feste  Axe,  und  ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
(vgL  S.  91)  dieser  Drehuög  im  Moment  der  Einwirkung  des  Kräfte- 
paares io,  so  kommt  schließlich  noch  eine  weitere  Druckkompo- 
nente hinzu,  die  mit  der  Zentrifugalkraft  des  Körpers  überein 
stimmt  Die  Zentrifugalkraft  eines  ausgedehnten  starren  Körpers 
läßt  sich  auf  die  Zentrifugalkraft  eines  einzigen  Massenpunktes, 
nämlich  des  Schwerpunktes,  zurückführen,  indem  man  wiederum 
die  ganze  Masse  des  Körpers  in  demselben  konzentriert  zu  denken 
hat.  Diese  ist  an  Größe  gleich  der  Masse  des  Körpers  multipli- 
ziert mit  der  Normalbeschleunigung  des  Schwerpunktes  und  besitzt 
daher  nach  S.  31  den  Wert  mrer;  dabei  ist  sie  vom  Axenpunkte  (' 
nach  dem  Schwerpunkte  »V  hingerichtet 

Bisher  war  angenommen  worden,  daß  der  um  die  feste  Axe 
durch  C drehbare  Körper  allein  der  Einwirkung  eines  Kräftepaares 
unterliegt  Ist  dagegen  kein  Kräftepaar,  sondern  nur  eine  einzelne 
Kraft  K in  einer  durch  S gehenden  Ebene  vorhanden,  welche  auf 
der  festen  Drehungsaxe  in  C senkrecht  steht,  so  gestalten  sich 
die  Verhältnisse  zwar  etwas  anders;  das  Prinzip  der  Ableitung  ist 
aber  das  gleiche.  Man  hat  auch  in  diesem  Falle  die  Reaktions- 
kraft, welche  durch  den  Druck  auf  die  feste  Axe  hervorgerufen 
wird,  als  äußere  Kraft  für  den  Körper  aufzufassen  und  den 
letzteren  dann  frei  beweglich  zu  denken.  Diese  Reaktionskraft  R 
erteilt  daher  im  Vereine  mit  der  direkt  angreifenden  Kraft  K dem 
Schwerpunkte  sein0!  Beschleunigung  rß,  wobei  man  beide  Kräfte 
nach  dem  I.  Schwerpunktssatze  parallel  nach  dem  Schwerpunkte 
verlegt  zu  denken  hat.  Daraus  ergibt  sieh  aber  unmittelbar,  daß 
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die  Resultante  von  R und  K gleich  der  Effektivkraft  E=mrß 
des  Schwerpunktes  sein  muß,  so  daß  man  also  hat 

R -f-  K = E oder 
R = E — K, 

wobei  es  sich  natürlich  wieder  um  geometrische  Addition  bzw. 
Subtraktion  handelt.  Da  nun  der  Druck  auf  die  feste  Axe  ent- 
gegengesetzt gleich  der  Reaktionskraft  R ist,  so  ergibt  sich  für 
diesen  Axendruck  die  geometrische  Differenz  K — E,  wofür  man 
auch  die  geometrische  Summe  K f-  ( — E)  schreiben  kann.  Hier- 
aus ist  also  zu  ersehen,  daß  sich 
der  Axendruck  aus  zwei  Kom- 
ponenten zusammensetzt,  von 
denen  die  eine  die  nach  dem  Axen- 
punkte  C parallel  verlegte  äußere 
Kraft  -j-  K darstellt,  während  die 
andere  der  Effektivkraft  E des 
Schwerpunktes  entgegengesetzt 
gleich  ist.  In  Fig.  121  sind  diese 
beiden  Komponenten  des  Axen- 
drucks  dargestellt  und  wieder 
durch  kleine  Querstriche  vor  den 
anderen  Kräften  in  der  Figur  her- 
vorgehoben worden. 

Aus  den  letzten  Betrachtungen 
ergibt  sich  das  wichtige  Resultat, 
daß  eine  beliebige  am  Körper 
angreifende  Kraft  -f-  K eine 
Komponente  des  Druckes  auf  die  Axe  im  Punkte  C ver- 
ursacht, welche  ihr  an  Größe  und  Richtung  gleich  ist. 
Man  ist  daher  bei  einem  um  eine  feste  Axe  drehbaren  Körper  vom 
Standpunkte  der  Kinetik  aus  genötigt,  eine  solche  in  .1  angreifende 
Kraft  -f-  K parallel  nach  dem  Axenpunkte  ( ' zu  verlegen,  was  nach 
den  früheren  Auseinandersetzungen  (auf  S.  35(5)  mit  der  Ent- 
stehung eines  Kräftepaares  ( f-  K,  — K)  verbunden  ist,  von  dem  die 
eine  Kraft  direkt  in  .1,  «lic  andern  dagegen  in  C angreift,  wie  es 
in  Fig.  121  zur  Darstellung  gekommen  ist  Dieses  Kräftepaar  bringt 
allein  die  Drehung  des  Körpers  hervor:  sein  Moment  ist  gleich  A/<, 
unter  h wieder  den  kürzesten  Abstand  der  Richtung  der  Kraft  -(-Ar 
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vom  Axenpunkto  C verstanden.  Man  bezeichnet  daher  dieses 
Produkt  auch  als  das  Drehungsmoment  der  in  .4  angreifenden 
Kraft  -(-  K in  bezug  auf  die  Drehungsaxe. 

Greifen  noch  andere  Kräfte  in  der  zur  Axe  senkrechten 
Ebene  durch  den  Schwerpunkt  *S'  an,  so  liefert  jede  weitere  Kraft 
eine  neue,  ihr  an  Größe  und  Richtung  gleiche  Komponente  des 
Axendruckes,  und  gleichzeitig  entsteht  bei  der  parallelen  Verlegung 
dieser  Kraft  ein  neues  Kräftepaar.  Alle  den  Kräften  gleichen 
Druckkomponenten  in  ('  lassen  sich  dann  zu  einer  Resultante  zu- 
sammensetzen; und  ebenso  lassen  sich  alle  entstehenden  Kräfte- 
paare zu  einem  resultierenden  Kräftepanr  in  der  früher  beschriebenen 
Weise  vereinigen.  Zu  den  von  den  Kräften  K direkt  herrührenden 
Druckkomponenten  bzw.  der  sich  aus  ihnen  ergebenden  Resultante 
kommt  aber  in  jedem  Falle  nach  dem  obigen  noch  die  der  Effek- 
tivkraft des  Schwerpunktes  entgegengesetzt  gleiche  Druckkompo- 
nente — E hinzu,  sobald  dem  Körper  durch  das  resultierende 
Kräftepaar  eine  Winkelbeschleunigung  um  die  feste  Axe  erteilt 
wird.  Diese  letztere  Druckkomponente  fällt  nur  dann  fort,  wenn 
die  sämtlichen  Kräftepaare  sich  in  bezug  auf  die  Drehungsaxe 
das  Gleichgewicht  halten,  d.  h.  aber  wenn  die  algebraische  Summe 
ihrer  Drehungsmomente  gleich  Null  ist,  womit  keineswegs  in  der 
Regel  auch  ein  Verschwinden  der  Resultante  aller  von  den  Kräften 
direkt  herrührenden  Druckkomponenten  verbunden  ist. 

Aus  dem  Gesagten  ergibt  sich,  daß  man  für  Probleme  der 
Statik,  aber  nur  für  diese,  gar  nicht  die  von  jeder  einzelnen 
Kraft  bei  alleiniger  Wirkung  derselben  verursachte  Effektivkraft 
des  Schwerpunktes  aufzusuchen  braucht,  sondern  sich  auf  die 
Berücksichtigung  der  Druckkomponente  beschränken  kann,  welche 
der  betreffenden  Kraft  an  Größe  und  Richtung  gleich  ist.  Aus 
diesem  Grunde  empfiehlt  es  sich,  die  von  einer  Kraft  direkt  her- 
rührende  Druckkomponente  K als  statische,  die  negative 
Effektivkraft  — E dagegen  als  kinetische  Druckkomponente  zu 
bezeichnen. 

Greifen  wir  zurück  auf  den  durch  Fig.  121  veranschaulichten 
Fall  einer  einzigen  in  A angreifenden  Kraft,  deren  Richtung  nicht 
durch  die  feste  Axe  des  Körpers  hindurchgeht,  so  kann  hier  natür- 
lich von  einem  Gleichgewicht  keine  Rede  sein.  Es  erfährt  dann 
unter  allen  Umständen  der  Schwerpunkt  eine  Beschleunigung, 
wobei  die  der  Effektivkraft  -f-  E entgegengesetzt  gleiche  kinetische 
Druckkomponente  — E sich  einstellt.  Die  Größe  der  kinetischen 
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Dr 

Druckkomponente  ist  nach  der  Formel  auf  S.  365  gleich  r~^. 

oder  infolge  des  oben  angegebenen  Wertes  des  Drehungsmomentes 
Kit  v 

D gleich  , wobei  zu  beachten  ist,  daß  * nicht  den  Trägheits- 

X"  "T~  T 

radius  für  die  feste  Axe  durch  C,  sondern  für  die  ihr  parallele 
Schwerpunktsaxe  bedeuten  sollte. 

Es  kann  nun  im  besonderen  Falle  Vorkommen,  daß  die 
kinetische  Druckkomponente  gerade  der  statischen  Druckkompo- 
nente -f-  K entgegengesetzt  gleich  wird  und  dieser  daher  das  Gleich- 
gewicht. hält;  dann  ist  ein  Druck 
auf  die  Axe  nicht  mehr  vor- 
handen. 

Damit  dieser  Fall  eintritt,  ist 
zunächst  erforderlich,  daß  die 
Dichtung  der  Kraft  -f-  K auf  der 
Verbindungslinie  des  Axenpunktes 
C mit  dem  Schwerpunkte  S senk- 
recht steht,  so  wie  es  in  Fig.  122 
angedeutet  ist;  denn  nur  in  diesem 
Falle  kann  die  negative  Effektiv- 
kraft — E die  entgegengesetzte 
Richtung  von  K besitzen.  Um 

Gleichgewicht  zwischen  -j-  K 

und  — E zu  erhalten,  muß  dann 
außerdem 

v Eh'r 

S I 

ar-f-r- 

sein,  woraus  für  den  Abstand  der  Richtung  der  in  A angreifenden 
Kraft  +K  in  diesem  Falle  folgt 

r r 


Hieraus  ist  zu  ersehen,  daß  der  Fall  eines  verschwindenden  Druckes 
im  Axenpunkte  C nur  eintreten  kann,  wenn  der  Schwerpunkt 
zwischen  C und  der  Kraftrichtung  liegt;  denn  aus  der  Formel 
folgt  ohne  weiteres,  daß  hierbei  h größer  als  r sein  muß. 

Mau  kann  auch  umgedreht  fragen,  in  welchem  Abstande  r vom 
Schwerpunkte  sieh  der  Axenpunkt  ('  auf  der  Rückwärtsverlünge- 
rung  des  Lotes  von  C auf  die  Richtung  einer  gegebenen  Kraft  K 
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befinden  muß,  damit  der  Druck  auf  die  Axe  verschwindet.  Be- 
zeichnet man  den  Abstand  der  gegebenen  Kraftrichtung  vom 
Schwerpunkte  S mit  h0,  so  tritt  an  Stelle  von  h in  der  obigen 
Formel  die  Summe  h0-[-  r,  und  man  erhält  dann,  wie  man  leicht 
bestätigt,  für  r den  Wert 

4 

X' 


II.  Das  ebene  zweigliedrige  Gelenksystem. 

1.  ZurUckführung  der  Kinetik  des  zweigliedrigen  Gelenk- 
Systems  auf  die  Kinetik  einzelner  starrer  Körper. 

Zwei  starre  Körper  mit  den  Massen  w,  und  itu  und  den 
Schwerpunkten  St  und  S*  seien  durch  ein  Gelenk  mit  unveränder- 
lichem Gelenkmittelpunkte  0M  beweglich  miteinander  verbunden, 
wie  es  durch  Fig.  123  angedeutet  ist.  Die  Bewegung  eines  jeden 
der  beiden  Körper,  die,  wie  schon  früher,  als  die  beiden  Glieder 
des  Systems  bezeichnet  sein  mögen,  hängt  dann  nicht  allein  von 
den  an  ihm  direkt  angreifenden  Kräften  ab,  wie  es  der  Fall  sein 
würde,  wenn  jedes  Glied  vollständig  von  dem  anderen  losgelöst 
wäre.  Es  ward  dieselbe  vielmehr  infolge  des  Gelenkzusammen- 
hanges durch  die  Bewegung  des  anderen  Gliedes  und  die  auf  dieses 
einwirkenden  Kräfte  modifiziert.  Die  Einwirkung  des  Nachbar- 
gliedes kann  natürlich  nur  da  stattfinden,  wo  beide  Glieder  in 
Berührung  stehen,  d.  h.  also  im  Gelenk ; und  zwar  findet  man  sie 
als  Druckwirkung  im  Mittelpunkte  des  Gelenks  konzentriert,  und 
kann  sie  daher  durch  Kräfte  darstellen,  welche  im  Gelenkmittel- 
punkte angreifen.  Fügt  man  diese  Druckkräfte  den  an  dem  be- 
treffenden Gliede  direkt  angreifenden  Kräften  hinzu,  so  bewegt 
sich  das  Glied  gerade  so,  als  ob  es  von  dem  anderen  Gliede  los- 
gelöst wäre.  Damit  ist  aber  im  Prinzip  das  Problem  der  Be- 
wegung des  zweigliedrigen  Gelenksystems  auf  die  Bewegung  zweier 
einzelner  starrer  Körper,  nämlich  der  beiden  dann  isoliert  anzu- 
nehmenden Güeder  zurückgeführt. 

Die  von  seiten  des  zweiten  Gliedes  auf  das  erste  im  Gelenk- 
mittelpunkte G\,t  ausgeübte  Druckkraft  sei  (I~i  (vgl.  Fig.  123);  dann 
drückt  nach  dem  Nevvtonschen  Gesetz  der  Gleichheit  von  Aktion 
und  Reaktion  das  erste  Glied  ebenfalls  im  Gelenkmittelpunkte  Gi.t 
mit  einer  entgegengesetzt  gleichen  Kraft  — [i”ä  auf  das  zweite.  Diese 
beiden  einander  entgegen  wirkenden  Druckkräfte  stellen  zusammen 
den  resultierenden  Gelenkdruck  dar.  Denkt  man  das  Gelenk  durch- 
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trennt,  wobei  das  System  in  seine  beiden  Glieder  zerfällt,  so  würde 
sich  doch  das  ganze  Gelenksystem  genau  so  bewegen,  als  ob  die 
Gelenkverbindung  nicht  gelöst  wäre,  wenn  man  auf  das  erste  Glied 
in  (?i,a  die  Kraft  JTTä , und  auf  das  zweite  Glied  in  demselben 
Punkte  die  Kraft  — |i^  einwirken  ließe.  Durch  diese  ohne  weiteres 
einleuchtende  Tatsache  gewinnt  man  das  Mittel,  die  beiden  ent- 
gegengesetzt gleichen  Druckkräfte  zu  bestimmen. 

Die  auf  das  zweite  Glied  in  O'i.t  einwirkende  Druckkraft  — fi]j 


stellt  für  dieses  eine  äußere  Kraft  dar.  Nach  dem  I.  Schwerpunkts- 
satze muß  sie  daher  zusammen  mit  den  sonst  noch  am  zweiten 
Glied*'  direkt  angreifenden  Kräften  K<t)  dem  Schwerpunkte  »V«  seine 
tatsächlich  vorhandene  Beschleunigung  y.;  erteilen,  falls  man  alle 
diese  Kräfte  parallel  nach  .S*  verlegt  und  außerdem  die  ganze 
Masse  nu,  in  ihm  konzentriert  denkt  Dabei  drückt  yä  die  abso- 
lute Beschleunigung  des  Schwerpunktes  S..  und  nicht  etwa  nur 
dessen  zum  Gelenkpunkte  Gi,t  relative  Beschleunigung  aus.  Es 
muß  daher  die  Yektorsumrne  von  — und  sämtlichen  direkt  am 
zweiten  Gliede  angreifenden  Kräften  K<t)  gleich  der  Effektiv— 
kraft  E»  = des  Schwerpunktes  .V*  sein,  so  daß  man  hat 
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— f7|ä  — f—  — K i)  = E-. , woraus 

für  die  Druckkraft  — |T^  folgt 

— [m  ==  Ei  -f-  -( — A'(ü)),  unter 

— K j die  zu  einer  direkt  am  zweiten  Gliede  angreifenden  Kraft  Kt) 
entgegengesetzt  gleiche  Kraft  verstanden. 

Für  die  auf  das  erste  Glied  in  Gi,t  einwirkonde  Druckkraft  fi^ 
erhält  man  daher  den  Wert 

was  nach  den  Auseinandersetzungen  im  vorhergehenden  Kapitel 
ohne  weiteres  verständlich  ist,  denn  der  Druck  auf  den  Gelonk- 
punkt  <7 1 ,*  ist  davon  unabhängig,  ob  derselbe  festgestellt  ist  oder 
nicht. 

Man  kann  nun  auch  die  Druckkraft  fi^ä  noch  auf  andere  Weise 
bestimmen,  indem  man  beachtet,  daß  dieselbe  im  Vereine  mit  den 
am  ersten  Gliede  direkt  angreifendeu  Kräften  A'( dem  Schwer- 
punkte .S'i  desselben  seine  absolute  Beschleunigung  y,  erteilen  muß. 
Es  ergibt  sich  dann  zunächst 

[T*  f"-A(t)  = £1, 

unter  £,  die  durch  m,y,  gemessene  Effektivkraft  des  Schwerpunktes 
.s',  verstanden.  Man  erhält  daher  für  die  Druckkraft  den  Wert 

R=Äi+i(-jr(I)), 

unter  — JQi)  die  zu  einer  direkt  am  ersten  Gliede  angreifenden 
Kraft  K(i)  entgegengesetzt  gleiche  Kraft  verstanden. 

Dieser  neue  Wert  für  [Tä  muß  natürlich  dem  vorher  abgeleite- 
ten gleich  sein.  Um  dies  zu  zeigen,  braucht  man  nur  auf  das 
ganze  Gelenksystem  den  I.  Schwerpunktssatz  anzuwenden.  Dieser  sagt 
für  das  ganze  System  aus,  daß  die  Vektorsumme  der  sämtlichen  am 
Systeme  angreifenden  äußeren  Kräfte  gleich  der  Effektivkraft  E» 
des  Gesamtschwerpunktes  S0  des  Systems  ist,  welche  durch  m0y0  ge- 
messen wird,  unter  »i,,  die  Gesamtmasse  m , -j-  m.,  des  Systems, 
und  unter  y0  die  Beschleunigung  seines  Schwerpunktes  ver- 
standen. Zu  den  äußeren  Kräften  des  ganzen  Systems  brauchen 
nicht  alle  Kräfte  -Km  und  A'(»)  zu  gehören,  welche  für  eins  der 
beiden  Glieder  als  äußere  Kräfte  aufzufassen  sind.  Es  können  z.  B. 
an  zwei  Punkten  verschiedener  Glieder  Kräfte  angreifen,  welche 
längs  derselben  Geraden  wirken  und  dabei  entgegengesetzt  gleich 
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sind;  diese  stellen  für  das  ganze  System  ein  Paar  innerer  Kräfte 
dar,  welche  auf  die  Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  keinen 
Einfluß  ausüben  können,  da  sie  sich  an  demselben  das  Gleich- 
gewicht halten.  Aus  dem  letzteren  Grunde  wird  aber  die  Vektor- 
summe der  wirklichen  äußeren  Kräfte  des  Systems  von  der  Vektor- 
summe sämtlicher  äußerer  Kräfte  beider  Glieder  nicht  verschieden 
sein.  Man  hat  daher 

-Ä'a)  -f-  -A'(2)  = -A, 

unter  — K die  Vektorsumme  der  wirklichen  äußeren  Kräfte  des 
ganzen  Systems  verstanden. 

Zwischen  den  Beschleunigungen  y,  und  y.  der  Einzelsehwer- 
puukte  der  beiden  Glieder  und  der  Beschleunigung  y„  des  Gesamt- 
srhwerpunktes  des  Systems  gilt  ferner  die  Beziehung 

»u,y, = 

odor  in  anderer  Form  geschrieben 

•Ai  -f - E*  — E0. 

l)a  nach  dem  L Sehwerpunktssatze  -A'  und  E„  einander  gleich 
sein  müssen,  so  hat  man  schließlich 

aafo+ar» =Ei+Ei, 

woraus  unmittelbar  die  Gleichheit  der  beiden  oben  gefundenen 
Werte  für  den  Gelenkdruck  fTT»  zu  ersehen  ist. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  haben  also  das  Resultat  er- 
geben, daß  für  das  erste  Glied  des  zweigliedrigen  Gelenksystems 
zu  den  direkt  an  ihm  angreifenden  Kräften  JQ o noch  im  Gelenk- 
punkte Oi,t  die  Druckkraft  |7[ä  hinzukommt  Durch  die  letztere 
wird  der  Einfluß  vollkommen  in  Rechnung  gezogen,  welcher  die 
Anheftung  des  zweiten  Gliedes  im  Gelenk  auf  die  Bewegung  des 
ersten  Gliedes  ausübt  Daher  muß  sich  unter  der  gemeinsamen 
Einwirkung  der  sämtlichen  Kräfte  A'rt)  und  der  Druckkraft  [71  das 
erste  Glied  genau  so  bewegen,  als  ob  es  von  dem  zweiten  losgelöst 
wäre.  Die  Druckkraft  |i,*  setzt  sich  nun  nach  dem  obigen  aus 
zwei  Bestandteilen  von  wesentlich  verschiedener  Bedeutung  zu- 
sammen. Der  eine  (-Ä'(S))  hängt  bloß  von  den  am  zweiten  Gliede 
angreifenden  Kräften  ab,  indem  er  die  Resultante  dieser  nach  dem 
Gelenkpunkte  Gi.t  parallel  verlegten  Kräfte  darstellt.  Der  andere 
Bestandteil  ( — E.:)  stellt  dagegen  den  Einfluß  dar,  den  die  Be- 
wegung des  zweiten  Gliedes  auf  die  Bewegung  des  ersten  ausübt; 
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aus  demselben  ist  zu  ersehen,  daß  die  Bewegung  des  zweiten 
Gliedes  nur  insofern  die  des  ersten  Gliedes  beeinflußt,  als  bei  der- 
selben der  Schwerpunkt  X in  seiner  Bewegung  im  Raume  eine 
Beschleunigung  oder  Verzögerung  erfährt.  Dieser  Beschleunigung 
Yi  ist  die  Einwirkung  proportional  und  hängt  außerdem  nur  noch 
von  der  Masse  »«..  des  zweiten  Gliedes  ab,  indem  sie  einer  Kraft 
äquivalent  ist,  welche  der  absoluten  Effektivkraft  E-,  des  Schwer- 
punktes $«  an  Größe  gleich  ist,  aber  die  entgegengesetzte  Richtung 
besitzt,  l’m  die  Bewegung  des  ersten  Gliedes  auf  die  eines  einzigen, 
von  dem  zweiten  Gliede  abgelösten  Körpers  zurückzuführen,  hat 
man  daher  nur  nötig,  in  dem  Gelenkmittelpunkte  G\,%  die  sämt- 
lichen am  zweiten  Gliede  angreifenden  Kräfte  und  außerdem  eine 
der  absoluten  Effektivkraft  des  Schwerpunktes  X entgegengesetzt 
gleiche  Kraft  anzubringen. 

In  ganz  entsprechender  Weise  läßt  sich  die  Bewegung  des 
zweiten  Gliedes  auf  die  Bewegung  eines  einzigen  vom  ersten  Gliede 
abgelö'sten  Körpers  zurückführen.  Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur 
nötig,  den  so  wie  so  am  zweiten  Gliede  angreifenden  Kräften  im 
Gelenkpunkte  <7, ti  noch  die  am  ersten  Gliede  angreifenden  Kräfte 
und  außerdem  eine  Kraft  hinzuzufügen,  welche  der  absoluten 
Effektivkraft  des  Schwerpunktes  Sl  entgegengesetzt  gleich  ist 

Die  im  vorhergehenden  auseinandergesetzte  Methode  der  Zu- 
rückführung der  Kinetik  eines  allgemeinen  zweigliedrigen  Gelenk- 
systems auf  die  Kinetik  zweier  einzelner  Körper  möge  nun  im 
folgenden  auf  einige  spezielle  Beispiele  angewendet  werden,  welche 
für  die  Bewegungsphysiologie  von  besonderer  Bedeutung  sind. 

2.  Über  die  Bewegungen  eines  um  eine  feste  Axe  drehbaren 
ebenen  zweigliedrigen  Gelenksystems. 

t 

Es  soll  angenommen  werden,  daß  die  beiden  Glieder  des 
Systems  durch  ein  Gelenk  mit  fester  Drehungsaxe,  d.  h.  also  durcli 
ein  sogen.  Scharniergelenk  miteinander  verbunden  sind.  Denkt 
man  dann  weiter  das  erste  der  beiden  Glieder  durch  eine  feste, 
zu  der  Axe  des  Zwischengelenks  parallele  Axe  mit  der  Umgebung 
bzw.  einem  anderen  ruhenden  Körper  drehbar  verbunden,  so  kann 
jeder  Punkt  des  Systems  sich  nur  in  einer  zu  den  parallelen  Axen 
senkrechten  Ebene  bewegen.  Man  bezeichnet  daher  das  Gelenk- 
system in  diesem  Falle  als  ein  „ebenes“. 

Die  Bewegungen  eines  solchen  ebenen  Gelenksystems  lassen 
sich  am  einfachsten  darstellen,  indem  man  dasselbe  auf  irgend- 
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eint'  zu  den  Axen  senkrechte  Ebene  projiziert;  denn  du  die  Be- 
wegungsebenen aller  Punkte  untereinander  und  insbesondere  dieser 
Projektionsebene  parallel  sind,  so  spielen  sie  sich  in  der  letzteren 
in  unverkürzter  und  unveränderter  Weise  ab.  Fig.  124  stelle  eine 
solche  Projektion  des  Gelenksystems  dar.  Die  beiden  Axen  sind 
in  0,  und  Gi,t  auf  der  Ebene  der  Zeichnung  senkrecht  zu  denken, 
wobei  0,  eine  feste  Lage  besitzt,  während  O i,*  sich  bei  den 
Drehungen  des  ersten  Gliedes  um  0,  auf  einem  Kreise  herum- 


bewegt. Der  Einfachheit  halber  möge  angenommen  werden,  daß 
der  Schwerpunkt  <?,  des  ersten  Gliedes  auf  der  Verbindungs- 
linie 0, Gi,i  liegt,  die  als  Längsaxe  des  ersten  Gliedes  bezeichnet 
sein  möge.  Ferner  möge  der  Schwerpunkt  S°  des  zweiten  Gliedes 
mit  S,  in  der  gleichen  zu  den  Axen  senkrechten  Ebene  liegen. 
Es  ist  daher  zweckmäßig,  diese  Ebene  direkt  als  Projektionsebene 
zu  verwenden  und  die  Schnittpunkte  0,  und  Gi,t  der  beiden  Axen 
mit  derselben  als  Gelenkmittelpunkte  aufzufassen;  sie  soll  im 
folgenden  kurz  „die  Bewegungsebene“  des  Systems  genannt  sein. 


"V 
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Die  Verbindungslinie  möge  als  Längsaxe  des  zweiten  Gliedes 

bezeichnet  sein.  Die  Abstände  des  Schwerpunktes  <SX  von  0,  und 
<h,t  seien  bzw.  r,  und  s, , während  die  Entfernung  OxGi,t  der 
beiden  Gelenkmittelpunkte,  welche  gleich  r,  -f-  s,  ist,  durch  lx  be- 
zeichnet sein  möge.  Der  Abstand  des  Schwerpunktes  & vom  Ge- 
lenkmittelpunkte G i,a  sei  r., . Die  Massen  der  beiden  Glieder  seien 
i«,  und  /M*  und  die  Gesamtmasse  mt  4-  »u  des  ganzen  Systems 
werde  gegebenenfalls  durch  m0  bezeichnet.  Schließlich  möge  noch 
angenommen  werden  (was  im  Falle  erzwungener  ebener  Bewegung 
nicht  unbedingt  notwendig  wäre),  daß  die  Axe  durch  0|  eine 
Hauptträgheitsaxe  des  ersten,  und  die  Axe  durch  Gt,t  zugleich  eine 
Hauptträgheitsaxe  des  zweiten  Gliedes  ist. 

Derartige  zweigliedrige  Gelenksysteme  finden  sich  im  mensch- 
lichen oder  allgemein  tierischen  Körper  vielfach  nahezu  verwirk- 
licht. Denkt  man  im  Ellbogengelenk  nur  Drehungen  um  die 
(nahezu  feste)  Ellbogenaxe,  und  im  Schultergelenk  ausschließlich 
Drehungen  um  eine  zur  Ellbogenaxe  parallele  Axe  ausgeführt  und 
dabei  den  Schultergürtel  mit  dem  Rumpfe  im  Raume  festgestellt, 
so  hat  man  ein  ebenes  zweigliedriges  Armsystem,  falls  die  Hand 
zum  Unterarme  festgestellt  ist  Auch  an  der  unteren  Extremität 
ist  ein  entsprechendes  ebenes  zweigliedriges  Gelenksystem  möglich 
und  kommt  bei  manchen  Bewegungen  des  Körpers  in  Betracht. 
Ferner  kann  man  für  das  Erheben  des  ganzen  menschlichen  Kör- 
pers auf  die  Zehen  den  ganzen  Organismus  annähernd  als  ein 
solches  ebenes  zweigliedriges  System  auffassen,  bei  welchem  beide 
Füße  zusammen  das  erste  Glied,  und  der  ganze  übrige  Köqrer  das 
zweite  Glied  darstellen,  während  die  gemeinsame  Axe  der  beiden 
oberen  Sprunggelenke  die  Axe  des  Zwischengelenks  Gi,»  und  die 
gemeinsame  frontale  Axe  der  I.  Metatarsusknochen  beider  Füße 
die  Axe  O,  darstellt  usw. 

a)  Ableitung  der  ßewegungsgleichungen  des  Systems. 

L'm  die  Stellung  des  Gelenksystems  zu  bestimmen,  braucht 
man  im  vorliegenden  Falle  nur  die  Richtungen  der  Längsaxen 
der  beiden  Glieder  zu  kennen;  diese  lassen  sich  leicht  mit  Hilfe 
der  Winkel  (fx  und  > (vgl.  Fig.  124)  angeben,  welche  die  Längs- 
axen mit  irgendeiner  festen  Geraden  in  der  Bewegungsebene,  etwa 
der  in  0,  nach  unten  gehenden  Vertikalen  bilden. 

Während  der  Bewegung  des  Systems  werden  sich  die  beiden 
Richtungswinkel  y,  und  (f>  stetig  ändern.  Die  Geschwindigkeiten 
dieser  Änderung,  welche  nach  Seite  30  nur  exakt  durch  den 
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ersten  Differentialquotienten  der  (in  Bogenmaß  auszudrückenden) 
Winkel  nach  der  Zeit  dargestellt  werden  können,  seien  mit  yj  und  yl 
bezeichnet  und  nach  dem  früheren  die  Winkelgeschwindigkeiten 
der  Drehungen  der  beiden  Glieder  genannt.  Die  Winkelbeschleu- 
nigungen derselben  sind  ferner  nach  Seite  31  die  ersten  Differential- 
quotienten der  Winkelgeschwindigkeiten  und  dementsprechend  die 
zweiten  Differentialquotienten  der  Winkel  nach  der  Zeit;  sie  seien 
daher  mit  y"  und  ya  bezeichnet.  Zum  Verständnis  der  folgenden 
Ableitung  braucht  aber  auf  die  Bedeutung  der  Winkelgeschwindig- 
keiten und  Winkelbeschleunigungen  als  Differentialquotienten  gar 
nicht  Bezug  genommen  zu  werden.  Die  Winkelgeschwindigkeiten 
können  außer  Betracht  bleiben,  wenn  es  sich  nur  um  die  Be- 
stimmung der  in  einer  sehr  kleinen  Zeit  stattfindenden  Anfangs- 
bewegung des  Systems  aus  der  Ruhe  handelt;  denn  in  einer  so 
kleinen  Zeit  kommt  es  gar  nicht  zu  nennenswerten  Geschwindig- 
keiten. Dagegen  ist  bei  einer  fortgesetzten  Bewegung  des  Systems 
in  endlicher  Zeit  zur  Charakterisierung  des  in  jedem  Moment  vor- 
handenen Bewegungszustandes  de3  Systems  außer  der  Größe  der 
Winkel  y,  und  y4  und  der  Winkelbeschleunigungen  y‘‘  und  y"  noch 
die  Kenntnis  der  augenblicklichen  Winkelgeschwindigkeiten  yj  und 
yj,  für  den  ganzen  Ablauf  der  Bewegung  erforderlich. 

Nach  den  Erörterungen  im  vorhergehenden  Kapitel  kann  man 
nun  zunächst  die  Bewegung  des  ersten  Gliedes  wie  die  eines  ein- 
zelnen starren  Körpers  behandeln,  wenn  man  im  Gelenkmittel- 
punkte fr,,9  die  sämtlichen  am  zweiten  Gliede  direkt  angreifenden 
Kräfte  K,  und  eine  der  Effektivkraft  £<>  des  Schwerpunktes 
entgegengesetzt  gleiche  Kraft  — JE * angebracht  denkt. 

Die  Effektivkraft  Et  stellt  das  Produkt  aus  der  Masse  nu  und 
der  absoluten  Beschleunigung  y»  des  Schwerpunktes  >%  dar.  Die 
Beschleunigung  y.,  setzt  sich  aus  zwei  Komponenten  zusammen, 
deren  eine  die  Beschleunigung  des  Gelenkmittelpunktes  G„it  und 
deren  andere  die  zu  diesem  Gelenkmittelpunkte  relative  Be- 
schleunigung des  Schwerpunktes  St  ist;  denn  die  ganze  Bewegung 
des  zweiten  Gliedes  kombiniert  sich  aus  der  Bewegung  von  €?„*, 
welche  das  zweite  Glied  infolge  des  Gelenkzusammenhangs  mit- 
machen muß,  und  der  Drehung  um  die  Gelenkaxe  G,.t. 

Der  Gelenkmittelpunkt  öl!t  bewegt  sich  um  01  aut  einem 
Kreise  mit  dem  Radius  lt\  seine  Bahnbeschleunigung  ist  daher 
nach  dem  früheren  (vgl.  S.  31)  in  jedem  Momente  gleich  f,  yj  und 
besitzt  eine  Richtung,  welche  auf  der  augenblicklichen  Richtung 
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der  Längsaxe  01f?Il4  des  ersten  Gliedes  senkrecht  steht.  Ist  es 
schon  zu  einer  merklichen  Winkelgeschwindigkeit  </,  des  ersten 
Gliedes  gekommen,  so  kommt  zu  der  Halm-  oder  Tangential- 
beschleunigung des  Punktes  fr, ,4  noch  die  Zentripetal-  oder  Normal- 
beschleunigung von  der  Größe  Uv  ' (vgl-  S.  HL)  und  der  Rich- 
tung f?,..0,  hinzu. 

Relativ  zu  Oui  bewegt  sich  der  Schwerpunkt  St  auf  einem 
Kreise  mit  dem  Radius  r*.  Da  das  zweite  Glied  sich  mit  der 
Winkelbeschleunigung  y ' um  die  Gelenkaxe  durch  (<\.t  dreht, 
so  besitzt  demnach  S»  relativ  zu  fr,)4  die  in  jedem  Augen- 
blicke senkrecht  zu  f/,, jiS*  gerichtete  Tangentialbeschleunigung  r4 ; 
sobald  es  bei  der  Drehung  des  zweiten  Gliedes  um  die  Axe  durch 
fr „2  zu  einer  Winkelgeschwindigkeit  gekommen  ist,  tritt  zu  dieser 
Tangentialbeschleunigung  noch  die  Normalbeschleunigung  r4yj9  in 
der  Richtung  &(r,,4  hinzu. 

In  Fig.  124  finden  sich  sowohl  die  Tangential-  und  Normal- 
beschleunigung des  Gelenkmittelpunktes  fr',,4,  als  auch  die  beiden 
Tangential-  und  Normalkomponenten  der  Beschleunigung  des 
Schwerpunktes  S.,  angedeutet.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  sowohl 
die  Winkelbeschleunigung  den  Winkel  y,,  als  auch  die  Winkel- 
beschleunigung (p‘%  den  Winkel  y4  zu  vergrößern  sucht,  so  daß  beide 
positiv  zu  rechnen  sind. 

Eis  setzt  sich  also  die  absolute  Effektivkraft  des  Schwer- 
punktes St  aus  den  vier  Komponenten  m,l1  <p'[ . m,  /,  <f  \ -,  m..r4y'a 
und  «J5rsy,3  zusammen,  von  denen  die  erste  senkrecht  zu  0,^',,«, 
die  zweite  parallel  zu  f?,,4  0, , die  dritte  senkrecht  zu  f » i <S*  nnd 
die  vierte  in  der  Richtung  »S- fr',,*  verläuft.  Die  von  der  Effektiv- 
kraft des  Schwerpunktes  &.  herrührende  und  dieser  entgegen- 
gesetzt gleiche  Komponente  des  Druckes  auf  das  erste  Glied  im 
Gelenkpunkte  ö„4  ist  daher  aus  den  vier  Komponenten  — , 
— — m4r4y"  und  — zusammengesetzt,  von  denen 

die  erste  zur  Längsaxe  (),  f?,,,  des  ersten  Gliedes  senkrecht  ge- 
richtet ist  und  bei  positivem  Werte  von  yj'  den  Winkel  9,  zu 
verkleinern  sucht,  während  die  zweite  in  der  Längsaxe  des  ersten 
Gliedes  verläuft  und  daher  kein  Drehungsmoment  in  bezug  auf  die 
Axe  durch  0,  ausüben  kann;  die  dritte  Komponente  besitzt 'eine 
zur  Längsaxe  (r„4* S4  des  zweiten  Gliedes  senkrechte  Richtung  und 
sucht  bei  positivem  Werte  von  <p"  den  Winkel  y4  zu  verkleinern, 
und  die  vierte  Komponente  verläuft  in  der  Richtung  f»,,4&  und 
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sucht  den  Winkel  ff,  zu  vergrößern,  sofern  </2  größer  wie  ff,  ist. 
In  Fig.  125  sind  diese  vier  auf  das  erste  Glied  einvvirkenden  Kom- 
ponenten unter  der  Voraussetzung  positiver  Werte  der  Winkei- 
beschleunigungen <f  ‘ und  <f\  angedeutet  worden.  Fügt  man 
außerdem  die  in  der  Figur  nicht  mit  angegebenen  Kräfte  Ä., 
welche  direkt  am  zweiten  Gliede  angreifen,  im  Punkte  GUi  hinzu, 
so  kann  man  sich  dann  das  zweite  Glied  für  die  Untersuchung 
der  Bewegungen  des  ersten  Gliedes  ganz  fortdenken. 


Da  sich  das  erste  Glied  im  vorliegenden  Falle  nur  um  eine 
feste  Axe,  nämlich  die  Axe  durch  0, , drehen  kann,  so  ist  es 
nach  den  Darlegungen  in  I,  2 b nicht  nötig,  erst  auf  die  Bewegung 
des  Schwerpunktes  6',  und  die  Drehung  des  Gliedes  um  die  zur 
Axe  durch  0,  parallele  Schwerpunktsaxe  einzugehen.  Man  kann 
vielmehr  direkt  den  Satz  in  Anwendung  bringen,  daß  die  Winkel- 
beschleunigung der  Drehung  eines  Körpers  um  eine  feste  Axe 
gleich  ist  dem  Quotient  aus  dem  resultierenden  Drehungsmomente 
aller  auf  den  Körper  einwirkenden  Kräfte  und  dem  Trägheits- 
momente des  Körpers,  beide  bezogen  auf  die  feste  Drehungsaxe. 
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Außer  den  direkt  am  ersten  Gliede  allgreifenden  Kräften  Ä", 
und  den  nach  6',,*  parallel  verlegten  äußeren  Kräften  K.,  des 
zweiten  Gliedes  kommen  nur  noch  die  oben  angeführten  und  in 
Fig.  125  dargestellten  vier  Komponenten  der  negativen  Effektiv- 
kraft — E»  in  Betracht,  von  denen  aber,  wie  schon  erwähnt,  die 
zweite,  welche  in  der  Kiehtung  der  Längsaxe  des  ersten  Gliedes 
verläuft,  auf  die  Drehung  keinen  Einfluß  hat.  Die  erste  Kom- 
ponente, welche  zu  0,  senkrecht  gerichtet  ist,  hat  den  Ab- 
stand 1 1 von  0,.  Da  sie  den  Winkel  y,  zu  verkleinern  sucht,  so 
ist  ihr  Drehungsmoment  negativ  zu  rechnen.  Ihr  Wert  ist  daher 
— m,  /,  y>‘‘  • f , . Die  dritte  Komponente  verläuft  im  Abstande 
/,  c<w(y. — y,)  von  0,,  wie  sich  mit  Hilfe  von  Fig.  1251eicht  einsehen 
läßt;  ihrDrehungsmoment  hat  daher  den  Wert  — m*  r.  yj'  i,  cwf(y*  — y,). 
Die  vierte  Komponente  hat  den  Abstand  lysiiiiy.  — y,)  von  ft,;  ihr 
Drehungsmoment  ist  -f-  m . r,  y‘* /,  sin  (y._, — y,).  Die  Drehungs- 
momente der  sämtlichen  auf  das  erste  Glied  sonst  noch  einwirken- 
den Kräfte  Kt  und  Ä'.,  mögen  das  resultierende  Di ehungsmoment />, 
in  bezug  auf  die  Axe  durch  f>,  ergeben;  dann  hat  man  als  ge- 
samtes Drehungsmoment 

Dy  — m.l] y" — mjyr,  cos (y,  — y,)  y'.-f  i»J,rs  sin  (y,  — y,)  y,s. 

Natürlich  handelt  es  sich  bei  allen  diesen  DrehuDgsmomenten 
im  Grunde  wieder  um  Momente  von  Kräftepaaren.  Dies  erkennt 
man  ohne  weiteres,  wenn  inan  beachtet,  daß  jede  auf  das  erste 
Glied  einwirkende  Kraft  an  der  Axe  eine  ihr  gleich  und  gleich- 
gerichtete Druckkomponente  auf  den  festen  Körper,  mit  welchem 
das  erste  Glied  durch  die  Axe  verbunden  ist,  verursacht:  jeder 
solchen  Druckkraft  entspricht  aber  eine  entgegengesetzt  gleiche 
Reaktionskraft,  welche  rückwärts  auf  das  erste  Glied  einwirkt  und 
die  zweite  Kraft  des  Kräftepaaies  darstellt 

Ist  x,  der  Trägheitsradius  des  ersten  Gliedes  für  die  zu  der 
Axe  durch  0,  parallele  Axe  durch  den  Schwerpunkt  ,V, , so  hat 
das  Trägheitsmoment  des  ersten  Gliedes  für  die  Axe  durch  0,  den 
Wert  m,  (xj  -j-  rj). 

Es  ergibt  sich  daher  für  die  Winkelbeschleunigung  y,‘  des 
ersten  Gliedes  der  Ausdruck 

.. Dy — mj]y‘  — m.,1,  r,  COS  (</•>  — y,)  y"4-»ij,  r.,sin(yt  — y.ly/ 

»iW  + rJ) 

Schafft  man  den  Nenner  fort  und  faßt  die  Glieder  mit  den 
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Winkelbeschleuuigungen  auf  der  linken  Seite  der  Uleichung  zu- 
sammen, so  folgt 

[m,  (*;  -f-  rj)  -f  )u2 1]\  <f  ‘;  -f  »»,1,  r..  ms-  (y2  — ?, ) y" 

— ni.,  1,»%  «« (<ft  — <fx)  <f\-  — I)y . 

Dies  ist  die  Bewegungsgleichung  des  ersten  Gliedes.  Zu  ihrer  Ab- 
leitung sind  hier  durchaus  nur  elementare  Mittel  verwendet  worden, 
während  sie  sonst  aus  den  allgemeinen  Differentialgleichungen  der 
Bewegung  von  Lagrange  abzuleiten  wäre,  deren  Verständnis  und 
Anwendung  eingehendere  Kenntnis  der  Differentialrechnung  erfordert 
In  entsprechender  Weise  läßt  sich  nun  auch  die  Bewegungs- 
gleichung des  zweiten  Gliedes  ganz  elementar  und  für  jedermann 
verständlich  ableiten.  Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  zu  be- 
achten, daß  auf  das  zweite  Glied  im  Gelenkmittelpunkte  (?„*  ein 
Druck  ausgeübt  wird,  welcher  dem  von  seiten  des  zweiten  Gliedes 
auf  das  erste  ausgeübten  nach  dem  Satze  der  Gleichheit  von 
Aktion  und  Reaktion  entgegengesetzt  gleich  sein  muß.  Man  hat 
daher  nach  dem  obigen  als  Komponenten  dieses  Druckes  auf  das 
zweite  Glied  zunächst  entsprechend  jeder  direkt  am  zweiten  Gliede 
angreifenden  Kraft  Kt  eine  entgegengesetzt  gleiche  Kraft  — -£»; 
beide  setzen  sich  in  jedem  Falle  zu  einem  Kräftepaare  (Ä'„,  — K.) 
zusammen.  Das  aus  allen  diesen  Kräftepaaren  entstehende  resul- 
tierende Kräftepaar  besitze  das  Drehungsmoment  !>•.  Außer  den 
Kräften  — K.,  greifen  nun  in  G',.s  noch  die  vier  Komponenten 
-f  w»._, -J-wMigh*,  - j-  m, r., und  -j- wt.ro  yj*  der  Effektiv- 
kraft E * an;  diese  finden  sich  in  Fig.  126  angedeutet 

Da  das  zweite  Glied  nicht  um  eine  im  Raume  feste  Axe  dreh- 
bar ist,  sondern  die  Gelenkaxe  0M  sich  selbst  bewegt,  so  muß 
man  hier  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  von  der  Drehung  des 
Gliedes  um  den  Schwerpunkt  absondem. 

Die  Bewegung  des  Schwerpunktes  findet  nach  dem  L Schwer- 
punktssatze unter  dem  Einflüsse  aller  nach  ihm  parallel  verlegten 
äußeren  Kräfte  statt.  Da  zu  jeder  direkt  am  zweiten  Gliede  an- 
greifenden Kraft  Kt  eine  entgegengesetzt  gleiche  Kraft  — unter 
den  Komponenten  des  Drucks  in  vorhanden  ist,  so  halten  sich 
alle  diese  Kräfte  in  ihrer  Wirkung  auf  den  Schwerpunkt  das 
Gleichgewicht.  Es  bleiben  daher  für  die  Beeinflussung  des  Schwer- 
punktes nur  noch  die  vier  Komponenten  der  Effektivkraft  E,  übrig, 
so  daß  also  in  der  Tat  die  richtige  Beschleunigung  des  Schwer- 
punktes f.,  erzielt  wird. 
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Für  die  Drehung  um  eine  zu  der  üelenkaxe  fr,,»  parallele 
Axe  durch  den  Schwerpunkt  S*  kommen  außer  dem  resultierenden 
Drehungsmomente  IJ.,  der  sämtlichen  Kräftepaare  {K., , — A',)  nur 
noch  die  Drehungsmomente  der  Komponenten  der  Effektivkraft  in 
bezug  auf  die  Schwei punktsaxe  in  Betracht.  Zunächst  beträgt  das 
Drehungsmoment  der  dritten  Komponente  m»rsy",  welche  senk- 
recht zu  StG i,t  gerichtet  ist,  — *»4n.y"r4,  wobei  das  negative 


Vorzeichen  nötig  ist,  da  bei  positivem  Werte  von  y'J  diese 
Komponente  den  Winkel  y4  zu_  verkleinern  sucht.  Dagegen  übt 
die  vierte  Komponente  m*r4yj4  kein  Drehungsmoment  auf  die 
Schwerpunktsaxe  aus,  weil  ihre  Richtung  durch  den  Schwer- 
punkt iS*  hindurchgeht  Die  erste  Komponente  mJytp'l  sucht  eben- 
falls den  Winkel  y4  zu  verkleinern;  da  sie,  wie  man  leicht  aus 
der  Fi  . 126  erkennt,  von  St  den  Abstand  r.  co,< (y4 — y,)  besitzt, 
so  ist  ihr  Drehungsmoment  — co.s(y»  — y Schließ- 
lich hat  die  zweite  Komponente  »«.,/, yjs  von  .S*  den  Abstand 
r.»i«(y., — y,)  und  sucht  ebenfalls  den  Winkel  y*  zu  verkleinern: 
ihr  Drehungsmoment  in  bezug  auf  die  Schwerpunktsaxe  ist  daher 
— m.,  /,  y *r4  si n (y4  — y ,) . 
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Bezeichnet  man  den  Trägheitsradius  des  zweiten  Gliedes  für 
die  betreffende  Sch werpunktsaxe  mit  x.,,  so  hat  man  demnach  für 
die  Winkelbeschleunigung  <fA  die  Gleichung 

/)..  — 1«._.  r'\  (f’l — »».,  I , r;  cos(yä  — ff  , ) (f'[ — si  n((p* — ,)  9 i * 
ifl  •! 

m.jXj 

Diese  läßt  sich  auf  die  Form  bringen 

)»s  (xj  -f  r’) <f  ',  -f  m, /,  i-,  co4^i—9>i)<p"  + m:  h ri »i» (9* — 9>i)yi  *= A • 
So  ist  also  auch  diese  Bewegungsgleichung  des  zweiten  Gliedes 
auf  ganz  elementarem  Wege  gewonnen  worden. 

Es  ist  zu  beachten,  daß  bei  der  Ableitung  der  beiden  Be- 
wegungsgleichungen keine  Rücksicht  darauf  zu  nehmen  war,  daß 
die  Winkelgeschwindigkeiten  und  Winkelbeschleunigungen  im 
Grunde  Differentialquotienten  darstellen.  Die  beiden  Bewegungs- 
gleichungen bilden  die  Grundlage  für  die  Untersuchung  jeder  be- 
liebigen Bewegung  eines  zweigliedrigen  ebenen  Gelenksystems,  bei 
welchem  das  eine  Glied  durch  eine  ruhende  feste  Axe  mit  der 
Umgebung  drehbar  verbunden  ist. 

b)  ElnfUhrumr  der  reduziertes  Systeme  und  Hauptpunkte. 

Vor  der  Anwendung  der  beiden  Bewegungsgleichungen  auf 
spezielle  Beispiele  aus  der  Bewegungsphysiologie  soll  nun  zunächst 
noch  gezeigt  werden,  wie  dieselben  durch  Einführung  gewisser 
(fingierter)  Massensysteme  nicht  nur  noch  einfachere  Form  erhalten, 
sondern  auch  eine  noch  anschaulichere  und  einfachere  Inter- 
pretation erfahren  können. 

Denkt  man  das  zweite  Glied  vom  ersten  losgelöst,  dafür  aber 
im  Gelenkmittelpunkte  die  Masse  m.;  des  zweiten  Gliedes  kon- 
zentriert und  dem  ersten  Gliede  hinzugefügt,  so  erhält  man  da- 
durch auf  der  Grundlage  des  ersten  Gliedes  ein  Massensystem  von 
der  Gesamtmasse  m0  = »i,  -f-  m...  Dieses  starre  System  sei  als 
ein  „ reduziertes  System“  bezeichnet,  und  zwar  als  „erstes  redu- 
ziertes System“,  weil  es  aus  dem  ersten  Gliede  hervorgeht  In 
entsprcheender  Weise  erhält  man  „das  zweite  reduzierte 
System“,  indem  man  das  erste  Glied  vom  zweiten  losgelöst, 
dafür  aber  im  Gelenkmittelpunkte  f?,,s  die  Masse  des  ersten  Gliedes 
konzentriert  und  dem  zweiten  Gliede  hinzugefügt  denkt. 

Durch  die  Beschwerung  eines  jeden  der  beiden  Glieder  mit 
der  Masse  des  anderen  hat  sich  nun  nicht  nur  die  Masse  desselben, 
sondern  auch  die  Lage  seines  Schwerpunktes  geändert.  Nach 
einem  bekannten  Satze  der  Mechanik  muß  der  Schwerpunkt  des 
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ersten  reduzierten  Systems  auf  der  Verbindungslinie  des  Schwer- 
punktes »9,  mit  dem  Gelenkmittelpunkte  G1:i  liegen  und  dieselbe 
im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Massen  m,  und  w.. , d.  h.  also  im 
Verhältnisse  m., : mx  teilen.  Derselbe  besitzt  also  eine  feste,  von 
der  Gelenkstellung  im  Zwischengelenke  unabhängige  Lage  auf  der 
Längsaxe  des  ersten  Gliedes;  wegen  seiner  wichtigen  Bedeutung 
für  die  Mechanik  des  Gelenksystems  soll  er  als  „Hauptpunkt 


des  ersten  Gliedes“,  und  seine  Entfernung  vom  Gelenkmittel- 
punkte <?,,,  als  eine  „Hauptstrecke  des  ersten  Gliedes“  be- 
zeichnet sein.  In  Fig.  127  findet  sich  der  Hauptpunkt  angegeben 
und  durch  den  Buchstaben  Hx  gekennzeichnet;  die  Hauptstrecke 
GX.,_HX  ist  mit  </,  bezeichnet.  Der  Schwerpunkt  des  zweiten  redu- 
zierten Systems,  welcher  den  „Hauptpunkt  des  zweiten  Gliedes“ 
darstellt,  liegt  auf  der  Verbindungsstrecke  G',,,,S'4  und  teilt  dieselbe 
ebenfalls  im  Verhältnisse  m.,  : «»,;  er  stellt  also  einen  festen 
Punkt  H-,  (vgl.  die  Figur)  auf  der  Längsaxe  des  zweiten  Gliedes 
dar.  Die  Strecke  GuiHt,  welche  in  der  Figur  durch  c,  bezeichnet 
ist,  bedeutet  eine  „Hauptstrecke  des  zweiten  Gliedes“. 
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Aus  der  Lage  der  Hauptpunkte  der  beiden  Glieder  auf  deren 
Längsaxen  folgt  nun  zunächst  eine  sehr  enge  Beziehung  derselben 
zu  dem  Gesamtschwerpunkte  >%  des  ganzen  Gelenksystems.  Da 
der  letztere  auf  der  Verbindungslinie  der  Einzelschwerpunkte  S, 
und  iS*  der  beiden  Glieder  liegt  und  diesfclbe  auch  im  Verhält- 
nisse »i.  :m,  teilt,  so  ist  an  der  Hand  von  Fig.  127  leicht  zu  er- 
kennen, daß  die  vier  Punkte  (?,,*,  Hu  H,  und  .Si,  in  jeder  Ge- 
lenkstellung die  Ecken  eines  Parallelogramms  bilden  müssen,  so 
daß  also  Hx S0  parallel  und  gleich  /?,,»//.,  und  fft  .S'0  parallel  und 
gleich  6’lr. //,  ist  Hieraus  folgt,  daß  man  stets  zu  dem  Ge- 
samtschwerpunkte ,%  des  Gelenksystems  gelangt,  wenn 
mau  entweder  die  Hauptstrecke  c»  des  zweiten  Gliedes 
an  den  Hauptpunkt//,  des  ersten  Gliedes,  oder  die  Haupt- 
strecke di  des  ersten  Gliedes  au  den  Hauptpunkt  //.  des 
zweiten  Gliedes  ansetzt.  Durch  diesen  Zusammenhang  der 
Hauptpunkte  mit  dem  Gesamtschwerpunkte  ist  es  begründet,  daß, 
wie  sich  zeigen  wird,  die  Hauptpunkte  in  der  Mechanik  des  Ge- 
lenksystems eine  ähnlich  wichtige  Holle  spielen  wie  der  Schwer- 
punkt in  der  Mechanik  eines  einzelnen  starren  Körpers. 

Zunächst  kann  man  sich  leicht  davon  überzeugen,  daß  die 
konstanten  Koeffizienten  auf  der  linken  Seite  der  beiden  im  vor- 
hergehenden Kapitel  abgeleiteten  Bewegungsgleichungen  Größen 
darstellen,  die  sich  durchweg  auf  die  beiden  reduzierten  Systeme 
beziehen. 

Der  Faktor  von  </,'  in  der  ersten  Differentialgleichung  hat  die 
Bedeutung  des  Trägheitsmomentes  des  ersten  reduzierten  Systems 
in  bezug  auf  die  Axe  durch  0,;  denn  m,(xj-f-r’)  ist  das  Träg- 
heitsmoment des  ersten  Gliedes,  und  m.,üf  das  Trägheitsmoment 
der  in  hinzugefügten  Masse  des  zweiten  Gliedes  in  bezug 
auf  diese  Axe.  Bezeichnet  man  den  Trägheitsradius  des  ersten 
reduzierten  Systems  für  die  Axe  durch  0,  mit  A„  so  läßt  sich  also 
der  Faktor  von  yj‘  in  der  ersten  Bewegungsgleichung  in  der  ein- 
facheren Form  tn„/’  schreiben. 

Der  Faktor  von  y"  in  der  zweiten  Bewegungsgleichung  hat 
zunächst  die  Bedeutung  des  Trägheitsmomentes  des  zweiten  Gliedes 
allein  in  bezug  auf  die  Gelenkaxe  6',...  Da  nun  aber  für  das 
zweite  reduzierte  System  die  Masse  des  ersten  Gliedes  in  (?„*  hin- 
zukommt und  demnach  keinen  Abstand  von  dieser  Axe  besitzt, 
so  hat  sie  keinen  Einfluß  auf  die  Größe  des  Trägheitsmomentes. 
Mau  kann  daher  den  Ausdruck  auch  als  Trägheitsmoment  des 
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zweiten  reduzierten  Systems  in  bezug  auf  die  Gelenkaxe  Gui  auf- 
fassen. Bezeichnet  man  den  Trägheitsradius  des  letzteren  mit  A,, 
so  läßt  sich  also  der  Faktor  von  <f  t auch  in  der  Form  »i0A* 
schreiben. 

Schließlich  ist  leicht  einzusehen,  daß  infolge  der  Lage  des 
Hauptpunktes  H>  auf  der  Strecke  (r1)2,  deren  Länge  früher  mit  r, 
bezeichnet  wurde,  die  Projektion  gilt 

c.j : r.,  = »io : m„ . 

Mau  kann  daher  in  den  Bewegungsgleich ungen  das  Produkt  m.r2 
durch  m„c.s  ersetzen.  Demnach  nehmen  die  beiden  Bewegungs- 
gleichungen auf  S.  380  und  S.  382  die  Form  an  i 

>»»AJ  <f>‘‘  + »i„ /,  c,  cos  fo>2  — y , ) V — »”o  l\  c*  sin  (v>  — <p , ) <f  * * = D , 

»*«  K <f\  + mJt  c*  cos(<f,  — y,)yj'  -f  m0/1  c..av»(v2  — ff,)?',  *=Z>2 . 

Es  ist  zu  beachten,  daß  in  diesen  Gleichungen  die  einzelnen 
Massen  »i|  und  ♦»«  der  beiden  Glieder  gar  nicht  mehr  Vorkommen. 
Das  ist  nun  nicht  so  zu  verstehen,  daß  bei  einer  bestimmten  Ge- 
samtmasse m0  des  Gelenksystems  die  Bewegungen  desselben  gar 
nicht  davon  abhängen,  in  welcher  Weise  die  Gesamtmasse  sich 
auf  die  beiden  Glieder  vertoilt;  denn  die  Größen  A, , u und  r., 
werden  ja  von  dieser  Massenverteilung  in  entscheidendem  Maße 
beeinflußt 

Die  Einführung  der  reduzierten  Systeme  ist  nicht  etwa  bloß 
als  Mittel  zur  Vereinfachung  der  Bewegungsgleichungen  aufzufassen, 
sondern  sie  stellt  sich  als  Notwendigkeit  heraus,  wenn  man,  wie 
es  sich  schon  aus  kinematischen  Gründen  als  zweckmäßig  erwiesen 
hatte,  die  Bewegung  der  Glieder  in  Translation  und  Rotation  zer- 
legt Im  vorliegenden  Falle  wird  das  erste  Glied  überhaupt  nur 
in  Rotation  um  die  Axe  durch  0,  versetzt,  so  daß  für  dieses  die 
Translation  außer  Betracht  bleiben  kann.  Das  zweite  Glied  führt 
dagegen  eine  Bewegung  aus,  die  sich  am  einfachsten  als  Kom- 
bination einer  Translation  nach  Maßgabe  der  Bewegung  des  Ge- 
lenkmittelpunktes GUi  mit  einer  Rotation  um  die  Axe  durch  GUi 
auffassen  läßt.  Bei  der  Translation  beschreiben  alle  Punkte  des 
zweiten  Gliedes  genau  gleiche  Bahnen  wie  GUi  und  besitzen  auch 
in  jedem  Momente  die  gleiche  Geschwindigkeit  wie  dieser  Punkt; 
ihr  Einfluß  auf  die  Bewegung  des  ersten  Gliedes  ist  daher  gerade 
so,  als  ob  alle  Punkte  des  zweiten  Gliedes  nach  dem  Gelenk- 
mittelpunkte 6r1)2  verlegt  wären,  wie  es  für  das  erste  reduzierte 
System  angenommen  wurde.  Führt  man  das  erste  reduzierte 
Fiaoher,  Medizin.  Physik.  25 
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System  ein,  so  bleibt  daher  nur  noch  der  Einfluß  zu  berücksich- 
tigen, welchen  die  Rotation  des  zweiten  Gliedes  um  die  Axe  durch 
Glt»  auf  das  erste  Glied  ausübt  Es  kommt  daher  nur  noch  die 
zu  Oi,*  relative  Bewegung  des  Schwerpunktes  St,  und  dement- 
sprechend die  zu  Gj . relative  Effektivkraft  dieses  Punktes  in 
Frage.  Wie  man  leicht  bestätigt,  setzt  sich  diese  relative  Effektiv- 
kraft aus  den  beiden  letzten  der  oben  angeführten  vier  Kompo- 
nenten der  absoluten  Effektivkraft  zusammen,  während  die  beiden 
ersten  Komponenten  der  letzteren  von  der  Translation  des  zweiten 
Gliedes  nach  Maßgabe  der  Bewegung  des  Punktes  Gi,s  herrühren. 
Berücksichtigt  man  dies,  so  wird  man  direkt  zu  der  ersten  Be- 
wegungsgleichung in  der  zuletzt  angegebenen  Form  geführt. 

In  den  Bewegungsgleichungen  sind  dio  Stellungen,  Winkel- 
geschwindigkeiten und  Winkelbeschleunigungen  der  beiden  Glieder 
durch  die  Größen  und  deren  Änderungsgeschwindigkeiten  bzw. 
Änderungsbeschleunigungen  der  Winkel  y,  und  y*  bestimmt,  welche 
die  Längsaxen  der  beiden  Glieder  mit  einer  ruhenden  Geraden  der 
Bewegungsebene  bilden.  Für  die  Anwendungen  der  Gleichungen 
auf  die  Bewegung  zweigliedriger  ebener  Gelenksysteme  am  leben- 
den Körper  ist  es  dagegen  zweckmäßig,  den  Winkel  ip  in  dieselben 
einzuführen,  welchen  die  Längsaxe  des  zweiten  Gliedes  mit  der 
Verlängerung  der  Längsaxe  des  ersten  Gliedes  bildet  (vgl.  Fig.  127). 
Diesen  Winkel  bezeichnet  man  in  der  Anatomie  in  der  Regel  als 
den  Gelenkwinkel;  mit  den  Winkeln  y,  und  ys  hängt  er  auf  sehr 
einfache  Weise  zusammen,  indem  er  einfach  die  Differenz  derselben 
darstellt  (vgl.  Fig.  124  auf  S.  374).  Durch  den  Winkel«/'  und  seine 
Änderungsgeschwindigkeit  ip‘,  sowie  seine  Änderungsbeschleunigung 
tp"  lassen  sich  der  Winkel  y*,  die  Winkelgeschwindigkeit  y’  und  die 
Winkelbeschleunigung  y"  in  den  Gleichungen  ersetzen;  denn  es 
gilt  nicht  nur  y*  = yi  -f-  ip , sondern  auch 

<f>=Vi  + 'P'  und  y',' = y'i' + V'"- 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Bewegungsgleichungen  ein,  so 
gehen  diese  nach  entsprechender  Ordnung  über  in  die  zwar  nicht 
mehr  symmetrische,  aber  für  die  Anwendung  zweckmäßigere  Form 
”>o  (*J  + «»  cos  </<)  • yj’-f-  m0 1,  c,  cos  ip  • ip“ — mu /,  c,  sin  ip  • (y +V'')*=  A i 

moK‘1P"-\-  (Ä|  -j-  f.  Ca  cos  y<)  • yj'  -J-  m0fi  c* sin  ip  • y \ i =Z>* . 

Auch  diese  Gleichungen  lassen  sich  direkt  unter  Verwendung 
der  reduzierten  Systeme  ableiten.  Es  ist  jedoch  zu  beachten,  daß 
die  Einführung  der  letzteren  zur  Gewinnung  der  Bewegungs- 
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gleichungen  in  dem  bis  jetzt  ausführlich  behandelten  Falle,  in 
welchem  das  eine  Glied  durch  eine  feste  Axe  mit  der  Umgebung 
drehbar  verbunden  sein  sollte,  nicht  unbedingt  nötig  war;  denn 
die  Gleichungen  sind  ja  in  der  Tat  zunächst  ohne  Rücksicht  auf 
die  reduzierten  Systeme  und  Hauptpunkte  abgeleitet  worden.  Die 
letzteren  sind  dagegen  kaum  zu  entbehren,  wenn  es  sich  um  ein 
vollkommen  frei  bewegliches  ebenes  Gelenksystem  handelt.  Dies 
ist  aus  den  Erörterungen  im  folgenden  Kapitel  zu  erkennen. 

3.  Das  frei  bewegliche  ebene  zweigliedrige  Gelenksystein. 

Die  Bewegung,  welche  dem  Gelenksysteme  durch  irgendwelche 
an  ihm  angreifende  Kräfte  erteilt  wird,  zerlegt  man  im  Falle  freier 
Beweglichkeit  nicht  nur  aus  rein  kinematischen  Gesichtspunkten, 
sondern  vor  allen  Dingen  auch  aus  kinetischen  Gründen  in  eine 
Translationsbewegung  nach  Maßgabe  der  Bewegung  des  Gesamt- 
schwerpunktes  S0  und  eine  Bewegung  um  denselben. 

Bei  der  Translationsbewegung  beschreiben  alle  Punkte  der 
beiden  Glieder  durchaus  gleichgestaltete  und  parallele  Bahnen  und 
besitzen  auch  in  jedem  Momente  nach  Größe  und  Richtung  die- 
selbe Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  wie  der  Gesamtschwer- 
punkt Führte  das  System  nur  diese  Bewegung  aus,  so  würde  es 
sich  dabei  wie  ein  starrer  Körper  verhalten,  welcher  bei  der  Be- 
wegung sich  selbst  parallel  bliebe.  Da  alle  Massenpunkte  sich 
bei  der  Translationsbewegung  in  gleicher  Weise  verhalten  wie  der 
Gesamtschwerpunkt,  so  kann  man  sie  in  diesem  Punkte  vereinigt 
und  auch  alle  Kräfte  mit  nach  dem  Schwerpunkte  verlegt  denken. 
Auf  diese  Weise  wird  man  zu  dem  Schwerpunktssatze  geführt, 
nach  welchem  der  Gesamtschwerpunkt  sich  genau  so  bewegt,  als 
ob  in  ihm  die  ganze  Masse  des  Systems  vereinigt  wäre,  und  alle 
Kräfte  in  ihrer  Richtung  und  Stärke  direkt  an  ihm  angriffen. 
Zerlegt  man  für  die  als  eben  vorausgesetzte  Bewegung  des  zwei- 
gliedrigen Systems  die  Beschleunigung,  wrelche  dem  Gesamtschwer- 
punkte S0  durch  die  nach  ihm  verlegten  Kräfte  erteilt  wird,  in 
zwei  zueinander  rechtwinklige  Komponenten  x"0  und  und  be- 
zeichnet mit  X und  Y die  in  diese  Richtung  fallenden  Kompo- 
nenten der  am  System  angreifenden  Kräfte,  so  erhält  man  dem- 
nach zunächst  die  beiden  Bewegungsgleichungen 

m0 x‘0  — SX  und  m0y“  = 2 Y, 

unter  mu  die  Gesamtmasse  des  Systems,  und  unter  -X  bzw.  - F 
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die  algebraischen  Summen  der  Komponenten  X bzw.  Y sämtlicher 
Kräfte  verstanden. 

Diese  beiden  Gleichungen,  welche  allgemein  für  die  Bewegung 
eines  beliebigen  Massenpunktes  gelten,  nehmen  noch  in  keiner 
Weise  auf  die  Gliederung  des  Gelenksystems  und  auf  die  Drehungen 
der  beiden  Glieder  bezug.  Die  letzteren  sind  erst  zu  berücksichtigen 
bei  der  nun  außerdem  stattfindenden  Bewegung  des  Systems  um 
den  Gesamtschwerpunkt -V  Nach  dem  früher  auseinandergesetzten 


und  in  Fig.  128  wieder  angedeuteten  Zusammenhänge  der  Haupt- 
punkte der  beiden  Glieder  mit  dem  Gesamtschwerpunkte  zerlegt 
man  sich  diese  Bewegung  zweckmäßigerweise  in  zwei  Schritte, 
nämlich  erstens  in  eine  Drehung  des  ersten  Gliedes  um  seinen 
Hauptpunkt  //,  mit  gleichzeitiger  Translationsbewegung  des  zweiten 
Gliedes,  und  zweitens  in  eine  Drehung  des  zweiten  Gliedes  um 
seinen  Hauptpunkt  /Z2  mit  gleichzeitiger  Translationsbewegung  des 
ersten  Gliedes.  Da  bei  der  die  Drehung  eines  Gliedes  begleitenden 
Translationsbewegung  des  anderen  Gliedes  alle  Massenpunkte  des 
letzteren  Bahuen  beschreiben,  welche  der  Bahn  des  Gelenkmittel- 
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punktes  f7,.ä  kongruent  sind,  so  verhält  sieh  die  ganze  Müsse  des 
anhängenden  Gliedes  wiederum  genau  so,  als  oh  sie  in  dem  Ge- 
lenkmittelpunkte konzentriert  wäre.  Auf  diese  Weise  wird  man 
zu  den  beiden  reduzierten  Systemen  geführt,  und  die  angegebene 
Drehung  des  einen  Gliedes  init  gleichzeitiger  Translationsbewegung 
des  anderen  ist  im  Grunde  vollständig  gleichbedeutend  mit  der 
Drehung  des  zu  dem  gedrehten  Gliede  gehörenden  reduzierten 
Systems  um  seinen  Schwerpunkt  ff,  d.  h.  den  Hauptpunkt  des  ge- 
drehten Gliedes. 

Die  Winkelbeschleunigungen  der  Drehung  des  ersten  bzw. 
zweiten  reduzierten  Systems  stimmen  natürlich  mit  den  Winkel- 
beschleunigungen <f  ‘ und  (f  ‘ der  beiden  Glieder  überein.  Ferner 
gilt,  wie  ohne  weiteres  einzusehen  ist,  auch  für  jedes  der  beiden 
reduzierten  Systeme  der  Satz,  daß  das  Produkt  aus  seiner  Winkel- 
beschleunigung und  dem  Trägheitsmomente  des  reduzierten  Systems 
(nicht  bloß  des  einzelnen  Gliedes)  in  bezug  auf  die  zur  Bewegungs- 
ebene senkrechte  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt  H (also  den 
Hauptpunkt  des  dem  reduzierten  System  zugrunde  liegenden  Gliedes) 
gleich  der  algebraischen  Summe  der  Drehungsmomente  sämtlicher 
auf  das  reduzierte  System  einwiikenden  Kräfte  in  bezug  auf  die- 
selbe Axe  ist.  Dabei  ist  zu  beachten,  daß  dem  Begriffe  des 
reduzierten  Systems  entsprechend  die  an  dem  anhängenden  Gliede 
direkt  angreifenden  Kräfte  parallel  nach  dem  Gelenkmittelpunkte 
(?i,.  verlegt  zu  denken  sind. 

Unter  den  Kräften  des  reduzierten  Systems  befindet  sich 
nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  außerdem  eine  Kraft, 
welche  von  der  gleichzeitigen  Bewegung  des  anhängenden  Gliedes 
abhängt,  indem  sie  entgegengesetzt  gleich  der  zum  Gelenkmittel- 
punkte G i,4  relativen  Bewegung  des  Schwerpunktes  dieses 
Gliedes  ist.  Es  seien  entsprechend  den  früheren  Festsetzungen 

die  Winkelgeschwindigkeiten  <f>\,  y.,  und  Winkelbeschleunigungen 
y',',  yj'  der  beiden  Glieder  bzw.  der  beiden  reduzierten  Systeme 
positiv  gerechnet,  wenn  sie  in  Fig.  128  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
stattfinden.  Bei  positiver  Winkelbeschleunigung  des  zweiten  Gliedes 
erfährt  dann  dessen  Schwerpunkt  .S'4  eine  zu  (7,,..  relative  Tan- 
gentialbeschleunigung, welche  auf  der  Längsaxe  des  zweiten 
Gliedes  senkrecht  steht  und  die  in  Fig.  128  angedeatete  Richtung 
besitzt;  ihre  Größe  ist  rs  y",  unter  rs  wieder  den  Abstand  des 
Schwerpunktes  S.,  vom  Gelenk  mit  telpunke  Gu verstanden.  Gleich- 
zeitig ruft  die  Winkelgeschwindigkeit  <p.  eine  zu  t?1)S  relative 
Normalbeschleunigung  von  der  Größe  r.-tf  ,'*  hervor,  welche  in  der 
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Längsaxe  des  zweiten  Gliedes  verläuft  und  dio  Richtung  von  >% 
nacht?, besitzt,  wie  es  in  der  Figur  angedeutet  ist.  Die  durch  die 
relative  Tangentialbeschleunigung  hervorgerufene  Kraft  im  Gelenk- 
mittelpunkte Gx,  o ist  zu  entgegengesetzt  gerichtet  und  besitzt 
die  Größe  m,rgy",  wofür  man  infolge  der  Lage  des  Hauptpunktes//« 
nach  dem  früheren  (vgl.  S.  385)  auch  schreiben  kann  m0cäy".  Da 
diese  Kraft,  wie  man  leicht  bestätigt,  gegen  die  Längsaxe  des 
ersten  Gliedes  um  den  Winkel  90° — </’  geneigt  ist,  unter  V'  wieder 
den  Winkel  zwischen  der  Längsaxe  des  zweiten  Gliedes  und  der 
Verlängerung  der  Längsaxe  des  ersten  Gliedes  verstanden,  so  be- 
sitzt ihre  Richtung  vom  Hauptpunkte  H,  des  ersten  Gliedes  den 
Abstand  dxcosip.  Dieselbe  übt  daher  auf  die  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  Hx  des  ersten  reduzierten  Systems  das  Drehungs- 
moment — »i0 c., y" d,  cos  i/'  aus,  welches  mit  dem  negativen  Vor- 
zeichen versehen  werden  mußte,  da  es  eine  Drehung  des  ersten 
reduzierten  Systems  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  in  Fig.  128 
hervorzubringen  sucht.  Die  durch  die  relative  Normalbeschleunigung 
hervorgebrachte  Kraft  im  Gelenkmittelpunkte  GUi  hat  die  Größe 
wl2r2</i'i  wofür  auch  der  Ausdruck  m0  eingeführt  werden 

kann,  und  ist  von  Gx, * nach  S..  hin  gerichtet;  man  kann  sie  auch 
als  die  vom  zweiten  Gliede  hervorgerufene  Zentrifugalkraft  auf- 
fassen. Ihr  Drehungsmoment  in  bezug  auf  die  Axe  durch  //,  be- 
trägt -f-wjofäy^d,  sin  ifj,  wobei  das  positive  Vorzeichen  dem  Um- 
stande entspricht,  daß  sie  das  erste  reduzierte  System  im  Sinne 
des  Uhrzeigeis  zu  drehen  sucht  Rezeichnet  man  den  Trägheits- 
radius des  ersten  reduzierten  Systems  in  bezug  auf  die  Axe  durch 
H,  mit  hx,  und  das  auf  dieselbe  Axe  bezogene  resultierende 
Drehungsmoinent  aller  anderen  am  ersten  reduzierten  System  an- 
greifenden Kräfte  mit  Dx,  so  ergibt  sich  daher  für  die  Drehung 
des  ersten  reduzierten  Systems  um  die  Axe  durch  //,  die  Gleichung: 
m,  /,~  • <f'i  = — m0 dx  c«  cos  ip  • <f >"  4-  m0  d,  c»  sin  4 D,. 

Das  Trägheitsmoment  m0h\  des  ersten  reduzierten  Systems  in 
bezug  auf  die  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt  //,  ist  leicht  aus 
dein  Trägheitsmomente  »«,*5  des  ersten  Gliedes  für  dessen  Axe 
durch  seinen  Schwerpunkt  Sx  abzuleiten.  Nach  der  Bedeutung 
des  ersten  reduzierten  Systems  ergibt  sich  nämlich,  wie  man  leicht 
bestätigen  wird,  für  w i0/.  j der  Wert  m,  (x-  4-  e“)  -)-  m.d;,  wobei  ex 
der  Abstand  des  Hauptpunktes  //,  vom  Schwerpunkte  .V,  ist. 

In  ganz  entsprechender  W'eise  leitet  man  die  Gleichung  für 
die  Drehung  des  zweiten  reduzierten  Systems  um  die  auf  der  Be- 
wegungsebene senkrecht  stehende  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt 
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H 2,  den  Hauptpunkt  des  zweiten  Gliedes,  ab.  Es  sind  nur  anstelle 
derGrößen  qpj.dn  c>und  Di  beziehungsweise  die  Größen 

/»•-2,  yj,cs,(Jj  und  D,  zu  setzen.  Beachtet  man  dabei, 

daß  = — ipi  ist,  so  ergibt  sich  als  zweite  Bewegungsgleichung 

m0k*  • (f " = — m0  c4  d,  cos  if.’  • <f  ‘‘  — m0  c4  dv  sin  • <p ' ! -f  A, 
in  welcher  D ..  das  auf  die  Axe  durch  Ht  bezogene  resultierende 
Drehungsmoment  aller  am  zweiten  reduzierten  Systeme  angreifenden 
Kräfte  bedeutet  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Kraft,  welche  der  zu 
GUi  relativen  Effektivkraft  des  Schwerpunktes  S\  des  ersten 
Gliedes  entgegengesetzt  gleich  ist. 

Die  beiden  den  Drehungen  der  reduzierten  Systems  ent- 
sprechenden Bewegungsgleichungen  stellen  zusammen  mit  den 
beiden  anderen,  auf  die  Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  be- 
züglichen (S.  387)  das  vollständige  System  der  Bewegungsgleichungen 
des  ebenen  zweigliedrigen  Gelenksystems  unter  Voraussetzung  freier 
Beweglichkeit  desselben  dar.  Sie  bilden  wiederum  die  Grundlage 
für  die  Lösung  jeder  beliebigen  Aufgabe,  die  sich  mit  irgendeiner 
Bewegung  des  Systems  unter  der  Einwirkung  beliebiger  äußerer 
und  innerer  Kräfte  beschäftigt 

4.  Eber  die  Drehnngsmomente  der  Schwere  und 
der  Muskeln. 

Nach  den  bisherigen  Auseinandersetzungen  über  den  Einfluß 
eines  anhängenden  Gliedes  auf  die  Bewegung  des  anderen  Gliedes 
unterliegt  die  Bestimmung  der  Drehungsmomente  für  die  einzelnen 
am  System  angreifenden  Kräfte  nicht  den  geringsten  Schwierig- 
keiten. Dabei  ist  immer  nur  zu  beachten,  daß  jede  an  einem 
anhängenden  Gliede  direkt  angreifende  Kraft  ihren  Einfluß  auf 
das  andere  Glied  so  geltend  macht,  als  ob  sie  im  Mittelpunkte 
des  Verbindungsgelenkes  in  gleicher  Richtung  und  Stärke  angriffe. 
Es  empfiehlt  sich,  zunächst  auf  das  vollkommen  frei  bewegliche 
ebene  Gelenksystem  einzugehen,  und  erst  dann  das  für  die  Medizin 
wichtigere,  um  eine  feste  Axe  drehbare  System  in  Betracht  zu 
ziehen. 

a Drekuntramomcnte  beim  frei  beweglichen  System.  Gleich- 
gewicht am  System. 

Die  Wirkung  der  Schwere  an  jedem  der  beiden  Glieder  kann 
durch  die  im  Schwerpunkte  .S',  bzw.  St  vertikal  nach  unten  ziehende 
Gewichtskraft  (7,  bzw.  G>  vollkommen  dargestellt  werden,  wie  es 
in  Fig.  129  angedeutet  ist.  Nun  verursacht  aber  die  Gewichtskraft 
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Gt  einen  gleich  großen  Zug  auf  das  erste  Glied  im  Gelenkpunkto 
GUi.  Diese  den  äußeren  Kräften  <fbs  ersten  Gliedes  zuzurechnende 
Kraft  setzt  sich  mit  der  in  St  direkt  angreifenden  Gewichtskraft 
(7,  zu  einer  Resultante  von  der  Größe  G0  = + Gt  zusammen, 

deren  Angriffspunkt  die  Verbindungsstrecke  S\  . im  Verhält- 
nisse (1., : Gt  teilen  muß;  da  die  Gewichtskräfte  sich  wie  die  Massen 
der  beiden  Glieder  verhalten,  so  Ist  dieser  Angriffspunkt  der 


resultierenden  Gewichtskraft  nichts  anderes  als  der  Hauptpunkt  /f, 
des  ersten  Gliedes.  Beachtet  man,  daß  77,  zugleich  den  Schwer- 
punkt des  ersten  reduzierten  Systems  darstellt,  so  erkennt  man, 
daß  die  Schwere  auf  das  erste  Glied  so  einwirkt,  als  ob  dasselbe 
durch  Konzentrierung  der  Masse  des  zweiten  Gliedes  im  Gelenk- 
mittelpunkte  (?,,»  und  gleichzeitiger  Ablösung  des  zweiten  Gliedes 
in  das  erste  reduzierte  System  verwandelt  wäre.  Man  sieht  also 
auch  hieraus,  daß  die  Einführung  der  reduzierten  Systeme  nicht 
willkürlich  ist,  sondern  sieh  für  die  Mechanik  des  Gelenksystems 
als  Notwendigkeit  erweist. 
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Wie  die  Schwere  auf  das  erste  Glied  als  Kraft  (>„  im  Haupt- 
punkte //,  wirkt,  so  wird  ihr  Eiufluß  auf  d;is  zweite  Glied  durch 
die  in  dessen  Hauptpunkte  //.,  d.  h.  also  in  dem  Schwerpunkte  des 
zweiten  reduzierten  Systems  angreifende  Gesamtgewichtskraft  G0 
dargestellt  Dies  ist  unmittelbar  einzusehen,  wenn  man  berück- 
sichtigt, daß  die  in  direkt  angreifende  Gewichtskraft  Gx  auf 
das  zweite  Glied  einen  Zug  von  gleicher  Richtung  und  Stärke  im 
Gelenkmittelpunkte  (?„,  hervorbringt. 

Da  sich  jedes  der  beiden  Glieder  infolge  der  Beschwerung 
durch  das  andere  Glied  so  bewegt,  als  ob  es  zu  dem  betreffenden 
reduzierten  System  ausgebaut  wäre,  so  wird  es  verständlich,  daß 
bei  alleiniger  Wirkung  der  Schwere  keine  Drehung  der  beiden 
Glieder  im  Raume  erfolgen  kann,  sondern  nur  das  ganze  System 
in  Translationsbewegung  wie  ein  einziger  starrer  Körper  frei  her- 
unterfallen wird. 

Bei  einem  zweigliedrigen  Gelenksystem,  das  außer  allem  Zu- 
sammenhänge mit  anderen  Körpern  ist,  gibt  es  nur  eine  Art 
Muskeln,  nämlich  nur  solche,  deren  einer  Ansatzpunkt  .1,  sich  am 
ersten,  und  deren  anderer  Ansatzpunkt  .4*  sich  am  zweiten  Gliede 
befindet  Es  sind  also  nur  eingelenkige  Muskeln  möglich,  welche 
mit  ihrer  resultierenden  Zugrichtung  entweder  auf  der  einen  oder  auf 
der  anderen  Seite  der  Gelenkaxe  vorüberziehen.  In  Fig.  129  ist 
ein  solcher  Muskel  angedeutet  Jeder  Extremitätenmuskel  löst, 
soweit  er  als  physiologische  Einheit  aufgefaßt  werden  kann,  bei 
seiner  Kontraktion  oder  auch  schon  infolge  seiner  rein  elastischen 
Spannung  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  aus,  welche  in  der- 
selben Geraden,  der  resultierenden  ZugrichtuDg  des  Muskels,  wirken. 
In  Fig.  129  sind  diese  beiden  in  .4 1 und  .4..  angreifend  zu  denkenden 
Kräfte  angedeutet  und  durch  — J—  JST  und  — K bezeichnet  worden. 
Wenn  der  Muskel  sich  nicht  ungehindert  zwischen  seinen  Insertions- 
stellen ausspannen  kann,  sondern  durch  Knochen  Vorsprünge, 
Bänder  u.  a.  am  geradlinigen  Verlaufe  gehindert. ist,  so  treten  an 
Stelle  von  At  und  A*  diejenigen  Stellen  der  beiden  Glieder,  von 
denen  aus  er  sich  tatsächlich  ungehindert  nach  dem  anderen 
herüberepannnen  kann.  Spezielle  Beispiele  hierfür  findet  man  in 
meinem  früher  schon  erwähnten  Beitrage  zum  Handbuch  des 
physiologischen  Methodik  auf  S.  216ff.  angeführt  und  ausführlich 
beschrieben. 

Die  in  A«  angreifende  Muskelkraft  — K verursacht  im  Ge- 
m ittelpunkte  (?,,*  einen  gleich  großen  Zug  oder  Druck  auf  das 
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erste  Glied;  dieser  setzt  sich  mit  der  direkt  am  ersten  Glied  in  ,4, 
angreifenden  Muskelkraft  -|  - K zu  dem  Kräftepaar  zusammen,  mit 
welchem  der  Muskel  das  erste  Glied  bzw.  das  erste  reduzierte 
System  zu  drehen  sucht.  Zieht  man  von  vornherein  das  erste 
reduzierte  System  in  Rücksicht,  so  gehört  zu  demselben  schon 
von  selbst  die  im  Punkte  Qut  angreifende  Kraft  — K.  Das 
Moment  dieses  Kräftepaares  stellt  das  vom  Muskel  auf  das  erste 
Glied  bzw.  das  erste  reduzierte  System  ausgeübte  Drehungsmoment 
dar;  dasselbe  würde  in  dem  durch  Fig.  129  aDgedeuteten  Falle  eine 
Drehung  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  bewirken  und  daher 
negativ  in  Rechnung  zu  ziehen  sein.  Die  in  .4,  angreifende 
Muskelkraft  -f  K verursacht  im  Gelenkmittelpunkte  Ot,  9 einen 
gleich  großen  Zug  oder  Druck  auf  das  zweite  Glied,  der  sich  mit 
der  direkt  in  A-,  angreifenden  Muskelkraft  — K zu  dem  am  zweiten 
Gliede  bzw.  zweiten  reduzierten  System  wirksamen  Kräftepaar 
zusammensetzt.  Das  Moment  desselben  stellt  das  vom  Muskel 
auf  das  zweite  Glied  bzw.  das  zweite  reduzierte  System  ausgeübte 
Drehungsmoment  dar;  dieses  ist,  wie  man  ohne  weiteres  erkennen 
wird,  an  Größe  dem  auf  das  erste  Glied  ausgeübten  Drehungs- 
momente gleich,  besitzt  aber  im  Falle  von  Fig.  129  positives  Vor- 
zeichen, da  es  das  zweite  Glied  im  Sinne  des  Uhrzeigers  zu  drehen 
sucht 

Ganz  allgemein  gilt,  wie  leicht  einzusehen  ist,  daß  die  von 
irgendeinem  eingelenkigen  Muskel  auf  die  beiden  durch  das  be- 
treffende Gelenk  verbundenen  Glieder  ausgeübten  Drehungsmomente 
einander  entgegengesetzt  gleich  sind,  so  daß  ihre  algebraische 
Summe  den  Wert  Null  besitzt.  Würde  der  Muskel  auf  der  anderen 
Seite  des  Gelenks  vorüberziehen,  was  im  Falle  von  Fig.  129  nur 
dadurch  möglich  wäre,  daß  er  sich  wie  ein  Streckmuskel  zum 
großen  Teil  an  den  einen  oder  anderen  Knochen  bzw.  einen  ent- 
sprechenden Vorsprung  am  Gelenkende  desselben  anlegte,  so  wären 
auch  die  beiden  Drehungsmomente  entgegengesetzt  gleich.  Jedes 
derselben  hätte  aber  entgegengesetzten  Drehungssinn  wie  das 
entsprechende  Drehungsmoment  des  zuerst  in  Betracht  gezogenen 
Muskels.  Hieraus  geht  unmittelbar  hervor,  daß  zwei  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  Gelenkaxe  vorüberziehende  Muskeln  im- 
stande sind,  sich  das  Gleichgewicht  zu  halten;  hierzu  ist  nur 
erforderlich,  daß  die  absoluten  Werte  ihrer  Drehungsmomente 
einander  gleich  sind. 

Hat  man  eine  größere  Anzahl  von  Muskeln,  die  aber  sämtlich 
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in  der  Bewegungssbene  oder  einer  zu  dieser  parallelen  Ebene 
liegen  mögen,  so  kann  man  für  die  im  einen  Drehungssinne  und 
desgleichen  für  die  im  anderen  Drehungssinne  wirkenden  Muskeln 
durch  Addition  ihrer  Drehungsmomente  je  ein  resultierendes  Dreh- 
ungsmoment  zusammensetzen.  Erweisen  sich  die  absoluten  Werte 
beider  gleich  groß,  so  halten  sich  sämtliche  Muskeln  an  dem  Ge- 
lenksystem das  Gleichgewicht;  fallen  die  absoluten  Werte  derselben 
dagegen  verschieden  groß  aus,  so  tritt  Bewegung  des  Gelenk- 
systems  im  Sinne  der  überwiegenden  Muskeln  ein,  welche  durch 
die  im  vorhergehenden  Kapitel  abgeleiteten  Bewegungsgleichungen 
bestimmt  wird. 

Gleichgewicht  zwischen  Schwere  und  Muskeln  kann  an  einem 
frei  beweglichen  ebenen  Gelenksysteme  nicht  zustande  kommen, 
da  die  Schwere  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  keine 
Drehungsmomente  auf  die  beiden  Glieder  bzw.  die  beiden  redu- 
zierten Systeme  ausübt 

b)  Drehoncrsmoniente  beim  beschränkt  beweglichen  System. 

Von  den  Möglichkeiten  einer  Beschränkung  der  Beweglichkeit 
des  zweigliedrigen  ebenen  Gelenksystems  ist  hauptsächlich  der 
Fall  für  die  Medizin  von  Bedeutung,  daß  das  eine  der  beiden 
Glieder  durch  eine  feste,  zu  der  Axe  des  Zwischengelenks  parallele 
Drehungsaxe  mit  einem  anderen,  ruhend  gedachten,  Körper  drehbar 
verbunden  ist.  Dieses  mag  daher  allein  als  Beispiel  herangezogen 
werden.  Während  das  frei  bewegliche  ebene  Gelenksystem  vier 
Grade  von  Bewegungsfreiheit  besitzt,  entsprechend  den  zwei  Graden 
der  Freiheit  für  die  Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  <S'0  inner- 
halb der  Bewegungsebene  und  den  zwei  Graden  der  Freiheit  für 
die  Bewegung  des  Systemes  um  seinen  Gesamtschwerpunkt,  bleiben 
dem  um  die  feste  Axe  durch  0,  drehbaren  System  (vgl.  Fig.  127  auf 
S.  383)  nur  noch  zw'ei  Grade  der  Freiheit  übrig.  Denn  das  erste  Glied 
kann  sich  mit  einem  Grade  der  Freiheit  um  die  Axe  durch  0, , 
und  das  zweite  Glied  relativ  zum  ersten  wiederum  nur  mit  einem 
Grade  der  Freiheit  um  die  Axe  durch  Oi,t  drehen;  alle  anderen 
Bewegungen,  welche  sich  nicht  aus  diesen  beiden  Drehungen  zu- 
sammensetzen, sind  ausgeschlossen. 

Was  zunächst  die  Wirkung  der  Schwere  anlangt,  so  kann 
man  diese  wiederum  für  jedes  der  beiden  reduzierten  Systeme 
durch  eine  in  deren  Schwerpunkt  H (den  Hauptpunkt  des  dem 
reduzierten  Systeme  zugrunde  liegenden  Gliedes)  angreifende,  verti- 
kal nach  unten  ziehende  Gewichtskraft  G'0  darstellen,  welche 
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gleich  dem  Gesamtgewichte  des  Systems  ist  Dies  geht  unmittel- 
bar daraus  hervor,  daß  die  obigen  Betrachtungen  über  die  Zu- 
sammensetzung der  beiden  an  jedem  Glied«*  wirksamen  Gewichts- 
kräfte G,  und  G-,  auf  die  Bedingungen  für  die  Beweglichkeit  des 
Systems  keine  Rücksicht  nahmen.  Allerdings  ist  dabei  zunächst 
von  der  Reaktionskraft  in  0,  abzusehen.  Demnach  übt  die 
Schwere  bei  vertikaler  Bewegungsebene,  d.  h.  also  bpi  horizontal 
gerichteten  Axon  durch  und  Gi,  * auf  das  erste  reduzierte 
System  ein  Drehungsmoment  aus,  w’elches  gleich  dem  Produkte 
der  Gesamtgewichtskraft  G0  in  den  Abstand  der  Vertikalen  durch 
Hi  vom  Axonpunkte  0,  ist.  In  entsprechender  Weise  wird  das 
für  die  Drehungen  des  zweiten  Gliedes  bzw.  zweiten  reduzierten 
Systems  um  die  Gelenkaxe  durch  Gi,  * in  Betracht  kommende 
Drehungsmoment  der  Schwere  durch  das  Produkt  der  Gesamtge- 
wichtskraft Go  in  den  Abstand  der  Vertikalen  durch  H . vom 
Gelenkmittelpunkte  Gi,»  gemessen.  Man  erkennt  leicht,  daß  in 
der  durch  Fig.  127  veranschaulichten  Stellung  des  Gelenksystems 
diese  beiden  Drehungsmomente  der  Schwere  negativ  zu  rechnen 
sind,  da  sie  die  reduzierten  Systeme  entgegen  dem  Sinne  des  Uhr- 
zeigers zu  drehen  suchen. 

Zu  diesem  Resultate  wird  man  nun  auch  geführt,  wenn  man 
die  von  der  Schwere  herrührende  Komponente  der  Reaktionskraft 
in  Oi  in  Rücksicht  zieht  und  dementsprechend  das  System  als 
frei  beweglich  auffaßt. 

Diese  Reaktionskomponente  in  O,  ist  natürlich  an  Größe  gleich 
dem  Gesamtgewichte  G0,  aber  vertikal  nach  oben  gerichtet,  so  daß 
sie  durch  — G0  bezeichnet  werden  muß.  Da  sie  für  das  erste 
Glied  bzw.  das  erste'  reduzierte  System  als  äußere  Kraft  aufzu- 
fassen ist,  so  setzt  sie  sich  mit  der  in  Hx  vertikal  nach  unten 
ziehenden  Gewichtskraft  G„  zu  dem  wirksamen  Kräftepaar  der 
Schwere  zusammen;  das  Moment  desselben  ist,  wie  man  sieht, 
identisch  mit  dem  oben  angeführten  Drehungsmomente  der  in  Hx 
angreifenden  Gewichtskraft  G0  in  bezug  auf  die  Axe  durch  0,. 
Die  in  0,  wirkende  Reaktionskomponente  — G#  ruft  aber  weiter- 
hin im  Gelenkmittelpunkte  Gi,»  einen  ihr  gleichen  und  gleichge- 
richteten Druck  auf  das  zweite  Glied  bzw.  das  zweite  reduzierte 
System  hervor,  welcher  zusammen  mit  der  in  H.  angreifenden 
Gewichtskraft  G0  das  am  zweiten  reduzierten  Systeme  wirksame 
Kräftepaar  der  Schwere  darstellt;  das  Moment  desselben  stimmt 
wiederum  überein  mit  dem  oben  angegebenen  Drelmngsmomente 
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der  in  H2  angreifenden  Gewichtskraft  G0  in  bezug  auf  die  Gelenk- 
axe  durch  Gi,t. 

Bei  einem  zweigliedrigen  Systeme,  welches  durch  eine  Axe 
in  Ö,  mit  anderen  Gliedern  eines  zunächst  als  ruhend  angenomme- 
nen mehrgliedrigen  Gelenksystems  verbunden  ist,  kommen  nun 
verschiedene  Arten  von  Muskeln  in  Betracht. 

Zunächst  wird  es  an  demselben  im  allgemeinen  Muskeln  geben, 
welche  nur  über  das  Zwischengelenk  Gi,  a hinwegziehen.  Die  auf 
die  beiden  Glieder  bzw.  die  beiden  reduzierten  Systeme  ausgoüb- 
ten  Drehungsmomente  derartiger  eingelenkiger  Muskeln  sind  von 
denen  bei  freier  Beweglichkeit  des  zweigliedrigen  Gelenksystems 
gefundenen  nicht  verschieden;  sie  sind  also  entgegengesetzt  gleich, 
und  ihre  absolute  Größe  wird  durch  das  Produkt  aus  der  Kon- 
traktionskraft des  Muskels  in  den  Abstand  seiner  resultierenden 
Zugrichtung  von  der  Gelenkaxe  G i>2  gemessen. 

Außer  den  eingelenkigen  Muskeln  des  Zwischengelenks,  welche 
gewisser  maßen  innere  Muskeln  des  zweigliedrigen  Systems  dar- 
stellen, sind  nun  im  vorliegenden  Falle  noch  andere  Muskeln  mög- 
lich, deren  Ursprung  außerhalb  des  Systems,  also  z.  B.  beim 
zweigliedrigen  Armsysteme  oder  beim  zweigliedrigen  Beinsysteme 
am  Kumpfe  zu  suchen  ist  Derartige  Muskeln  sind  dann  als 
äußere  Muskeln  des  zweigliedrigen  Gelenksystems  aufzufassen, 
und  ihre  Wirkungsweise  wird  unter  der  gemachten  Voraussetzung, 
daß  die  Umgebung,  und  damit  der  Muskelursprung,  als  festgestellt 
aufgefaßt  werden  sollen,  allein  schon  durch  die  im  Ansätze  an- 
greifende Muskelkraft  charakterisiert.  Es  sind  nun  bei  derartigen 
Muskeln  noch  zwei  Fälle  auseinanderzuhalten,  jo  nachdem  sich 
ihr  Ansatz  am  ersten  oder  am  zweiten  Gliede  des  Gelenksystemcs 
befindet. 

Liegt  der  Ansatz  am  ersten  Gliede,  etwa  im  Punkte  G,,  wie 
es  in  Fig.  130  angedeutet  ist,  so  ruft  die  in  .1,  angreifende  Muskel- 
kraft einen  gleichgroßen  Druck  auf  die  Axe  in  0,  hervor, 

durch  den  eine  entgegengesetzt  gleiche  Reaktionskraft  — K verur- 
sacht wird.  Diese  Kraft  — K bildet  mit  der  in  J,  angreifenden 
Kraft  -| -K  das  Kräftepaar,  mit  welchem  der  Muskel  auf  das  erste 
Glied  bzw.  das  erste  reduzierte  System  einwirkt;  das  Moment  des- 
selben wird  durch  das  Produkt  aus  der  Größe  K der  Muskelkraft 
in  den  Abstand  ihrer  in  A,  beginnenden  resultierenden  Zugrich- 
tung von  der  Axe  durch  0,  gemessen;  es  ist  im  Falle  der  Fig.  130 
negativ  zu  rechnen,  da  es  das  erste  Glied  entgegen  dem  Sinne 
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des  Uhrzeigers  zu  drehen  sucht  Ist  der  Muskel  gezwungen,  sich 
von  seinem  Ansätze  At  aus  erst  noch  über  Knochen  Vorsprünge  am 
ersten  Gliede  himvegzulegen,  so  tritt  natürlich  an  Stelle  von  A, 
der  Punkt  ein,  von  welchem  aus  der  Muskel  ungehindert  nach 
dem  außerhalb  des  zweigliedrigen  Gelenksystems  liegenden  Ur- 
sprungsgliede  hinziehen  kann.  Auf  das  zweite  Glied  übt  ein  sol- 
cher Muskel  überhaupt  kein  Drehungsmoment  aus,  weil  die  beiden 


nach  Gi,  s parallel  zu  verlegenden  Kräfte  -\- K und  — K sich  da- 
selbst das  Gleichgewicht  halten. 

Muskeln,  welche  in  einem  Punkte  A,  (vgl.  Fig.  130)  des  zwei- 
ten Gliedes  ansetzen,  aber  ihren  Ursprung  außerhalb  des  Gelenk- 
systemes  haben,  wirken  im  allgemeinen  auf  beide  Glieder  bzw. 
auf  beide  reduzierten  Systeme  mit  Kräftepaaren  drehend  ein.  Die 
in  A«  angreifende  Muskelkraft  -f-  K‘  ruft  zunächst  einen  Druck 
von  gleicher  Größe  und  Richtung  in  Gi,»  auf  das  erste  Glied  her- 
vor; dieser  gibt  seinerseits  Veranlassung  zu  einem  gleichgroßen 
Drucke  in  0,  auf  die  feste  Axe,  welcher  von  einer  entgegengesetzt 
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gleichen  Reaktionskraft  — K‘  begleitet  ist  Die  Reaktionskraft 
— K‘  im  Punkte  0,  und  die  Kraft  -f-  K‘  in  Gi,  1 bilden  zu- 
sammen das  von  dem  Muskel  auf  das  erste  Glied  bzw.  erste  redu- 
zierte System  ausgeübte  Kräftepaar,  dessen  Moment  durch  das 
Produkt  der  Muskelkraft  K'  in  den  Abstand  der  durch  Gi,*  zu  der 
Kraftrichtung  gelegten  Parallelen  von  der  Axe  0,  gemessen  wird. 
Da  es  im  Falle  von  Fig.  130  im  Sinne  des  Uhrzeigers  zu  drehen  sucht, 
so  ist  es  mit  positivem  Vorzeichen  zu  versehen.  Der  Druck  -f-Jf'in 
G 1,»  ruft  daselbst  eine  entgegengesetzt  gleiche  Reaktionskraft  — K‘ 
hervor,  welche  zusammen  mit  der  direkt  in  .4*  angreifenden  Mus- 
kelkraft -\-K‘  das  Kräftepaar  für  das  zweite  Glied  bzw.  das  zweite 
reduzierte  System  darstellt.  Das  Moment  desselben  wird  durch 
das  Produkt  der  Muskelkraft  K'  in  den  Abstand  der  von  At  aus- 
gehenden resultierenden  Zugrichtung  vom  Gelenkmittelpunkte  Gt,t 
gemessen;  auch  dieses  ist  in  Fig.  130,  wie  man  leicht  bestätigen 
wird,  positiv  zu  rechnen.  Natürlich  hat  auch  bei  einem  solchen 
Muskel  erforderlichenfalls  an  Stelle  des  Ansatzes  der  Punkt 
einzutreten,  von  dem  aus  es  dem  Muskel  möglich  ist,  sich  unge- 
hindert nach  dem  außerhalb  des  zweigliedrigen  Gelenksystemes 
befindlichen  Ursprungsgliede  hinüberzuspannen.  — 

Da  bei  einem  ebenen  zweigliedrigen  Systeme,  das  um  eine 
am  ersten  Gliede  angebrachte  feste  Axe  0,  mit  einem  anderen 
ruhenden  Körper  drehbar  verbunden  ist,  nicht  nur  die  Muskeln, 
sondern  im  allgemeinen  auch  die  Schwere  Drehungen  der  Glieder 
hervorzubringen  suchen,  so  lassen  sich  die  Fragen  nach  dem 
Gleichgewichte  der  am  Systeme  angreifenden  Kräfte  nicht  ganz 
so  einfach  beantworten  wie  beim  frei  beweglichen  Systeme. 
Immerhin  hat  man  alle  Mittel  zur  Lösung  derselben  gewonnen, 
sobald  man  die  Drehungsmomente  festgestellt  hat,  mit  denen 
Schwere  und  Muskeln  auf  die  beiden  Glieder  bzw.  reduzierten 
Systeme  einwirken.  Dies  wird  aus  den  Erörterungen  im  folgenden 
Abschnitte  deutlich  zu  erkennen  sein. 

5.  Gleichgewicht  zwischen  Schwere  und  Muskeln  am  be- 
schränkt beweglichen  zweigliedrigen  Gelenksystem. 

Ganz  allgemein  gilt,  daß  an  einem  Gelenksysteme  nur  dann 
Gleichgewicht  zwischen  den  angreifenden  Kräften  stattfinden  kann, 
wenn  an  jedem  Gliede  bzw.  reduzierten  Systeme  die  algebraische 
Summe  aller  von  den  Kräften  ausgeübten  Drehungsmomente  gleich 
Null  ist.  Während  bei  einem  frei  beweglichen  Systeme  die  Schwere 


Digitized  by  Google 


400 


Kinetik  (Muskel medianik). 


keinen  drehenden  Einfluß  ausüben  konnte,  ist  ein  solcher  bei  dein 
in  Betracht  gezogenen  beschränkt  beweglichen  Systeme  dagegen 
vorhanden,  solange  nicht  die  beiden  Axen  vertikal  gerichtet  sind, 
und  infolgedessen  die  Bewegungsebene  horizontal  steht»  Dagegen 
kann  man  durch  vertikale  Stellung  der  Axen  die  Wirkung  der 
Schwere  auch  in  diesem  Falle  ausschließen.  Dies  mag  zunächst 
angenommen  sein. 

Das  ganze  Gelenksystem  bleibt  dann  in  Ruhe,  solange  nicht 
Muskeln  oder  noch  andero  Kräfte  auf  dasselbe  einwirken.  Dieser 
Fall  ließe  sich  z.  B.  für  das  zweigliedrige  Armsystem  dadurch 
erreichen,  daß  man  den  Arm  bei  vertikal  gerichteter  Ellbogen- 
axe  auf  eine  horizontale  glatte  Fläche  auflegt.  Diese  Flächo 
macht  das  System  zu  einem  ebenen,  indem  sie  eine  Drehung  im 
Schultergelenk  um  eine  horizontale  Axe,  wie  sie  sonst  durch  die 
Schwere  hervorgehracht  würde,  ausschließt,  andererseits  aber  die 
Drehung  um  die  dann  vertikal  stehende  Schulteraxe  nicht  verhin- 
dert. Bei  Gleichgewichtsproblemen  kann  es  sich  daher  in  diesem 
Falle  nur  uin  gleichzeitige  Einwirkung  von  Muskeln  handeln. 

Kommen  nur  zwei  Muskeln  bzw.  Muskelgruppen  in  Betracht, 
so  ist  nach  dem  früheren  zum  Gleichgewichte  erforderlich,  daß  die- 
selben auf  jeden  der  beiden  Körperteile  mit  entgegengesetzt  gleichen 
Drehungsmomenten  einwirken.  Zwei  verschiedene  Muskeln  können 
dieser  Forderung  wieder  nur  dann  gerecht  werden,  wenn  die 
Drehungsmomente,  welche  der  eine  Muskel  auf  die  beiden  Körper- 
teile ausübt,  in  demselben  Verhältnisse  zueinander  stehen  wie  die- 
jenigen des  zweiten  Muskels,  und  außerdem  die  letzteren  die 
Körperteile  in  entgegengesetztem  Sinne  zu  drehen  suchen  wie  die 
ersteren.  Diese  Bedingungen  sind  im  allgemeinen  bei  zwei  ver- 
schiedenen Muskeln  nicht  erfüllt,  so  daß  nur  in  Ausnahmefällen 
zwei  Muskeln  sich  am  zweigliedrigen  ebenen  Systeme  das  Gleich- 
gewicht halten  können. 

Solche  Ausnahmefälle  sind  bei  zwei  eingelenkigen  Muskeln 
gegeben,  wenn  dieselben  über  das  gleiche  Gelenk  hinwegziehen 
und  dabei  auf  verschiedenen  Seiten  desselben  gelagert  sind. 

Jeder  eingelenkige  Muskel  des  Zwischengelenks  übt  nach  dem 
früheren  auf  die  beiden  Körperteile  entgegengesetzt  gleiche  Dreh- 
ungsmomente aus;  das  Verhältnis  derselben  besitzt  also  in  jeder 
Gelenkstellung  den  konstanten  Wert  — 1.  Demnach  können  sich 
z.  B.  bei  geeigneter  Spannung  der  M.  brachialis  und  die  Gruppe 
der  beiden  eingelenkigen  Köpfe  des  M.  triceps  brachii  an  dem 
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zweigliedrigen  Annsysteme  bei  vertikal  gestellter  Ellbogenaxe  das 
Gleichgewicht  halten. 

Ein  Muskel,  welcher  nur  über  das  Gelenk  hinwegzieht,  durch 
welches  das  zweigliedrige  System  mit  dem  übrigen  Körper  ver- 
bunden ist,  sucht  nur  den  ersten  Körperteil  in  Drehung  zu  ver- 
setzen; das  zum  zweiten  Körperteile  gehörende  Drehungsmoment 
besitzt  also  den  Wert  Null.  Demnach  hat  auch  das  Verhältnis 
der  beiden  Drehungsmomente  eines  solchen  Muskels  einen  kon- 
stanten Wert,  nämlich  den  Wert  oo.  Zwei  derartige  Muskeln  ver- 
mögen sich  also  auch  an  dem  Systeme  das  Gleichgewicht  zu 
halten,  sofern  sie  nur  den  ersten  Körperteil  in  verschiedenem 
Sinne  zu  drehen  suchen.  Die  vorderen  Fasern  des  M.  deltoideus 
und  der  M.  coraco-brachialis  bilden  hierfür  ein  Beispiel  am  zwei- 
gliedrigen Armsysteme. 

Alle  anderen  Muskeln,  welche  über  beide  Gelenke  hinweg- 
ziehen, besitzen  gewöhnlich  kein  konstantes  Verhältnis  der  beiden 
Drehungsmomente.  Es  lassen  sich  unter  denselben  auch  in  der 
Hegel  keine  zwei  Muskeln  finden,  welche  für  alle,  oder  auch  nur 
für  den  größeren  Teil  der  Gelenkstellungen  gleiches  Verhältnis  der 
Drehungsmomente  besäßen.  Daher  sind  zwei  derartige  Muskeln 
im  allgemeinen  auch  gar  nicht  imstande,  einander  am  zwei- 
gliedrigen Gelenksysteme  Gleichgewicht  zu  halten;  sie  sind  vielmehr 
zu  diesem  Zwecke  auf  die  Mithilfe  eines  dritten,  oder  auch  mehrerer 
anderer  Muskeln  angewiesen.  Nur  ausnahmsweise  stellt  sich  bei 
zwei  mehrgelenkigen  Muskeln  für  eine  bestimmte  Gelenkstellung 
Gleichheit  des  Verhältnisses  der  beiden  Drehungsmomente  heraus. 
Ob  dieser  Fall  eintritt,  kann  man  auf  folgende  Weise  entscheiden, 
die  hier  nur  kurz  angedeutet  sein  möge*).  Man  verschaffe  sich  auf 
der  Grundlage  eines  horizontalen  Koordinatensystems,  dessen 
Abszissen  die  Werte  des  Gelenkwinkels  im  Gelenke  Ot,  und  dessen 
Ordinaten  die  Werte  des  Gelenkwinkels  im  Zwischengelenke  G'i,*  dar- 
stellen, für  jeden  der  beiden  mehrgelenkigen  Muskeln  eine  Fläche, 
welche  die  Abhängigkeit  des  Verhältnisses  seiner  Drehungsmomento 
von  den  beiden  Gelenkwinkeln  veranschaulicht,  indem  man  in 
jedem  Punkte  der  horizontalen  Koordinatenebene  vertikal  nach 
oben  bzw.  unten  eine  Strecke  aufträgt,  welche  durch  die  Anzahl 
ihrer  Längeneinheiten  den  Wert  dieses  Verhältnisses  für  diejenige 

*)  Genaueres  über  diese  Methode  findet  man  in  meiner  Arbeit:  Beiträge 
zur  Muskelstatik.  Erste  Abhandlung:  Cber  das  Gleichgewicht  zwischen  Schwere 
und  Muskeln  am  zweigliedrigen  System.  Abhandlungen  der  math.-phys.  Klasse 
der  Künigl.  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wissenschaften.  Band  XXlil.  Nr.  IV.  189G. 

Fischer,  Medizin.  Physik.  20 
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Haltung  des  Gelenksystems  darstellt,  die  dem  betreffenden  Punkte 
der  Koordinatenebene  zugeordnet  ist  Läßt  man  für  beide  Muskeln 
die  horizontalen  Koordinatenebenen  in  allen  entsprechenden  Punkten 
zusammenfallen,  so  können  die  beiden  Flächen  entweder  sich  in 
einer  Kurve  durchdringen,  oder  vollständig  getrennt  voneinander 
verlaufen.  Nur  im  ersten  Falle,  d.  h.  also  wenn  die  Flächen  eine 
Schnittkurve  besitzen,  gibt  es  Gelenkstellungen  des  ganzen  Systems, 
für  welche  beide  Muskeln  das  gleiche  Verhältnis  ihrer  Drehungs- 
momente besitzen  und  demnach  sich  das  Gleichgewicht  halten 
können,  sofern  an  jedem  der  beiden  Körperteile  immer  der  eine 
in  entgegengesetztem  Drehungssinne  einwirkt  wie  der  andere.  Diese 
ausgezeichneten  Gelenkstellungen  entsprechen  denjenigen  Punkten 
der  horizontalen  Koordinatenebene,  über  welchen  die  Punkte  der 
Schnittkurve  liegen,  oder,  mit  anderen  Worten,  in  welche  sich  die 
Schnittkurve  orthogonal  auf  die  Koordinatenebene  projiziert  Man 
hat  sich  also  zunächst  für  jeden  am  Gelenksysteme  wirkenden 
Muskel  die  Fläche  zu  verschaffen,  welche  das  Verhältnis  seiner 
Drebungsmomente  als  Funktion  der  beiden  Gelenkwinkel  darstellt, 
bevor  man  an  die  Lösung  derartiger  Aufgaben  der  Muskelstatik 
heran  treten  kann. 

Nachdem  man  für  irgend  zwei  Muskeln  die  Gelenkstellungen 
festgestellt  hat,  in  denen  sie  überhaupt  nur  imstande  sind,  sich 
das  Gleichgewicht  zu  halten,  erledigt  sich  die  Frage  nach  den 
hierzu  nötigen  Spannungen  auf  die  einfachste  Weise  mit  Hilfe  der 
Bedingung,  daß  die  Drehungsmomente,  mit  welchen  die  beiden 
Muskeln  auf  irgendeinen  der  Körperteile  einwirken,  einander  ent- 
gegengesetzt gleich  sein  müssen.  — 

Durch  die  vertikale  Stellung  der  beiden  Axen  des  Gelenk- 
systems wurde  der  drehende  Einfluß  der  Schwere  ausgeschlossen. 
Dies  ist  nun  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  die  Axen  irgendeine  von 
der  Vertikalen  abweichende  Richtung  besitzen.  Dann  wirkt  viel- 
mehr die  Schwere  im  allgemeinen  auf  beide  Körperteile  mit  Kräfte- 
paaren ein,  und  es  kann  jetzt  einem  Muskel  die  Aufgabe  zufallen, 
durch  seine  Kiäftepaare  dem  Drehungsbestreben  der  Schwere  au 
jedem  Körperteile  so  entgegenzuwirken,  daß  das  Gleichgewicht  her- 
gestellt wird. 

Da  die  beiden  von  der  Schwere  hervorgerufenen  Kräftepaare 
nach  dem  früheren  gleich  große  Kräfte  besitzen,  so  wird  das  Ver- 
hältnis derselben  durch  das  Verhältnis  ihrer  Arme  bestimmt»  Der 
Arm  des  ersten  Kräftepaares  ist  gleich  dem  horizontalen  Abstande 
des  Hauptpunktes  //,  von  der  durch  den  Punkt  0,  gehenden 
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Vertikalen  (vgl.  Fig.  131),  während  der  Arm  des  zweiten  Kräfte- 
paares mit  dem  Abstande  des  Hauptpunktes  Ht  von  der  Vertikalen 
durch  Gi,t  übereinstimmt  An  Stelle  des  letzteren  kann  man  auch 
den  Abstand  des  Hauptpunktes  Hi  von  der  durch  den  Gesamt- 
schwerpunkt S0  des  Gelenksystems  (vgl.  Fig.  131)  gehenden  Verti- 
kalen zur  Bestimmung  des  Armes  des  zweiten  Kräftepaares  ver- 


wenden; denn  nach  den  früher  auseinandergesetzten  Eigenschaften 
der  beiden  Hauptpunkte  ist  die  Strecke  S0  parallel  und  gleich 
der  Strecke  Soweit  es  nur  auf  das  Verhältnis  der  Arme 

der  beiden  Kräftepaare  ankommt,  kann  man  für  dasselbe  auch 
das  Verhältnis  der  beiden  Strecken  A 7/t  und  //,  .S’0  setzen  (vgl. 
die  Figur).  Verlängert  man  die  Gerade,  welche  den  Axenpunkt 
O,  mit  dem  Gesamtschwerpunkte  S0  verbindet,  bis  zum  Schnitt- 
punkte R mit  der  Längsaxe  des  zweiten  Gliedes  und  bringt  auch  die 
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Rückwärtsverlängerung  dieser  Längsaxe  mit  der  Vertikalen  durch 
0,  zum  Schnitt  im  Punkte  Y,  so  kann  man  schließlich,  wie  leicht 
einzusehen  ist,  an  Stelle  des  Verhältnisses  der  Arme  der  beiden 
Kräftepaare  auch  das  Verhältnis  der  auf  einer  Geraden  liegenden 
Strecken  YGi ,a  und  (h,tR  setzen. 

Die  Punkto  R und  Y auf  der  Längsaxe  des  Gliedes  mögen 
als  der  „ Richtpunkt“  und  der  „Gleichgewichtspunkt“  desselben 
bezeichnet  sein.  Da  Hx  ein  fester  Punkt  innerhalb  de3  ersten, 
und  H.,  ein  fester  Punkt  innerhalb  des  zweiten  Gliedes  ist,  so 
überzeugt  man  sich  leicht  an  der  Hand  von  Fig.  131,  daß  auch  der 
Richtpunkt  R einen  festen  Punkt  des  zweiten  Gliedes  darstellt, 
dessen  Lage  sich  mit  Hilfe  der  Hauptpunkte  leicht  auf  dem  Wege 
der  Konstruktion  oder  der  Rechnung  bestimmen  läßt.  Der  Gleich- 
gewichtspunkt Y besitzt  dagegen  keine  feste  Lage  im  Innern  des 
zweiten  Gliedes.  Da  derselbe  denjenigen  Punkt  der  Längsaxe 
des  zweiten  Gliedes  darstellt,  welcher  in  einer  bestimmten  Haltung 
des  ganzen  Systems  jeweils  vertikal  unter  oder  auch  über  dem 
Gelonkpunkte  0,  liegt,  so  ist  leicht  einzusehen,  daß  derselbe  auf 
der  Längsaxe  des  zweiten  Gliedes  jede  beliebige  Lage  einnehmen 
kann.  Während  zu  einer  bestimmten  Haltung  des  Systems  auch 
immer  eine  bestimmte  Lage  des  Gleichgewichtspunktes  Y gehört, 
gibt  es  andererseits  unzählig  viele  verschiedene  Haltungen  des 
ganzen  Gelenksystems,  denen  die  gleiche  Lage  des  Gleichgewichts- 
punktes auf  der  Längsaxe  des  zweiten  Gliedes  zukommt. 

Läßt  man  z.  B.  insbesondere  den  Gleichgewichtspunkt  mit  dem 
Richtpunkte  zusammenfallen,  so  gehören  zu  dieser  Lage  desselben 
alle  Haltungen  des  Systems,  in  denen  der  Gesamtschwerpunkt  S0 
mit  dem  Gelenkpunkte  0,  in  einer  Vertikalen  liegt.  Denkt  man 
dagegen  den  Gleichgewichtspunkt  Y im  Punkte  0 1,2  gelegen,  so 
entsprechen  dieser  Lage  desselben  alle  Haltungen  des  Systems,  in 
denen  das  erste  Glied  mit  seiner  Längsaxe  0,0' it*  vertikal  steht, 
während  die  Längsaxe  des  zweiten  Gliedes  dabei  eine  ganz  be- 
liebige Richtung  besitzen  kann.  Läßt  man  endlich  den  Gleich- 
gewichtspunkt ins  Unendliche  fallen,  so  hat  man  es  dementsprechend 
mit  allen  Haltungen  des  Gelenksystems  zu  tun,  bei  denen  dio 
Längsaxe  des  zweiten  Gliedes  vertikal  gerichtet  ist,  während  gleich- 
zeitig die  Längsaxe  des  ersten  Gliedes  irgendeine  ganz  beliebige 
Richtung  annehmen  kann. 

Wenn  der  Gleichgewichtspunkt  Y auf  der  Verlängerung  von 
RG  1,1  über  Oi,a  hinaus  liegt,  so  suchen  beide  Kraftpaare  im  glei- 
chen Drehungssinne  zu  wirken;  liegt  (bigcgen  I’  auf  selbst 
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oder  auf  der  Verlängerung  von  Gi,tR  über  R hinaus,  so  ist  der 
Drehungssinn  des  einen  Kräftepaares  dem  des  anderen  Kräftepaares 
entgegengesetzt.  Im  ersten  Falle  hat  demnach  das  Verhältnis  der 
beiden  von  der  Schwere  verursachten  Dreh u ngftn o rn ente  einen 
positiven,  im  zweiten  Falle  dagegen  einen  negativen  Wert.  Der 
absolute  Wert  dieses  Verhältnisses  ist  dabei  größer  oder  kleiner 
als  1,  je  nachdem  Y weiter  von  Gi, 2 entfernt  oder  näher  an  Gi,t 
liegt  als  der  Richtpunkt  R.  Fällt  insbesondere  Y mit  R zusammen, 
so  besitzt  das  Verhältnis  der  beiden  Drehungsmomente  den 
Wert  — 1;  liegt  Y dagegen  unendlich  fern  auf  der  Längsaxe  des 
zweiten  Gliedes,  so  ist  der  Wert  dieses  Verhältnisses  00. 

Wenn  trotz  der  Drehungsmomente,  mit  welchen  die  Schwere 
auf  die  beiden  Körperteile  einwirkt,  das  Gelenksystem  in  Ruhe 
bleibt,  so  ist  das  in  der  Regel  dem  Einfluß  aktiv  oder  auch  nur 
passiv  gespannter  Muskeln  zuzuschreiben.  Hierbei  ist  nun  wieder 
zu  berücksichtigen,  daß  ein  einzelner  Muskel  nur  in  solchen  Hal- 
tungen des  Systems  der  Schwere  das  Gleichgewicht  zu  halten  im- 
stande ist,  in  denen  das  Verhältnis  der  Drehungsmomente  der 
Schwere  mit  dem  Verhältnis  seiner  eigenen  Drehungsmomente 
übereinstimmt. 

Beachtet  man  dies,  so  ergibt  sich  ohne  weiteres,  daß  ein  ein- 
gelenkiger Muskel  des  Zwischengelenks  Gi,2  nur  dann  das  Gleich- 
gewicht gegen  die  Schwere  herstellen  kann,  wenn  der  Richtpunkt  R, 
und  damit  der  Schwerpunkt  >%  des  ganzen  Systems  entweder 
vertikal  unter  oder  vertikal  über  dem  Gelenkpunkte  Ot  liegt;  im 
ersten  Falle  handelt  es  sich  um  einen  Beugemuskel,  im  zweiten 
um  einen  Streckmuskel  des  Zwischengelenks. 

Ein  Beispiel  hierfür  bildet  das  Gleichgewicht  des  ganzen  Kör- 
pers bei  erhobenen  Fersen.  Beim  Erheben  auf  die  Zehen  wirkt  als 
feste  Axe  Oy  die  gemeinsame  Axe  der  Köpfchen  der  Mittelfuß- 
knochen für  die  beiden  großen  Zehen,  und  als  Axe  Gi,i  des  Zwischen- 
gelenks die  gemeinsame  Axe  der  beiden  oberen  Sprunggelenke. 
Der  Körper  kann  nur  unter  dem  Einflüsse  der  Wadenmuskulatur, 
welche  hier  als  eingelenkige  Muskelgruppe  für  das  Zwischengelenk 
aufgefaßt  werden  muß,  im  Gleichgewicht  bleiben;  und  dazu  ist 
nach  dem  obigen  erforderlich,  daß  sein  Gesamtschwerpunkt  vertikal 
über  der  festen  Axe  0,  oder  doch  wenigstens  über  der  durch  die 
Zehen  eingegrenzten  Unterstützungsfläche  steht,  ein  Resultat,  wel- 
ches von  vornherein  evident  ist.  Da  in  diesem  Falle  infolge  der 
großen  Masse  des  zweiten  Gliedes  der  Hauptpunkt  H{  des  aus 


Digitized  by  Google 


406 


Kinetik  (Muskelmechanik). 


den  beiden  Füßen  zusammengesetzten  ersten  Gliedes  des  Gelenk- 
systems nahezu  mit  dem  Mittelpunkte  (h,*  der  Axe  des  Zwischen- 
gelenks zusammenfällt,  so  hat  man  unmittelbar  das  Resultat,  daß 
im  Falle  des  Gleichgewichts  die  Gesamtspannung  der  Waden- 
muskulatur beider  Beine  sich  zu  dem  Gesamtgewichte  des  mensch- 
lichen Körpers  verhalten  muß  wie  der  Abstand  der  gemeinsamen 
Axe  der  oberen  Sprunggelenke  von  der  durch  die  Köpfchen  der 
ersten  Metatarsusknochen  hindurchgehenden  Vertikalebene  zu  der 
Entfernung  der  Richtung  des  resultierenden  Muskelzuges  eines 
Beins  von  der  Axe  des  zugehörigen  oberen  Sprunggelenks. 

Ein  Muskel,  welcher  nur  über  das  Verbindungsgelenk  0, 
hinwegzieht,  vermag  der  Schwere  nur  Gleichgewicht  zu  halten, 
Avenn  die  Längsaxe  des  zweiten  Gliedes  vertikal  steht,  sofern 
nicht  etwa  das  Zwischengelenk  in  einer  extremen  Beuge-  bzw. 
Streckstellung  festgestellt  erscheint  Dies  folgt  unmittelbar  aus 
dem  Umstand,  daß  dann  das  Verhältnis  der  Drehungsmomente 
der  Sch\\rere  wie  dasjenige  der  Muskelmomente  den  Wert  oo  an- 
nimmt 

Um  die  Haltungen  des  zweigliedrigen  Gelenksystems  aufzu- 
finden, in  denen  ein  über  beide  Gelenke  hinwegziehender  Muskel 
das  Gleichgewicht  gegen  die  Schwere  herzustellen  vermag,  kann 
man  in  ganz  entsprechender  Weise  verfahren  wie  im  Falle  vertikal 
stehender  Gelenkaxen  bei  zwei  sich  entgegenarbeitenden  Muskeln. 
Man  hat  sich  zu  diesem  Zwecke,  von  derselben  Koordinatenebene 
für  die  Darstellung  aller  möglichen  Haltungen  des  Systems  aus- 
gehend, in  der  früher  beschriebenen  Weise  zwei  Flächen  zu  ver- 
schaffen, von  denen  die  eine  das  Verhältnis  der  beiden  Drehungs- 
momente der  Schwere,  und  die  andere  das  Verhältnis  der  beiden 
Drehungsmomente  des  in  Frage  stehenden  Muskels  veranschaulicht 
Haben  diese  beiden  Flächen  gar  keine  Punkte  gemeinsam,  so  ist 
der  Muskel  allein  in  keiner  Haltung  des  Systems  imstande,  der 
Schwere  das  Gleichgewicht  zu  halten.  Durchdringen  sich  dagegen 
die  Flächen  in  einer  Kurve,  so  gibt  die  Projektion  dieser  Schnitt- 
kurve auf  die  Koordinatenebene  alle  Haltungen  des  Systems  an, 
welche  für  den  Muskel  überhaupt  nur  in  Frage  kommen  können, 
wenn  er  bei  geeigneter  Spannung  den  drehenden  Einfluß  der 
Schwere  vernichten  will;  damit  er  dies  wirklich  ausführen  kann, 
ist  außerdem  noch  erforderlich,  daß  er  auf  jeden  der  beiden  Körper- 
teile im  entgegengesetzten  Drehungssinne  einwirkt  wie  die  Schwere. 
Über  die  genaue  Ausführung  der  hiermit  angedeuteten  Methode 
der  Bestimmung  der  Gleichgewichtsstellungen  vergleiche  man  wie- 
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der  meine  oben  angeführte  erste  Abhandlung  über  Beiträge  zur 
Muskelstatik.  — 

Aus  den  vorstehenden  Andeutungen  ist  zu  ersehen,  daß  es 
für  jeden  am  zweigliedrigen  Systeme  angreifenden  Muskel  ganz 
bestimmte,  für  ihn  charakteristische  Gleichgewichtshaltungen 
gibt,  wenn  es  sich  um  das  Gleichgewicht  zwischen  demselben  und 
der  Schwere  handelt  Diese  Haltungen  des  Gelenksystems  muß 
man  feststellen,  bevor  man  die  Frage  nach  der  zum  Gleichgewicht 
erforderlichen  Spannung  des  Muskels  in  Angriff  nehmen  kann. 
Hat  man  nun  für  alle  auf  ein  zweigliedriges  Gelenksystem  un- 
mittelbar einwirkenden  Muskeln  diese  Stellungen  bestimmt,  so 
zeigt  sich,  daß  für  den  größten  Teil  der  möglichen  Haltungen  des 
Systems  gar  kein  Muskel  existiert,  welcher  allein  der  Schwere 
das  Gleichgewicht  halten  könnte;  denn  es  gibt  immer  nur  oo1 
Gleichgewichtshaltungen  für  einen  Muskel,  während  selbst  in  dem 
einfachen  Falle  eines  zweigliedrigen  ebenen  Gelenksystems  oo* 
Haltungen,  also  unendlich  mal  so  viel  als  dem  einzelnen  Muskel 
zukommen,  möglich  sind.  Es  müssen  daher  in  den  allermeisten 
Stellungen  des  Systems  mehrere  Muskeln,  mindestens  deren  zwei, 
in  Tätigkeit  treten,  um  das  Gleichgewicht  gegen  die  Schwere 
herbeizuführen. 

So  kann,  um  nur  ein  Beispiel  zu  erwähnen,  eine  Haltung  des 
Armes,  bei  welcher  der  Oberarm  vertikal  nach  unten  hängt  und 
der  Unterarm  im  Ellbogengelenk  rechtwinklig  gebeugt  ist,  weder 
durch  einen  am  Oberarme  entspringenden  Beugemuskel  des  Ellbogen- 
gelenks, noch  durch  das  Zusammenwirken  mehrerer  eingelenkiger 
Muskeln  des  Ellbogengelenks,  noch  auch  durch  einen  der  Köpfe  des 
M.  biceps  brachii  allein  gegen  die  Schwere  gesichert  werden.  Das 
Gleichgewicht  kann  vielmehr  in  diesem  Falle  nur  dadurch  hergestellt 
werden,  daß  sich  der  M.  biceps,  oder  auch  der  vordere  Teil  des 
M.  delioideus  mit  eingelenkigen  Beugern  des  Ellbogengelenks  zu 
gemeinsamer  Tätigkeit  vereinigt  Anders  würden  sich  natürlich 
die  Verhältnisse  stellen,  wenn  man  den  Oberarm  durch  besondere, 
nicht  von  Muskeln  herrührende  Kräfte  fixiert  hätte.  Dann  stellte 
der  als  starr  aufgefaßte  Unterarm  einen  einzigen  Hebel  dar,  und 
es  würde  jeder  beliebige  Beugemuskel  des  Ellbogengelenks  allein 
der  Schwere  in  der  rechtwinkligen  Beugestellung  des  Unterarms 
das  Gleichgewicht  halten  können.  Hierdurch  zeigt  sich  also  recht 
deutlich,  daß  die  Resultate  einer  nur  unter  sehr  vereinfachenden 
Annahmen  über  die  Beweglichkeit  eines  Gelenksystems  geführten 
Untersuchung  nicht  allgemeine  Gültigkeit  beanspruchen  können. 
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Für  die  Bestimmung  der  Muskelspannung  ist  auch  noch 
folgender  Punkt  zu  berücksichtigen.  Wenn  in  dem  zuletzt  ange- 
führten Beispiel  der  Oberarm  fixiert  ist,  und  der  Unterarm  in 
irgendeiner  Beugestellung  festgehalten  werden  soll,  so  ist  die  Auf- 
gabe, die  hierzu  nötige  Muskelspannung  zu  ermitteln,  nur  so  lange 
eine  bestimmte,  als  es  sich  um  einen  einzigen  Muskel  handelt. 
Zwei  oder  mehrere  Muskeln  könnten  in  ganz  verschiedener  Weise 
gespannt  sein  und  doch  das  erforderliche  resultierende  Drehungs- 
moment auf  den  Unterarm  ausüben.  Im  Falle  mehrerer  Muskeln 
würde  daher  die  Aufgabe,  die  für  das  Gleichgewicht  nötigen 
Muskelspannungen  zu  bestimmen,  erst  lösbar  durch  Zuhilfenahme 
irgendeiner  mehr  oder  weniger  unsicheren  Hypothese  über  die 
Verteilung  der  Spannungen  auf  die  einzelnen  Muskeln.  Ist  da- 
gegen der  Oberarm  im  Schultergelenk  beweglich,  so  wird  ent- 
sprechend der  Tatsache,  daß  für  die  meisten  Haltungen  des  Armes 
notwendig  mehrere  Muskeln  sich  vereinigen  müssen,  um  der  Schwere 
das  Gleichgewicht  zu  halten,  das  Problem  der  Bestimmung  der 
gleichzeitigen  Muskelspannungen  erst  bei  einer  gewissen  Anzahl 
von  Muskeln  eine  einzige  bestimmte  Lösung  zulassen.  Die  Anzahl 
dieser  Muskeln  wird  um  so  größer  sein,  je  größer  die  Anzahl  und 
die  Bewegungsfreiheit  der  im  Bereiche  der  Muskeln  befindlichen 
Gelenke  ist.  Läßt  man  demnach  beim  Arme  die  einschränkenden 
Voraussetzungen  über  die  Gliederung  desselben  fallen  und  berück- 
sichtigt, daß  in  Wirklichkeit  das  Schultergelenk  nicht  nur  einen, 
sondern  drei  Grade  der  Freiheit  besitzt,  daß  ferner  durch  das 
Speichenellengelenk,  das  Handgelenk  und  die  verschiedenen  Finger- 
gelenke  den  einzelnen  Gliedern  des  Armes  gegeneinander  die  größte 
Beweglichkeit  verliehen  wird,  so  begreift  man,  daß  so  viele  Muskeln 
erforderlich  sind,  um  den  zahlreichen  statischen  Aufgaben,  vor 
welche  sich  dieselben  im  Leben  gestellt  finden,  gerecht  zu  werden. 

6.  Über  die  Anfangsbewegung  eines  zweigliedrigen  ebenen 

Gelenksystems. 

Unter  der  Anfangsbewegung  eines  bisher  ruhenden,  also  im 
Gleichgewicht  befindlichen  Gelenksystems  versteht  man  die  Be- 
wegung desselben,  welche  in  einer  so  kleinen  Zeit  stattfindet, 
daß  es  dabei  zu  merklichen  Geschwindigkeiten  nicht  kommt. 
Achtet  man  insbesondere  bei  der  Anfangsbewegung  auf  die  in 
dieser  kleinen  Zeit  stattfindenden  Drehungen  der  einzelnen  Glieder 
im  Raume,  so  zeigen  sich  dieselben  infolgedessen  den  Winkel- 
boschleunigungen  proportional,  welche  ihnen  durch  die  auf  das 
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System  einwirkenden  Kräfte  aufgezwungen  werden.  Die  Methode 
der  Bestimmung  der  Anfangsbewegungen  eines  Gelenksystems 
möge  nur  an  dom  einfachen  Falle  eines  ebenen  zweigliedrigen 
Gelenksystems  genauer  auseinandergesetzt  werden,  und  zwar  zu- 
nächst unter  der  Voraussetzung  freier  Beweglichkeit  dieses  ebenen 
Systems,  und  dann  wieder  für  den  Fall,  daß  das  eine  der  beiden 
Glieder  durch  eine  feste,  zu  der  Axe  des  Zwischengelenks  parallele 
Axe  mit  anderen  Teilen  eines  zusammengesetzteren  Gelenksystems 
oder  mit  irgendwelchen  ruhenden  Körpern  in  der  Umgebung  drehbar 
verbunden  ist.  Die  Übertragung  der  gewonnenen  Resultate,  und 
überhaupt  die  Ausdehnung  der  Methode  auf  Gelenksysteme  von 
mehr  als  zwei  Gliedern  wird  dann  keinen  prinzipiellen  Schwierig- 
keiten mehr  unterliegen. 

a)  Anfungsbeweguug  des  frei  beweglichen  Systems. 

Da  bei  der  Anfangsbewegung  die  Winkelgeschwindigkeiten 
noch  verschwindend  klein  anzunehmen  sind,  während  die  Winkel- 
beschleunigungen natürlich  beliebige  endliche  Werte  von  Anfang 
an  nicht  nur  besitzen  können,  sondern  zum  Teil  sogar  besitzen 
müssen,  wenn  überhaupt  eine  Bewegung  eingeleitet  werden  soll, 
so  hat  man  in  den  früher  (vgl.  S.  390  u.  391)  abgeleiteten  allge- 
meinen Bewegungsgleichungen  des  frei  beweglichen  Systems  nur 
(f  , und  <f  .£  gleich  Null  zu  setzen.  Dann  gehen  dieselben  über  in 

in0x‘^  = 2 X 
m(,  y"a  = 2 Y 

K ‘ 9'1  = — w0  (/,  cs  cos  ip  ■ y ' -f  £>, 

»io  l-l  • = ~ »»o  q rfj  cos  ip • if  ' -f  D,. 

Dabei  bedeutet,  wie  noch  einmal  hervorgehoben  werden  mag, 
])x  bzvv.  Di  das  auf  die  zur  Gelenkaxe  durch  Gui  parallele  Axe 
durch  H\  bzw.  H.,  bezogene  resultierende  Drehungsmoment  aller 
am  ersten  bzw.  zweiten  reduzierten  System  angreifenden  Kräfte 
mit  Ausnahme  der  Kraft,  welche  der  zu  (*„s  relativen  Effektiv- 
kraft des  Schwerpunktes  St  bzw.  S,  entgegengesetzt  gleich  ist. 

Die  vier  Gleichungen  bilden  die  Grundlage  für  die  Lösung 
jeder  beliebigen  Aufgabe,  die  sich  auf  die  Anfangsbewegung 
des  Systems  unter  der  Einwirkung  irgendwelcher  äußerer  oder 
innerer  Kräfte  bezieht  Das  soll  noch  an  einigen  Beispielen  er- 
läutert werden. 

Ein  Organismus  stelle  ein  zweigliedriges  ebenes  Gelenksystem 
von  der  vorausgesetzten  Beschaffenheit  dar.  Dann  gibt  es  in 
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demselben  nur  eingelenkige  Muskeln,  welche  das  Zwischengelenk 
überspannen.  Denkt  man  die  Wirkung  der  Schwere  zunächst 
ausgeschlossen,  etwa  dadurch,  daß  der  Organismus  auf  der  Wasser- 
oberfläche schwimmt,  so  werden  nach  den  früheren  Auseinander- 
setzungen über  die  Drehungsmomente,  mit  welchen  ein  solcher 
eingelenkiger  Muskel  auf  die  beiden  Glieder,  und  damit  auch  auf 
die  aus  ihnen  hervorgehenden  reduzierten  Systeme  einwirkt,  die  beiden 
resultierenden  Drehungsmomente  Di  und  Z>.,  stets  entgegengesetzt 
gleiche  Werte  besitzen,  so  daß  also  Z)l  -)- Dt  den  Wert  Null  an- 
nimmt Dabei  ist  es  ganz  gleichgültig,  ob  nur  ein  Muskel  sich 
kontrahiert,  oder  ob  gleichzeitig  mehrere  in  Tätigkeit  treten. 
Addiert  man  daher  die  beiden  letzten  Bewegungsgleichungen,  so 
erhält  man  nach  einer  leicht  zu  übersehenden  Umformung  für  das 
Verhältnis  der  beiden  Winkelbeschleunigungen 

(fl k l -f-  rf,  co  cos  tp 

<f  l k * -f-  di  Co  cos  tp 

Andererseits  ergibt  sich  in  diesem  Falle,  daß  die  algebraischen 
Summen  der  Komponenten  X und  die  der  Komponenten  F aller 
am  System  angreifenden  Kräfte  verschwinden,  da  ja  ein  jeder 
Muskel  bei  seiner  Kontraktion  stets  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte 
auslöst  Der  Gesamtschwerpunkt  bleibt  infolgedessen  in  Ruhe. 

Man  hat  daher  das  Resultat,  daß  der  Organismus  unter  der 
gemachten  Voraussetzung  nur  Bewegungen  um  seinen  Gesamt- 
schwerpunkt ausführt.  Dabei  erfahren  die  beiden  Glieder  Anfangs- 
drehungen im  Raume,  welche  im  allgemeinen  im  entgegengesetzten 
Sinne  verlaufen,  worauf  das  negative  Vorzeichen  auf  der  rechten 
Seite  der  letzten  Formel  hinweist.  Diese  Anfangsdrehungen  sind 
in  der  Regel  von  verschiedener  Größe,  sie  stehen  nach  der 
Formel  im  Verhältnis  {k\  -j-d,  Co  cos  tp)  : (k]  -f-  d,  ct  cos  tp).  Nur  bei 
symmetrischem  Bau  des  Gelenksystems  oder  doch  wenigstens  einer 
derartigen  Massenverteilung  innerhalb  der  beiden  Glieder,  daß  die 
Trägheitsradien  und  Ä*  der  reduzierten  Systeme  gleich  werden, 
sind  die  beiden  Drehungen  an  Umfang  gleich.  Im  übrigen  wird 
immer  dasjenige  Glied  die  größere  Drehung  ausführen,  welches 
den  kleineren  Trägheitsradius  und  demnach  das  kleinere  Trägheits- 
moment seines  reduzierten  Systems  für  die  Axe  durch  den  Haupt- 
punkt besitzt  Wie  man  aus  der  obigen  Formel  ableitet,  wird 
der  Unterschied  zwischen  den  beiden  Anfangsdrehungen  der  Glieder 
um  so  größer,  je  größer  der  Winkel  tp,  d.  h.  also  je  mehr  das 
eine  Glied  in  der  Ausgangsstellung  gegen  das  andere  gebeugt  ist. 
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In  der  rechtwinkligen  Beugestellung  stimmt  das  Verhältnis  der 
Anfangsdrehungen  direkt  mit  dem  umgekehrten  Verhältnis  der 
beiden  Trägheitsmomente  überein.  Da  cos  i/'  für  stumpfe  Winkel  >p 
negativ  wird , so  wäre  es  an  sich  nicht  ausgeschlossen,  daß  in 
einer  über  die  rechtwinklige  Stellung  noch  hinausgehenden  Beuge- 
stellung das  Verhältnis  der  Anfangsdrehungen  einen  positiven 
Wert  annimmt,  so  daß  sich  dann  beide  Glieder  in  demselben 
Sinne  drehen  würden.  Hierzu  wäre  aber  eine  so  abnorme  Massen- 
verteilung  innerhalb  der  Glieder  erforderlich,  wie  sie  an  einem 
Organismus  wohl  kaum  vorhanden  sein  dürfte.  Immerhin  ergibt 
sich  aber  aus  den  im  Anschluß  an  die  Formel  angestellten  Be- 
trachtungen, daß  das  Verhältnis  der  beiden  Anfangsdrehungen 
im  allgemeinen  für  jede  andere  Ausgangsstellung  auch  einen 
andern  Wert  annimmt,  so  daß  inan  im  vorliegenden  Falle  nicht 
von  einem  bestimmten  für  den  Muskel  charakteristischen  Drehungs- 
verhältnis reden  kann. 

Bisher  war  angenommen  worden,  daß  der  bewegende  Einfluß 
der  Schwere  auf  das  sonst  frei  bewegliche  zweigliedrige  Gelenk- 
system auf  irgendwelche  Weise  verhindert  worden  ist.  Läßt  mau 
diese  Beschränkung  fallen,  indem  man  etwa  das  System  ganz 
frei  im  Raume  schwebend  und  damit  auch  der  Einwirkung  der 
Schwere  unterworfen  denkt,  so  kann  man  sich  leicht  davon  über- 
zeugen, daß  an  dem  Verhältnis  der  Anfangsdrehungen  der  beiden 
Glieder  dadurch  nichts  geändert  wird.  Dies  ergibt  sich  nämlich 
aus  der  früher  erläuterten  Tatsache,  daß  die  Schwere  auf  jedes 
der  beiden  Glieder  infolge  des  Gelenkzusammenhanges  zwischen 
ihnen  wie  eine  in  seinem  Hauptpunkte  angreifende  Kraft  von  der 
Größe  des  Gesamtgewichts  wirkt.  Eine  im  Hauptpunkte  angreifende 
Kraft  kann  aber  natürlich  keine  Drehung  des  mit  der  Masse  des 
anderen  Gliedes  beschwerten  Gliedes,  d.  h.  also  des  entsprechenden 
reduzierten  Systems  um  diesen  Punkt  hervorbiingen.  Dagegen 
wird  jetzt  neben  der  Drehung  eiue  Translationsbewegung  nach 
Maßgabe  der  Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  .S"0  stattfinden, 
die  nichts  anderes  als  die  vertikale  Bewegung  des  freien  Falls 
von  .S'0  sein  kann,  wie  aus  den  ersten  beiden  Bewegungsgleich- 
ungen unmittelbar  zu  erkennen  ist 

bi  Anfantrsbeweirungr  des  um  eine  feste  Axe  drehbaren  Systems. 

Kinetisches  Mab  eines  Muskels. 

Auch  für  diesen  Fall  erhält  man  die  Bewegungsgleichungen, 
indem  man  in  den  früheren  allgemeinen  Gleichungen  auf  S.  385 
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<f,  uud  <f'.t  gleich  Null  setzt.  Es  ergeben  sich  dann  die  speziellen 
Gleichungen 

»*o  K ‘ • Vl  + tno  h ci  COS  Xp  ■ y"  = Z>, 
w0  K ’ <f  i + >»o  h c^.  cos  xp  ■ yj'  = I)t. 

Geht  man  von  den  Gleichungen  aus,  in  denen  an  Stelle  von  y" 
die  Winkelbeschleunigung  xp"  der  Drehung  im  Zwischengelenk  ein- 
geführt ist,  so  erhält  man 

Ml0  -f-  /,  C»  COS  Xp)  • <fi‘i  -f-  »lo  1]  Ci  COS  lp‘Xfi"  — ])t 

Wo  ('-J  + h Ci  COS  xp)  ■ y"  -f~  »I0  /.*  • tii“  — D.,. 

Besondere  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Gesamtschwer- 
punktes «S'o  sind  in  dem  angenommenen  Falle  beschränkter  Beweg- 
lichkeit nicht  nötig,  da  die  Beschleunigung  des  Gesamtschwer- 
punktes schon  durch  die  beiden  Winkelbeschleunigungen  y”  und 
y"  bzw.  y,'  und  xp"  vollständig  bestimmt  ist. 

In  der  letzten  Form  eignen  sich  die  Bewegungsgleichungen 
besser  für  die  Lösung  bestimmter  Aufgaben  als  in  der  zuerst  an- 
gegebenen; denn  bei  den  Anfangsbewegungen  eines  Gelenksystems 
sind  vor  allen  Dingen  die  anfänglichen  Drehungen  in  den  Gelenken 
von  Bedeutung,  während  die  Richtungsänderungen  der  beiden 
Glieder  im  Raume  nur  geringeres  Interesse  beanspruchen. 

Es  soll  nun  wiederum  an  einigen  Beispielen  erläutert  werden, 
daß  man  mit  den  beiden  Bewegungsgleichungen  das  Mittel  zur 
Lösung  jeder  speziellen  Aufgabe  gewonnen  hat,  welche  sich  auf 
die  Anfangsbewegung  des  um  die  feste  Axe  durch  öj  drehbaren 
zweigliedrigen  ebenen  Systems  bezieht. 

Eine  Aufgabe,  welche  für  die  Muskelkinetik  von  großer  Be- 
deutung ist,  besteht  darin,  die  Anfangsbewegung  zu  ermitteln, 
welche  ein  an  dem  System  angreifender  Muskel  bei  seiner  Kon- 
traktion auslöst  unter  der  Voraussetzung,  daß  außer  den  Muskel- 
kräften keine  anderen  Kräfte,  auch  nicht  die  Schwere,  einen  be- 
wegenden Einfluß  auf  das  System  ausüben.  Dabei  kommt  es  in 
erster  Linie  auf  das  Verhältnis  der  Anfangsdrehungen  an,  welche 
unter  der  getroffenen  Voraussetzung  über  die  Beweglichkeit  des 
zweigliedrigen  Gelenksystems  in  den  beiden  Gelenken  stattfinden; 
denn  dieses  Verhältnis  ist,  wie  sich  gleich  herausstellen  wird,  nur 
von  dem  Verhältnis  der  Drehungsmomente  und  daher  nicht  von 
der  Größe  der  Muskelspannung  selbst  abhängig,  während  natürlich 
das  Ausmaß  der  Drehung  in  jedem  der  beiden  Gelenke  in  der 
gleichen  Zeit  um  so  größer  sein  wird,  mit  je  größerer  Spannung 
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sich  der  Muskel  kontrahiert  Dieses  Verhältnis  der  Anfangs- 
drehungen in  den  Gelenken  kann  man  als  ein  kinetisches  Maß 
für  die  Wirkungsweise  des  Muskels  auffassen  gegenüber  den  auf 
die  Glieder  von  demselben  ausgeübten  Drehungsmomenten,  welche 
nur  ein  statisches  Maß  für  seine  Wirkung  darstellen. 

Das  Verhältnis  der  Anfangsdrehungen  in  den  Gelenken  aus 
dem  Ruhezustände  des  Gelenksystems  wird  durch  das  Verhältnis 
der  Winkelbeschleunigungen  in  den  beiden  Gelenken  bestimmt. 
Für  dasselbe  ergibt  sich  aus  den  Bewegungsgleichungen,  wie  man 
leicht  bestätigen  wird,  der  Ausdruck 


9" 

•P“ 


C.  COS  I p 


(>■] 


-j-  /i  Cs  COS  lp)  — (A®  -}-  /,  Co  COS  lp) 


Dl 

D, 


Aus  demselben  ist  zunächst  die  schon  oben  angegebene  Tat- 
sache zu  erkennen,  daß  das  Verhältnis  der  Anfangsdrehungen  nur 
von  dem  Verhältnis  der  Drehungsmomente  abhängt,  mit  welchem 
der  Muskel  auf  die  beiden  Glieder  einwirkt;  denn  bei  Abwesenheit 
aller  anderen  Kräfte  stellen,  wie  man  leicht  einsehen  wird,  die 
Größen  Di  und  Ab  allein  diese  Drehungsmomente  des  Muskels 
dar.  Weiterhin  ersieht  man  aus  der  Formel,  daß  das  kinetische 
Maß  eine  Funktion  des  Winkels  i p des  Zwischengelenks  Gi,t  ist. 
Von  der  Gelenkstellung  im  Verbindungsgelenk  01  hängt  es  da- 
gegen nur  insofern  ab,  als  dieselbe  das  Verhältnis  der  Drehungs- 
momente Di  und  D-x  des  Muskels,  d.  h.  also  dessen  statisches 
Maß  beeinflußt.  Da  die  Strecken  und  c2  nur  in  der  Verbin- 
dung / , Co  auftreten,  so  wird  weiterhin  der  Einfluß  der  Dimensionen 
und  Massen  der  beiden  Glieder,  sowie  der  Massenverteilung  inner- 
halb eines  jeden  scheinbar  durch  drei  Größen  dargestellt,  nämlich 
durch  die  Quadrate  A*  und  AJ  der  zu  den  beiden  reduzierten 
Systemen  gehörenden  Trägheitsradien  und  das  Produkt  Z,Co.  Es 
läßt  sich  aber  leicht  zeigen,  daß  diese  drei  Größen  schon  durch 
zwei  andere  Konstanten  vollständig  ersetzt  werden  können,  welche 
im  vorliegenden  Falle  ausreichen,  um  die  Abhängigkeit  der  Wir- 
kung eines  Muskels  von  den  rein  mechanischen  Eigenschaften  der 
beiden  Glieder  zu  charakterisieren.  Dividiert  man  nämlich  den 
Zähler  und  Nenner  des  Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  der  letzten 
Formel  durch  Z,c»,  so  nimmt  das  kinetische  Maß  die  Form  an 
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V,  _ 

V 


1 


D, 

dT™ * 


QX  + «"*)  -(v,  + ““*)'§; 


A'J  A” 

Die  beiden  Konstanlen  t-*-  und  . 1 , 

H <4  h <4 


die  jetzt  allein  noch  in 


der  Formel  vorhanden  sind,  besitzen  nun  eine  verhältnismäßig  ein- 
fache Bedeutung,  welche  es  ermöglicht,  dieselben  in  jedem  speziellen 
Falle  leicht  zu  bestimmen.  Da  A.,  der  Trägheitsradius  des  zwei- 
ten reduzierten  Systems  in  bezug  auf  die  Axe  des  Zwischen- 
gelenks, und  der  Abstand  des  Schwerpunktes  dieses  Systems 
(Hauptpunkt  des  zweiten  Gliedes)  von  derselben  Axe  ist.  so  be- 
X * 

deutet  - die  Länge  <r4  des  mathematischen  Pendels,  welches  die 

Ci 

gleiche  Schwingungsdauer  besitzt,  wie  dieses  System  um  die  Axe 
des  Zwischengelenks.  Das  zweite  reduzierte  System  unterscheidet 
sich  von  dem  zweiten  Gliede  nur  dadurch,  daß  in  einem  Punkte 
der  Axe  des  Zwischengelenks  die  Masse  des  ersten  Gliedes  kon- 
zentriert gedacht  ist  Durch  diese  an  der  Axe  selbst  konzentrierte 
Masse  kann  aber  die  Schwingungsdauer  nicht  geändert  werden; 
daher  bedeutet  er3  auch  zugleich  dio  Länge  des  mathematischen 
Pendels,  welches  die  gleiche  Schwingungsdauer  aufweist,  als  das 
zweite  Glied  selbst  bei  seinen  Schwingungen  um  die  Zwischen- 
gelenksaxe,  nachdem  man  die  letztere  horizontal  gestellt  hat 

A’ 

Führt  man  die  Größe  a,  ein,  so  nimmt  die  zweite  Konstante 

(,  c, 

die  einfachere  Form  f an.  Ferner  wird  die  Länge  <x,  des  mathe- 

'i 

matischen  Pendels,  welches  die  gleiche  Schwingungsdauer  besitzt 
wie  das  erste  reduzierte  System  um  die  horizontal  gestellte  feste 
A1 

Axe,  durch  1 gemessen,  woWi  nach  der  obigen  Festsetzung  unter  c, 
Cl 

der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  ersten  reduzierten  Systems 
(Hauptpunkt  des  ersten  Gliedes)  von  dieser  festen  Axe  zu  ver- 

X * 

stehen  ist  Man  kann  daher  zunächst  die  erste  Konstante  , 1 

llCt 

in  der  Form  1 schreiben.  Nun  bedeutet  der  Nenner  lx—  dieses 

, ^ c, 

V, 

Quotienten  den  Abstand  eines  festen  Punktes  der  Längsaxe  des 
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zweiten  Gliedes  vom  Mittelpunkte  des  Zwischengelenks,  welcher 
mit  dem  festen  Mittelpunkte  des  Verbindungsgelenks  Oy  und  dem 
Gesamtschwerpunkte  S9  des  ganzen  zweigliedrigen  Systems  bei 
allen  Gelenkstellungen  in  einer  geraden  Linie  liegt.  Für  diesen 
Punkt  auf  der  Längsaxe  des  zweiten  Gliedes  ist  oben  (vgl.  S.  404) 
der  Name  „Richtpunkt“  desselben  eingeführt  worden.  Bezeichnet 
man  seine  Entfernung  vom  Mittelpunkte  des  Zwischengelenks  mit  Qt, 

so  geht  die  erste  Konstante  über  in  Ersetzt  man  die  beiden 

Qi 

Konstanten  durch  die  beiden  Quotienten  je  zweier  Strecken  von 
anschaulicher  Bedeutung,  so  nimmt  das  kinetische  Maß  für  die 
Wirkung  aller  am  zweigliedrigen  Systeme  angreifenden  Muskeln 
endlich  die  Form  an 


9i 

V" 


oj  Di  . 


cos v) ~ [~l'  + cos v) 


Di 

Dt 


Damit  ist  das  kinetische  Maß  für  die  Wirkung  der  Muskeln 
im  vorliegenden  Falle  auf  den  einfachsten  Ausdruck  gebracht.  Es 
ist  aber  wohl  zu  beachten,  daß  dies  nur  für  diejenigen  Muskeln 
gilt,  welche  den  oben  gemachten  Voraussetzungen  entsprechen,  und 
daß  für  die  Wirkung  der  Muskeln  unter  andern  Verhältnissen  auch 
der  Ausdruck  für  das  kinetische  Maß  sich  ändert» 

Die  obigen  Formeln  lassen  deutlich  die  schon  früher  ange- 
führte Tatsache  erkennen,  daß  die  Drehungsmomente,  mit  welchen 
ein  Muskel  auf  die  beiden  Körperteile  ein  wirkt,  oder  gar  nur  ihr 
Verhältnis,  kein  ausreichendes  Maß  für  die  bewegende  Wirkung 
des  Muskels  abgeben  können:  denn  sonst  müßte  das  Verhältnis 
der  Winkelbescbleunigungen,  d,  h.  also  das  Verhältnis  der  Anfangs- 
drehungen in  den  Gelenken,  dem  Verhältnis  der  Drehungsmomente 
proportional  sein.  Man  findet  nun  in  den  Formeln  deutlich  zum 
Ausdrucke  gebracht,  in  welcher  Weise  die  bei  der  Kontraktion 
eines  Muskels  eintretende  Bewegung  dos  zweigliedrigen  Systems 
von  den  verschiedenen  Faktoren  beeinflußt  wird.  Während  das 
Verhältnis  der  beiden  Drehungsmomente  _Dt  und  Dt  von  der  In- 
sertionsweise und  dem  Verlauf  der  resultierenden  Zugrichtung  des 
Muskels,  sowie  von  der  Ausgangsstellung  in  den  Gelenken  abhängt, 
wird  der  Einfluß  der  Dimensionen  und  Massen  der  beiden  Körper- 
teile, sowie  der  Massenverteilung  innerhalb  eines  jeden  allein  durch 


Digitized  by  Google 


41fi 


Kinetik  (Muskelineclianik). 


die  beiden  Längenverhältnisse 


Cb 


und  ~ dargestellt;  endlich  gibt 


der  Winkel  ip  des  Zwischengelenks  die  Stellung  der  beiden  Körper- 
teile zueinander  an. 


Sind  die  Bedingungen,  unter  denen  ein  Muskel  am  zwei- 
gliedrigen Systeme  zur  Wirkung  gelangt,  komplizierter,  als  sie  für 
das  spezielle  zweigliedrige  System  vorausgesetzt  wurden,  so  reicht 
ein  einziges  Verhältnis  zweier  Winkelbeschleunigungen  von  ver- 
schiedenen Gelenken  im  allgemeinen  noch  nicht  aus,  um  die 
kinetische  Wirkungsweise  des  Muskels  in  erschöpfender  Weise 
darzustellen  und  zu  messen.  Wenn  z.  B.  das  Gelenk,  in  welchem 
das  ganze  System  sich  gegen  einen  feststehenden  Körperteil  drehen 
kann,  nicht  mehr,  wie  bei  einem  Scharniergelenk,  zwangläufig  ist, 
sondern  wie  bei  einem  Kugelgelenk  3 Grade  von  Bewegungsfreiheit 
besitzt,  so  wird  die  Anfangsbewegung  in  demselben  nicht  durch 
eine  Winkel beschleunigung  allein  charakterisiert  Es  gehören  hierzu 
dann  drei  Winkelbeschleunigungen. 

Ist  ferner  die  Voraussetzung,  daß  der  Körperteil,  an  welchem 
das  System  eingelenkt  ist,  fest  bleibt,  nicht  mehr  mit  genügender 
Annäherung  erfüllt,  sondern  führt  dieser  wiederum  Drehungen  um 
eine  feste  Axe  gegen  einen  anderen  bei  der  Kontraktion  nahezu 
festbleibenden  Körperabschnitt  aus,  wobei  x“  die  Winkelbesehleuni- 
gung  dieser  Gelenkbewegung  ist,  so  wird  das  kinetische  Maß  für 

X y 

die  Muskelwirkung  durch  die  Verhältnisse  und  dargestellt, 

falls  alle  Gelenke  zwangläufig  sind.  Im  Grunde  hat  man  es  aber 
im  letzten  Falle  nicht  mehr  mit  einem  zweigliedrigen,  sondern  mit 
einem  dreigliedrigen  Gelenksystem  zu  tun. 

Im  allgemeinen  kann  man  sagen,  daß  sowohl  jede  Vergröße- 
rung der  Bewegungsfreiheit  in  einem  oder  mehreren  der  Gelenke, 
als  auch  jede  Vermehrung  der  Glieder  des  Systems  auch  eine  Ver- 
größerung der  Anzahl  der  Verhältnisse  je  zweier  Winkelbeschleuni- 
gungen nach  sich  zieht,  welche  zur  vollständigen  Charakterisierung 
der  Wirkungsweise  eines  Muskels  notwendig  sind. 

W äs  speziell  das  um  eine  feste  Axe  O,  drehbare  zweigliedrige 
ebene  Gelenksystem  anlangt,  für  welches  die  oben  abgeleiteten 
Bewegungsgleichungen  gelten , so  findet  man  unter  bestimmten 
Voraussetzungen  im  menschlichen  Körper  verschiedene  Beispiele 
für  dasselbe  vor,  wie  schon  früher  angedeutet  wurde.  Der  nur 
im  Oberarmbein -Ellengelenk  beweglich  gelassene  Arm  stellt  ein 
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solches  Beispiel  dar,  sofern  man  im  Schultergelenk  nur  Drehungen 
um  eine  Axe  zuläßt,  die  der  Axe  des  Ellbogengelenks  parallel 
läuft  Desgleichen  ist  das  allein  im  Kniegelenk  unter  Ausschluß 
der  Rollungsmöglichkeit  bewegliche  Bein  hier  anzuführen,  wenn 
man  dasselbe  gegen  das  festgestellte  Becken  sich  nur  um  eine  zur 
Knieaxe  parallele  Axe  des  Hüftgelenks  drehen  läßt.  Berechnet 
man  für  diese  beiden  Systeme  unter  Verwendung  der  früher  an- 
gegebenen Massenzahlen  und  des  ebenfalls  früher  ausführlich  mit- 
geteilten Gesetzes  über  die  Lage  der  Einzelschwerpunkte  innerhalb 
der  Extremitätenabschnitte  die  Werte  der  maßgebenden  Größen 
/* 

und  so  ergibt  sich  das  bemerkenswerte  Resultat*),  daß 
l\  Co  fj  c» 


diese  beiden  Größen  für  das  Beinsystem  mit  großer  Annäherung 
die  gleichen  Werte  besitzen  wie  für  da£  Armsystem,  nämlich  ab- 
gerundet die  Werte  2,1  und  0,9.  Demnach  lautet  die  Formel  zur 
Berechnung  des  kinetischen  Maßes  aller  an  diesen  Systemen  an- 
greifenden Muskeln,  welche  der  Voraussetzung  entsprechen,  nur 
eine  ebene,  zu  den  Gelenkaxen  senkrechte  Bewegung  hervorzu- 
bringen 


ip“ 


0,9  — cos  *p 

L)-i 


(2, 1 -|-  cos  ip)  — (0,9  -(-  cos  ip) 


A 

D» 


Es  rufen  also  zwei  Muskeln,  von  denen  der  eine  auf  die 
Abschnitte  des  Beins  mit  Drehungsmornenten  von  dem  gleichen 
Verhältnisse  einwirkt  wie  der  andere  auf  die  beiden  Abschnitte  des 
Armes  bei  ihrer  Kontraktion  aus  entsprechenden  Gelenkstellungen 
gleiche  Anfangsbewegungen  an  den  beiden  Extremitäten  hervor. 
Würde  man  demnach  einen  Muskel  des  Beins  nach  dem  Arme  in 
der  Weise  verlegen  können,  daß  das  statische  Maß  seiner  Wirkung 
für  die  obere  Extremität  das  gleiche  ist  wie  für  die  untere,  so 
würde  auch  die  kinetische  Wirkung  die  gleiche  geblieben  sein. 
Daß  dies  nicht  etwa  von  vornherein  selbstverständlich  ist,  geht 
deutlich  aus  einem  Vergleiche  mit  den  Verhältnissen  bei  anderen 


*)  Betreffs  der  ausführlichen  Ableitung  dieses  Resultats  verweise  ich  auf 
meine  Abhandlungen  über:  Beiträge  zu  einer  Muskeldynamik.  II.  Ober  die 
Wirkung  der  Schwere  und  beliebiger  Muskeln  auf  das  zweigliedrige  System. 
Abhandlungen  der  math.-phys.  Klasse  der  Königl.  Sachs.  Gesellseh.  der  Wissen- 
schaften Bd.  XXIII.  No.  VI.  1807  und:  Das  statische  und  kinetische  Maß  für 
die  Wirkung  eines  Muskels,  erläutert  an  ein-  und  zwoigelenkigcn  Muskeln  des 
Oberschenkels.  Ebenda  Bd.  XXVII  No.  V.  1902. 

Fis  eh  er,  Medizin.  Physik.  27 
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am  menschlichen  Körper  vorkommenden  zweigliedrigen  Gelenk- 
systemen hervor.  Nimmt  man  beispielsweise  den  Oberschenkel  als 
fixiert  an,  läßt  aber  dafür  das  obere  Sprunggelenk  beweglich  und 
betrachtet  nun  die  Wirkung  der  über  das  Kniegelenk  oder  das 
Fußgelenk,  oder  über  beide  hinwegziehenden  Muskeln  auf  das 
allein  im  oberen  Sprunggelenk  gegliederte,  aus  Unterschenkel  und 
Fuß  bestehende  zweigliedrige  System,  so  stellen  sich  ganz  andere 
Verhältnisse  heraus.  Es  nehmen  dann  die  beiden  maßgebenden, 
aus  den  Dimensionen  und  der  Massenverteilung  herrührenden 
Größen  abgerundet  die  Werte  10  und  0,3  an,  so  daß  also  von 
einer  auch  nur  annähernd  stattfindenden  Übereinstimmung  mit 
den  für  die  oben  als  Beispiel  angeführten  Systeme  geltenden  Zahlen 
keine  Rede  ist. 

Die  Anwendung  der  Formel  für  das  kinetische  Maß  auf  be- 
stimmte Muskeln  unterliegt  keinen  Schwierigkeiten,  sobald  man 
über  das  Verhältnis  der  von  dem  Muskel  auf  die  beiden  Glieder 
ausgeübten  Drehungsmomente  D,  und  £>.,  unterrichtet  ist. 

Da  nach  dem  früheren  für  alle  eingelenkigen  Muskeln,  welche 
nur  das  Zwischengelenk  überspannen,  dieses  Verhältnis  den  Wert 
— 1 annimmt,  so  lautet  das  kinetische  Maß  für  alle  diese  Muskeln 


übereinstimmend 


«t  , 


COS  tp 


O.  I 0:  . „ 

(-  —'  -j-  2 cos  ip 

Qi  h 


, also  im  besonderen  für  die 


oingelenkigen  Muskeln  des  Ellbogengeleuks  und  die  eingelenkigen 

0 0 -f*  cos  ip 

Muskeln  des  Kniegelenks  — - „ . - ..Da  dieser  Quotient  für 

3,0 + 2 co8ip 

alle  im  Leben  erreichbaren  Gelenkstellungen  negative  Werte  an- 
nimmt, denn  cosip  wird  erst  bei  etwa  ^=154°  und  darüber  so 
stark  negativ,  daß  dadurch  der  numerische  Wert  des  Quotienten 
positives  Vorzeichen  bekommt,  so  wirken  alle  diese  eingelenkigen 
Muskeln  auf  die  beiden  Gelenke  des  Systems  in  entgegengesetztem 
Drehungssinno  ein. 

Muskeln,  die  nur  über  das  Gelenk  0,  hinwegziehen,  welches 
das  zweigliedrige  System  mit  anderen  Abschnitten  des  Organismus 
verbindet,  üben  auf  das  zweite  Glied  kein  Drehungsmoment  aus, 
so  daß  das  Verhältnis  /), : /).,  einen  unendlich  großen  Wert,  bzw. 
das  reziproke  Verhältnis  IL : I),  den  Wert  Null  annimmt  Be- 
rücksichtigt man  dies,  so  erhält  man  für  diese  Muskeln  als  kine- 
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tisches  MaB  ihrer  Wirkung  den  Ausdruck — - , also  im 

y + cos  V 

h 

besonderen  für  die  hier  in  Frage  kommenden  eingelenkigen  Mus- 

0 9 

kein  des  Schultergelenks  und  Hüftgelenks  — ^ • Wie 

man  sieht,  wirkt  ein  solcher  eingelenkiger  Muskel  auch  auf  das 
Ellbogengelenk  bzw.  Kniegelenk,  über  welches  er  gar  nicht  hin- 
wegzieht. Ferner  nimmt  auch  das  für  ihn  geltende  Drehungsver- 
hältnis für  alle  im  Leben  erreichbaren  Gelenkstellungen  negativen 
Wert  an,  so  daß  also  ebenfalls  die  eingelenkigen  Muskeln  des 
Verbindungsgelenks  auf  beide  Gelenke  in  entgegengesetztem  Dre- 
hungssinne einwirken.  Es  ist  bemerkenswert,  daß  für  den  Wert 
des  kinetischen  Maßes  der  letzteren  Muskeln  wie  bei  den  einge- 
lenkigen Muskeln  des  Zwischengelenks  nur  die  Gelenkstellung  im 
Zwischengelenk,  nicht  aber  die  des  Verbindungsgelenks  von  Ein- 
fluß ist. 

Da  die  Muskeln,  welche  über  beide  Gelenke  eines  zweiglied- 
rigen Systems  hinwegziehen,  nach  dem  früheren  kein  konstantes, 
sondern  ein  mit  den  Gelenkstellungen  sich  änderndes  Verhältnis 
ihrer  beiden  Drehungsmomente  auf  weisen,  so  muß  man  zur  Fest- 
stellung ihres  kinetischen  Maßes  die  allgemeine  Formel  auf  S.  413 
bzw.  415  verwenden.  Sobald  man  sich  die  Werte  dieses  Verhältnisses 
für  die  verschiedenen  Haltungen  des  Gelenksystems  verschafft  hat, 
gelangt  man  mit  Hilfe  dieser  Formel  dann  ohne  weiteres  zu  den 
entsprechenden  Werten  des  kinetischen  Maßes. 

Es  mag  schließlich  noch  eine  Methode  hier  angeführt  werden, 
mittels  deren  man  sich  eine  deutliche  Anschauung  von  der  durch 
einen  Muskel  hervorgerufenen  Anfangsbewegung  des  zweigliedrigen 
Gelenksystems  verschaffen  kann.  Die  aus  der  Formel  sich  er- 
gebenden Werte  des  Verhältnisses  der  Gelenkdrehungen  gelten 
zwar  genau  genommen  nur  für  unendlich  kleine  Bewegungen. 
Bei  der  ungleichförmigen  Bewegung  eines  Punktes  kann  man  sich 
bekanntlich  dadurch  eine  klare  Vorstellung  von  der  an  einer  be- 
stimmten Stelle  seiner  Bahn  vorhandenen  Geschwindigkeit  bilden, 
daß  man  annimint,  die  Geschwindigkeit  behalte  für  einige  Zeit 
ihren  momentanen  Wert  bei,  und  nun  nach  dem  mit  dieser  Ge- 
schwindigkeit in  einer  endlichen  Zeit,  etwa  in  einer  Sekunde  zu- 
rückgelegten Weg  fragt.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  sich  auch 
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das  veränderliche  Verhältnis  der  Anfangsdrehungen  in  den  beiden 
Gelenken  dadurch  veranschaulichen,  daß  man  annimmt,  das  Dre- 
hungsverhältnis behalte  für  eine  endliche  Änderung  der  Gelenk- 
stellungen seinen  Wert  bei,  und  nun  nach  dem  "Winkel  im  Ver- 
bindungsgelenk Oj  fragt,  welcher  zu  einer  endlichen  Drehung,  etwa 
einer  solchen  von  30°  im  Zwischengelenk  G i,*  gehört. 

Wendet  man  diese  Methode  auf  einen  eingelenkigen  Muskel 
des  Ellbogengelenks,  z.  B.  den  M.  brachialis  an,  so  erhält  man 
unter  Benutzung  der  oben  angegebenen  Formel  für  diese  einge- 
lenkigen Muskeln  für  eine  Reihe  von  Ausgangsstellungen,  die  den 
Werten  0°,  30°,  60°  und  90°  des  Gelenkwinkels  ip  entsprechen,  die 


Fig.  132 


in  folgender  Tabelle  angegebenen  Werte  des  Drehungsverhält- 
nisses  und  der  hieraus  folgenden  zu  einer  Beugung  von  je  30° 
im  Ellbogengelenk  gehörenden  Rückwärtsstreckungen  im  Schulter- 
gelenk  : 


Ellbogengclenkwinkel  tp 

0*  1 

80" 

60° 

90» 

Wert  des  Drehungsverhältnisse.s.  . . 

- 0,38 

— 0,37 

— 0,35 

— 0,30 

Rückwärts  Streckung  im  Scliulterge- 
lonk  entsprechend  30°  Itcugung  im 
Kllbouenf’elenk 

I 

11,4° 

11,1° 

10,5° 

9,0* 

Dieses  Resultat  wird  in  leicht  verständlicher  Weise  durch  die 
obige  Fig.  132  veranschaulicht,  bei  welcher  sich  in  allen  vier 
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Fällen  die  Ausgangsstellung  von  der  Endstellung  durch  dunklere 
Schraffierung  hervorgehoben  findet. 

In  ganz  gleicher  Weise  findet  sich  die  Wirkungsweise  eines 
eingelenkigen  Muskels  des  Schultergelenks,  z.  B.  des  M.  coraco- 
bracbialis,  für  dieselben  vier  Ausgangsstellungen  durch  Fig.  133 
dargestellt,  entsprechend  der  aus  der  zugehörigen  oben  angeführten 
Formel  sich  ergebenden  Tabelle: 


Ellbogengelenkwinkel  <!> 

0° 

30° 

60» 

90» 

Wert  des  Drehungsverhältnisses.  . . 

— 0,47 

- 0,51 

— 0,64 

- 1 

Kückwärtsstreckung  im  Schulterge- 
lenk  entsprechend  30°  Beugung  im 
Ellbogengelenk 

14,1° 

15,3» 

19,2» 

30» 

Endlich  soll  als  Beispiel  eines  mehrgelenkigen  Muskels  der 
über  Schultergelenk  und  Ellbogengelenk  sich  erstreckende  lange 


Fig.  133 


Kopf  des  M.  biceps  brachii  herangezogen  werden.  Da  der  Muskel 
sich  mit  seiner  langen  Sehne  über  den  Kopf  des  Oberarmbeines 
hinweglegt,  so  ist  nicht  schwer  einzusehen,  daß  auch  seine  Dre- 
hungsmomente von  der  Stellung  im  Schultergelenk  unabhängig 
sind  und  sich  nur  mit  der  Stellung  im  Ellbogengelenk  ändern. 
Für  das  Verhältnis  seiner  auf  Oberarm  und  Unterarm  ausgeübten 
Drehungsmomente  hat  die  Untersuchung  die  Werte  ergeben: 
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Ellbogengelenkwinkel  <p 

II  * 

3U® 

60® 

90® 

Verhältnis 

+’ 

+ 0,08 

— 0,39 

— 0,60 

Unter  Verwendung  der  allgemeinen  Formel  auf  S.  417  erhält 
man  daher  für  diesen  Winkel  die  Tabelle: 


Ellbogcngelenkwinkel  <1> 

0® 

30» 

00» 

90® 

Wert  des  Drehungsverhältnisses . . . 

— 0,09 

— 0,28 

— 0,27 

— 0,18 

Rückwärtastreckung  im  Schulterge- 
lenk entsprechend  30®  Beugung  im 
Ellbogengelenk 

2,7® 

e 

od 

8,1® 

5,4® 

Durch  Fig.  134  ist  dieses  Resultat  in  entsprechender  Weise 
wie  die  früheren  veranschaulicht  worden.  Es  ist  sowohl  aus 


Fig.  134 


dieser  Figur  als  auch  aus  der  Tabelle  deutlich  zu  erkennen,  daß 
der  lange  Kopf  des  M.  biceps  brachii  bei  alleiniger  Kontraktion 
neben  der  Beugung  des  Ellbogengelenks  ebenfalls  eine  Rückwärts- 
streckung  des  Schultergelenks  und  nicht  eine  Vorwärtsbeugung 
desselben  hervorruft,  wie  man  vielfach  aus  der  Tatsache  folgern 
zu  müssen  geglaubt  hat,  daß  er  über  das  Schultergelenk  auf  der 
Vorderseite  desselben  hinwegzieht. 

Es  ist  nicht  ganz  leicht,  sich  durch  den  Versuch  am  lebenden 
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Körper,  etwa  mittels  der  von  Duchenne*)  so  vervollkommneten 
Methode  der  lokalen  Faradisation  von  der  Richtigkeit  der  im  vor- 
hergehenden auf  theoretischem  Wege  abgeleiteten  Resultate  über 
die  von  einem  Muskel  hervorgerufenen  Anfangsbewegungen  zu 
überzeugen.  Die  Hauptschwierigkeit  liegt  darin , daß  man  bei 
einem  derartigen  Versuche  in  der  Regel  nicht  die  bei  der  Kon- 
traktion hervorgerufenen  Muskelkräfte  isolieren  kann.  Wenn  man 
auch  durch  geeignete  horizontale  Lagerung  des  der  Muskelwir- 
kung unterliegenden  Körperabschnittes  bis  zu  gewissem  Grade  den 
Einfluß  der  Schwere  eliminieren  kann,  so  gelingt  dies  doch  nicht 
in  gleicher  Weise  mit  anderen  während  der  Bewegung  sich  gel- 
tend machenden  Kräften,  wie  z.  B.  den  rein  elastischen  Gegen- 
spannungen passiv  gedehnter  Muskeln,  der  Reibung  der  horizontal 
gelagerten  Glieder  auf  ihrer  Unterlage  usw.  Es  ist  auch  bei  vielen, 
nicht  direkt  an  der  Oberfläche  liegenden  Muskeln  kaum  möglich, 
sie  auf  elektrischem  Wege  ganz  allein  zu  reizen.  Die  bei  den 
Duchenn eschen  Versuchen  zu  beobachtenden  Bewegungen  können 
daher  nicht  allein  als  Wirkung  des  zu  untersuchenden  Muskels 
aufgefaßt  werden,  sondern  sie  stellen  das  Resultat  einer  ganzen 
Reihe  spezieller  Krafteinwirkungen  dar,  deren  Intensität  sich  un- 
serer Kenntnis  zum  größten  Teile  entzieht.  Denn  man  kennt 
w'eder  die  Spannung  des  faradisierten  Muskels,  noch  die  elastischen 
Spannungen  der  passiv  gedehnten  Muskeln,  hat  also  gar  keine  aus- 
reichenden Unterlagen,  um  die  Wechselbeziehungen  zwischen  der 
Bewegung  und  den  Kräften  feststellen  zu  können. 

Sofern  es  gelingt,  die  störenden  Einflüsse  nahezu  zu  elimi- 
nieren oder  doch  wenigstens  stark  herabzumindern,  kann  man 
aber  die  lokale  Faradisation  sehr  gut  dazu  verwenden,  die  von 
einem  Muskel  allein  hervorgerufenen  Anfangsbewegungen  am 
Lebenden  wenigstens  der  Art  nach  zu  demonstrieren.  Zu  quantita- 
tiven Messungen  und  überhaupt  zur  exakten  Untersuchung  der 
unter  normalen  Verhältnissen  stattfindenden  Muskel  Wirkung  ist 
dagegen  das  Verfahren  nicht  ausreichend. 

Diese  oben  angeführten  Beispiele  werden  in  genügender  Weise 
die  exakten  Methoden  erläutert  haben,  nach  denen  man  das  kine- 
tische Maß  eines  Muskels  ableiten  und  veranschaulichen  kann.  Es 
wird  nicht  nötig  sein,  die  Verwendung  derselben  für  die  Fälle 
noch  ausführlich  auseinanderzusetzen,  in  denen  es  sich  um  die 

*)  Vgl.  G.  II.  Duchenne,  Physiologie  der  Bewegungen.  Deutsch  von 
0.  Wcrnicke.  Cassel  und  Berlin  188i>. 
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Anfangsbewegung  eines  Gelenksystems  unter  der  gleichzeitigen 
Einwirkung  mehrerer  Muskeln,  eines  Muskels  und  der  Schwere 
usf.  handelt;  man  hat  sich  auch  in  diesen  Fällen  immer  nur  das 
Verhältnis  der  auf  die  beiden  Glieder  ausgeübten  resultierenden 
Drehungsmomente  7),  und  Z>4  zu  verschaffen  und  dasselbe  dann 
in  die  allgemeine  Formel  auf  S.413  bzw. 415  für  das  Verhältnis  der 
Anfangsdrehungen  in  den  Gelenken  einzusetzen.  Ich  verweise  in 
dieser  Beziehung  u.  a.  auf  meine  Abhandlung  „Über  die  Be- 
dingungen und  den  Beginn  der  Ablösung  der  Fersen  vom  Boden“3), 
in  welcher  das  Problem  der  Anfangsbewegung  des  beim  Erheben 
auf  die  Zehen  in  Frage  kommenden  zweigliedrigen  Systems  am 
menschlichen  Körper  für  die  verschiedenen  möglichen  Ausgangs- 
stellungen eingehend  untersucht  worden  ist. 

III.  Das  ebene  dreigliedrige  Gelenksystem. 

Von  drei  Körpern  seien  sowohl  der  erste  und  zweite  als  auch 
der  zweite  und  dritte  durch  je  ein  Gelenk  mit  fester  Axe,  ein 
sog.  Scharniergelenk,  miteinander  verbunden.  Die  beiden  Gelenk- 
axen  seien  parallel,  und  der  Schwerpunkt  des  mittleren  Körpers 
liege  mit  denselben  in  einer  Ebene.  Ferner  möge  die  Ebene, 
welche  in  irgendeiner  Stellung  der  drei  Glieder  des  Systems  die 
Schwerpunkte  derselben  verbindet,  auf  den  beiden  parallelen  Ge- 
lenkaxen  senkrecht  stehen;  dann  wird  dies  in  allen  anderen  Stel- 
lungen der  drei  Glieder  zueinander  auch  der  Fall  sein.  Macht 
man  noch  die  Voraussetzung,  daß  die  durch  die  drei  Schwerpunkte 
bestimmte  Ebene  im  Raume  fest  bleibt,  so  vermag  das  dreiglied- 
rige System  nur  ebene  Bewegungen  auszuführen,  so  daß  es  also 
ein  „ebenes  Gelenksystem“  darstellt.  Es  genügt  daher  in 
diesem  Falle  wieder,  nur  die  Projektion  der  Bewegung  auf  die 
feste  Bewegungsebene  der  drei  Schwerpunkte  zu  untersuchen. 

Es  sollen  nun  folgende  Bezeichnungen  eingeführt  werden.  Die 
Massen  der  drei  Glieder  seien  mt,  m., , m3  und  die  Schwerpunkte 
derselben  St,  A's,  -s*.  Die  Durchschnittspunkte  der  beiden  Gelenk- 
axen  mit  der  festen  Ebene  mögen  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Gelenke  heißen  und  mit  G i,*  bzw.  Gt. $ bezeichnet  sein  (vgl.  Fig.  135). 
Die  Verbindungslinien  StGi,t,  Gi,tG», t und  GtjSt,  bezüglich  deren 
Verlängerungen,  welche  nach  der  gemachten  Voraussetzung  immer 
in  die  feste  Ebene  hineinfallen,  sollen  die  Längsaxen  der  drei 
Glieder  genannt  sein;  die  Längsaxe  des  zweiten  Gliedes  wird  dann 

*)  Wundts  philosophische  Studien  19  (1902). 
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gleichzeitig  den  Schwerpunkt  6*  enthalten.  Es  ist  nun  noch  nötig, 
auf  jeder  der  drei  Längsaxen  eine  positive  und  eine  negative  Rich- 
tung zu  unterscheiden.  Die  positive  Richtung  soll  diejenige  sein, 
in  welcher  die  Längsaxe  durchlaufen  wird,  wenn  man  von  aus 
den  gebrochenen  Linienzug  SiGi,iGtfiSa  beschreibt.  Endlich  soll 
vorausgesetzt  werden,  daß  die  Längsaxe  eines  jeden  der  drei  Glie- 
der eine  Hauptträgheitsaxe  für  seinen  Schwerpunkt  darstellt,  und 
daß  die  Trägheitsmomente  für  alle  zur  Längsaxe  senkrechten  Axen 


durch  einen  Schwerpunkt  gleich  groß  sind.  Dann  stellt  auch  die 
zu  den  Gelenkaxen  parallele  Sclnverpunktsaxe  eines  jeden  der 
drei  Körper  eine  Hauptträgheitsaxe  dar;  der  zu  der  letzeren  ge- 
hörige Trägheitsradius,  welcher  zunächst  allein  in  Frage  kommt,  sei 
für  die  drei  Glieder  des  Systems  bezüglich  mit  x.,,  xs  bezeichnet. 

Das  Gelenksystem  besitzt  nun  im  allgemeinsten  Falle  ebener 
Bewegung  5 Grade  der  Freiheit;  es  muß  daher  seine  Lage  im 
Raume  durch  5 allgemeine  Koordinaten  eindeutig  bestimmt  werden 
können.  Ist  insbesondere  die  ebene  Bewegung  in  der  Weise  be- 
schränkt, daß  dabei  ein  Punkt  des  Gelenksystems  in  der  festen 
Ebene  seine  Lage  beibehält,  so  bleiben  dem  Gelenksystem  nur 
3 Grade  von  Bewegungsfreiheit,  so  daß  also  die  Anzahl  der  all- 
gemeinen Koordinaten  sich  noch  um  2 verringert  In  diesem 
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speziellen  Falle,  der  sich  z.  B.  vielfach  am  Organismus  verwirk- 
licht findet,  wählt  man  als  allgemeine  Koordinaten  zweckmäßiger- 
weise die  Winkel  y.;,  y3,  welche  die  positiven  Richtungen  der 
der  3 Längsaxen  mit  einer  bestimmten  Richtung  in  der  festen 
Ebene,  etwa  der  vertikalen  Richtung,  bilden.  Auch  im  allgemeinen 
Falle  kann  man  diese  Winkel  als  3 Koordinaten  für  das  Gelenk- 
system auffassen;  man  hat  denselben  dann  nur  noch  2 Koordi- 
naten hinzuzufügen,  welche  die  Lage  irgendeines,  etwa  in  der 
Ebene  der  drei  Schwerpunkte  liegenden  Punktes  des  Systems  in 
dieser  festen  Ebene  eindeutig  bestimmen.  Dieser  Punkt  kann  be- 
liebig in  irgendeinem  der  drei  Glieder  angenommen  werden,  es  ge- 
nügt aber  auch,  wenn  er  eine  bestimmt  definierte  Lage  zu  den 
drei  Gliedern  für  jede  Stellung  derselben  besitzt  Das  letztere  trifft 
z.  B.  für  den  Gesamtschwerpunkt  S0  des  Gelenksystems  zu. 

Der  Gelenkmittelpunkt  GUi  besitze  von  dem  auf  der  Längs- 
axe  des  ersten  Gliedes  liegenden  Schwerpunkte  £,  die  Entfernung  s„ 
der  auf  der  Längsaxe  des  zweiten  Gliedes  liegende  Schwerpunkt  St 
von  dem  Gelenkmittelpunkte  GUt  die  Entfernung  »•*,  und  der  Ge- 
lenkmittelpunkt (7s,8  von  diesem  Schwerpunkte  die  Entfernung  x4, 
endlich  der  auf  der  Längsaxe  des  dritten  Gliedes  liegende  Schwer- 
punkt <S'8  vom  Gelenkmittelpunkte  G9,s  die  Entfernung  rä  (vgl. 
Fig.  135).  Bedeutet  /._>  den  Abstand  der  beiden  Gelenkmittelpunkte 
voneinander,  so  hat  man  dann  noch  die  Beziehung  rt  -(-  = /». 

Alle  diese  Strecken  sollen  in  derselben  Richtung  wie  die  Längs- 
axen selbst,  auf  denen  sie  liegen,  positiv  gerechnet  werden.  Es 
sind  also  nach  dieser  Festsetzung  idle  vierStrecken  s„  r»,  & und  ra 
bei  der  in  Fig.  135  angenommenen  Lage  der  Schwerpunkte  und 
Gelenkmittelpunkte  positiv. 

1.  Die  reduzierten  Systeme  und  Hauptpunkte  des 
dreigliedrigen  Gelenksystems. 

Es  sollen  nun  im  Punkte  Qu » die  Massen  »i4  und  m*  kon- 
zentriert angenommen  und  dem  ersten  Gliede  hinzugefügt  werden; 
ferner  denke  man  für  das  zweite  Glied  im  Punkte  Gut  die  Masse 
»»i  und  im  Punkte  (?*,*  die  Masse  ma  konzentriert  und  ihm  hin- 
zugefügt, und  endlich  im  Punkte  (?»,»  die  Massen  »»,  und  nu  kon- 
zentriert und  dem  dritten  Gliede  hinzugefügt  Dabei  ist  natürlich 
sowohl  Gl}t  als  auch  6a,8  das  eine  Mal  als  fester  Punkt  des 
einen,  das  andere  Mal  als  fester  Punkt  des  anderen  der  beiden 
durch  das  betreffende  Gelenk  verbundenen  Glieder  aufzufassen. 
Auf  diese  Weise  entstehen  die  drei  reduzierten  Systeme,  von 
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denen  jedes  die  Gesamtmasse  = mt  -f-  + »h  des  ganzen 

Gelenksystems  besitzt  Die  Schwerpunkte  derselben  stellen  die 
Hauptpunkte  der  drei  Glieder  des  Gelenksystems  dar;  die  letzteren 
mögen  mit  Hu  H*  und  Ha  bezeichnet  sein. 

In  Fig.  186  sind  die  drei  Hauptpunkte  auf  den  Längsaxen  für 
ein  bestimmtes  Verhältnis  der  drei  Massen  eingezeichnet  worden, 
die  Lage  derselben  ist  natürlich  durch  die  Lage  der  Schwerpunkte 


S,  &>,  <S'3  und  das  Größenverhältnis  der  drei  Massen  murru, 
genau  bestimmt 

Es  mögen  nun  die  folgenden  Bezeichnungen  eingeführt  werden: 


HiGi,a  — di, 

S,Hi  = e „ 

Qi,aH»  = Ct, 

SaHa  — e*, 

Gi,  aH3  = r3, 

wobei  wiederum  die  einzelnen  Strecken  in  derselben  Richtung  wie 
die  Längsaxen  selbst  positiv  gerechnet  werden  mögen.  Es  ist  zu 
beachten,  daß  die  Strecke  o>  den  Abstand  des  Hauptpunktes  des 
hitn  Gliedes  von  demjenigen  Gelenkmittelpunkte  dieses  Gliedes  be- 
deuten soll,  auf  welchen  man  beim  positiven  Durchlaufen  des 
Zuges  der  Längsaxen  zuerst  stößt,  während  die  Strecke  (h  um- 
gekehrt den  Abstand  des  anderen  Gelenkmittelpunktes  des  hie" 
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Gliedes  vom  Hauptpunkte  desselben  angeben  soll.  Die  Strecke 
en  soll  dagegen  stets  den  Abstand  des  liteu  Hauptpunktes  vom 
zugehörigen  Schwerpunkte  bedeuten.  Demnach  haben  in  Fig.  136 
alle  Strecken  mit  Ausnahme  von  ea  positive  Werte. 

Versteht  man  unter  dem  Moment  eines  Massenpunktes  in 
Bezug  auf  irgendeinen  Bezugspunkt  das  Produkt  der  Masse  in  den 
Abstand  des  Massenpunktes  vom  Bezugspunkte,  so  folgt  aus  der 
Bedeutung  der  Hauptpunkte  als  Schwerpunkte  der  drei  reduzierten 
Systeme,  daß  das  Moment  der  im  Hauptpunkte  eines  Gliedes  kon- 
zentrierten Gesamtmasse  des  ganzen  Gelenksystems  für  irgendeinen 
Bezugspunkt  gleich  der  Summe  der  Momente  der  im  Einzelschwer- 
punkte des  betreffenden  Gliedes  konzentrierten  Masse  desselben 
und  der  in  den  Gelenkmittelpunkten  dieses  Gliedes  konzentriert 
gedachten  Massen  der  anhängenden  Glieder  ist  Nimmt  man  als 
Bezugspunkt  den  Hauptpunkt  selbst,  so  muß  demnach  die  Summe 
der  Momente  der  im  Einzelschwerpunkte  und  den  Gelenkmittel- 
punkten des  Gliedes  konzentrierten  Massen  verschwinden.  Bei 
der  Festsetzung  über  die  positive  Richtung  der  einzelnen  Strecken 
und  der  in  Fig.  136  angenommenen  Lage  des  Hauptpunktes  Ht  des 
zweiten  Gliedes  erhält  man  daher  zunächst  die  folgenden  Relationen: 

— + -f-  »m»)  di  — 0 

— «»,  c,  — nt., a.  -j-  ntz (l,  = 0 
(nt  t -f- )».,)  cs  -j-  nt3t‘t  = 0. 

Die  Strecken  d, ,<•■*,  d,  und  r3,  durch  welche  die  Lage  der  drei 
Hauptpunkte  zu  den  beiden  Gelenkmittelpunkten  bestimmt  wird, 
sollen  wieder  als  .Hauptstrecken“  bezeichnet  sein.  Die  Größen 
derselben  lassen  sich  leicht  aus  dem  angeführten  Momentensatze 
ableiten,  wenn  man  als  Bezugspunkte  die  ein  Glied  begrenzenden  Ge- 
lenkmittelpunkte verwendet.  Man  erhält  auf  diese  Weise  die  Formeln : 

ntadi  = »ii$i 

ni0Ci  = in.,  r*  -(-  »*4Jj 
nt0  th  — m , /..  -4-  n u s., 

»io e*  “ mars. 

Verwendet  man  endlich  als  Bezugspunkt  den  Einzelschwer- 
punkt eines  jeden  Gliedes,  so  wird  man  auf  die  folgenden  Formeln 
geführt,  welche  die  Entfernung  der  Hauptpunkte  von  den  zuge- 
hörenden Einzelschwerpunkten  in  Beziehung  zu  den  Abständen 
der  letzteren  von  den  Gelenkmittelpunkten  setzen: 

ntgPl  — (nt*  -)-  nt3) 

tilg  e3  = — /«i  l'i  - f-  tilg  Sj 

»io  (‘a  — ~ (»i  i -h  >»t)  >'j  ■ 
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Aus  allen  diesen  Relationen  geht  übereinstimmend  hervor, 
daß  die  Lage  das  Hauptpunktes  eines  Gliedes  nicht  von  den 
absoluten  Größen  der  Massen  der  drei  Glieder  des  Gelenksystems, 
sondern  nur  von  deren  Verhältnissen  abhängt. 

Außer  den  Hauptpunkten  der  drei  Glieder  sind  nun  für  die 
Kinetik  des  Gelenksystems  auch  die  Trägheitsmomente  der  redu- 
zierten Systeme  von  Bedeutung.  Bei  den  die  Probleme  verein- 
fachenden Voraussetzungen  über  die  Massenverteilung  und  die 
Lage  des  Schwerpunktes  in  den  einzelnen  Gliedern  ergibt  sich 
zunächst,  daß  die  Längsaxe  eines  Gliedes  auch  für  das  ent- 
sprechende reduzieite  System  eine  Hauptträgheitsaxe  darstellt,  und 
daß  auch  hier  die  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Hauptpunktsaxe  eine 
Hauptträgheitsaxe  des  reduzierten  Systems  darstellt  Bezeichnet 
man  den  zu  letzterer  gehörenden  Trägheitsradius  für  die  drei 
Glieder  bezüglich  mit  A-,,  7.-s,  /«a  und  beachtet,  daß  jedes  reduzierte 
System  die  Gesamtmasse  m0  besitzt,  so  ergeben  sich  aus  der  Zu- 
sammensetzung der  drei  reduzierten  Systeme  folgende  Werte  der 
entsprechenden  Trägheitsmomente: 

«»0*1  = '«i  (*,  + e*l  -j-  (m*  -j-  w/3)  d* 

— «»  (**  4*  'D  »»j  c * + ma(P, 

»»o*1  = »'s  (*\  +e'j  ) + (»'i  + »»,)  rj. 

Für  jede  andere,  ebenfalls  zu  den  Gelenkaxen  parallele  Axo 
nehmen  die  Trägheitsmomente  der  reduzierten  Systeme  größere 
Werte  an;  sie  vermehren  sich  dann  nach  einem  schon  früher 
(auf  S.  360)  angeführten  Satze  über  die  Trägheitsmomente  um  den 
Betrag  /«o«2,  unter  a den  Abstand  der  neuen  Axe  von  dem  Haupt- 
punkte des  betreffenden  Gliedes  verstanden. 

Die  Berechnung  der  Hauptstrecken,  durch  welche  die  Lage 
der  Hauptpunkte  der  drei  Glieder  bestimmt  wird,  möge  an  einem 
speziellen  Beispiel  durchgeführt  werden. 

Die  Gewichte  der  drei  Glieder  seien  Ot~  5,82  kg,  (!.,  = 6,78  kg 
und  0»  = 7,40  kg.  Ferner  möge  der  Schwerpunkt  8%  von  dem 
Gelenkmittelpunkte  Gu  2 die  Entfernung  s,  = -f-38cm,  der  Schwer- 
punkt S*  vom  Gelenkmittelpunkte  6’,,.»  den  Abstand  n,  = — (—  27 cm, 
der  Gelenkmittelpnnkt  G\,  3 vom  Schwerpunkte  &»  den  Abstand 
d»  = -[-30  cm,  und  der  Schwerpunkt  S3  vom  Gelenkmittelpunkte 
Gt,  j die  Entfernung  r*  = -f-25cm  besitzen.  Die  zwischen  den 
beiden  Gelenkmittelpunkten  liegende  Strecke  der  Längsaxe  des 
zweiten  Gliedes  hat  demnach  die  Länge  /.j  = -}  57  cm. 

Belichtet  man,  daß  die  Massen  der  Glieder  in  dem  Verhältnisse 
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ihrer  Gewichte  stehen,  so  berechnen  sich  aus  diesen  Angaben  für 
die  in  Betracht  kommenden  Hauptstrecken  nach  den  obigen  Formeln 
auf  S.  428  die  Größen 

rf,  = -|-  11,06cm;  c.  = -f- 30,24 cm;  d»  — -f- 26, 76cm 
und  c8  = -f-  9,25  cm. 

Hieraus  folgt  aber  für  die  Abstände  der  drei  Hauptpunkte  von 
den  zugehörigen  Schwerpunkten 

et  = 26,94 cm;  e.  = 3,24cm  und  e,= — 15,75  cm. 

Zu  den  gleichen  Werten  gelangt  man  natürlich  auch,  wenn  man 
der  Berechnung  direkt  die  unteren  Formeln  auf  S.  428  zugrunde 
legt.  Fig.  135  und  136  und  die  nächstfolgenden  Figuren  veranschau- 
lichen dieses  Gelenksystem  in  verkleinertem  Maßstabe. 

Wie  beim  zweigliedrigen  System,  so  besteht  auch  beim  drei- 
gliedrigen Gelenksystem  ein  enger  Zusammenhang  zwischen  den 
Hauptpunkten  der  einzelnen  Glieder  und  dem  Gesamtschwerpunkte 
S0,  wie  sich  aus  folgender  Betrachtung  ergibt. 

Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkto  0 aus  die  Ver- 
bindungsvektoren nach  den  drei  Einzelschwerpunkten  Sk  und  dem 
Gesamtschwerpunkte  iS’0,  so  findet  eine  von  Leibniz  herstammende 
Relation  statt,  nämlich 

w0  • O'Sq  = w,  • OSi  -j-  • OS,  -|-  m,  • OS, , wobei 

die  Striche  über  den  Strecken  wieder  andeuten  sollen,  daß  es  sich 
um  geometrische  Addition  handelt.  Bringt  man  die  Gesamtmasse 
»«o  durch  Division  auf  die  rechte  Seite  der  Gleichung  und  setzt 

allgemein  für  das  Verhältnis  — den  Buchstaben  ,«* , so  nimmt 

nio 

die  Relation  die  Form  an 

OSo  — Mt ' OSi  -f"  Mt  ‘ OS,  -f-  Ma ' OS,. 

Es  ist  also  der  von  einem  beliebigen  Punkte  0 aus  nach  dem 
Gesamtschwerpunkte  S0  gezogene  Vektor  gleich  der  Summe  der 
von  demselben  Punkte  nach  den  Einzelschwerpunkten  Sh  gezogenen 
Vektoren,  nachdem  diese  im  Verhältnis  /u:  1 verkleinert  worden  sind. 

Der  Punkt  0 ist  ganz  beliebig.  Läßt  man  denselben  ins- 
besondere mit  dem  Hauptpunkte  Ht  des  ersten  Gliedes  zusammen- 
fallen, so  hat  man 

Jft  S0  = /*,  • H~Si  + /V  Hi  S,  + Ma  ■ WS,. 

Ersotzt  man  nun  die  Vektoren  und  HiSa  bezüglich  durch 
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die  Vektorsumme  dx  + r.,  und  di  *4*  h "4"  nJ  (vgl.  die  Figg.  135  und 
136)  und  beachtet,  daß  HtSi  = — e,  ist,  so  geht  die  Relation  über  in 

Mi #o  = — /<  i e,  -f  fhdi  + Ps  rt  + Pa di  + nJ*  + Ms1 U ■ 

Infolge  der  Bedeutung  der  Zahlen  /ia  erhält  man  dann  in 
Rücksicht  auf  die  erste,  fünfte  und  siebente  der  Relationen  auf 
Seite  428  die  einfache  Beziehung: 

HiS0  = Ct 

Daraus  folgt  aber,  daß  man  von  dem  Hauptpunkte  i/,  des 
ersten  Gliedes  aus  auf  sehr  einfache  Weiso  zu  dem  Gesamtschwer- 
punkte S0  des  dreigliedrigen  Gelenksystems  gelangt.  Man  braucht 
zu  diesem  Zwecke  nur  die  beiden  dem  zweiten,  bezüglich  dritten 
Gliede  angehörenden  Hauptstrecken  c\>  und  c8  geometrisch  zu  ad- 
dieren. Der  Endpunkt  dieses  Vektorzuges  ist  dann  immer  der 
Gesamtschwerpunkt  S0- 

Verlegt  man  den  oben  erwähnten  Bezugspunkt  0 nach  H:, 
so  hat  man  weiterhin 

P,  = fh  • H.S,  -f  ^ Ä & + no  • H*St . 

Ersetzt  man  hier  HaSi  durch  — c.,  — glf  ferner  H,S-,  durch 
— e.,  und  H*S»  durch  rfa-J-»3,  so  erhält  man  zunächst 

H2S0  = — fi ! c3  — /e , Sj  — e.  -f-  /i3  + ^3  rs  • 

Unter  Berücksichtigung  der  zweiten,  vierten  und  siebenten  Rela- 
tion auf  Seite  428  wird  schließlich  hieraus: 

f/j  Sq  — d3  “I-  Cg . 

Man  kann  also  auch  von  dem  Hauptpunkte  //>  des  zweiten  Kör- 
pers ausgehend  durch  geometrische  Addition  zweier  Strecken  zu 
dem  Gesamtschwerpunkte  gelangen.  Es  sind  zu  diesem  Zwecke 
nur  die  Hauptstrecken  da  und  cs  des  ersten  und  dritten  Körpers 
in  der  von  dem  zweiten  Körper  abgewendeten  Richtung  zu  be- 
nutzen. 

Endlich  erhält  man  bei  Verwendung  des  Punktes  Ha  als  Aus- 
gangspunkt 

Da  H-iSt  — — c;I  — h — H.. S.}  = — ca  — 8.  und  Ha8a=et}  so 

folgt  zunächst 
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Ha^o — f*ica  I*  1 /*s®s  “f"  f*aps 

und  hieraus  in  Rücksicht  auf  die  dritte,  sechste  und  vierte  Rela- 
tion auf  Seite  428: 

Aj  — *"-  d-»  d i . 

Man  hat  also  nur  die  beiden  innerhalb  des  Linienzuges  der 
Längsaxen  dem  dritten  Gliede  am  nächsten  liegenden  Haupt- 
strecken d»  und  di  des  zweiten  und  ersten  Gliedes,  und  zwar 
ebenfalls  in  einer  von  dem  dritten  Gliede  abgewendeten  Richtung, 


von  dem  Hauptpunkte  HA  aus  geometrisch  zu  addieren,  um  eben- 
falls auf  den  Gesamtschwerpunkt  S0  zu  treffen. 

Es  gilt  also  der 

Satz:  Man  gelangt  stets  zu  dem  Gesamtschwerpunkte 
des  Gelenksystems,  wenn  man  von  irgendeinem  Haupt- 
punkte H,  der  drei  Glieder  aus  die  geometrische  Summe 
der  zu  den  beiden  anderen  Gliedern  gehörenden  Haupt- 
strecken bildet,  welche  innerhalb  des  gebrochenen  Linien- 
zuges der  drei  Längsaxen  dem  jttu  Gliede  am  nächsten 
liegen,  und  dabei  diese  Hauptstrecken  in  einer  von  Hj  ab- 
gewendeten Richtung  verwendet. 

Führt  man  die  hierdurch  gegebene  Konstruktion  des  Gesamt- 
schwerpunktes iS'o  auf  verschiedene  Weise  aus,  wie  es  in  Fig.  137 
geschehen  ist,  so  tritt  der  enge  Zusammenhang  der  drei  Haupt- 
punkte mit  dem  Gesamtschwerpunkte  besonders  klar  hervor.  Da- 
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bei  ist  besonders  zu  beachten,  daß  die  sechs  für  die  Konstruktion 
verwendeten  Hauptstrecken  mit  den  auf  den  Längsaxen  der  drei 
Glieder  selbst  liegenden  Hauptstrecken  drei  Parallelogramme  zu- 
samraensetzen. 

Man  wird  nun  durch  diese  Konstruktion  geradezu  darauf  hin- 
gewiesen, einen  Mechanismus  an  dem  dreigliedrigen  Gelenksysteme 
anzubringen,  welcher  automatisch  die  Lage  des  Gesamtschwer- 
punktes für  jede  Stellung  der  drei  Glieder  zueinander  angibt.  Man 
braucht  sich  nur  dieinFig.  137  eingezeichneten  sechs  Hauptstrecken, 


welche  von  den  Hauptpunkten  aus  zu  dem  Schwerpunkte  <S’0  hin- 
führen, so  wie  es  in  Fig.  138  angedeutet  ist,  als  starre  Stäbe  aus- 
geführt zu  denken,  die  zum  Teil  in  den  Hauptpunkten,  zum  Teil 
in  den  Punkten  Hut,  H..,»  und  .So  durch  Scharniergelenke  mit  den 
drei  Gliedern,  bezüglich  untereinander,  gelenkig  verbunden  sind, 
und  der  Mechanismus  für  die  automatische  Einstellung  des  Ge- 
samtschwerpunktes ist  fertig.  Natürlich  müssen  dabei  die  Axen 
der  verschiedenen  Scharniergelenke  zu  den  Axen  der  beiden,  die 
drei  Glieder  untereinander  verbindenden  Gelenke  parallel  gerichtet 
sein. 

Der  enge  Zusammenhang  zwischen  den  Hauptpunkten  der  drei 
Glieder  des  Gelenksystems  und  dem  Gesamtschwerpunkte  desselben 
läßt  nun  in  sehr  einfacher  und  anschaulicher  Weise  erkennen,  in 
welcher  Weise  sich  der  Gesamtschwerpunkt  bewegt,  wenn 

Fischer,  Medizin.  Physik.  28 
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die  einzelnen  Glieder  des  Systems  irgendwelche  ebene  Bewegungen 
ausführen. 

Dreht  sich  z.  B.  allein  das  dritte  Glied  um  die  Axe  G», s, 
während  die  beiden  anderen  Glieder  festbleiben,  so  bewegt  sich, 
wie  man  ohne  weiteres  aus  Fig.  137  erkennt,  der  Gesamtschwer- 
punkt auf  einem  Kreise  um  J?j,8  mit  dein  Radius  r3.  Da  die 
Strecke  bei  allen  Stellungen  des  dritten  Gliedes  der  Längs- 

axe  des  letzteren  parallel  bleiben  muß,  so  erkennt  man  weiterhin, 
daß  sowohl  die  Winkelgeschwindigkeit  als  auch  die  Winkel- 
beschleunigung, mit  welchen  sich  .So  auf  seinem  Kreise  bewegt, 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  und  Winkelbeschleunigung  der 
Drehung  des  dritten  Gliedes  um  Gt,s  übereinstimmen.  Hieraus 
geht  zugleich  hervor,  daß  der  dem  dritten  Gliede  ange- 
hörende Vektor  c*  sowohl  durch  seine  Länge  als  auch 
durch  seine  Bewegung  ein  anschauliches  Maß  für  den 
Einfluß  darstellt,  welchen  das  dritte  Glied  auf  die  Lage 
und  Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  ausübt 

In  gleicherweise  gibt  der  auf  der  Längsaxe  des  ersten  Gliedes 
liegende  Vektor  — rf,  ein  Maß  ab  für  den  Einfluß  des  ersten  Glie- 
des auf  die  Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes.  Denn,  wenn 
man  nur  das  erste  Glied  um  Gx.»  dreht,  während  die  beiden  an- 
deren in  Ruhe  bleiben,  so  bewegt  sich  der  Gesamtschwerpunkt 
auf  einem  Kreise  um  H,,3  mit  dem  Radius  — d,,  wobei  sowohl 
die  Winkelgeschwindigkeit  als  auch  die  Winkelbeschleunigung  dieser 
Kreisbewegung  des  Schwerpunktes  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
und  Winkelbeschleunigung  der  Drehung  des  ersten  Gliedes  um  GUi 
übereinstimmen. 

Für  das  Mittelglied  liegen  die  Verhältnisse  etwas  weniger  ein- 
fach, weil  dasselbe  sich  nicht  bewegen  kann,  ohne  das  eine  oder 
andere  der  beiden  Endglieder  in  die  Bewegung  hereinzuziehen. 
Doch  gelingt  es  auch  hier  leicht  mit  Hilfe  der  Hauptstrecken,  die 
Verhältnisse  aufzuklären. 

Ist  beispielsweise  das  erste  Glied  im  Raume  fest,  so  kann 
sich  das  zweite  nur  um  3 drehen.  Das  dritte  Glied  muß  sich 
in  irgendwelcher  Weise  an  dieser  Beweguug  beteiligen,  da  der  Ge- 
lenkpunkt G-,  g sich  ja  auf  einem  Kreise  um  (r1)3  bewegt.  Führt 
nun  das  dritte  Glied  dabei  eine  reine  Translationsbewegung  aus, 
so  daß  also  seine  Längsaxe  ihre  Richtung  im  Raume  beibehält, 
so  wird  sich  der  Gesamtschwerpunkt,  wie  man  leicht  aus  der 
früheren  Fig.  137  erkennt,  wiederum  auf  einem  Kreise  bewegen, 
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dessen  Radius  gleich  dem  auf  der  Längsaxe  des  zweiten  Gliedes 
liegenden  Vektor  c-,  ist.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  fällt  dabei 
mit  einem  Punkte  J (vgl.  Fig.  137)  zusammen,  welcher  vom  Haupt- 
punkte H,  des  ersten  Gliedes  um  den  Vektor  c*  absteht;  denn  da 
sowohl  Hx  fest  bleiben,  als  auch  die  Richtung  der  Längsaxe  des 
dritten  Gliedes  bei  der  Bewegung  ihre  Richtung  beibehalten  soll, 
so  bleibt  der  Punkt  J ebenfalls  in  Ruhe.  Die  Winkelgeschwindigkeit 
und  Winkelbeschleunigung  dieser  Kreisbewegung  des  Schwerpunktes 
S0  stim  men  wiederum  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  undWinkel- 
beschleunigung  der  Drehung  des  zweiten  Gliedes  überein. 

Verhält  sich  bei  den  Drehungen  des  zweiten  Gliedes  um  die 
Gelenkaxe  GM  das  dritte  Glied  so,  als  ob  es  mit  dem  zweiten 
fest  verbunden  wäre,  so  daß  also  der  Winkel  zwischen  den  Längs- 
axen  des  zweiten  und  dritten  Gliedes  konstant  bleibt,  so  wird, 
falls  das  erste  Glied  wiederum  im  Raume  festgestellt  ist,  der  Go- 
samtschwerpunkt  ebenfalls  einen  Kreis  beschreiben.  Der  Mittel- 
punkt dieses  Kreises  liegt  aber  jetzt  im  Hauptpunkte  Hx  des 
ersten  Gliedes,  und  der  Radius  ist  gleich  HiS0,  d.  h.  also  gleich 
der  Vektorsumme  Cj-j-e*.  Die  Winkelgeschwindigkeit  undWinkol- 
beschleunigung  der  Kreisbewegung  des  Schwerpunkts  stimmt  aber 
auch  in  diesem  Falle  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  und  Winkel- 
beschleunigung des  zweiten  Gliedes  überein. 

Nach  diesen  Andeutungen  wird  man  leicht  selbst  beurteilen 
können,  in  welcher  Weise  sich  der  Schwerpunkt  <S'0  bewegen  wird, 
wenn  ein  anderes  der  drei  Glieder  im  Raume  feststeht,  oder  wenn 
eins  der  drei  Glieder  sich  nur  um  eine  zu  den  Gelenkaxen  parallele 
Axe  drehen  kann  usw.  Man  findet  alle  diese  Fälle  ausführlich 
und  in  erschöpfender  Weise  dargestellt  in  meinem  Buche:  Theore- 
tische Grundlagen  für  eine  Mechanik  der  lebenden  Körper*),  welchem 
auch  die  vorstehenden  Erörterungen  über  die  Hauptpunkte  des 
dreigliedrigen  Gelenksystems  zum  Teil  entnommen  sind. 

2.  Zurückführung  der  Kinetik  des  dreigliedrigen  Gelenk- 
systems auf  die  Kinetik  einzelner  starrer  Körper. 

Betrachtet  man  bei  dem  dreigliedrigen  Gelenksysteme  wieder 
irgendeins  der  drei  Glieder  für  sich  allein,  so  gilt  das  schon  beim 
zweigliedrigen  Systeme  Gesagte.  Man  erkennt  zunächst,  daß  die 
Bewegung  dieses  Gliedes  nicht  bloß  von  den  an  ihm  angreifenden 

*)  Leipzig  und  Berlin.  Verlag  von  B.  G.  Teubner.  1906. 
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Kräften  abhängt,  wie  es  der  Fall  sein  würde,  wenn  das  Glied 
vollständig  von  den  übrigen  losgelöst  wäre,  sondern  daß  sie  infolge 
des  Zusammenhangs  der  Glieder  untereinander  durch  die  Bewegung 
der  anderen  Glieder  und  die  auf  diese  direkt  einwirkenden  Kräfte 
modifiziert  wird.  Es  ist  nun  wieder  unmittelbar  einleuchtend, 
daß  die  Nachbarglieder  des  in  Betracht  gezogenen  Gliedes  allein 
da  auf  dasselbe  ein  wirken  können,  wo  sie  mit  ihm  in  Berührung 
stehen,  d.  h.  also  in  den  Gelenkmittelpunkten.  Die  entfernteren 
Glieder  können  nur  durch  Vermittelung  eines  Zwischengliedes  oder, 
bei  mehrgliedrigen  Gelenksystemen,  einer  zusammenhängenden 
Heihe  von  Zwischengliedern  auf  das  eine  Glied  einwirken,  und 
dann  wieder  nur  im  Gelenkmittelpunkte.  Es  werden  also  bei 
unserem  dreigliedrigen  Gelenksysteme  die  Bewegungen  des  zweiten 
und  dritten  Gliedes  und  die  an  denselben  angreifenden  Kräfte  nur 
in  G „j  auf  das  erste  Glied  einwirken.  Ferner  werden  auf  das 
zweite  Glied  die  Bewegungen  des  ersten  Gliedes  in  GM  und  die 
des  dritten  Gliedes  in  f»ä,3  einwirken  usf. 

Diese  Einwirkung  der  einzelnen  Glieder  aufeinander,  welche 
nur  eine  Folge  des  Gelenkzusammenhangos  ist,  läßt  sich  daher  in 
jedem  Falle  durch  Kräfte  darstellen,  die  in  einem  Gelenkmittel- 
punkte des  in  Betracht  gezogenen  Gliedes  angreifen.  Es  treten 
demnach  an  jedem  der  drei  Glieder  zu  den  direkt  an  ihm  an- 
greifenden Kräften  im  allgemeinen  noch  in  jedem  Gelenkmittel- 
punkte desselben  Kräfte  hinzu,  welche  der  Bewegung  der  an- 
hängenden Glieder  und  den  an  den  letzteren  angreifenden  Kräften 
ihren  Ursprung  verdanken.  Unter  dem  Einfluß  aller  dieser  Kräfte 
muß  sich  das  betreffende  Glied  gerade  so  verhalten,  als  ob  es 
von  den  übrigen  Gliedern  losgelöst  sich  frei  im  Raume  bewegen 
könnte.  Wenn  es  gelingt,  die  in  den  Gelenkmittelpunkten  an- 
greifend zu  denkenden  Kräfte  der  Größe  und  Richtung  nach  zu 
bestimmen,  so  ist  damit  das  Problem  der  Bewegung  des  Gelenk- 
systems auf  die  Bewegung  dreier  einzelner  Körper,  nämlich  der 
drei  dann  isoliert  anzunehmenden  Glieder  zurückgeführt. 

Da  das  erste  Glied  nur  durch  ein  Gelenk  mit  den  anderen  in 
Verbindung  steht,  so  kommt  zu  den  direkt  an  ihm  angreifenden 
Kräften  nur  noch  eine  Kraft  in  (?i,*  hinzu.  Dieselbe  ist  als  Druck 
(oder  Zug)  aufzufassen,  welcher  von  seiten  des  zweiten  Gliedes 
auf  das  erste  tatsächlich  ausgeübt  wird  und  nach  dem  Gesetze 
der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  mit  einem  ent- 
gegengesetzt gleichen  Gegendruck  (oder  Gegenzug)  auf  das  zweite 
Glied  erwidert  wird.  Diese  beiden  einander  entgegenwirkenden 
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Druckkräfte,  welche  mit  [Tä  und  — bezeichnet  sein  sollen, 
machen  den  resultierenden  Gelenkdruck  in  (!\,<  aus.  Denkt  man 
das  Gelenk  Gi*  durchtrennt,  so  daß  das  Gelenksystem  in  zwei 
Teile,  nämlich  das  erste  Glied  und  das  aus  dem  zweiten  und 
dritten  Systeme  zusammengesetzte  Teilsystem  zerfällt,  so  würde 
sich  doch  das  ganze  Gelenksystem  genau  so  bewegen,  als  ob  die 
Gelenkverbindung  nicht  gelöst  wäre,  wenn  man  auf  jeden  der 
beiden  Teile  in  Gi,i  die  ihm  zukommende  Druckkraft  einwirken 
ließe.  Durch  diese  ohne  weiteres  einleuchtende  Tatsache  gewinnt 
man  aber  sofort  das  Mittel,  die  beiden  entgegengesetzt  gleichen 
Druckkräfte  zu  bestimmen. 

Die  auf  das  Teilsystem,  welches  aus  dem  zweiten  und  dritten 
Gliede  zusammengesetzt  ist,  in  G\,t  einwirkende  Druckkraft  — [i~> 
stellt  für  dieses  System  eine  äußere  Kraft  dar.  Nach  dem  Schwer- 
punktssatze  muß  sie  daher  im  Vereine  mit  den  übrigen  an  dem 
Teilsystem  angreifenden  äußeren  Kräften  dem  Schwerpunkte  <Sj,3 
desselben  seine  tatsächlich  vorhandene  Beschleunigung  y*, 3 erteilen, 
falls  man  alle  diese  Kräfte  an  demselben  angreifend  und  außer- 
dem die  aus  nie  und  m»  zusammengesetzte  Masse  des  Systems 
in  ihm  konzentriert  denkt.  Es  ist  wohl  zu  beachten,  daß  es  sich 
hierbei  um  die  absolute  Beschleunigung  von  ,S*,3  und  nicht  etwa 
um  die  zu  Gi,t  relative  Beschleunigung  handelt.  Wenn  aber 
die  auf  das  Teilsystem  einwirkenden  Kräfte  dem  Schwerpunkte  Nt.» 
die  Beschleunigung  erteilen  sollen,  so  muß  ihre  Vektorsumme 
gleich  dem  Produkt  sein.  Bezeichnet  man  die  Vektor- 

summe der  auf  das  Teilsystem  direkt  einwirkenden  äußeren  Kräfte 
mit  Ausnahme  der  Druckkraft  — [7~i  durch  - A'4,3l,  wobei  diese 
Summe  sich  also  aus  der  Summe  der  am  zweiten  Gliede  angreifen- 
Kräfte  2K&)  und  der  Summe  der  am  dritten  Gliede  angreifenden 
Kräfte  2 zusammensetzt,  so  hat  man  demnach  für  die  Druck- 
kraft selbst  die  Vektordifferenz  m^Yi, 3 — 2K^i3),  welche  auch  in 
der  Form 

[tja  = »I*. 3/2,3  * ( K( 8, 3)), 

also  als  Vektorsumme  geschrieben  werden  kann.  Das  Produkt 
»13,3 Yi,3  stellt  die  Effektivkraft  des  Schwerpunktes  für  dessen 
absolute  Bewegung  im  Räume  dar.  Bezeichnet  man  dieselbe  mit 

*)  Die  Striche  über  den  Buchstaben  sollen  hier  wieder  andeuten,  daß  es 
sich  um  Vektorgrüßen  handelt 
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Et, 3,  so  kann  man  die  auf  das  Teilsystem  in  Gi, * einwirkende 
Druckkraft  — [i^ä  auch  durch  die  Vektorsumme 

— Im  = Eg,  3 -f-  2 ( — JK<i,a)) 

darstellen.  Es  ergibt  sich  demnach  diese  Druckkraft  als  Resultante 
aus  der  absoluten  Effektivkraft  des  Schwerpunktes  .S*,s  des  Teil- 
systems und  den  sämtlichen  in  enl gegengesetzter  Richtung  ge- 
nommenen äußeren  Kräften,  welche  außer  dem  Gelcnkdruck  noch 
auf  dieses  Teilsystem  einwirken. 

Dieser  Druckkraft  entgegengesetzt  gleich  ist  die  auf  das  erste 
Glied  in  Öi«  einwirkende  Druckkraft  (i^s.  Die  letztere  kann  daher 
als  Resultante  von  ebensoviel  Komponenten  aufgefaßt  werden, 
welche  mit  den  Komponenten  der  ersteren  sämtlich  an  Größe 
übereinstimmen,  aber  genau  die  entgegengesetzten  Richtungen  be- 
sitzen. Das  heißt  aber,  es  setzt  sich  die  auf  das  erste  Glied  in 
öi,*  einwirkende  Druckkraft  |i]*  zusammen  aus  den  sämtlichen  am 
zweiten  und  dritten  Gliede  direkt  angreifenden  Kräften  und  außer- 
dem einer  Kraft,  welche  der  absoluten  Effektivkraft  Es,3  des  Teil- 
schwerpunktes Si,a  entgegengesetzt  gleich  und  daher  mit  — E>:i 
zu  bezeichnen  ist;  sie  wird  also  durch  die  Vektorsumme 

Ihä  = - + (~  Ei, 3) 

dargostellt. 

Zu  diesem  Resultat  kann  man  noch  auf  folgende  Weise  ge- 
langen. Die  iu  61, i auf  das  erste  Glied  einwirkende  Druckkraft 
i,a  muß  auch  gerade  an  Größe  und  Richtung  so  beschaffen  sein, 
daß  sie  zusammen  mit  den  direkt  am  ersten  Gliede  angreifenden 
Kräften  K( ,j  dem  Schwerpunkte  <S'i  seine  absolute  Beschleunigung 
fi  erteilt.  Es  muß  daher  die  Vektorsumme  dieser  sämtlichen  auf 
das  erste  Glied  wirkenden  Kräfte,  die  in  G 1,»  angreifendo  Druck- 
kraft mit  eingeschlossen,  gleich  dem  Produkte  m,  y,,  d.  h.  also 
gleich  der  absoluten  Effektivkraft  Ei  des  Schwerpunktes  .S’i  sein. 
Die  Druckkraft  allein  läßt  sich  daher  durch  die  Vektorsumme 

(ui = Ei  -j-  - ( — Ä”(i)) 

darstellen. 

Es  ist  nur  noch  zu  zeigen,  daß  diese  Vektorsumme  der  oben 
für  dieselbe  Druckkraft  angegebenen  gleich  ist.  Der  Beweis  läßt 
sich  leicht  erbringen,  wenn  man  auf  das  ganze  Gelenksystem 
zurückgreift  und  für  dieses  den  1.  Schwerpunktssatz  aufstellt,  welcher 
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hier  aussagt,  daß  die  Vektorsurame  der  sämtlichen  am  Geleuk- 
system  angreifenden  äußeren  Kräfte  gleich  der  absoluten  Effektiv- 
kraft E0  des  Gesamtschwerpunktes  S0  ist. 

Zu  den  äußeren  Kräften  des  ganzen  Gelenksystems  gehören 
nun  nicht  alle  Kräfte  A'(,),  A(2)  und  A(3),  welche  für  je  eins  der 
drei  Glieder  des  Systems  als  äußere  Kräfte  aufzufassen  sind. 
Greifen  z.  B.  an  zwei  Punkten  verschiedener  Glieder  Kräfte  an, 
welche  mit  ihren  Richtungen  in  die  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  fallen  und  gleiche  Größe,  aber  entgegengesetzte  Richtung 
besitzen,  so  stellt  eine  jede  dieser  beiden  entgegengesetzt  gleichen 
Kräfte  für  das  Glied,  an  welchem  sie  angreift,  eine  äußere  Kraft 
dar;  für  das  ganze  Gelenksystem,  und  auch  schon  für  ein  die 
beiden  Glieder  enthaltendes  Teilsystem,  bedeuten  dagegen  die- 
selben keine  äußeren  Kräfte,  sondern  ein  Paar  innerer  Kräfte, 
welche  auf  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  dieses  Systems  des- 
halb keinen  Einfluß  ausüben  können,  weil  sie  sich  an  demselben 
das  Gleichgewicht  halten  werden. 

Wenn  nun  auch  unter  den  Kräften  A(1),  A(a),  und  A( sj  im 
allgemeinen  solche  vorhanden  sind,  welche  nicht  mehr  unter  die 
äußeren  Kräfte  des  ganzen  Systems  oder  eines  Teilsystems  ge- 
rechnet werden  können,  so  wird  doch  infolge  des  Umstandes,  daß 
diese  Kräfte  nur  paarweise  auftreten  und  dann  stets  entgegen- 
gesetzt gleich  sind,  die  Vektorsumme  aller  äußeren  Kräfte  der 
einzelnen  Glieder  von  der  Vektorsumme  der  äußeren  Kräfte  des 
ganzen  Gelenksystems  nicht  verschieden  sein.  Ganz  das  ent- 
sprechende gilt  für  die  äußeren  Kräfte  eines  Teilsystems  und  die 
seiner  Glieder.  Bezeichnet  man  die  Vektorsumme  der  äußeren 
Kräfte  des  ganzen  Systems  einfach  durch  JA',  ohne  einen  Index 
hinzuzufügen,  und  beachtet,  daß  die  an  einem  Teilsystem  an- 
greifenden äußeren  Kräfte  schon  bisher  mit  K(i,2)  oder  A'(Si3)  be- 
zeichnet wurden,  je  nachdem  das  Teilsystem  sich  aus  dem  ersten 
und  zweiten,  oder  aus  dem  zweiten  und  dritten  Gliede  zusammen- 
setzt, so  hat  man  demnach  die  Beziehungen 

2A’(n  + JA(2)  + J Aw  = JA 
J'A(i)  -f-  JA'(»)  = JA<i,2) 

JA(S)  -f-  JA(>)  = JA^s) 

Diesen  Beziehungen  sind  ferner  die  ganz  allgemein  geltenden 
Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  Effektivkräften  an  dio 
Seite  zu  stellen 


Digitized  by  Google 


440 


Kinetik  (Muskelmechanik). 


»»i/i  r m-Yi  + »hY-j  — m»Y<, 

-f-  nw* = 

mtYt'+mtYa=mi,tYt,a, 

oder  in  anderer  Form  geschrieben 

£‘>5+^=5 

E,  -J-  Et  = Ey 

Ea  — Ey | — A.»,;,, 

wobei  analog  den  schon  eingeführten  Bezeichnungen  noch  unter 
Ea  und  Ea  die  absoluten  Effektivkräfte  der  Schwerpunkte  & und 
St,,  unter  m„ä  die  Massensumme  m,  4 «•,  und  unter  y,)4  und  EI)t 
die  absolute  Beschleunigung  und  die  absolute  Effektivkraft  des 
Teilschwerpunktes  Sllt  zu  verstehen  sind  usw. 

Da  nach  dem  I.  Schwerpunktssatze  - A und  E0  einander  gleich 
sind,  so  ergeben  sich  die  weiteren  Beziehungen 

— E(,)  -j-  — K(i)  + — E(:t)  = E0 
■2^(1,*)  + ~E(t,)  —E,,t  -)-  E3 

s^+sk^^eT+eZ, 

Aus  der  letzten  dieser  Beziehungen  ist  unmittelbar  die  Gleich- 
heit der  beiden  oben  abgeleiteten  Vektorsummen  für  die  in  (?|,8 
auf  das  erste  Glied  einwirkende  Druckkraft  zu  ersehen. 

Es  hat  sich  also  das  Resultat  ergeben,  daß  für  das  erste 
Glied  des  dreigliedrigen  Gelenksystems  zu  den  direkt  an  ihm  an- 
greifenden Kräften  A'(l)  noch  im  Gelenkpunkte  (r,lS  die  Druckkraft  |7“ 
hinzukommt.  Da  durch  die  letztere  vollkommen  der  Einfluß  in  Rech- 
nung gezogen  ist,  welchen  die  Verbindung  des  ersten  Gliedes  mit 
den  beiden  anderen  auf  die  Bewegung  des  ersten  Gliedes  ausübt,  so 
muß  sich  unter  der  gemeinsamen  Einwirkung  der  sämtlichen  Kräfte 
A'(i)  und  der  Druckkraft  |~  das  erste  Glied  genau  so  bewegen,  als 
ob  es  ganz  von  den  übrigen  losgelöst  wäre.  Es  setzt  sich  nun  die 
Kraft  aus  zwei  wesentlich  voneinander  verschiedenen  Bestand- 
teilen zusammen.  Der  eine  hängt  bloß  von  don  am  zweiten  und 
dritten  Gliede  angreifenden  Kräften  A(*)3)  ab,  indem  er  direkt  die 
Resultante  dieser  nach  dem  Punkte  parallel  verlegten  Kräfte 
darstellt.  Der  andere  Bestandteil  stellt  dagegen  den  Einfluß  dar, 
den  die  Bewegung  des  zweiten  und  dritten  Gliedes  auf  die  Be- 
wegung des  ersten  ausübt.  Er  zeigt,  daß  die  Bewegung  des  in 
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Gu»  hängenden  Teilsystems  nur  insofern  auf  das  erste  Glied  ein- 
wirkt, als  bei  derselben  der  Teilschwerpuukt  S\,t  in  seiner  Be- 
wegung im  Baume  eine  Beschleunigung  oder  Verzögerung  erfährt 
Dieser  mit  y9l3  bezeichneten  Beschleunigung  ist  er  direkt  propor- 
tional und  hängt  außerdem  nur  noch  von  der  Masse  m*,s  des 
Teilsystems  ab,  indem  er  einer  Kraft  äquivalent  ist,  welche  der 
absoluten  Effektivkraft  E*,t  des  Schwerpunktes  8.,,s  an  Größe 
gleich,  aber  an  Richtung  entgegengesetzt  ist. 

Um  die  Bewegung  des  ersten  Gliedes  auf  die  eines  einzigen 
von  den  übrigen  Gliedern  abgelösten  Körpers  zurückzuführen,  hat 
man  daher  nur  nötig,  in  dem  Gelenkmittelpunkte  G’,,a  die  sämt- 
lichen am  zweiten  und  dritten  Gliede  angreifenden  Kräfte  und 
außerdem  eine  der  absoluten  Effektivkraft  des  Teilschwerpunktes 
entgegengesetzt  gleiche  Kraft  anzubringen. 

In  ganz  entsprechenderWeise  kann  man  die  Bewegungen  des 
dritten  Gliedes  des  Gelenksystems  dadurch  auf  die  Bewegungen 
eines  einzigen  von  den  übrigen  Gliedern  abgelösten  Körpers  zurück- 
führen, daß  man  zu  den  auf  das  dritte  Glied  sowieso  einwirken- 
den Kräften  K&)  noch  im  Gelenkmittelpunkte  (»'2,3  die  an  den 
beiden  anderen  Gliedern  ursprünglich  angreifenden  Kräfte  K(\?)  und 
außerdem  eine  Kraft  hinzufügt,  welche  der  absoluten  Effektiv- 
kraft E\,t  des  Teilschwerpunktes  Si,t  entgegengesetzt  gleich  ist. 
Die  Resultante  dieser  in  Gt,»  angreifenden  Kräfte  stellt  die  auf 
das  dritte  Glied  einwirkende  Druck-  oder  Zugkraft  [Til  dar,  welche 
von  dem  Zusammenhänge  zwischen  dem  dritten  Gliede  und  dem 
aus  dem  ersten  und  zweiten  Gliede  zusammengesetzten  Teilsysteme 
im  Gelenke  Gt, 3 herrührt  und  der  rückwärts  auf  dieses  Teilsystem 
wirkenden  Druckkraft  entgegengesetzt  gleich  ist,  so  daß  man  die 
letztere  mit  — {Tä  zu  bezeichnen  hat  Die  beiden  Kräfte  fvl  und 
— |v  stellen  zusammen  den  Gelenkdruck  in  G’2jS  dar,  wobei  man 
für  die  erstere  die  Vektorsumme  hat 

E*  = -Xti«)  4-  (—  Et,t) , 

für  welche  man  nach  dem  früheren  auch  schreiben  kann 

— Es  + -(■ — E(V). 

Das  letztere  Resultat  ergibt  sich  auch  ohne  weiteres  aus  dem 
L Schwerpunktssatze,  wenn  man  denselben  auf  die  Bewegung  des 
Schwerpunktes  Sa  anwendet 

Bei  dem  mittleren  Gliede  sind  die  Verhältnisse  etwas  anderes 
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als  bei  den  beiden  Endgliedern,  da  dasselbe  an  zwei  verschiedenen 
Stellen  mit  anderen  Gliedern  in  Verbindung  steht.  Es  ist  aber 
nach  dem  über  die  beiden  Endglieder  dargelegten  leicht  zu  ver- 
stehen, daß  man  für  das  Mittelglied  in  Gip  die  Kraft  — |7~j  und 
in  (hfl  die  Kraft  — den  sowieso  an  diesem  Gliede  angreifenden 
Kräften  hinzuzufügen  hat,  um  damit  seine  Bewegung  wiederum 
auf  die  eines  einzigen  Körpers  zurückzuführen;  denn  der  Druck 
auf  das  Mittelglied  ist  in  beiden  Gelenken  dem  Drucke  auf  das  an- 
stoßende Endglied  entgegengesetzt  gleich.  Die  in  G i,s  anzubringende 
Kraft  hat  aber  nach  dem  früheren  die  Größe 

— — Ei) 

und  die  in  Gt,3  hinzuzufügende  Kraft  die  Größe 

— ^ -Kts)  -f-  ( — Ei). 

Man  hat  also  das  Resultat,  daß  die  äußeren  Kräfte  ÜT,  i)  des  ersten 
Gliedes  so  auf  das.  Mittelglied  einwirken,  als  ob  sie  in  G i,t,  und  die 
äußeren  Kräfte  iQ:t)  des  dritten  Gliedes  so,  als  ob  sie  in  (78?8  an- 
griffen.  Der  Einfluß  der  Eigenbewegungen  des  ersten  und  dritten 
Gliedes  auf  die  Bewegung  des  Mittelgliedes  kommt  dagegen  durch 
die  in  Gia  und  62,3  anzubringenden  negativen  Effektivkräfte 
— Ei  und  — E3  zur  Geltung. 

Ist  das  Geleuksystem  nicht  vollkommen  frei  beweglich,  sondern 
unterliegen  seine  Bewegungen  irgendwelchen  Beschränkungen,  so 
sind  die  Kräfte,  welche  diese  Beschränkungen  erzwingen,  den 
übrigen  Kräften  K hinzuzufügen.  Ist  z.  B.  das  erste  Glied  so  mit 
anderen,  als  feststehend  angenommenen  Körperteilen  oder  mit 
anderen  Körpern  im  Raume  verbunden,  daß  dabei  ein  auf  ihm 
liegender  Punkt  Oi  festbleibt,  um  den  es  sich  beliebig  herumdrehen 
kann,  so  läßt  sich  diese  Bewegungsbeschränkung  durch  eine  am 
ersten  Gliede  in  0,  angreifende  Kraft  zur  Darstellung  bringen. 
Diese  zu  den  übrigen  Kräften  hinzutreteiide  Kraft  ist  nichts  an- 
deres als  die  Reaktion  auf  den  Druck,  der  bei  den  verschiedenen 
Bewegungen  des  ganzen  Systems  auf  diesen  Gelenkmittelpunkt  Ol 
bzw.  eine  durch  ihn  hindurchgehende  Axe  ausgeübt  wird.  Es  ist 
zu  beachten,  daß  dieser  Druck  und  die  ihm  entgegengesetzt  gleiche 
Reaktionskraft  im  allgemeinen  während  der  Bewegung  sowohl 
ihre  Intensität  als  auch  ihre  Richtung  stetig  ändern.  Ihre  Größe 
läßt  sich  wiederum  mit  Hilfe  des  1.  Schwerpunktsatzes  leicht 
angeben. 
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Da  die  Reaktionskraft  in  0,  wie  eine  äußere  Kraft  auf 
das  Gelenksystem  einwirkt,  so  muß  sie  im  Vereine  mit  den  übrigen 
äußeren  Kräften  K des  ganzen  Systems  dem  Gesamtschwerpunkte 
S0  desselben  seine  Beschleunigung  y0  erteilen.  Bezeichnet  man  sie 
mit  [T,  so  ist  also  die  Vektorsumme  von  [T  und  - A'  gleich  der 
Effektivkraft  E0  des  Gesaintschwerpunktes,  so  daß  man  hat 

r=Ä  - sk. 

Die  hier  am  dreigliedrigen  Gelenksysteme  ausführlich  abge- 
leitete Methode  der  Zurückführung  der  Bewegungen  der  einzelnen 
Glieder  des  Systems  auf  die  Bewegungen  isolierter  starrer  Körper 
läßt  sich  ganz  allgemein  auf  jedes  beliebige  Gelenksystem  an- 
wenden. Es  gilt  stets,  daß  das  einzelne  Glied  sich  so  bewegt, 
als  ob  alle  an  den  übrigen  Gliedern  angreifenden  Kräfte  parallel 
nach  dem  ihrem  Angriffspunkte  innerhalb  des  Systems  am  nächsten 
liegenden  Gelenkmittelpunkte  des  in  Frage  stehenden  Gliedes  ver- 
legt und  den  übrigen  Kräften  des  Gliedes  hinzugefügt  wären,  wo- 
bei den  Kräften  die  in  entgegengesetzter  Richtung  genommenen 
absoluten  Effektivkräfte  der  an  den  Gelenkmittelpunkten  hängen- 
den Abschnitte  des  ganzen  Systems  zuzurechnen  sind.  Dabei  ist 
vorausgesetzt,  daß  alle  etwaigen  Beschränkungen  für  die  Beweg- 
lichkeit einzelner  Glieder  ebenfalls  durch  Kräfte  dargestellt  sind, 
welche  sich  mit  unter  den  an  diesen  Gliedern  angreifendeu  Kräften 
befinden. 

Die  Bewegungen,  welche  das  einzelne  Glied  ausführt,  werden 
auf  diese  Weise  durch  die  bekannten  für  einen  einzigen  starren 
Körper  geltenden  Bewegungsgleichungen  mathematisch  formuliert. 
Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  daß  die  Gleichungen  sich  ziem- 
lich kompliziert  darstellen,  und  zwar  um  so  komplizierter,  je  mehr 
Glieder  das  Gelenksystem  besitzt;  denn  die  Ausdrücke  für  die  ver- 
schiedenen absoluten  Effektivkräfte  der  an  den  Gelenkmittelpunkten 
hängenden  Teilsysteme  setzen  sich  aus  den  Werten  der  Effektiv- 
kräfte aller  Glieder  der  Teilsysteme  zusammen  und  enthalten  dem- 
nach die  Winkelbeschleunigungen  und  Winkelgeschwindigkeiten 
dieser  Glieder.  Bei  vielen  Anwendungen  auf  spezielle  Probleme 
der  Muskelkinetik  ist  es  jedoch  gar  nicht  nötig,  die  Ausdrücke  für 
die  Effektivkräfte  aufzustellen,  nämlich  dann,  wenn  es  gelingt, 
für  eine  bestimmte  Bewegung  eines  Organismus  durch  geeignete 
Versuche  empirisch  die  Bahnen,  Geschwindigkeiten  und  Beschleu- 
nigungen der  Schwerpunkte  aller  einzelnen  Körperteile  festzustellen. 


Digitized  by  Google 


444 


Kinetik  (Muskelmeclianik). 


Damit  hat  man  ohne  weiteres  auch  die  absoluten  Effektivkräfte 
dieser  Schwerpunkte  gewonnen  und  kann  nun  an  der  Hand  dieser 
Kenntnis  nach  der  oben  angegebenen  Melhode  die  Bewegung  jedes 
einzelnen  Gliedes  für  sich  untersuchen,  ohne  noch  weitere  Rück- 
sicht auf  den  Zusammenhang  mit  den  übrigen  Gliedern  nehmen 
zu  müssen,  als  es  durch  die  Heranziehung  der  Effektivkräfte  schon 
geschehen  ist. 

Läßt  sich  die  mathematische  Formulierung  der  Bewegungs- 
gleichungen bei  einer  bestimmten  Untersuchung  nicht  umgehen,  so 
kann  man  wiederum  durch  die  Verwendung  der  aus  den  einzelnen 
Gliedern  hervorgehenden  reduzierten  Systeme  und  der  Hauptpunkte 
dieser  Glieder  eine  sehr  wesentliche  Vereinfachung  der  verschie- 
denen Bewegungsgleichungen  erzielen.  Der  Erläuterung  dieser  Me- 
thode soll  wieder  das  oben  schon  in  Betracht  gezogene  dreigliedrige 
Gelenksystem  (vgl.  Fig.  13b  auf  S.  427)  zugrunde  gelegt  werden. 

Denkt  man  in  diesem  Systeme  das  erste  Glied  im  Gelenk- 
mittelpunkte Gi, s mit  der  Masse  «2,3  des  aus  dem  zweiten  und 
dritten  Gliede  bestehenden  Teilsystems  beschwert,  wie  es  für  das 
erste  reduzierte  System  erforderlich  ist,  so  hat  dieser  Massenpunkt 
eine  Bewegung  auszuführen,  welche  mit  der  Bewegung  des  Punktes 
G\fi  vollkommen  übereinstimmt.  Um  dies  zu  ermöglichen,  ist  eine 
an  ihm  angreifende  Kraft  von  der  Größe  //i2,sjri,2  nötig,  unter  <71,2 
die  Beschleunigung  des  Gelenkmittelpunktes  Gip  verstanden.  Fügt 
man  diese  Kraft  im  Gelenkmittelpunkte  G'1,2  den  übrigen  zu,  so 
läßt  sich  dieselbe  mit  der  Effektivkraft  — zu  einer  Resul- 
tante zusammensetzen,  welche  durch  das  Produkt  — mj,3(y2,a — 171,2) 
gemessen  wird.  Der  zweite  Faktor  dieses  Produktes  stellt  nun 
nichts  anderes  dar,  als  die  zum  Gelenkmittelpunkte  G 1,*  relative 
Beschleunigung  des  Teilschwerpunktes  .$2,3,  welche  zum  Unter- 
schiede von  der  absoluten  Beschleunigung  desselben  Punktes  mit 
Yn, 3 bezeichnet  werden  soll;  denn  die  absolute  Beschleunigung 
dieses  Schwerpunktes  kann  natürlich  als  Resultante  aus  der  zu  Oi,s 
relativen  Beschleunigung  desselben  und  der  absoluten  Beschleu- 
nigung des  Gelenkmittelpunktes  G 1,2  selbst  aufgefaßt  werden,  so 
daß  man  hat 

Ya,a  = Y >*,»  -4*  <71,2. 

Es  ist  daher  das  Produkt  — — 771,2)  mit  der  Kraft  — En, 3 
identisch,  welche  der  zu  (h,2  relativen  Effektivkraft  des  Schwer- 
punktes .Sa  3 entgegengesetzt  gleich  ist. 
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Ein  reduziertes  System  war  dadurch  definiert,  daß  man  an 
einem  bestimmten  Gliede  des  Gelenksystems,  welches  zweck- 
mäßigerweise als  das  Kernglied  des  reduzierten  Systems  bezeich- 
net wird,  in  jedem  seiner  Gelenkmittelpunkte  die  Masse  desjenigen 
Abschnittes  des  Gelenksystems  konzentriert  denkt,  welcher  nach 
Durchtrennung  des  betreffenden  Gelenks  vom  Kerngliede  ab- 
fallen  würde.  In  bezug  auf  die  Kräfte  ist  diese  Definition  da- 
hin zu  erweitern,  daß  mit  den  Massen  auch  die  an  den  an- 
hängenden Gliedern  augreifenden  Kräfte  parallel  nach  dem  Mittel- 
punkte des  Verbindungsgelonks  zu  verlegen  sind.  Faßt  man 
das  reduzierte  System  in  diesem  erweiterten  Sinne  auf,  so  hat 
man  nach  den  letzten  Erörterungen  das  Resultat,  daß  das 
erste  reduzierte  System  des  dreigliedrigen  Gelcnksystcms  sich  so 
bewegt,  als  ob  außer  den  zu  ihm  gehörenden  Kräften  im  Gelenk- 
inittelpunkte  Gi,t  noch  eine  Kraft  angriffe,  welche  der  zu  diesem 
Gelenkmittelpunkte  relativen  Effektivkraft  des  Schwerpunktes <S*,3 
des  aus  dem  zweiten  und  dritten  Gliede  zusammengesetzten  Teil- 
systems entgegengesetzt  gleich  ist. 

Daß  sich  für  das  dritte  reduzierte  System  ein  ganz  ent- 
sprechendes Resultat  ergeben  wird,  braucht  wohl  nicht  weiter  er- 
örtert zu  werden. 

Es  läßt  sich  aber  auch  leicht  zeigen,  daß  der  Satz  mutatis 
mutandis  für  das  zum  Mittelgliede  gehörende  zweite  reduzierte 
System  Geltung  besitzt.  Geht  man  nämlich  vom  Mittelgliede  zum 
zweiten  reduzierten  Systeme  über,  indem  man  in  G i,s  die  Masse  »«1 
und  in  G%a  die  Masse  hinzugefügt  denkt,  so  machen  sich,  um 
die  richtigen  Bewegungen  dieser  beiden  Massenpunkte  zu  erzielen, 
in  fr i,a  und  Gt,a  noch  beziehungsweise  die  beiden  Kräfte  na gi,t  und 
»»3<7m  nötig.  Die  erstere  setzt  sich  mit  — Ei  zu  der  zum  Gelenk- 
punkte Gi, 2 relativen  negativen  Effektivkraft  — En  des  Schwer- 
punktes iS'u  und  die  letztere  mit  — Ea  zu  der  zum  Gelenkpunkte 
Ga, 3 relativen  negativen  Effektivkraft  — E^  des  Schwer- 
punktes S%  zusammen.  Es  kommen  daher  zu  den  sowieso  am 
zweiten  reduzierten  Systeme  angreifenden  Kräften  noch  die  beiden 
in  Gi,\  und  Gta  angreifenden,  den  relativen  Effektivkräften  der 
Schwerpunkte  S,  und  S:i  entgegengesetzt  gleichen  Kräfte  hinzu. 

Unter  dem  Einflüsse  der  genannten  Kräfte  bewegt  sich  jedes 
der  drei  reduzierten  Systeme  genau  so  wie  ein  einziger  starrer 
Körper;  sein  Schwerpunkt,  d.  h.  also  der  Hauptpunkt  seines  Kern- 
gliedes, führt  dieselbe  Bewegung  im  Raume  aus,  als  wenn  in  ihm 
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dio  ganze  Masse  des  Gelenksystems  konzentriert  wäre  und  an  ihm 
alle  angeführten  Kräfte  direkt  angriffen.  Außerdem  dreht  sich  das 
reduzierte  System  genau  so  um  seinen  Schwerpunkt,  wie  es  ein 
starrer  Körper  von  gleicher  Beschaffenheit  unter  der  Einwirkung 
der  genannten  Kräfte  tun  würde. 

Dieses  Resultat  gilt  ganz  allgemein  für  jedes  beliebige  Gelenk- 
system und  stellt  selbst  für  das  komplizierteste  System  eine  für 
die  Anwendung  unentbehrliche  Interpretation  der  Bewegungs- 
gleichungen dar,  welche  sowohl  unter  der  Voraussetzung  voll- 
kommen freier  Beweglichkeit  im  Raume,  als  auch  in  dem  Falle 
gilt,  daß  die  Bewegung  des  Gelenksystems  an  irgendwelche  Be- 
dingungen geknüpft  ist,  die  sich  durch  bestimmte  Kräfte  realisieren 
lassen. 

IV.  Das  aus  beliebig  viel  Gliedern  bestehende 
Gelenksystem. 

Die  für  das  zwei-  und  dreigliedrige  Gelenksystem  gewonnenen 
Resultate  lassen  sich  mutatis  inutandis  auf  jedes  beliebige  Gelenk- 
system ausdehnen.  Wenn  es  auch  aus  Mangel  an  Raum  nicht 
möglich  ist,  dies  mit  genügender  Ausführlichkeit  hier  auseinander- 
zusetzen und  zu  begründen,  so  sollen  die  hauptsächlich  dabei  in 
Betracht  kommenden  Punkte  doch  wenigstens  kurz  skizziert  werden. 
Dies  ist  um  so  nötiger,  als  gerade  der  tierische  Organismus,  ins- 
besondere der  menschliche  Körper  ein  Gelenksystem  mit  einer 
großen  Anzahl  von  Gliedern  darstellt  Bezüglich  der  ausführlichen 
Begründung  des  folgenden  verweise  ich  wieder  auf  mein  schon 
oben  angeführtes,  im  Verlage  von  B.  G.  Teubner  erschienenes  Buch 
über  die  „theoretischen  Grundlagen  für  eine  Mechanik  der  lebenden 
Körper“  bzw.  auf  meine  in  demselben  angeführten  Originalabhand- 
1 ungon. 

1.  Über  die  Hauptpunkte  und  reduzierten  Systeme  des 
allgemeinen  Gelenksystems. 

Zunächst  ist  zu  sagen,  daß  auch  bei  dem  kompliziertesten 
Gelenksystem  den  Hauptpunkten  der  einzelnen  Glieder  eine  her- 
vorragende Bedeutung  für  die  Kinetik  des  ganzen  Gelenksystems 
zukommt.  Man  hat  dabei  ganz  allgemein  unter  dem  Hauptpunkte 
eines  Körperteils  „4.  den  Schwerpunkt  eines  (fingierten)  Massen- 
systems zu  verstehen,  welches  man  auf  der  Grundlage  des  Körper- 
teils A dadurch  gewinnt,  daß  man  im  Mittelpunkte  eines  jeden 
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an  A befindlichen  Gelenks  eine  Masse  konzentriert  denkt,  welche 
gleich  ist  der  Summe  der  Massen  aller  derjenigen  anderen  Körper- 
teile, die  nach  Durchtrennung  des  Gelenks  von  dem  ursprünglich 
in  Betracht  gezogenen  Körperteile  *4  abfallen  würden.  Mit  diesen 
Massenpunkten  denke  man  also  den  Körperteil  .4  in  seinen  Ge- 
lenken an  Stelle  der  tatsächlich  mit  ihm  in  Gelenkverbindung 
stehenden  Körperteilen  beschwert,  während  man  im  übrigen  an 
der  Massenverteilung  innerhalb  A nichts  ändert.  Man  erhält  auf 
diese  Weise  für  jedes  Glied  eines  lebenden  Körpers  ein  solches 
zugehöriges  Massensystem,  welches,  wie  man  leicht  bestätigt,  als 
Masse  die  Gesamtmasse  des  ganzen  Körpers  besitzt.  Dieses  be- 
zeichnet man  wieder  als  das  dem  betreffenden  Gliede  zugehörendo 
„reduzierte  System“.  Es  ergibt  sich  demnach  der  „Hauptpunkt 
eines  Körperteils“  als  der  Schwerpunkt  des  zugehörigen  reduzierten 
Systems.  Wie  aus  seiner  Ableitung  ohne  weiteres  zu  erkennen 
ist,  stellt  derselbe  unter  der  für  alle  größeren  Gelenke  des  lebenden 
Körpers  ziemlich  genau  zutreffenden  Annahme  eines  unveränder- 
lichen Gelenkmittelpunktes  einen  festen  Punkt  des  betreffenden 
Körperteils  dar.  Die  Strecken,  welche  die  Mitten  der  einen  Körper- 
teil begrenzenden  Gelenke  mit  dem  Hauptpunkte  desselben  ver- 
binden, heißen  die  „Hauptstrecken  des  Körperteils“. 

Nach  dem  Gesagten  erhält  man  z.  B.  das  reduzierte  Rumpfsystem 
für  den  menschlichen  Körper,  indem  man  in  jedem  Hüftgelenkmittel- 
punkte die  Masse  eines  Beins,  in  jedem  Schultergelenkmittelpunkte 
die  Masse  eines  Armes,  und  im  Kopfgelenkmittelpunkte  die  Masse 
des  Kopfes  konzentriert  und  dem  Rumpfe  hinzugefügt  denkt.  Der 
Schwerpunkt  dieses  Systems  ist  dann  der  Hauptpunkt  des  Rumpfes, 
und  die  von  den  fünf  Gelenkmittelpunkten  nach  ihm  gezogenen 
Strecken  stellen  die  Hauptstrecken  desselben  dar.  Oder  man  erhält 
das  reduzierte  rechte  Oberschenkelsystem,  indem  man  im  Mittel- 
punkte des  Hüftgelenks  die  Masse  des  ganzen  Körpers  mit  Aus- 
nahme des  rechten  Beins,  und  im  Mittelpunkte  des  Kniegelenks 
die  Summe  der  Massen  des  rechten  Unterschenkels  und  rechten 
Fußes  konzentriert  denkt.  Der  Hauptpunkt  des  Oberschenkels 
fällt  dann  in  den  Schwerpunkt  dieses  Massensystems.  Während 
es  für  den  Rumpf  fünf  Hauptstrecken  gab,  besitzt  der  Ober- 
schenkel nur  zwei,  nämlich  die  Verbindungsstrecken  der  Mittel- 
punkte des  Hüftgelenks  und  Kniegelenks  mit  dem  Hauptpunkte 
des  Oberschenkels  usw.  Während  der  Einzelschwerpunkt  nur  von 
der  Masse  des  einen  Körperteils  abhängt,  richtet  sich  dagegen,  wie 
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man  sieht,  der  Hauptpunkt  in  seiner  Lage  auch  nach  der  Masse 
der  übrigen  Glieder. 

In  der  Mechanik  eines  jeden  Gelenksystems  spielen  die  Haupt- 
punkte der  einzelnen  Glieder  eine  entsprechend  wichtige  Rolle 
wie  der  Schwerpunkt  in  der  Mechanik  eines  einzelnen  starren 
Körpers.  Damit  steht  im  Zusammenhänge,  daß  die  Einführung  der 
reduzierten  Systeme  und  Hauptpunkte  sowohl  in  kinematischer 
als  auch  in  kinetischer  Hinsicht  wesentliche  Vereinfachung  und 
auch  zugleich  größere  Anschaulichkeit  der  Untersuchungen  bedingen. 
Dies  tritt  insbesondere  auch  dadurch  deutlich  hervor,  daß  die 
Hauptpunkte  sowohl  zu  dem  Gesamtschwerpunkte  des  ganzen 
lebenden  Körpers  als  auch  zu  den  Schwerpunkten  der  aus  mehreren 
Gliedern  zusammengesetzten  Teilsysteme  in  enger  Beziehung  stehen. 

Man  gelangt  nämlich  stets  zu  dem  Gesamtschwerpunkte  des 
ganzen  lebenden  Körpers,  wenn  man  von  irgendeinem  Hauptpunkte 
aus  die  Vektorsumme  (geometrische  Summe)  derjenigen  zu  den 
übrigen  Körperteilen  gehörenden  Hauptstrecken  bildet,  welche  dem 
Hauptpunkte,  von  dem  man  ausging,  innerhalb  des  lebenden 
Körpers  am  nächsten  liegen.  Man  denke  beispielsweise  den  mensch- 
lichen Körper  aus  nur  12  durch  Gelenke  verbundenen  Abschnitten 
zusammengesetzt,  welche  für  die  größeren,  etwa  zum  Zwecke  der 
Lokomotion  ausgeführten,  Bewegungen  mit  genügender  Annäherung 
als  starr  aufgefaßt  werden  können,  indem  man  jedes  Bein  in  die 
drei  Hauptteile,  dagegen  jeden  Arm  in  nur  zwei  durch  das  Ell- 
bogengelenk miteinander  verbundene  Abschnitte  zerlegt  annimmt, 
und  außerdem  den  Rumpf  und  den  Kopf  jeden  für  sich  als  starre 
Masse  auffaßt  Nach  der  Bestimmung  der  zugehörigen  12  Haupt- 
punkte hat  man  dann  zur  Gewinnung  des  Gesamtschwerpunktes 
des  ganzen  menschlichen  Körpers  etwa  vom  Hauptpunkte  des 
Rumpfes  aus  die  Vektorsumme  der  11  zu  den  Extremitätenab- 
schnitten und  dem  Kopfe  gehörenden  Hauptstrecken  zu  bilden, 
welche  innerhalb  des  Körpers  dem  Rumpfe  am  nächsten  liegen. 
Man  könnte  aber  ebensogut  von  irgendeinem  anderen  Haupt- 
punkte, etwa  dem  des  Oberschenkels,  ausgehen  und  würde  durch 
die  geometrische  Addition  von  11  zu  den  übrigen  Körperteilen 
gehörenden  Hauptstrecken  zu  dem  gleichen  Punkte  geführt  werden. 

Denkt  man  sich  dagegen  vom  ganzen  Körper  durch  Trennung 
einer  Gelenkverbindung  einen  noch  aus  mehreren  Körperteilen  be- 
stehenden Abschnitt  abgelöst,  und  bildet  vom  Mittelpunkte  des 
Trennungsgelenkes  aus  die  Vektorsumme  der  diesem  Gelenk  zu- 
gewendeten Hauptstrecken  der  abgelösten  Körperteile,  so  gelangt 
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man  zu  einem  Punkte,  der  als  der,  allerdings  jetzt  mit  den  Ge- 
lenkstellungen veränderliche,  Hauptpunkt  des  abgelösten  Abschnittes 
aufzufassen  ist.  Derselbe  steht  in  sehr  naher  Beziehung  zu  dem 
Partialschwerpunkte  des  abgetrennten  Abschnittes.  Dieser  liegt  näm- 
lich auf  der  Verlängerung  des  resultierenden  Vektors,  und  zwar 
in  einem  Abstande  vom  Mittelpunkte  des  Trennungsgelenkes,  welcher 
sich  zu  der  Länge  des  resultierenden  Vektors  verhält  wie  die 
Masse  des  ganzen  menschlichen  Körpers  zu  der  Masse  des  abge- 
lösten Abschnittes.  Man  wird  infolgedessen  auch  den  gesuchten 
Partialschwerpunkt  direkt  erhalten,  wenn  man  vor  der  geometri- 
schen Addition  der  fraglichen  Hauptstrecken  die  letzteren  in  dem 
genannten  Verhältnisse  verlängert. 

Wie  bei  einem  einzigen  starren  Körper  die  Schwere  immer 
als  eine  Kraft  aufgefaßt  werden  kann,  die  im  Schwerpunkte 
desselben  vertikal  nach  unten  zieht  und  gleich  dem  Gewichte  des 
Körpers  ist,  so  wirkt  die  Schwere  auf  ein  Glied  des  lebenden 
Körpers  infolge  des  Gelenkzusammenhanges  mit  allen  anderen 
Gliedern  stets  wie  eine  Kraft  ein,  die  nicht  im  Schwerpunkte, 
sondern  im  Hauptpunkte  des  betreffenden  Gliedes  vertikal  nach 
unten  zieht  und  gleich  dem  Gesamtgewichte  des  ganzen  lebenden 
Körpers  ist*). 

Diese  Andeutungen  über  die  Bedeutung  der  Hauptpunkte  der 
Glieder  eines  Gelenksystems  für  die  Untersuchung  der  Bewegungen 
desselben  lassen  wohl  zur  Genüge  erkennen,  daß  man  sich  außer 
den  Massen,  Trägheitsmomenten  und  Schwerpunkten  auch  noch 
die  Hauptpunkte  für  alle  Körperteile  verschaffen  muß,  bevor  man 
an  eine  Untersuchung  über  die  an  der  Hervorbringung  der  Be- 
wegung beteiligten  Kräfte  herangehen  kann. 

Eine  exakte  Bestimmung  der  Masse  der  einzelnen  Körperteile 
und  der  die  Massenverteilung  charakterisierenden  Größen  läßt  sich 
ain  lebenden  Körper  nicht  durchführen.  Man  ist  daher  auf 
Messungen  an  der  Leiche  angewiesen,  bei  welcher  sich  die  ein- 
zelnen Abschnitte  zum  Zwecke  der  Untersuchung  voneinander 
trennen  lassen.  Aber  auch  hier  stellen  sich  Schwierigkeiten  ein, 
die  nicht  vollständig  überwunden  werden  können.  Zunächst  ist 
m in  bei  der  Zertrennung  des  Körpers  in  seine  Abschnitte  einer 
gewissen  WTllkür  unterworfen;  denn  es  lassen  sich  manche  Muskel- 

*)  Man  vgl.  hierzu  insbesondere  meine  Arbeit  über  den  Gang  des  Menschen. 
III.  Teil.  Abhandlungen  der  math.-phys.  Klasse  der  Kgl.  Sachs.  Gesellsch.  d. 
W'issensch.  Bd.  XXVI.  Nr.  111.  1900.  S.  108  und  109;  und  mein  Buch  über: 
Theoretische  Grundlagen  für  eine  Mechanik  der  lebenden  Körper.  Leipzig  1906. 

Fiflcher,  Medixin.  Physik.  29 
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und  Hautpartien  in  der  Umgebung  eines  Gelenks  mit  gleichem 
Rechte  dem  einen  wie  dem  anderen  Körj>erteile  zuschreiben.  Der 
lebende  Körper  besteht  eben  nicht  wie  eine  aus  festem  Materiale 
hergestellte  Maschine  aus  lauter  starren  Gliedern,  welche  deutlich 
voneinander  getrennt  sind,  so  daß  jedes  als  ein  an  Gestalt  und 
Ausdehnung  unveränderlicher  Körper  für  sich  erscheint  Selbst 
wenn  es  gelingen  würde,  durch  geeignete  Trennung  an  den  Ge- 
lenken eine  einwandfreie  Zerlegung  des  Körpers  in  eine  Anzahl 
von  Abschnitten  vorzunehmen,  welche  für  die  Bewegungen  des 
ganzen  Körpers  als  gesonderte  mechanische  Einheiten  aufgefaßt 
w'erden  könnten,  so  wären  diese  Körperteile  doch  nicht  als  starre 
Massen  im  strengen  Sinne  aufzufassen;  denn  jede  Kontraktion  von 
Muskeln,  der  Blutstrom  und  andere  Einflüsse  rufen  ja  fortwährend 
Deformationen  und  geringe  Massenverschiebungen  hervor.  Eine 
Berücksichtigung  aller  dieser  Momente  würde  aber  eine  exakte 
Behandlung  der  Bewegungszustände  des  Körpers  unmöglich  machen. 
Es  sind  daher  die  Fehler,  welche  man  begeht,  wenn  man  durch 
eine  Trennung  in  den  Gelenken  bestimmte  Weichteile  nur  dem 
einen  Gliede  zuweist,  während  sie  mit  gleichem  Rechte  auch  als 
Bestandteile  des  Nachbargliedes  aufgefaßt  werden  könnten,  nicht  zu 
hoch  anzuschlagen.  Sie  liegen  innerhalb  der  Grenzen  der  Genauigkeit, 
welche  man  bei  der  Bestimmung  der  Massen,  Schwerpunkte,  Haupt- 
punkte und  Trägheitsmomente  infolge  der  Deformierbarkeit  aller 
Teile  des  Körpers  überhaupt  erreichen  kann.  Es  ist  aus  diesem 
Grunde  auch  gar  nicht  nötig,  daß  man  bei  jeder  Untersuchung 
einer  bestimmten  Bewegung  des  lebenden  Körpers  alle  durch  Ge- 
lenke getrennte  Teile  des  Körpers  als  besondere  Abschnitte  des- 
selben in  Rechnung  zieht.  So  kann  man  beispielsweise  für  die 
Untersuchung  des  menschlichen  Ganges  die  Gliederung  der  Hand 
und  der  Finger  ganz  unberücksichtigt  lassen  und  die  Hand  wie 
eine  einzige  starre  Masse  behandeln;  denn  während  des  Gehens 
werden  die  Fingergelenke  im  allgemeinen  überhaupt  nicht  rnit- 
bewegt.  Ja  selbst  die  Beweglichkeit  der  Hand  gegenüber  dem 
Vorderarme  übt  keinen  nennenswerten  Einfluß  auf  die  Hervor- 
bringung dieser  Lokomotionsbewegungen  aus,  so  daß  man  dabei 
schließlich  auch  die  Hand  zum  Vorderarme  festgestellt  annehmen 
kann.  Richtet  sich  dagegen  die  Untersuchung  auf  die  Bewegungen 
eines  Klavierspielers  oder  eines  Geigers,  so  spielen  gerade  die 
kleinen  Fingergelenke  die  Hauptrolle,  während  z.  B.  die  Beweg- 
lichkeit der  unteren  Extremitäten  gegen  den  Rumpf,  abgesehen 
von  dem  Gebrauch  der  Pedale  beim  Klavierspieler,  gar  nicht  in 
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Betracht  kommt  Man  wird  dann  in  diesem  Falle  den  Rumpf 
zusammen  mit  den  Beinen  wie  eine  starre  Masse  behandeln 
können,  während  für  die  Arme  ihre  bis  in  die  Fingerspitzen  gehende 
Gliederung  in  Rücksicht  zu  ziehen  ist  Es  richtet  sich  also  ganz 
nach  dem  Zwrecke  einer  speziellen  Untersuchung,  aus  wie  viel  und 
aus  welchen  als  starr  im  Sinne  der  Mechanik  aufzufassenden 
Abschnitten  man  den  lebenden  Körper  zusammengesetzt  auffassen 
muß,  um  eine  genügende  Annäherung  an  die  wirklichen  Verhält- 
nisse zu  erzielen. 

Es  ist  schließlich  noch  zu  beachten,  daß  alle  Größen,  welche 
die  Masse  und  Massenverteilung  innerhalb  der  einzelnen  Abschnitte 
bestimmen,  natürlich  von  der  Art  der  Zergliederung  des  ganzen 
Körpers  abhängen.  E9  lassen  sich  daher  auch  keine  allgemein 
gültigen  Angaben  über  diese  Größen  machen,  um  so  weniger  als 
dieselben,  mit  Ausnahme  der  Masse,  auch  bei  einem  bestimmten 
Körperteile  noch  von  der  Stellung  seiner  Zwischengelenke  abhängen. 
Faßt  man  z.  B.  die  Hand  als  besonderen  Abschnitt  auf,  so  werden 
die  Lagen  ihres  Schwerpunktes  und  Hauptpunktes,  ebenso  wie  die 
Größen  ihrer  Trägheitsmomente  sofort  verändert,  wenn  man  aus 
einer  gestreckten  Haltung  aller  Finger  und  Fingerglieder  zur  ge- 
ballten Faust  übergeht  usw. 

Unter  Verwendung  der  Hauptpunkte  und  reduzierten  Systeme 
lassen  sich  die  Bewegungsgleichungen  des  kompliziertesten  Ge- 
lenksystemes  auf  verhältnismäßig  einfache  Form  bringen,  wie  man 
nach  den  obigen  Ableitungen  der  Gleichungen  für  das  zweigliedrige 
ebene  Gelenksystem  leicht  verstehen  wird. 

2.  Verwendung  der  Bewegungsglelehungcn  des  allgemeinen 
Gelenksystems  zur  Bestimmung  der  inneren  Kräfte  insbe- 
sondere der  Muskclspannungen. 

Zur  Ableitung  der  Bewegungsgleichungen  läßt  sich  auch  bei 
einem  beliebig  komplizierten  Gelenksystem  wioder  die  oben  für 
das  zwei-  und  dreigliedrige  ebene  Gelenksystem  ausführlich  dar- 
gelegte Methode  anwenden.  Man  kann  auch  hier  die  Bewegung 
eines  bestimmten  Gliedes  des  Systems  dadurch  auf  die  Bewegung 
eines  einzelnen  isolierten  Körpers  zurückführen,  daß  man  in  jedem 
Gelenktnittelpunkte  des  betreffenden  Gliedes  nicht  nur  die  äußeren 
Kräfte  des  an  diesem  Gelenke  hängenden  Teilsystems  angebracht 
denkt,  sondern  außerdem  noch  eine  Kraft,  welche  der  Effektiv- 
kraft des  Schwerpunktes  dieses  Teilsystems  entgegengesetzt  gleich 
ist.  Fügt  man  die  Drehungsmomente  aller  dieser  Kräfte  den 
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Momenten  der  übrigen  an  dem  Gliede  direkt  angreifenden  Kräfte 
hinzu  und  vereinigt  sie  mit  den  letzteren  zu  einem  einzigen  resul- 
tierenden Drehungsmomente,  so  besitzt  dann  im  Falle  eines  ebenen 
Gelenksystems  jede  zu  einem  Gliede  gehörende  Bewegungsgleichung 
die  einfache  Form 

T-y“  = D. 

Dabei  bedeutet  die  Winkelbeschleunigung  des  Gliedes  und  T 
sein  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  die  zur  Bewegungsebene  senk- 
rechte Schwerpunktsaxe,  welche  zugleich  eine  Hauptträgheitsuxe 
des  Gliedes  darstellen  soll.  D ist  dagegen  das  auf  die  gleiche 
Schwerpunktsaxe  ausgeübte  resultierende  Drehungsmoment  der 
sämtlichen  direkt  am  Gliede  angreifenden  und  der  zum  Zwecke 
der  Isolierung  des  Gliedes  nach  seinen  Gelenkmittelpunkten  ver- 
legt zu  denkenden  Kräfte  der  übrigen  Glieder,  die  den  Effektiv- 
kräften der  anhängenden  Teilsysteme  entgegengesetzt  gleichen 
Kräfte  mit  eingeschlossen. 

In  der  gleichen  einfachen  Form  würden  sich  die  zu  den  ein- 
zelnen reduzierten  Systemen  gehörenden  Bewegungsgleichuugen 
darstellen.  Nur  würde  dann  nach  dem  früheren  auf  der  linken 
Seite  einer  Gleichung  das  Trägheitmoment  des  reduzierten  Systems 
in  bezug  auf  die  zur  Bewegungsebene  senkrechte  Axe  durch  den 
Hauptpunkt  zu  stehen  haben,  und  für  das  resultierende  Drehungs- 
moment auf  der  rechten  Seite  kämen  nicht  die  absoluten,  sondern 
nur  die  zu  den  Mittelpunkten  der  Verbindungsgelenke  relativen 
Effektivkräfte  der  anhängenden  Teilsysteme  in  Betracht. 

Denkt  man  mm  eine  bestimmte  Bewegung  des  Gelenksystems 
auf  empirischem  Wege  mit  genügender  Genauigkeit  in  allen  Ein- 
zelheiten bestimmt,  so  hat  man  damit  auch  die  von  den  Be- 
schleunigungen der  Schwerpunkte  abhängenden  Effektivkräfte  ge- 
wonnen. Es  bleiben  demnach  in  den  Bewegungsgleichungen  nur 
noch  die  nicht  direkt  bestimmbaren  inneren  Kräfte,  insbesondere 
beim  lebenden  Körper  die  Muskelkräfte  als  Unbekannte  übrig. 
Da  es  bequemer  ist,  die  absoluten  Beschleunigungen  der  Schwer- 
punkte als  die  zu  irgendwelchen  Gelenkmittelpunklcn  relativen 
Beschleunigungen  derselben  auf  empirischem  Wege  zu  bestimmen, 
so  empfiehlt  es  sich  für  die  in  Rede  stehende  Anwendung  der 
Bewegungsgleichungen  nicht,  auf  die  reduzierten  Systeme  zurück- 
zugreifen, so  wichtig  die  letzteren  auch  sonst  für  das  Verständnis 
der  gegenseitigen  Beeinflussung  der  einzelnen  Glieder  eines  Systems 
und  für  die  Vereinfachung  der  in  extenso  aufgestellten  Bewegungs- 
gleichungen sind. 
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In  der  für  die  Bewegung  eines  Gliedes  geltenden  Gleichung 
— D läßt  sich  der  Wert  der  linken  Seite  für  jeden  Moment 
angeben,  sobald  eben  die  Bewegung  in  allen  Einzelheiten  empi- 
risch bestimmt  ist.  Außer  den  Beiträgen  der  Effektivkräfte  für 
das  resultierende  Drehungsmoment  D , welche  nach  dem  obigen 
ebenfalls  direkt  bestimmbar  sind,  lassen  sich  dann  ferner  die  eben- 
falls in  D enthaltenen  Drehungsmomente  äußerer  Kräfte,  wie  der 
Schwere,  auf  Grund  der  empirischen  Bestimmung  der  sukzessiven 
Stellungen  des  Gelenksystems  im  Raume  leicht  ermitteln.  Wie 
schon  oben  angedeutet,  erweist  es  sich  dagegen  als  unmöglich, 
die  Anteile  direkt  zu  bestimmen,  welche  die  Muskelspannungen 
an  der  Hervorbringung  des  resultierenden  Drehungsmomentes  D 
nehmen.  Man  kann  daher  die  Gleichung  dazu  verwenden,  das 
unbekannte  Drehungsmoment,  mit  welchem  ein  Muskel  auf  das 
der  Berechnung  zugrundeliegende  Glied  einwirkt,  oder,  falls  meh- 
rere Muskeln  in  die  Bewegung  eingreifen,  die  algebraische  Summe 
ihrer  Drehungsmomente  zu  berechnen. 

Kommt  nur  ein  einziger  Muskel  in  Frage,  so  hat  man  damit 
auch  zugleich  die  Möglichkeit  gewonnen,  seine  sich  im  allgemei- 
nen ändernde  Spannung  für  den  ganzen  Ablauf  der  Bewegung 
festzustellen.  Handelt  es  sich  dagegen  11m  inelirere  gleichzeitig 
tätige  Muskeln,  so  muß  man  die  gleiche  Berechnung  des  resul- 
tierenden Drehungsmomentes  der  Muskeln  für  alle  anderen  Glieder 
des  Gelenksystems  vornehmen,  auf  welche  die  betreffenden  Mus- 
keln Drehungsmomente  ausüben.  Die  Aufgabe  der  Bestimmung 
ihrer  Spannungen  ist  dann  nur  in  dem  Falle  unmittelbar  zu  lösen, 
daß  nicht  mehr  Muskeln  auf  alle  zur  Berechnung  heranzuziehenden 
Glieder  einwirken,  als  hierbei  überhaupt  Glieder  in  Frage  kommen; 
denn  nur  unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man  auf  die  angege- 
bene Weise  eine  genügende  Anzahl  von  Bestimmungsgleichungen 
für  die  unbekannten  Muskelspannungen.  Fällt  die  Anzahl  der 
Bestimmungsgleichungen  zu  gering  aus,  so  muß  man  dann  noch 
ein  besonderes  Prinzip,  wie  z.  B.  das  im  Leben  höchstwahrsdiein- 
lich  geltende  Prinzip  der  kleinsten  Anstrengung  5)  zu  Hilfe  nehmen, 
um  die  Aufgabe  zu  einer  eindeutig  lösbaren  zu  machen. 

*)  Vgl.  A.  Fick,  Die  medizinische  Physik.  Bruunschweig.  3.  Auf)., 
1885.  S.  89. 
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3.  Empirische  Bestimmung  der  Bewegung  eines  Gelenk* 

Systems. 

Als  Voraussetzung  für  die  Anwendbarkeit  der  im  vorher- 
gehenden in  groben  Umrissen  geschilderten  Methode  der  Bestim- 
mung der  Muskelspannungen  hatte  sich  eine  genaue  Kenntnis 
aller  Einzelheiten  des  Bewegungsvorganges  ergeben.  Die  Methode, 
nach  welcher  man  sich  die  Grundlage  für  die  hierzu  erforderliche 
kinematische  Untersuchung  verschaffen  kann,  möge  im  folgenden 
an  einem  speziellen  Beispiele  erläutert  werden;  gleichzeitig  soll 
dabei  gezeigt  werden,  in  welcher  Weise  die  Ausführung  derselben 
bei  einem  ausgedehnten  Bewegungsvorgange  im  einzelnen  auszu- 
gestalten ist,  damit  sie  zu  genügend  genauen  Resultaten  führt 

Die  Methode  ist  die  der  „Chronophotographie“;  dieselbe 
ist  erst  allmählich  so  vervollkommnet  worden,  daß  man  mit  ihrer 
Hilfe  nicht  nur  die  sukzessiven  Stellungen  eines  sich  bewegenden 
Organismus,  sondern  auch  die  Geschwindigkeiten  und  Beschleuni- 
gungen ableiten  kann,  welche  die  einzelnen  Teile  des  organischen 
Körpers  in  den  aufeinanderfolgenden  Bewegungsphasen  besitzen. 
Eint'  eingehende  Darstellung  der  Entwickelung  der  Chronophoto- 
graphie findet  man  in  dem  dieser  Methode  gewidmeten  Artikel 
von  G.  Weiß  im  V.  Jahrgange  der  Ergebnisse  der  Physiologie 
S.  289  ff.  An  dieser  Stelle  wird  es  für  das  Verständnis  der  Me- 
thode genügen,  die  Hauptgesichtspunkte  hervorzuheben,  welche  zu 
ihrer  allmählichen  Vervollkommnung  geführt  haben. 

Nachdem  es  Janssen  mit  Hilfe  eines  von  ihm  als  „astrono- 
mischer Revolver“  bezeichneten  Apparates  geglückt  war,  eine 
Serie  von  Phasen  einer  verhältnismäßig  langsamen  Bewegung, 
nämlich  des  Venusduiehganges  vor  der  Sonne  im  Jahre  1873 
photographisch  aufzunehmen,  unternahm  es  der  amerikanische 
Photograph  Muybridge  in  San  Francisco  auf  Veranlassung  des 
ehemaligen  Gouverneurs  Stanford  von  Kalifornien,  zum  ersten 
Male  eine  Serie  von  Momentaufnahmen  eines  bewegten  Tieres, 
nähmlich  eine3  vor  einen  Wagen  gespannten  Pferdes,  herzustellen  *). 
Er  verwendete  zu  diesem  Zwecke  eine  Reihe  nebeneinanderste- 
hender photographischer  Apparate,  welche  nacheinander  in  kurzen 
Zeitintervallen  für  einen  Moment  geöffnet  wurden.  Die  Leistung 
von  Muybridge  ist  um  so  bemerkenswerter,  als  zu  jener  Zeit 

*)  Pie  von  Muybridge  erlangten  Resultate  finden  sieh  zuerst  veröffent- 
lielit  von  Willmann  unter  dem  Titel:  The  Hnrso  in  Motion,  as  shown  liy 
instantaneniis  Photograph}’.  London,  Turner  & Co.,  1882. 
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die  photographischen  Platten  noch  nicht  den  hohen  Grad  von 
Empfindlichkeit  besaßen,  der  sie  heute  so  vortrefflich  zur  Auf- 
nahme von  Momentbildern  geeignet  macht.  Die  Aufnahme  der 
sukzessiven  Bewegungsphasen  wurde  bei  der  kurzen  Expositions- 
zeit, welche  die  schnelle  Bewegung  de3  Pferdes  erforderlich  machte, 
nur  dadurch  ermöglicht,  daß  das  Tier  sich  vor  einem  weißen 
Schirme  bewegte,  der  so  geneigt  und  orientiert  war,  daß  er  die 
auffallenden  Sonnenstrahlen  nach  den  photographischen  Apparaten 
hin  reflektierte.  Infolgedessen  hob  sich  das  Pferd  als  ein  dunkler 
Körper  auf  dem  sehr  hellen  Hintergründe  scharf  ab.  Allerdings 
sind  diese  ersten  Momentbilder  noch  insofern  unvollkommen,  als 
sie  nur  die  Silhouette  des  Tieres,  aber  fast  gar  keine  Details 
geben;  sie  lassen  jedoch  schon  deutlich  die  verschiedenen  Stel- 
lungen der  Beine  und  des  Kopfes  in  den  aufeinanderfolgenden 
Bewegungsphasen  erkennen. 

Durch  das  glückliche  Gelingen  des  ersten  Versuches  ermutigt, 
unternahm  es  dann  Muybridge,  Momentbilder  der  Bewegungs- 
phasen von  anderen  Tieren  und  vor  allen  Dingen  auch  vom  Men- 
schen anzufertigen.  Nach  der  Erfindung  der  viel  lichtempfind- 
licheren Bromsilbergelatineplatten  gelang  es  ihm  bald,  Moment- 
bilder herzustellen,  bei  denen  nicht  nur  die  Umrisse,  sondern  allo 
Einzelheiten  mit  großer  Schärfe  hervortraten. 

Nach  dem  Vorgänge  von  Muybridge  beschäftigten  sich  dann 
die  Photographen  Anschütz  in  Deutschland  und  Londe  in  Frank- 
reich mit  der  Herstellung  von  Bewegungsphasen  des  Menschen  und 
der  verschiedensten  Tiere.  Die  Aufnahmen  von  Muybridge,  An- 
schütz und  Londe  sind  für  Künstler,  welche  sich  mit  der  Dar- 
stellung des  Menschen  und  der  Tiere  in  Bewegung  beschäftigen, 
von  großem  Werte.  Die  Nutzbarmachung  der  Photographie  als 
wissenschaftliches  Untersuchungsmittel  für  die  Bewegungs- 
physiologie ist  dagegen  erst  dem  Pariser  Physiologen  Marey  zu 
verdanken. 

Die  bisherigen  Bilder  einer  Serie  waren  durchweg  mit  ver- 
schiedenen Apparaten,  also  von  verschiedenen  Standpunkten  aus 
aufgenommen  worden. 

Marey  gelang  es  aber,  Serienaufnahmen  bewegter  Tiere,  z.  B. 
eines  fliegenden  Vogels,  mit  Hilfe  eines  einzigen  photographischen 
Apparates  auszuführen.  Allerdings  mußte  dabei  die  Platte  oder 
später  der  lichtempfindliche  Film  ruckweise  bewegt  werden,  damit 
während  jeder  Aufnahme  immer  nur  ein  beschränkter  Teil  der- 
selben der  Lichtwirkung  ausgesetzt  wurde,  ein  Umstand,  der  die 
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Bilder  für  eine  genaue  Untersuchung  der  Abhängigkeit  der  ein- 
zelnen Momentbilder  von  der  Zeit  nur  wenig  brauchbar  machte. 
Es  bedeutete  daher  eine  weitere  Vervollkommnung  der  Methode 
als  wissenschaftliches  Hilfsmittel,  daß  es  Marey  gelang,  auf 
einer  ruhenden  Platte  verschiedene  Phasen  eines  bewegten  Men- 
schen zu  erhalten*).  Dies  ermöglichte  er  dadurch,  daß  er  einen 
Menschen  ganz  hell  durch  Sonnenstrahlen  beleuchtete  und  vor 
einem  schwarzen  Hintergründe,  einer  mit  schwarzem  Sammt  aus- 
geschlagenen Höhle,  gehen  ließ.  Infolge  des  dunklen  Hintergrundes 
behält  die  photographische  Platte  ihre  Empfindlichkeit  längere 
Zeit  an  den  Stellen,  auf  welchen  nicht  schon  Bilder  erzeugt  sind. 
Die  verschiedenen  Phasen  wurden  durch  eiue  direkt  vor  dem  Ob- 
jektiv angebrachte  rotierende  Scheibe  mit  einem  Fenster  hervor- 
gebracht. Später**)  ersetzte  Marey  diese  Scheibe  durch  ein  Rad 
mit  10  Speichen,  welches  sich  zehnmal  in  der  Sekunde  umdrehte, 
so  daß  zwischen  dem  Anfänge  zweier  Bewegungsphasen  0,01  Se- 
kunde verflossen  war.  Bei  dieser  Häufung  der  Phasen  verdecken 
sich  nun  an  vielen  Stellen  die  Bilder  so  sehr,  daß  es  nur  schwer, 
zuweilen  fast  unmöglich  ist,  sie  zu  entwirren.  Will  man  von  der 
die  Genauigkeit  beeinträchtigenden  Bewegung  der  Platte  absehen, 
so  gibt  es  nur  noch  ein  Mittel,  um  diesem  Übelstande  abzuhelfen, 
nämlich  nur  einen  beschränkten  Teil  bzw.  nur  einige  für  die  Stel- 
lung maßgebende  Linien  oder  Punkte  des  bewegten  Körpers  zu 
photographieren. 

Marey  erreichte  dies  beim  Menschen  dadurch,  daß  er  den- 
selben schwarz  bekleidete  und  auf  den  Anzug  helle  Streifen 
zwischen  den  Hauptgelenken  der  Extremitäten  anheftete***).  Bei 
dieser  Einrichtung  konnte  er  eine  ganz  beträchtliche  Anzahl  von 
Bewegungsphasen  eines  sich  in  irgendwelcher  Art  fortbewegenden 
Menschen  oder  Tieres  auf  ein  und  dieselbe  Platte  durch  die  Photo- 
graphie aufzeichnen  lassen.  Fig.  139  gibt  eine  derartige  von 
Marey  gewonnene  Serienaufnahme  eines  gehenden  Menschen t) 

*)  Marey,  Analyse  du  mt'-canisme  de  la  locoinotion  au  moven  dune 
Serie  d'irnages  photographjques  recueillis  sur  une  meine  plague  et  represen- 
tant  les  phases  sucressives  du  mouvement.  C.  r.,  tome  95,  p.  14,  1892. 

**)  Marey,  Einploi  de  la  photographie  pour  dötcrminer  la  trajeetoire  des 
corps  cn  mouvement,  avec  leur.s  vitesses  ä chaquc  instant  et  leurs  positions 
relatives.  Application  a la  Mecanique  animale.  C.  r.,  tome  95,  p.  27,  1882. 

***)  Marey,  Einploi  des  pliotograpliies  partielles  pour  etudier  la  locomotion 
de  rhomme  et  des  animaux.  C.  r.,  tome  98,  p.  1827,  1883. 

t)  Dieselbe  findet  sieb  zuerst  in  den  C.  r.  des  Jahres  1884,  tome  98  auf 
S.  1218  abgedruckt. 
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wieder.  Da  die  sehr  kleinen  Zeitintervalle  zwischen  den  einzelnen 
Phasen  gleich  groß  waren,  so  hat  man  in  diesen  von  Marey  ge- 
wonnenen Serienaufnahmen  schon  eine  in  bezug  auf  die  räum- 
lichen und  zeitlichen  Verhältnisse  getreue  Projektion  des  ganzen 
Bewegungsvorganges  auf  eine  Ebene.  Soweit  es  angängig  ist, 
bestimmte  Bewegungen,  insbesondere  die  Lokomotionsarten  des 
Menschen  und  der  Tiere  als  ebene,  zur  Medianebene  des  Körpers 
parallele  Bewegungen  aufzufassen,  bedeuten  die  zahlreichen  chrono- 
photographischen  Aufnahmen  von  Marey  und  seinen  Schülern 
und  die  eingehende  Untersuchung  der  Serienbilder  einen  bedeuten- 
den Fortschritt  für  die  Kinematik  des  Gehens,  Laufens  und  Sprin- 


Fig.  139 


gens  der  lebenden  Wesen.  Zur  exakten  Ableitung  der  Geschwin- 
digkeiten und  vor  allen  Dingen  der  Beschleunigungen  der  einzelnen 
Körperteile,  ohne  deren  Kenntnis  nach  dem  früheren  eine  Bestim- 
mung der  wirksamen  Muskelspannungen  nicht  möglich  ist,  reich- 
ten jedoch  diese  Aufnahmen  noch  nicht  aus.  Wie  man  aus 
Fig.  139  deutlich  erkennt,  sind  die  Bilder  der  einzelnen  Punkte 
und  Linien  des  bewegten  Körpers  hierzu  nicht  scharf  genug  be- 
grenzt und  lassen  daher  keine  für  diese  Zwecke  genügend  genaue 
Bestimmung  ihrer  Koordinaten  zu.  Will  man  außerdem  dem  Um- 
stande Rechnung  tragen,  daß  die  Bewegungen  der  verschiedenen 
Körperpunkte  niemals  genau  eben  sind,  so  genügt  es  nicht,  nur 
von  einer  Seite  aus  Serienaufnahmen  zu  machen.  Ganz  abge- 
sehen davon,  daß  es  technisch  sich  nur  schwer  ausführen  läßt, 
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zwei  verschiedene  Apparate  zu  absolut  gleicher  Zeit  zu  öffnen  und 
zu  schließen,  eignet  sich  aber  die  Mareysche  Methode  schon  des- 
halb nicht  gut  zu  gleichzeitigen  Aufnahmen  in  verschiedenen  Rich- 
tungen, weil  die  von  der  Sonne  beleuchteten  weißen  Streifen  nur 
in  einer  Richtung  genügend  hell  erscheinen  und  daher  in  verschie- 
denen Richtungen  ungleich  scharfe  Bilder  geben. 

Trotz  alledem  ist  aber  die  nunmehr  zu  beschreibende  Methode, 
mit  der  wir  seinerzeit  ausreichend  genaue  Serienaufnahmen  des 
menschlichen  Ganges*)  erzielten,  im  Grunde  nur  als  eine  Modifi- 
kation der  von  Marey  der  Wissenschaft  geschenkten  Methode  der 
Chronophotographie  aufzufassen.  Das  Mittel,  welches  es  uns  er- 
möglichte, nicht  nur  sehr  scharfe  Bilder,  sondern  auch  absolut 
gleichzeitige  Aufnahmen  von  mehreren  Seiten  auszuführen,  bestand 
einzig  und  allein  darin,  daß  wir  durch  Anwendung  des  elektrischen 
Funkens  bzw.  Geißlerscher  Röhren  die  zu  photographierenden 
Stellen  des  lebenden  Körpers  intermittierend  selbstleuchtend  und 
dadurch  irgendwelche  Vorrichtungen  zum  momentanen  öffnen  und 
Verschließen  der  photographischen  Apparate  entbehrlich  machten. 
Speziell  für  die  photographische  Fixierung  einer  genügend  großen 
Anzahl  von  Bewegungsphasen  beim  menschlichen  Gange  verfuhren 
wir  folgendermaßen. 

An  allen  einzelnen  Gliederabschnitten  eines  mit  schwarzem 
Trikot  bekleideten  Menschen  wurden  Geißlersche  Röhren  von 
kapillarem  Lumen  und  der  Länge  der  einzelnen  Abschnitte  gegen 
den  Körper  isoliert  in  der  Weise  angebracht,  daß  dadurch  die 
freie  Beweglichkeit  nicht  gestört  war,  andererseits  aber  jede  Röhre 
während  der  Bewegung  fest  mit  dem  betreffenden  Körperabschnitte 
verbunden  blieb.  Die  Röhren  waren  mit  Stickstoff  gefüllt,  weil 
dieser  im  glühenden  Zustande  verhältnismäßig  viel  chemisch  wirk- 
same Strahlen  aussendet.  Da  für  die  Bewegungen  des  Gehens 
die  Hand  zum  Unterarme  und  der  Kopf  zum  Rumpfe  festgestellt 
angenommen  worden  waren,  so  machten  sich  11  solcher  Röhren 
nötig.  Alle  11  wurden  hintereinander  in  den  Strom  eines  Induk- 
tionsapparates eingeschaltet,  welcher  durch  eine  Stimmgabelunter- 
brechung in  gleich  großen  Intervallen  erzeugt  wurde. 

Um  die  etwas  erweiterten  Enden  der  Geißlerschen  Röhren 
unsichtbar  zu  machen,  wurden  dieselben  mit  dickem  Kautschuk- 

*)  Vgl.  W.  Braune  und  0.  Fischer,  Der  Gang  des  Menschen.  1.  Teil: 
Versuche  am  unbelasteten  und  belasteten  Mensehen.  Ahhandl.  d.  math.-phys. 
Klasse  der  Künigl.  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wissensch.,  Ild.  XXI,  Nr.  IV,  1895. 
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schlauch  überzogen.  Außerdem  waren  die  Geißlerschen  Röhren 
an  einigen  Stellen  mit  schmalen  Ringen  von  Asphaltlack  umgeben 
worden,  die  sich  dann  auf  den  Photographien  als  kurze  Unter- 
brechungen der  hellen  Linien  kundgaben  (vgl.  die  späteren  Figg.  141 
bis  144).  Es  war  dies  einmal  in  der  Nähe  derjenigen  Enden  der  Röhren 
geschehen,  welche  sich  in  gleicher  Höhe  mit  einem  Gelenkmittel- 
punkte befanden;  dadurch  markierten  sich  die  den  Gelenken  ent- 
sprechenden Stellen  auf  den  Photographien  als  isolierte  leuchtende 
Punkte,  wie  ein  Blick  auf  die  Figuren  bestätigt  Ferner  befanden 
sich  derartige  schwarze  Ringe  an  den  Stellen,  welche  den  Schwer- 
punkten einzelner  Gliederabschnilte  entsprachen,  so  daß  auf  den 
Bildern  die  Einzelschwerpunkte  durch  schwarze  Punkte  auf  den 
weißen  Linien  hervorgehoben  werden.  In  gleicher  Weise  war  an 
einem  kleinen  hakenförmig  gebogenen  Röhrchen,  welches  auf  dem 
Scheitel  des  Kopfes  befestigt  war,  eine  Stelle  markiert  worden, 
um  einen  sicheren  Anhaltepunkt  für  die  Messung  der  Bewegung 
des  Kopfscheitelpunktes  zu  haben.  Endlich  waren  noch  auf  den 
Oberschenkelröhren  durch  je  drei  nebeneinanderliegende  Ringe,  von 
denen  der  mittelste  besonders  dünn  aufgetragen  war,  die  zwei 
Punkte  ausgezeichnet  worden,  welche  die  ganze  Röhre  in  drei 
gleiche  Teile  zerlegten.  Dadurch  sollte  es  ermöglicht  werden,  für 
die  »Stellungen  des  ganzen  Körpers,  bei  welchen  der  Hüftgelenk- 
punkt durch  den  Unterarm  verdeckt  wurde,  durch  Konstruktion 
oder  Rechnung  den  Ort  des  Hüftgelenkpunktes  hinterher  festzu- 
stellen. 

Um  die  einzelnen  Bewegungsphasen  in  genau  gleichen  Zeit- 
intervallen zu  erhalten,  wurde,  wie  schon  oben  angedeutet,  die 
Unterbrechung  des  primären  Stroms  im  Induktionsapparate  durch 
eine  große  Stimmgabel  reguliert.  Die  Schwingungszahl  derselben 
bestimmten  wir  durch  Aufzeichnen  auf  die  rotierende  Trommel  eines 
Kymographions,  während  die  Stimmgabel  in  den  primären,  und  die 
sämtlichen  Geißlerschen  Röhren  in  den  sekundären  Stromkreis  ein- 
geschaltet waren.  Es  stellte  sich  dabei  heraus,  wie  zum  besseren 
Verständnisse  der  Bilder  noch  bemerkt  sein  soll,  daß  zwischen  zwei 
aufeinander  folgenden,  durch  die  Photographie  aufgezeichneten  Be- 
wegungsphasen  eine  Zeit  von  0,0383  Sekunden  verfloß,  da  die 
Stimmgabel  in  der  Sekunde  26.09  Schwingungen  ausführte. 

Der  Versuch  wurde  nun  auf  folgende  Weise  angestellt.  Die 
mit  den  Geißlerschen  Röhren  armierte  Versuchsperson  durchschritt 
einen  Saal,  während  die  Geißlerschen  Röhren  intermittierend  auf- 
leuchteten. Der  Saal  selbst  war  dunkel  gemacht  und  wurde  nur 
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durch  das  Licht  der  Geißlersehen  Röhren  erhellt,  was  zur  Sicher- 
heit und  Ungezwungenheit  des  Ganges  vollkommen  ausreichte, 
um  so  mehr,  als  vor  der  eigentlichen  Aufnahme  die  betreffende 
Person  sehr  oft  unter  gleichen  Verhältnissen  den  Saal  durch- 
schritten hatte. 

Wenn  nun  während  des  Gehens  ein  etwa  auf  die  Mitte  des 
Saales  eingestellter  photographischer  Apparat  geöffnet  blieb,  so 
mußten  sich  notwendigerweise  auf  der  lichtempfindlichen  Platte 
alle  Stellungen  der  Geißlerschen  Röhren,  welche  dieselben  in  den 
aufeinander  folgenden  Momenten  des  Aufleuchtens  einnahmen,  als 
helle  Striche  markieren.  Daß  dies  wirklich  der  Fall  war,  ist  aus 
den  Figg.  141  bis  144  zu  erkennen. 

Es  war  dabei  natürlich  ganz  gleichgültig,  wo  man  den  Apparat 
aufstellte.  Man  hätte  an  den  vier  Wänden  des  Saales  so  viel 
Apparate  anbringen  können,  als  überhaupt  Platz  hatten,  und 
würde  gleichzeitig  auf  allen  Platten  je  eine  Serie  von  sukzessiven 
Bewegungsphasen  des  gehenden  Menschen  erhalten  haben.  Aller- 
dings würden  die  auf  der  rechten  Seite  aufgestollten  Apparate 
hauptsächlich  nur  Bilder  von  den  rechten  Extremitäten,  und  die 
auf  der  linken  Seite  befindlichen  nur  Bilder  der  linken  Extremitäten 
geliefert  haben;  nur  die  Stellungen  des  Kopfröhrchens  wären  in 
allen  Apparaten  registriert  worden. 

Bei  unseren  definitiven  Versuchen  verwendeten  wir  gleich- 
zeitig vier  Apparate,  und  zwar  für  jede  Seite  zwei.  Den  einen 
stellten  wir  auf  jeder  Seite  so  auf,  daß  seine  optische  Axe  senk- 
recht zu  der  Gangebene,  d.  h.  der  durch  die  Gangrichtung  hin- 
durchgehenden  Vertikalebene,  gerichtet  war.  Es  würde  nun  für 
die  spätere  Berechnung  der  räumlichen  Koordinaten  der  einzelnen 
Körperpunkte  aus  den  direkten  Messungen  vorteilhaft  gewesen  sein, 
wenn  wir  der  optischen  Axe  des  zweiten  Apparates  für  jede  Seite 
eine  in  der  Gangebene  gelegene  horizontale  Richtung  erteilt  hätten. 
Man  hätte  dann  außer  den  beiden  seitlich  aufgestellten  überhaupt 
nur  noch  einen  dritten  Apparat  gebraucht,  welcher  entweder  eine 
Aufnahme  von  vorn  oder  von  hinten  vermittelt  hätte;  denn  die 
Gangrichtung  war  die  ■einzige,  von  der  aus  man  die  Geißlerschen 
Röhren  beider  Seiten  gleich  gut  übersehen  konnte,  da  sie  nicht 
ganz  dicht  am  Körper  auflagen.  Wir  mußten  aber  aus  dem  Grunde 
davon  Abstand  nehmen,  weil  bei  dieser  Aufnahme  die  einzelnen 
Bewegungsphasen  einer  jeden  Röhre  sich  zum  Teil  überdeckten 
und  zusammen  ein  nicht  sicher  zu  entwirrendes  Bild  ergaben.  Wir 
stellten  daher  auf  jeder  Seite  den  zweiten  Apparat  so  auf,  daß 
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seine  optische  Axe  mit  der  des  ersten  einen  Winkel  von  60°  bil- 
dete, und  zwar  in  der  Weise,  daß  er  eine  Ansicht  schräg  von 
vorn  vermittelte.  Fig.  140  demonstrieit  diese  Anordnung  der  vier 
Apparate. 

Die  in  diesen  vier  Richtungen  gleichzeitig  gewonnenen  Serien- 
bilder des  menschlichen  Ganges  stellen  in  verkleinerter  Reproduk- 
tion die  Figg.l41bis  144  dar.  Fig.  141  gibt  die  Ansicht  von  rechts, 
Fig.  142  die  Ansicht  von  rechts  vom,  Fig.  143  die  Ansicht  von  links 
und  Fig.  144  die  Ansicht  von  links  vorn.  Man  erkennt  auf  den 
Bildern  zunächst  oben  die  sukzessiven  Stellungen  des  kleinen  ge- 
bogenen Röhrchens  am 
Scheitel  des  Kopfes.  Die 
darunter  befindlichen 
weißen  Striche  geben  die 
Stellungen  der  Oberarm- 
röhre, und  die  noch  tiefer 
liegenden  diejenigen  der 
Unterarmröhre  an.  Dann  ^ 
folgen  nach  unten  die 
Stellungen  der  am  Ober- 
schenkel befestigten  Geiß- 
ler sehen  Röhre,  welche 
durch  ihre  große  Länge 
vor  allen  anderen  aus- 
gezeichnet war.  Die  iso- 
lierten Punkte  an  den 
Enden  dieser  Röhre  ge- 
ben die  Stellungen  des  Hüftgelenkes  und  Kniegelenkes  an.  In 
entsprechender  Weise  erkennt  man  oben  an  den  isolierten 
Punkten,  welche  die  Oberarinröhre  begrenzen,  die  Stellungen  des 
Schultergelenkes  und  Ellbogengelenkes,  und  am  unteren  Ende 
der  Unterarmröhre  diejenigen  des  Handgelenks.  Diese  Punkte 
können  natürlich  nicht  unmittelbar  den  Ort  der  zugeordneten,  im 
Innern  des  menschlichen  Körpers  liegenden  Gelenkmittelpunkte  für 
die  verschiedenen  Bevvegungsphasen  angeben,  sondern  sie  stellen 
nur  die  Projektionen  derselben  nach  außen  dar;  es  sind  nur  Hilfs- 
punkte, welche  in  ganz  bestimmter  Weise  zu  den  Gelenkmittel- 
punkten orientiert  waren  und  daher  die  Stellung  der  letzteren  im 
Raume  abzuleiten  gestatteten.  Die  beiden  nahezu  rechtwinklig 
zueinander  orientierten  Striche  am  unteren  Ende  eines  jeden  der 
vier  Bilder  geben  die  Stellungen  der  Unterschenkel-  und  Fußröhre 
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an.  Der  isolierte  Funkt  am  unteren  Ende  der  Uuterschenkelröhre 
bezieht  sich  auf  die  Axe  des  oberen  Sprunggelenks. 

Während  die  sukzessiven  Phasenbilder  in  den  Figg.  141  und  143 
nahezu  gleich  groß  bleiben,  nehmen  dieselben  in  den  Figg.  142 
und  144  an  Größe  immer  mehr  zu,  da  der  Gehende  sich  den  rechts 
vorn  und  links  vorn  befindlichen  Apparaten  näherte,  während  er 
andererseits  nahezu  in  gleicher  Entfernung  von  den  beiden  seitlich 
befindlichen  Apparaten  blieb.  Aus  Fig.  141  erkennt  man  weiter- 
hin, daß  der  rechte  Fuß  ungefähr  in  der  Mitte  der  Aufnahme  auf 
den  Boden  aufgesetzt  war;  in  Fig.  142  sind  außerdem  die  Stellen 
zu  sehen,  an  denen  der  rechte  Fuß  vorher  und  nachher  mit  dem 
Boden  in  Berührung  war.  Aus  den  Figg.  143  und  144  ist  weiter- 
hin ersichtlich,  wie  das  linke  Bein  während  des  Aufstehens  des 
rechten  Fußes  nach  vorn  schwingt,  und  an  welchen  Stellen  es 
vor  und  nach  dem  Schwingen  mit  dem  Boden  in  Berührung  war 
u.  a.  m. 

Zum  Verständnis  der  Figuren  muß  endlich  hervorgehoben 
werden,  daß  nach  der  Aufnahme  der  sukzessiven  Bewegungsphasen 
auf  allen  Platten  noch  eine  Glastafel  photographiert  wurde,  in 
welcher  auf  der  einen,  mit  Asphaltlack  überzogenen  Seite  am 
Rande  ein  Quadratzentimeternetz  eingeritzt  worden  war.  Während 
der  nachträglichen  Aufnahme  wurde  die  Tafel  von  hinten  mittelst 
einer  Magnesiumlampe  beleuchtet,  so  daß  auf  den  photographischen 
Platten  noch  das  Bild  des  Koordinatennetzes  erschien.  Nur  hier- 
durch wurde  die  oben  schon  angedeutete  Beziehung  des  ganzen 
Bewegungsvorganges  auf  ein  rechtwinkliges  räumliches  Koordinaten- 
system mit  Hilfe  der  in  der  angeführten  Arbeit  ausführlich  ab- 
geleiteten Formelu  möglich.*)  Damit  war  aber  die  empirische  Grund- 
lage für  die  kinematische  Analyse  des  Ganges  gewonnen. 

Die  Koordinatenbestimmung  wurde  im  vorliegenden  Falle  mit 
einer  Genauigkeit  erzielt,  welche  zur  Ableitung  der  Geschwindig- 
keiten und  Beschleunigungen  der  einzelnen  Körperpunkte  tatsäch- 
lich ausreichend  war.  Infolge  des  Umstandes,  daß  jeder  Punkt 
der  Geißler  sehen  Röhren  auf  mindestens  zwei  von  den  vier  photo- 
graphischen Apparaten  projiziert  wurde,  konnte  seine  vertikale 
Koordinate  doppelt  gewonnen  werden;  dabei  stellte  sich  in  fast 

*)  Betreffs  der  Methode  der  Messung  der  ebenen  Koordinaten  der  ver- 
schiedenen Punkte  auf  den  photographischen  Platten  und  der  Ableitung  der 
Formeln,  welche  aus  diesen  ebenen  Koordinaten  die  rechtwinkligen  räumlichen 
Koordinaten  der  leuchtenden  Punkte  zu  berechnen  gestatten,  muß  auf  die  an- 
geführte Arbeit  verwiesen  werden. 
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allen  Fällen  eine  Genauigkeit  bis  auf  Bruchteile  eines  Millimeters 
heraus.*)  Ferner  war  der  leuchtende  Punkt  am  Scheitel  des 
Kopfes  bei  allen  Stellungen  von  allen  vier  Apparaten  aufgenommen 
worden.  Demnach  konnte  man  die  Bahnkoordinaten  desselben 
unter  Benutzung  je  zweier  der  vier  Apparate  auf  zwei  absolut 
voneinander  unabhängige  Arten  ableiten.  Die  Resultate  zeigten 
ebenfalls  nur  ganz  geringe  Unterschiede,  die  sich  in  vielen  Fällen 
auf  Bruchteile  von  Millimetern  beschränkten. 

Aus  den  Koordinaten  der  für  die  Messung  herausgegriffenen 
Punkte  der  Geißlerschen  Röhren  ließen  sich  diejenigen  der  Gelenk- 
mittelpunkte, und  aus  den  letzteren  wiederum  die  der  Schwer- 
punkte der  einzelnen  Körperteile  und  des  Gesamtschwrerpunktes 
ableiten.  Damit  waren  aber  die  ausreichenden  Grundlagen  zur 
Ableitung  aller  Einzelheiten  des  Bewegungsgesetzes  bei  den  ver- 
einfachenden Voraussetzungen  über  die  Gliederung  des  ganzen 
Körpers  gegeben.  Da  die  Bewegung  der  meisten  Körperpunkte  zu 
kompliziert  ist,  als  daß  sie  sich  durch  eine  verhältnismäßig  ein- 
fache Formel  mit  genügender  Annäherung  darstellen  ließ,  so  kann 
man  zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen 
der  Gelenkmittelpunkte  und  Schwerpunkte  einerseits  und  der 
Winkelgeschwindigkeiten  und  Winkelbeschleunigungen  der  einzelnen 
Körperteile  andererseits  nur  mit  Erfolg  die  graphische  Methode  ver- 
wenden. Man  verschafft  sich  zu  diesem  Zwrecke  zunächst  die  als 
„Wegkurven“  (vgl.  S.  45)  bezeichneten  Diagramme,  welche  die  Ab- 
hängigkeit einer  Koordinate  von  der  Zeit  darstellen.  Aus  diesen 
leitet  man  dann  durch  Bestimmung  der  Tangentenrichtung  an  einer 
genügend  großen  Anzahl  von  Stellen  die  entsprechenden  Diagramme 
für  die  in  die  Richtung  der  Koordinatenaxen  fallenden  Kompo- 
nenten der  Geschwindigkeit,  d.  h.  also  die  sogenannten  B*Ge- 
schwindigkeitskurven“  (vgl.  S.  68)  ab,  und  aus  letzteren  gewännt 
man  wiederum  auf  ganz  demselben  Wege  die  zugehörigen  „Be- 
schleunigungskurven“ (vgl.  S.  74).  Damit  sind  aber  auch  die  zur 
Ableitung  der  Drehungsmomente  der  Muskeln  erforderlichen  Effek- 
tivkräfte gewonnen. 

Die  an  dem  Beispiele  des  menschlichen  Ganges  ausführlich 
geschilderte  exakte  Methode  der  photographischen  Registrierung 
des  Bewegungsvorganges  läßt  sich  in  einigen  Punkten  noch  ver- 
bessern. So  erweist  es  sich  z.  B.  als  zweckmäßig,  an  Stelle  der 
langen,  leicht  zerbrechlichen  Geißlerschen  Röhren  auch  an  den 

*)  a.  a.  0.  Seite  231. 

Fischer,  Medizin.  Physik.  30 
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Extremitätenabschnitten  durchweg  nur  sehr  kurze  Röhrchen  zu 
verwenden.  Es  kommt  ja  bei  dem  Versuche  überhaupt  nur  darauf 
an,  die  Bahnen  der  verschiedenen  Gelenkmittelpunkte  in  ihrer  von 
der  Zeit  abhängenden  punktweisen  Zuordnung  möglichst  genau 
festzustellen;  denn  damit  hat  man  auch  schon  die  sukzessiven 
Stellungen  der  einzelnen  Längsaxen  im  Raume  gewonnen.  Aller- 
dings wird  man  nicht  umhin  könneD,  für  jeden  Oberschenkel  außer 
einem  Röhrchen  am  Hüftgelenke  und  einem  solchen  am  Knie- 
gelenke noch  ein  oder  zwei  Röhrchen  im  Innern  ihrer  Verbindungs- 
linie anzubringen,  um  in  der  oben  beschriebenen  Weise  auch  für 
diejenigen  Bewegungsphasen  die  Stellung  des  Hüftgelenkröhrchens 
rekonstruieren  zu  können,  in  welchen  das  letztere  bei  der  Auf- 
nahme durch  den  Arm  verdeckt  wurde. 

Die  Vorteile,  welche  die  ausschließliche  Verwendung  kleiner 
Röhrchen  mit  sich  bringt,  liegen  auf  der  Hand.  Zunächst  wird 
man  sich  mit  einem  kleineren  Induktionsapparate  begnügen  können 
und  infolge  der  damit  hervorgebrachten  geringeren  Spannung  das 
Versuchsindividuum  nicht  unangenehmen  elektrischen  Schlägen 
aussetzen;  auch  wird  man  bei  kleinerer  Spannung  die  Röhrchen 
viel  leichter  in  ausreichender  Weise  gegen  den  lebenden  Körper 
isolieren  können.  Während  es  seine  Bedenken  hat,  in  gleicher 
Weise  wie  den  Menschen  auch  ein  größeres  Tier  mit  den  langen 
und  zugleich  dünnen  Geißlerschen  Röhren  zum  Zwecke  der  Auf- 
nahme irgendwelcher  Lokomotionsbewegungen  zu  armieren,  steht 
ferner  der  Anbringung  kleiner  und  kleinster  Geißlerscher  Röhrchen 
bei  vielen  Tieren  durchaus  nichts  entgegen. 

Die  Verwendung  getrennter  kleiner  Röhrchen  bringt  allerdings 
auch  eine  Schwierigkeit  mit  sich,  die  jedoch  bei  geeigneter  An- 
ordhung  des  Versuches  zu  überwinden  ist.  Wenn  es  schon  bei 
den  Figg.  141  bis  144  nicht  ganz  leicht  ist,  die  zu  dem  gleichen 
Momente  gehörenden  Stellungen  der  verschiedenen  Röhren  aufzu- 
finden, so  kann  man  doch  ohne  weiteres  wenigstens  die  sukzessiven 
Lagen  ein  und  derselben  Röhre  auf  den  Photographien  erkennen. 
Das  ist  nun  natürlich  nicht  mehr  so  leicht  möglich,  wenn  jede 
lange  Röhre  durch  mindestens  zwei  kleine  Röhrchen  ersetzt  wird, 
und  infolgedessen  sich  nicht  mehr  die  ganze  Längsaxe  eines  Glie- 
des, sondern  nur  deren  Endpunkte  abbilden.  So  lange  die  ein- 
zelnen Stellungen  eines  Röhrchens,  wie  bei  dem  Kopfröhrchen, 
nahezu  in  gleichen  Abständen  aufeinander  folgen,  kann  man  meist 
durch  bloßes  Abzählen  die  zusammengehörenden  Punkte  auf  den 
Bahnen  verschiedener  Gelenke  auffinden.  Wenn  das  letztere  da- 
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gegen,  wie  beim  Handgelenke  und  Fußgelenke,  sowie  auch  beim 
Kniegelenke,  nicht  mehr  der  Fall  ist,  und  außerdem  die  Bahnen 
der  betreffenden  Gelenkpunkte  kompliziertere  Gestalt  aufweisen, 
ist  ein  Irrtum  in  der  Zusammengehörigkeit  der  verschiedenen 
Punkte  nicht  ausgeschlossen.  Marey  hat  bei  seiner  Versuchs- 
anordnung diese  Fehlerquelle,  welche  ja  in  gewissem  Grade  auch 
schon  bei  den  langen  Röhren  und  hellen  Streifen  vorhanden  ist, 
in  der  Weise  ausgeschaltet,  daß  er,  wie  aus  Fig.  139  zu  ersehen 
ist,  jede  fünfte  Exposition  der  lichtempfindlichen  Platte  etwas 
länger  als  die  übrigen  vor  sich  gehen  ließ.  Er  erreichte  dies  da- 
durch, daß  er  von  den  Spalten  der  vor  dem  Objektive  oder  un- 
mittelbar vor  der  Platte  gedrehten  Scheibe  bzw.  des  Speichenrades, 
welche  das  intermittierende  öffnen  und  Schließen  des  photogra- 
phischen Apparates  besorgte,  jede  fünfte  etwas  breiter  als  die 
anderen  machte.  Bei  Verwendung  des  durch  die  Geißlerschen 
Röhren  schlagenden  elektrischen  Funkens  läßt  sich  ein  dem  Marey- 
schen  Kunstgriffe  entsprechendes  stärkeres  Aufleuchten  der  Röhren 
nicht  auf  so  einfache  Weise  erreichen.  Wohl  aber  kann  man  es 
durch  eine  geeignete  Vorrichtung  an  dem  Stimmgabelunterbrecher 
leicht  bewirken,  daß  etwa  in  jeder  fünften  oder  zehnten  Be- 
wegungsphase das  Aufleuchten  aer  Röhren  überhaupt  ausbleibt 
oder,  was  noch  zweckmäßiger  ist,  viel  schwächer  ausfällt  als  in 
den  übrigen  Phasen.  Sobald  man  von  vornherein  im  großen  ganzen 
schon  über  die  Gestalt  der  von  den  einzelnen  Gelenkpunkten  be- 
schriebenen Bahnen  orientiert  ist,  was  sich  meist  durch  Vorver- 
suche erreichen  läßt,  kann  ein  Irrtum  über  die  Zusammengehörig- 
keit der  einzelnen  Punkte  verschiedener  Bahnkurven  dann  kaum 
noch  eintreten. 

Eine  weitere  Verbesserung  und  Vereinfachung  der  Versuchs- 
anordnung läßt  sich  hinsichtlich  der  Festlegung  des  Koordinaten- 
systems auf  den  photographischen  Platten  erreichen. 

Bei  den  oben  beschriebenen  Versuchen  wurde,  wie  schon 
erwähnt,  nachträglich  auf  jeder  photographischen  Platte  ein  zu 
der  Axe  des  Apparates  genau  senkrecht  orientiertes  Koordinaten- 
netz abgebildet.  Dieses  Netz  fand  sich  in  eine  mit  undurch- 
sichtigem Asphaltlack  überzogene  Glastafel  eingraviert  und 
wurde  während  der  Aufnahme  mit  Hilfe  einer  hinter  der  Tafel 
vorübergeführten  Magnesiumlampe  erleuchtet  Es  hatte  sich  da- 
bei als  zweckmäßig  herausgestellt,  nur  die  Mitte  und  den  Rand 
dieses  Koordinatennetzes  zu  beleuchten,  damit  die  Bilder  der 
Geißlerschen  Röhren  nicht  von  demselben  zu  sehr  überdeckt 
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würden.  Die  Koordinatentafel  war  in  einem  festen  Kähmen  um 
eine  Axe  drehbar  angebracht,  die  sich  durch  Schrauben  genau 
vertikal  einstellen  ließ.  Der  Kähmen,  welcher  natürlich  erst  nach 
dem  eigentlichen  Versuche  an  die  Stelle  des  Zimmers  gebracht 
wurde,  nach  der  die  Axen  der  vier  photographischen  Apparate  ge- 
richtet waren,  ruhte  auf  vier  feinen  Schrauben.  Für  diese  Schrau- 
ben waren  vor  dem  Versuch  vier  metallische  Lager  in  den  Fuß- 
boden fest  eingelassen,  so  daß  man  jederzeit  den  Rahmen  und 
damit  die  Koordinatentafel  wieder  genau  an  dieselbe  Stelle  des 
Saales  bringen  konnte. 

Zum  Zwecke  der  Aufnahme  des  Koordinatensystems  auf  eine 
der  vier  Platten  wurde  die  Tafel  in  ihrem  Kähmen  um  die  verti- 
kale Axe  solange  gedreht,  bis  ihre  Ebeno  auf  der  Axe  des  be- 
treffenden photographischen  Apparates  senkrecht  stand.  Damit 
bei  der  Drehung  die  mittelste  Vertikallinie  des  Netzes,  welche 
als  die  vertikale  Axe  des  räumlichen  Koordinatensystems  ver- 
wendet wurde,  im  Raume  fest  blieb,  mußte  sie  zunächst  mit  der 
Drehungsaxe  der  Koordinatentafel  in  genaue  Übereinstimmung  ge- 
bracht werden.  Dies  ließ  sich  mittels  eines  Fernrohres  kontro- 
lieren,  in  dessen  vertikalen  Faden  des  Fadenkreuzes  man  die  be- 
treffende Vertikallinie  eingestellt  hatte.  War  mit  Hilfe  geeigneter 
Schrauben  die  betreffende  Linie  des  Netzes  mit  der  Drehungsaxe 
zur  Deckung  gebracht,  so  hatte  man  dann  noch  durch  Verdrehen 
der  Fußschrauben  des  Rahmens  dafür  Sorge  zu  tragen,  daß  die 
Drehungsaxe  der  Tafel  auch  genau  im  Raume  vertikal  stand,  was 
ein  vor  der  mittelsten  Vertikallinie  des  Koordinatennetzes  hängen- 
der Senkelfaden  anzeigte. 

Der  Einstellung  der  Tafel  innerhalb  ihres  Hahmens  und  der 
Aufstellung  des  Rahmens  im  Raume  mußte  die  größte  Sorgfalt 
gewidmet  werden,  denn  schon  die  geringste  dabei  auftretende 
Ungenauigkeit  würde  schon  einen  zum  Teil  beträchtlichen  Fehler 
in  die  Koordinatenbestimmung  hereingebracht  haben. 

Man  kann  sich  nun  den  ganzen  komplizierten  Aufbau  der 
Koordinatentafel  ersparen  und  sich  von  der  aus  einer  ungenauen 
Einstellung  derselben  herrührenden  Fehlerquelle  unabhängig  machen, 
indem  man  nach  dem  Versuche  oder,  wenn  es  die  Bewegung  des 
lebenden  Körpers  nicht  stört,  gleich  während  der  Aufnahme  des 
Bewegungsvorganges  eine  vom  Durchkreuzungspunkte  der  Axen 
der  vier  photographischen  Apparate  (vgl.  Fig.  140  auf  S.  461)  aus- 
gehende und  demnach  im  Raume  feststehende  vertikale  Strecke 
von  bekannter  Länge  mit  photographiert.  Zu  diesem  Zwecke  kann 
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matt  wiederum  eine  Geißlersche  Kapillarröhre  verwenden,  an  deren 
Enden  man  in  der  früher  beschriebenen  Weise  durch  Ringe  von 
Asphaltlack  zwei  kleine  punktförmige  Strecken  abgeschnürt  hat, 
so  daß  dieselben  bei  der  Aufnahme  sich  als  Endpunkte  der 
vertikalen  Linie  im  Raume  scharf  von  den  übrigen  Teilen  der 
Linie  abheben;  es  genügt  aber  auch,  nur  zwei  sehr  kleine  Geiß- 
lersche Röhrchen  zu  nehmen,  die  in  bestimmter  Entfernung  so 
vertikal  im  Raume  übereinander  gestellt  werden’,  daß  das  eine 
derselben  mit  dem  Durchkreuzungspunkte  der  Axen  der  verwen- 
deten photographischen  Apparate  zusammenfällt. 

Während  man  auf  Grund  des  bei  den  beschriebenen  Versuchen 
mit  aufgenommenen  Koordinatennetzes  die  Koordinaten  der  ver- 
schiedenen Punkte  auf  einer  Kopie  direkt  ablesen  kann,  sofern  man 
nur  das  Netz  hinterher  mit  Bleistift  oder  der  Reißfeder  vervoll- 
ständigt hat,  erfordert  diese  Koordinatenbestimmung  einen  be- 
sonderen Meßapparat,  wenn  sich  auf  jeder  Platte  außer  den 
Punkten  nur  das  Bild  einer  im  Raume  ruhenden  vertikalen  Strecke 
von  bekannter  Länge  vorfindet.  Die  Messung  mit  Hilfe  eines  ge- 
eigneten Präzisionsinstrumentes  führt  aber  auch  bei  vorhandenem 
Kordinatennetze  zu  einer  wesentlich  größeren  Genauigkeit  als  das 
direkte  Ablesen  der  Koordinaten  an  dem  vervollständigten  Netze, 
vorausgesetzt  natürlich,  daß  die  Bilder  der  Geißlerschen  Röhren- 
punkte so  scharf  begrenzt  auf  den  Platten  erscheinen,  daß  sie  eine 
große  Genauigkeit  bei  der  Messung  ihrer  Koordinaten  überhaupt 
zulassen.  Diese  Voraussetzung  ist  aber  bei  der  beschriebenen 
Einrichtung  der  Versuche  in  hohem  Maße  erfüllt,  wie  die  Figuren 
141  bis  144  auf  den  Seiten  462  und  463  deutlich  erkennen 
lassen.  Es  ist  aber  absolut  notwendig,  die  größte  überhaupt 
erreichbare  Genauigkeit  bei  der  Messung  der  Koordinaten  auf  den 
photographischen  Platten  anzustreben,  wenn  man  die  aus  diesen 
erst  noch  abzuleitenden  räumlichen  Koordinaten  so  genau  erhalten 
will,  wie  es  die  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleu- 
nigungen erfordert. 

Es  soll  daher  schließlich  noch  ein  Koordinatenmesser  beschrie- 
ben werden,  welcher  erfahrungsgemäß  die  Koordinaten  von  Punk- 
ten auf  einer  photographischen  Glasplatte  mit  aller  nur  wünschens- 
werten Genauigkeit  zu  bestimmen  gestattet.  Da  die  Kopien  nie- 
mals genau  kongruent,  nicht  einmal  genau  ähnlich  dem  Bilde  auf 
der  photographischen  Platte  sind,  weil  sich  das  Papier  infolge  der 
Behandlung  mit  Flüssigkeit  in  der  Regel  in  verschiedenen  Rich- 
tungen ungleichmäßig  verzieht,  so  würde  es  schon  aus  diesem 
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Grunde  zu  keiner  genügenden  Genauigkeit  führen,  wenn  man  der 
Messung  der  Koordinaten  eine  Kopie  zugrunde  legen  wollte;  man 
muß  daher  zu  diesem  Zwecke  die  Platte  selbst  verwenden. 

Der  zu  beschreibende  Koordinatenmesser  findet  sich  in  Fig.  145 
in  der  Ansicht  von  vorn  und  in  Fig.  146  in  der  Ansicht  von  oben 
dargestellt.  Seine  wesentlichsten  Bestandteile  sind;  ein  beweg- 
licher Ring  R,  auf  welchem  die  photographische  Platte  H be- 
festigt wird,  ein  Maßstab  M,  welcher  dicht  über  der  Platte  PI 
hinweggeführt  werden  und  ein  Schraubenmikroskop  Sm,  welches 
parallel  mit  sich  so  verschoben  werden  kann,  daß  man  jeden 
Punkt  der  Platte  II  in  das  Gesichtsfeld  des  Mikroskops  zu  bringen 
vermag. 

Der  Ring  R wird  durch  vier  Rollen  Ro,  welche  in  eine  Nute 
an  seinem  Rande  eingreifen,  in  der  Weise  geführt,  daß  er  sich 
zentrisch  bewegen  läßt.  Auf  dem  Ringe  ist  ein  Rahmen  Ra  an- 
gebracht, in  welchem  mittelst  einer  einfachen  Vorrichtung  die 
photographische  Platte  mit  der  Schichiseite  nach  oben  unverrück- 
bar befestigt  werden  kann.  Der  Rahmen  Ra  ist  nicht  absolut 
fest  mit  dem  Ringe  verbunden;  durch  vier  Schrauben  läßt  sich  die 
Höhe  desselben  über  dem  Ringe  innerhalb  enger  Grenzen  verän- 
dern, so  daß  dadurch  die  Möglichkeit  gegeben  ist,  die  empfindliche 
Seite  der  photographischen  Platte  trotz  der  verschiedenen  Dicke 
der  Glasplatten  in  eine  ganz  bestimmte  Höhe  im  Apparate  zu 
bringen.  Durch  zwei  Klemmen  2£7,  mittelst  welcher  der  Ring  fest- 
gehalten  werden  kann,  und  welche  mit  Mikrometerschrauben  zur 
feineren  Einstellung  des  Ringes  versehen  sind,  wird  die  Stellung 
der  Platte  gesichert. 

Der  Maß  stab  M ist  an  einem  Schlitten  Sch  verschiebbar 
befestigt;  letzterem  ist  durch  eine  Prismenführung  P,P  eine  genau 
geradlinige  Bewegung  vorgeschrieben.  Die  Richtung  dieser  Be- 
wegung steht  senkrecht  auf  der  Richtung  des  Maßstabes.  Der 
Maßstab  selbst  kann  in  seiner  Längsrichtung  gegen  den  Schlitten 
Sch  mittelst  einer  Mikrometerschraube  Mi  noch  etwas  verschoben 
werden.  Er  ist  aus  Silber  gefertigt  und  durch  feine,  nur  unter 
dem  Mikroskop  deutlich  sichtbare  Striche  in  Millimeter  eingeteilt. 
Der  Nullpunkt  der  Teilung  liegt  in  der  Mitte;  von  da  an  sind  nach 
beiden  Seiten  hin  die  Millimeterstriche  fortlaufend  numeriert 

An  dem  Schlitten  Sch  befindet  sich  nun  weiterhin  in  der 
zur  Richtung  seiner  geradlinigen  Bewegung  senkrechten  Richtung 
eine  Führung  für  ein  Prisma  Q.  Dieses  letztere  Prisma  gibt  die 
Basis  für  ein  genügend  starkes  Stativ  H zum  Halten  des  Schrauben- 
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mikroskopes  Sm  ab.  Auf  diese  Weise  ist  dem  Mikroskop  von 
jeder  Stellung  aus  geradlinige  Bewegung  in  zwei  zueinander  senk- 
rechten Richtungen  ermöglicht.  Dasselbe  macht  nämlich  einerseits 
die  Bewegung  des  Schlittens  Sch  mit,  andererseits  kann  es  in  der 
Längsrichtung  dieses  Schlittens  mit  dem  Prisma  Q verschoben 
werden.  Dadurch  wird  man  in  den  Stand  gesetzt,  das  Mikroskop 
parallel  mit  sich  an  jede  Stelle  über  der  photographischen  Platte 
zu  führen  und  dabei  immer  ein  scharfes  Bild  der  empfindlichen 
Schicht  zu  behalten.  Da  es  hauptsächlich  auf  eine  genaue  Ein- 
stellung des  Mikroskops  in  der  Längsrichtung  des  Maßstabes  M 
ankommt,  so  ist  das  Prisma  Q mit  einer  Mikrometerschraubc 
versehen. 

Das  Mikroskop  Sm  ist,  wie  schon  erwähnt,  ein  sogenanntes 
Schraubenmikroskop.  Das  Objektiv  desselben  gibt  ein  nur  schwach 
vergrößertes  reelles  Bild  der  Teilung  des  Maßstabes  einerseits  und 
der  Zeichnung  auf  der  photographischen  Platte  andererseits,  ln 
der  Ebene  dieses  Bildes  befindet  sich  ein  Doppelfaden,  welcher 
auf  einem  kleinen  Rahmen  ausgespannt  ist.  Dieser  Rahmen  läßt 
sich  mittelst  einer  sehr  genau  gearbeiteten  Mikrometerschraube 
von  geringer  Ganghöhe  in  der  Bildebene  senkrecht  zu  der  Rich- 
tung des  Doppelfadens  seitlich  verschieben.  Das  Verhältnis  zwi- 
schen der  Vergrößerung  des  reellen  Bildes  und  der  Ganghöhe  der 
Mikrometerschraube  ist  so  abgemessen,  daß  zehn  Schraubenum- 
drehungen dazu  gehören,  um  bei  feststehendem  Mikroskop  den 
Doppelfaden  von  einem  Strich  der  Millimeterteilung  des  Maßstabes 
bis  an  den  folgenden  zu  bewegen.  Es  entspricht  daher  einer  Um- 
drehung der  Mikrometerschraube  eine  seitliche  Verschiebung  des 
Doppelfadens  von  0,1  mm.  Die  Anzahl  der  Schraubenumdrehungen, 
d.  h.  also  die  Anzahl  der  Zehntel  Millimeter  läßt  sich  an  einem 
in  der  Bildebene  unverrückbar  befestigten  Teile  in  der  Form  einer 
kleinen  Zahnstange  ablesen.  Der  Kopf  der  Mikrometerschraube 
trägt  nun  eine  Trommel  T,  auf  deren  Rande  sich  eine  Einteilung 
in  100  Teile  befindet,  so  daß  man  mittelst  einer  an  der  Außen- 
seite des  Mikroskops  befestigten  Marke  die  Hundertstel  einer 
Schraubenumdrehung,  d.  h.  also  die  Tausendstel  Millimeter  der 
seitlichen  Verschiebung  des  Doppelfadens  ablesen  kann. 

Endlich  ist  an  dem  Stative  H für  das  Mikroskop  noch  ein 
Hohlspiegel  Sp  befestigt,  welcher  das  Tageslicht  oder  das  Licht 
einer  seitlich  stehenden  Lampe  auf  die  Teilung  des  Maßstabes 
reflektiert.  Die  photographische  Platte  wird  dagegen  von  unten 
her  mit  Hilfe  eines  schräg  gestellten  großen  (in  den  Figuren  nicht 
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angegebenen)  Planspiegels  durch  Tages-  oder  Lampenlicht  stark 
beleuchtet 

Ein  wesentlicher  Vorteil,  welchen  die  besondere  Einrichtung 
des  Apparats  mit  sich  bringt,  liegt  darin,  daß  man  den  Punkt, 
dessen  Koordinaten  man  messen  will,  und  die  Teilung  des  Maß- 
stabes in  ein  und  demselben  Gesichtsfelde  eines  Mikroskops  hat 
Dies  ist  dadurch  erreicht  worden,  daß  die  mit  der  Teilung  ver- 
sehene Fläche  des  Maßstabes  schräg  gegen  die  Oberfläche  der 
photographischen  Platte  gestellt  ist,  so  daß  es  möglich  wird , den 
zur  Messung  herausgegriffenen  Punkt  der  Platte  in  die  Ebene  des 


Fig.  147 

Maßstabes  zu  verlegen,  so  wie  es  Fig.  147  andeutet.  Infolgedessen 
muß  auch  das  Mikroskop  schräg  gestellt  werden,  und  zwar  so,  daß 
seine  optische  Axe  auf  der  Teilungsfläche  des  Maßstabes  senkrecht 
steht  Man  kann  auf  diese  Weise  in  dem  Gesichtsfelde  des 
Mikroskops  gleichzeitig  ein  scharfes  Bild  der  Teilung  und  des 
Punktes  erhalten,  dessen  Koordinaten  man  messen  will. 

Die  Methode  der  Messung  ist  nun  folgende. 

Man  stellt  zunächst  die  photographische  Platte  durch  Drehen 
des  Ringes  R so  ein,  daß  die  auf  ihr  markierte  vertikale  Strecke 
des  Raumes  (bzw.  die  mittelste  Vertikale  des  Koordinatennetzes) 
genau  parallel  der  Richtung  verläuft,  in  welcher  der  Schlitten  Sch 
bewegt  werden  kann.  Diese  Stellung  läßt  sich  mit  Hilfe  des 
Mikroskopes  leicht  kontrollieren,  denn  es  muß  dann  bei  der  Be- 
wegung des  Schlittens  das  Bild  der  vertikalen  Strecke  immer 
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zwischen  dem  Doppelfiiden  bleiben.  Darauf  wird  der  Maßstab 
mit  Hilfe  der  Mikrometerschraube  Mi  so  lange  seitlich  verschoben, 
bis  der  Nullstrich  der  Teilung  mit  dem  Bilde  der  vertikalen  Strecke 
und  der  Axe  des  Mikroskops  in  eine  Ebene  fällt,  so  daß  dann 
an  jeder  Stelle  der  Nullstrich  der  Teilung  und  das  im  Mikroskop 
sichtbare  Stück  des  vertikalen  Streckenbildes  gleichzeitig  zwischen 
dem  Doppelfaden  erscheinen. 

Nachdem  man  diese  Einstellung  der  photographischen  Platto 
und  des  Maßstabes  mit  genügender  Genauigkeit  erreicht  hat,  ist 
man  in  der  Lage,  die  zu  dem  Bilde  der  vertikalen  Strecke  senk- 
rechte Koordinate  für  alle  Punkte  der  photographischen  Platte  bis 
auf  0,001  nun  zu  messen,  vorausgesetzt,  daß  die  Größe  und  Form 

des  Bildpunktes  eine  Einstellung  des 
Doppelfadens  bis  auf  diese  Genauig- 
keit gestattet,  und  daß  man  die  hier- 
zu erforderliche  Übung  erlangt  hat. 
Man  bewegt  zu  diesem  Zwecke  den 
Scli litten  Sdt  und  gleichzeitig  das 
Mikroskop  mittelst  des  Prismas  Q 
auf  dem  Schlitten  so  lange,  bis  der 
Punkt,  dessen  Koordinaten  gemessen 
werden  sollen,  im  Gesichtsfelde  er- 
scheint Durch  die  eine  Mikrometer- 
schraube, welche  die  Feineinstellung 
des  ganzen  Mikroskops  gestattet 
bringt  man  dann  Doppelfaden  und 
Punkt  zueinander  im  Gesichtsfeld  in  eine  solche  Lage,  wie  esFig.  148 
andeutet  Selbst  wenn  der  Punkt  einen  etwas  größeren  Durchmesser 
besitzt,  als  die  Entfernung  der  beiden  parallelen  Fäden  beträgt,  läßt 
sich  diese  Einstellung  noch  sicher  bewirken,  da  man  leicht  abschätzen 
kann,  ob  auf  beiden  Seiten  gleich  viel  über  den  Doppelfaden  hinaus- 
ragt Im  allgemeinen  wird  nun  der  Doppelfaden  nicht  auch  gleich- 
zeitig einen  Millimeterstrich  bedecken.  Befindet  sich  derselbe  z.  B. 
zwischen  dem  24.  und  25.  Teilstrich,  wie  es  in  Fig.  148!  angenommen 
ist,  so  hat  man  für  die  ganzen  Millimeter  der  Koordinate  den  Wert 
24.  Um  den  Bruchteil  eines  Millimeters  zu  messen,  um  welchen 
die  genaue  Zahl  über  24  hinausgeht,  verschiebt  man  darauf  bei 
feststehendem  Mikroskop  den  Doppelfaden  durch  Drehen  der 
Trommel  T so  weit  nach  rechts,  bis  der  mit  der  Nummer  24  ver- 
sehene Millimeterstrich  genau  zwischen  den  beiden  Fäden  einge- 
stellt ist.  An  der  Trommel  liest  man  dann  unter  Berücksichtigung 
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der  nötigen  ganzen  Scbraubendrehungen  direkt  bis  auf  ein  Tausendstel 
Millimeter  den  gesuchten  Abstand  ab.  Derselbe  betrage  0,593  mm, 
dann  hat  man  als  Koordinatenwert  des  betreffenden  Punktes 
24,593  mm. 

Durch  wiederholte,  zu  verschiedenen  Zeiten  angestellte  Mes- 
sungen an  demselben  Punkte  konnte  man  sich  an  dem  zu- 
nächst für  die  Untersuchung  des  menschlichen  Ganges  konstruierten 
Koordinatenmesser  überzeugen,  daß  die  Einstellung  und  Messung 
sich  bei  den  meisten  Bildern  der  Geißlerschen  Röhrenpunkte  auf 
den  photographischen  Platten  bis  auf  wenige  Tausendstel  Milli- 
meter genau  erreichen  ließ,  so  daß  man  sich  mit  voller  Sicherheit 
auf  die  Richtigkeit  der  Hundertstel  Millimeter  verlassen  konnte. 

Nachdem  man  für  alle  in  Frage  kommenden  Punkte  auf  der 
photographischen  Platte  die  eine  Koordinate  gemessen  hat,  dreht, 
man  den  Ring  jff,  auf  welchem  die  Platte  befestigt  ist,  um  90° 
herum  und  ist  dann  imstande',  auf  ganz  entsprechende  Weise  die 
zu  der  ersten  senkrechte  Koordinate  zu  messen.  Um  auch  die 
Drehung  de3  Ringes  mit  genügender  Genauigkeit  ausführen  zu 
können,  sind  auf  dem  Ringe  R in  gleichen  Abständen  vier  silberne 
Klötzchen  K befestigt  worden;  auf  jedem  derselben  findet  sich  in 
radiärer  Richtung  ein  feiner  Strich  eingeritzt  in  der  Weise,  daß 
die  vier  Striche  Teile  von  genau  aufeinander  senkrecht  stehenden 
Radien  des  Ringes  darstellen.  Vor  der  Drehung  wird  dann  das 
Mikroskop  in  eine  solche  Stellung  gebracht,  daß  einer  dieser  Striche 
im  Doppelfaden  liegt’;  darauf  wird,  während  das  Mikroskop  fest 
steht,  der  Ring  so  lange  gedreht,  bis  der  nächste  Strich  an  der 
gleichen  Stelle  im  Doppelfaden  des  Mikroskops  erscheint.  Bevor 
nun  in  der  neuen  Stellung  der  Platte  die  Koordinatenmessung  in 
der  früheren  Weise  vorgenommen  werden  kann,  muß  der  Maßstab 
mit  Hilfe  der  Mikrometerschraube  Mi  zunächst  wieder  so  weit 
seitlich  verschoben  werden,  bis  der  Nullstrich  der  Teilung  mit  dem 
Bilde  des  Durchkreuzungspunktes  der  Axen  der  vier  photographi- 
schen Apparate,  welcher  den  einen  Endpunkt  der  vertikalen 
Strecke  des  Raumes  darstellt,  und  der  Axe  des  Mikroskops  in 
eine  Ebene  zu  liegen  kommt.  Im  übrigen  gestaltet  sich  dann  die 
Messung  der  Koordinaten  wieder  genau  so  wie  vorher. 
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Die  Akustik  stellt  einen  für  die  Mediziner  besonders  wich- 
tigen Zweig  der  Physik  dar,  indem  sie  ihm  nicht  nur  das  Ver- 
ständnis für  die  Einrichtungen  im  Ohre  vermittelt,  welche  der 
Aufnahme  und  Übertragung  des  Schalles  sowie  der  in  so  voll- 
kommenem Maße  möglichen  Analyse  des  Klanges  dienen,  sondern 
ihm  auch  eine  richtige  Beurteilung  der  bei  der  Erzeugung  der 
Stimme  und  Sprache  stattfindenden  Vorgänge  im  Kehlkopf  und  in 
den  benachbarten  Lufträumen  ermöglicht  Leider  gibt  sie  ihm 
aber  nicht  auch  eine  gleich  sichere  Grundlage  für  die  in  der  Praxis 
so  unentbehrlichen  Methoden  der  Perkussion  und  Auskultation, 
da  es  bisher  nicht  gelungen  ist,  die  Geräusche  in  derselben  voll- 
kommenen Weise  zu  analysieren,  wie  es  seit  Helmholtz  für  die 
musikalischen  Klänge  möglich  geworden  ist 

Wenn  auch  die  verschiedenen  Erzeugungsarten  von  Schall- 
wellen und  die  Vorgänge  bei  der  Fortpflanzung  derselben  wohl 
im  großen  ganzen  als  bekannt  vorauszusetzen  sind,  so  soll  doch 
zunächst  noch  einmal  in  möglichst  anschaulicher  Weise  das  zum 
Verständnis  der  Leistungen  des  Ohrs  und  der  Stimm-  und  Sprech- 
werkzeuge Erforderliche  zusammengestellt  werden.  So  erkennt  man 
beispielsweise  nur  bei  einem  klaren  Einblick  in  das  Wesen  der 
Schallwellen,  in  welcher  Weise  das  Trommelfell  und  mit  ihm  die 
Kette  der  Gehörknöchelchen  in  Schwingung  geraten  müssen,  wenn 
Schallwellen  durch  den  äußeren  Gehörgang  bis  zu  dem  Trommel- 
fell durch  die  Luft  fortgepflanzt  worden  sind.  Gerade  diese  Über- 
tragung der  Luftschwingungen  auf  die  festen  Teile  des  Mittelohres 
scheint  zuweilen  nicht  recht  verstanden  zu  werden;  denn  sonst 
würden  nicht  immer  und  immer  wieder  in  der  Literatur  die  sonder- 
barsten, zum  Teil  direkt  absurden  Ansichten  über  die  Funktion 
des  Trommelfells  und  der  Gehörknöchelchen,  wie  über  die  Fort- 
leitung des  Schalles  in  festen  Körpern,  z.  B.  den  Kopfknochen, 
auftauchen.  Es  muß  daher  von  vornherein  betont  werden,  daß 
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zwischen  der  Fortpflanzung  des  Schalles  in  Luft  und  der  im 
Knochengewebe,  abgesehen  von  der  größeren  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit und  der  im  allgemeinen  kleineren  Schwingungs- 
amplituden durchaus  kein  prinzipieller  Unterschied  besteht,  und 
daß  den  folgenden  Auseinandersetzungen  über  fortschreitende  Wellen 
daher  ganz  allgemeine  Gültigkeit  zukommt.  Auch  die  Vorgänge 
im  Kehlkopf  bei  der  Erzeugung  der  Stimme  sind  erst  richtig  auf- 
gefaßt worden,  nachdem  man  die  Eigenschaften  der  membranösen 
Zungenpfeifen  genauer  kennen  gelernt  hatte  u.  a.  in. 

I.  Allgemeines  über  Wellen,  insbesondere  Schall- 
wellen. 

Man  hatzwischen  fortschreitenden  und  stehenden  Wellen 
zu  unterscheiden.  Breitet  sich  eine  Wellenbewegung  in  einem 
unbegrenzt  ausgedehnten  Mittel,  wie  z.  B.  der  Luft,  aus,  so  hat 
man  es  mit  einer  fortschreitenden  Wellenbewegung  zu  tun.  Ist 
das  Mittel  mehr  oder  weniger  begrenzt,  indem  es  an  andere 
Mittel  anstößt,  welche  der  Fortpflanzung  der  Wellen  einen 
größeren  oder  kleineren  Widerstand  entgegensetzen,  so  wird  diese 
Wellenbewegung  an  den  Grenzen  in  der  Regel  zum  Teil  in  das 
alte  Mittel  zurückgesandt,  und  es  bildet  sich  dann  unter  dem 
Einfluß  der  ursprünglichen  und  der  reflektierten  Wellenbewegung 
unter  geeigneten  Umständen  ein  Schwiugungszustand  aus,  den 
man  als  stehende  Welle  bezeichnet.  Eine  solche  stehende  Welle 
ist  aber  immer  erst  ein  sekundärer  Vorgang,  indem  sie  die  Er- 
zeugung einer  fortschreitenden  Welle  als  primären  Vorgang  vor- 
aussetzt. 

Eine  fortschreitende  Welle  kommt  dadurch  zustande,  daß 
ein  kleiner  Teil  eines  zusammenhängenden  Mittels  in  Schwingungen 
versetzt  wird  und  sich  diese  Schwingungen  der  Reihe  nach  auf 
die  anderen  Teile  bzw.  Schichten  des  Mittels  übertragen. 

Wirft  inan  z.  B.  einen  Stein  ins  Wasser,  so  werden  die  von 
demselben  erfaßten  Wasserteilchen  zuerst  etwas  nach  unten  gerissen, 
dann  aber  durch  den  Auftrieb  des  Wassers  wieder  nach  oben  gedrängt, 
so  daß  sie  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  an  ihrem  alten 
Niveau  anlangen  und  infolgedessen  über  dasselbe  nach  oben  hinaus- 
gehen; schließlich  senken  sie  sich  wieder,  gehen  abermals  über 
das  ursprüngliche  Niveau  hinaus  nach  unten  und  führen  so  eine 
Zeitlang  eine  mehr  oder  weniger  regelmäßige  periodische  Schwingung 
um  ihre  Anfangslage  aus.  Infolge  des  Zusammenhanges  der  Wasser- 
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teilchen  und  der  Wirkung  der  Schwere  werden  die  neben  der 
Einwurfsstelle  befindlichen  Wasserteilchen  in  die  gleiche  Bewegung 
hineingerissen,  aber  so,  daß  sie  gewissermaßen  etwas  hinter  den 
vom  Stein  direkt  erfaßten  Wasserteilchen  nachhinken,  d.  h.  etwas 
später  wie  diese  die  tiefste  Lage  erreichen,  dementsprechend  auch 
etwas  später  wieder  von  unten  nach  oben  durch  ihr  ursprüng- 
liches Niveau  hindurchgehen  usf.  Dies  gilt  für  alle  rund  um  die 
Einwurfsstelle  befindlichen  Wasserteilchen  in  ganz  gleicher  Weise. 
Man  versteht  nun  ohne  weiteres,  daß  die  letzteren  wiederum  die 
noch  weiter  abliegenden  Wasserteilchen  in  dieselbe  Bewegung 
hineinreißen  werden,  aber  wiederum  in  der  Weise,  daß  diese  alle 
Phasen  einen  Moment  später  durchlaufen.  So  breitet  sich  also 
die  Schwingung  immer  weiter  aus,  bis  sie  in  einer  bestimmten 
Zeit  an  irgendeiner  beliebigen  Stelle  der  Wasseroberfläche  an- 
gelangt ist  und  sich  etwa  auf  ein  daselbst  auf  dem  Wasser 
schwimmendes  Brett  überträgt  Dieses  Brett  wird  dann,  wenn 
auch  in  der  Regel  mit  etwas  geringerer  Amplitude,  die  gleiche 
periodische  Schwingung  ausführen,  in  welche  das  Wasser  an  der 
Einwurfsstelle  des  Steines  versetzt  wurde;  nur  wird  die  Bewegung 
des  Brettes  um  diejenige  Zeit  später  beginnen,  welche  die  Welle 
gebraucht  hat,  um  bis  zu  ihm  vorzudringen. 

Anstatt  einen  Stein  ins  Wasser  zu  werfen,  kann  man  z.  B. 
dadurch  noch  regelmäßigere  Wasserwellen  hervorrufen,  daß  man 
an  irgendeiner  Stelle  die  flache  Hand  auf  die  Wasseroberfläche 
legt  und  sie  in  irgendeiner  Weise  periodisch  nach  unten  und  oben 
bewegt  Man  zwängt  dann  einem  weit  entfernt  auf  dem  Wasser 
liegenden  Brett  die  mit  der  Hand  willkürlich  hervorgebrachte  Be- 
wegung auf  und  wirkt  somit  in  die  Ferne.  Diese  Femwirkung 
ist  aber  nicht  unvermittelt,  sondern  nur  durch  das  Mittel  des 
Wassers  mit  Hilfe  der  auf  demselben  erzeugten  Wellenbewegung 
möglich  geworden. 

Es  handelt  sich  im  Grunde  um  den  gleichen  physikalischen 
Vorgang,  wenn  die  Luft  an  irgendeiner  Stelle,  etwa  durch  eine 
Stimmgabel,  in  Schwingung  versetzt  wird,  und  diese  Schwingung 
durch  Vermittelung  der  Luft  auf  das  Trommelfell  unseres  Ohres  über- 
tragen wird.  Auch  hierbei  überträgt  sich  die  Schwingung,  in 
welche  die  direkt  an  die  Stimmgabel  anstoßende  Luft  durch  eine 
Zinke  derselben  versetzt  wird,  infolge  des  Zusammenhanges  der 
Luftschichten  und  der  Wirkung  der  Expansionskraft  der  Luft  zu- 
nächst auf  jede  Nachbarschicht.  Da  die  Expansionskraft  erst  wirk- 
sam wird,  nachdem  die  erste  Luftschicht  sieh  der  zweiten  etwas 
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genähert,  bzw.  von  derselben  etwas  entfernt  hat,  so  hinkt  auch 
die  zweite  Luftschicht  in  ihrer  Schwingung  etwas  hinter  der  ersten 
nach,  so  daß  sie  alle  Phasen  einen  Moment  später  durchläuft. 
Die  zweite  wirkt  dann  in  gleicher  Weise  auf  die  dritte,  diese 
wieder  auf  die  vierte  Schicht  in  irgendeiner  von  der  Schallquelle 
ausgehenden  Richtung  ein,  so  daß  schließlich  nach  einer  gewissen 
Zeit  auch  die  direkt  vor  dem  Trommelfell  befindliche  Luft  die 
gleiche  Schwingung  beginnt  und  in  bestimmter,  später  genauer  zu 
erörternder  Weise  dem  Trommelfell  auf  zwingt  Es  findet  also 

auch  hier  eine  Fern  Wirkung  auf  das  Trommelfell  statt,  welche 
aber  wiederum  nicht  unvermittelt,  sondern  nur  durch  das  Mittel 
der  Luft  mit  Hilfe  der  in  derselben  erzeugten  Wellenbewegung 
möglich  geworden  ist.  Im  luftleeren  Raume  würde  selbst  der 
Donner  nicht  hörbar  sein. 

Man  kann  auch  mit  Hilfe  eines  langen  Seiles  bzw.  eines  ela- 
stischen Stranges  eine  entsprechende  Fernwirkung  ausüben.  Bewegt 
man  z.  B.  bei  einem  auf  horizontaler  Ebene  ausgestreckt  liegenden 
Seile  das)  eine  Ende  periodisch  senkrecht  zur  Richtung  des  Seiles 
hin  und  her,  so  überträgt  sich  diese  Bewegung  fortlaufend  auf 
alle  Teile  des  Seiles,  bis  sie  schließlich  am  anderen  Ende  des- 
selben angelangt  ist. 

Prinzipiell  sind  also  diese  Vorgänge  der  Fernwirkung  auf  das 
Brett,  auf  das  menschliche  Trommelfell  und  auf  das  andere  Ende 
des  Seiles  gleich.  In  Einzelheiten  unterscheiden  sie  sich  jedoch 
voneinander.  Abgesehen  davon,  daß  im  einen  Falle  das  Wasser, 
im  anderen  die  Luft,  im  dritten  das  Seilgewebe  das  Mittel  ist, 
durch  welches  sich  die  Schwingung  fortpflanzt,  besteht  auch  noch 
ein  Unterschied  zwischen  der  Richtung  der  Schwingung,  sofern 
man  dieselbe  mit  der  Richtung  der  Fortpflanzung  der  Welle  ver- 
gleicht. Bei  den  Seilwellen  schwingen  die  einzelnen  Teile  senk- 
recht zu  der  Fortpflanzungsrichtung,  während  bei  den  Schallwellen 
die  Schwingungen  der  einzelnen  Luftschichten  in  Geraden  statt- 
finden, die  der  Fortpflanzungsrichtung  parallel  laufen.  Im  ersten 
Falle  nennt  man  die  Wellen  Transversal-,  im  zweiten  Falle  da- 
gegen Longitudinalwellen.  Bei  den  Wasserwellen  schwingen 
dagegen  die  an  der  Oberfläche  liegenden  Wasserteilchen  annähernd 
in  vertikalen  Kreisen,  deren  Ebenen  der  Fortpflanzungsrichtung 
parallel  laufen.  Die  Wasserwellen  stellen  daher  ein  Mittelding 
zwischen  den  linearen  Transversal-  und  Longitudinalwellen  dar. 

Wenn  nun  auch  bei  der  Fortpflanzung  des  Schalles  in  der 
Luft  nur  fortschreitende  Longitudinalwellen  in  Frage  kommen,  so 
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empfiehlt  es  sich  doch,  zunächst  die  fortschreitenden  Transversal- 
wellen genauer  in  Betracht  zu  ziehen;  denn  die  Vorgänge  sind 
bei  diesen  viel  anschaulicher  als  bei  jenen.  Unter  Berücksich- 
tigung des  Zusammenhanges  zwischen  beiden  extremen  Arten  der 
fortschreitenden  Wellen  kann  man  sich  dann  leicht  Einzelheiten 
bei  den  longitudinalen  Wellen  unter  dem  Bilde  der  transversalen 
Wellen  veranschaulichen. 

Da  die  stehenden  Wellen  erst  aus  den  fortschreitenden  Wellen 
hervorgehen,  so  hat  man  auch  zwischen  transversalen  und  longi- 
tudinalen stehenden  Wellen  zu  unterscheiden,  zwischen  denen  es 
wieder  alle  möglichen  Zwischenstufen  gibt  Unter  den  stehenden 
Wellen  haben  auch  die  Transversalwellen  eine  wichtige  akustische 
Bedeutung;  denn  eine  schwingende  Saite,  eine  gespannte  Membran, 
wie  das  Trommelfell,  metallische  oder  membranöse  Zungen,  wie 
die  Stimmbänder  des  Kehlkopfes,  Stimmgabeln,  Resonanzböden 
und  andere  schwingungsfähige  Gebilde  führen  in  der  Regel  stehende 
Transversalwellen  aus,  während  dagegen  begrenzte  Lufträume  im 
wesentlichen  nur  zur  Bildung  stehender  Longitudinalwellen  ange- 
regt werden  können. 

Im  folgenden  sollen  nun  nur  die  reinen  linearen  Transversal- 
wellen und  die  reinen  Longitudinalwellen  eingehender  in  Betracht 
gezogen  werden.  Die  aus  ihnen  zusammengesetzten  Wellenbe- 
tvegungen  lassen  sich  zwar  dann  auch  leicht  beurteilen,  sie  haben 
aber  fast  keine  akustische  Bedeutung.  Dagegen  werden  in  dem 
späteren  Abschnitte  über  Optik  auch  die  elliptischen  und  die 
zirkularen  Schwingungen  und  Wellenbewegungen  Berücksichtigung 
finden. 

1.  Fortschreitende  Wellen. 

Wie  schon  angedeutet  wurde,  sind  die  Vorgänge  bei  den 
Transversal  wellen  anschaulicher  als  bei  den  Longitudinalwelleu, 
weil  bei  jenen  die  Schwingungen  senkrecht  zur  Fortpflanzungs- 
richtung stattfinden,  Avährend  sich  bei  diesen  alle  Schwingungen 
in  der  Richtung  der  Fortpflanzung  selbst  abspielen.  Es  empfiehlt 
sich  daher,  mit  der  Betrachtung  der  Trans\'ersalwellen  zu  be- 
ginnen. 

•)  Fortsehreitende  Transrersal wellen. 

Die  Schwingungen,  welche  die  einzelnen  Teile  eines  die  Welle 
fortpflanzenden  Mittels  ausführen,  mögen  in  derselben  regelmäßigen 
und  zu  der  Ruhelage  symmetrischen  Weise  vor  sich  gehen  tvie 
die  Schwingungen  eines  Pendels,  nur  daß  ihre  Richtung  nicht, 
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wie  bei  letzterem,  horizontal  zu  sein  braucht.  Es  vergeht  dann 
immer  die  gleiche  Zeit,  bis  ein  Teilchen  aus  der  Ruhelage  bis  in 
eine  extreme  Lage,  oder  umgekehrt,  gelangt,  und  diese  Zeit  be- 
trägt den  vierten  Teil  der  Dauer  einer  ganzen  Schwingung.  Denkt 
man  die  ganze  Schwingungsdauer  in  zwölf  gleiche  Teile  zerlegt 
und  auf  der  Schwingungsbahn  die  Stellen  markiert  und  mit  den 
fortlaufenden  Nummern  1 bis  12  versehen,  an  denen  das  Teilchen 
sich  am  Ende  des  ersten,  zweiten  usw.  Zwölftels  der  Schwingungs- 
dauer  von  irgendeinem  Durchgänge  durch  seine  Ruhelage  an  ge- 
rechnet befindet,  so  erhält  man  eine  anschauliche  Darstellung  des 
Ablaufs  einer  Schwingungsbewegung,  wie  sie  an  der  in  Fig.  149 
links  isoliert  gezeichnetem  vertikalen  Schwingungsgeraden  zur  Aus- 
führung gekommen  ist.  Man  erkennt  daraus  ohne  weiteres,  daß 
die  Geschwindigkeit  des  Teilchens  um  so  größer  ist,  je  näher  sich 
dasselbe  an  der  (in  der  Figur  die  Nummern  6 und  12  tragenden) 
Ruhelage  befindet.  Diese  Darstellung  der  Schwingung  gilt,  für 
alle  in  horizontaler  Richtung  in  der  Figur  nebeneinander  liegenden 
Teilchen;  nur  geht  ein  solches  um  so  später  durch  dio  Ruhelage 
in  derselben  Richtung,  z.  B.  von  oben  nach  unten  hindurch,  jo 
weiter  es  von  dem  ersten  Teilchen  entfernt  ist. 

Es  seien  nun  eine  Reihe  der  schwingenden  Teilchen  von  glei- 
chem Abstande  herausgegriffen,  wobei  der  Abstand  zweier  auf- 
einanderfolgender Teilchen  so  gewählt  sein  möge,  daß  gerade  ein 
Zwölftel  der  Schwingungsdauer  verstreicht,  bis  die  Schwingung 
sich  von  irgendeinem  dieser  Reihe  angehörenden  Teilchen  bis  zum 
nächsten  fortgepflanzt  hat. 

Wenn  die  Schwingung  einige  Zeit  im  Gange  ist  und  sich 
daher  schon  auf  eine  große  Reihe  von  Teilchen  fortgepflanzt  hat, 
so  liegen  bei  der  Transversalwelle  die  einzelnen  Teilchen  nicht 
mehr,  wie  in  der  Ruhelage,  auf  einer  geraden  Linie  nebeneinander, 
sondern  sie  finden  sich  in  jedem  einzelnen  Moment  auf  einer  teils 
nach  oben,  teils  nach  unten  von  der  Ruhelage  abweichenden 
Wellenlinie  gelagert,  deren  genaue  Form  man  sich  an  der  Hand 
von  Fig.  149  leicht  vergegenw'ärtigen  kann.  Befindet  sich  z.  B. 
das  erste  Teilchen  in  dieser  Figur  an  der  Stelle  3 seiner  Schwin- 
gungsgeraden, so  liegt  nach  der  obigen  Annahme  über  den  gegen- 
seitigen Abstand  der  Teilchen  in  demselben  Moment  das  zweite 
Teilchen  an  der  Stelle  2,  das  dritte  an  der  Stelle  1,  das  vierte 
dagegen  an  der  Stelle  12,  das  fünfte  an  der  Stelle  11  seiner 
Schwingungsgeraden  usf.  Die  sämtlichen  Teilchen  bilden  daher 
durch  ihre  Lage  die  in  der  Figur  am  stärksten  gezeichnete  Wellen- 
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liuie;  dieselbe  besitzt  die  Form  einer  sogen.  Sinuslinie,  weil  sie 
als  graphische  Darstellung  für  die  Abhängigkeit  des  Sinus  von 
dem  Winkel  aufgefaßt  werden  kann.  Nach  Verlauf  von  einem 
Zwölftel  der  ganzen  Schwingungsdauer  liegen  die  schwingenden 
Teilchen  in  ihren  Schwingungsgeraden  bzw.  an  den  Stellen  4,  3, 
2,  1,  12  usw.  und  bilden  eine  der  ersten  durchaus  kongruente 
Wellenlinie,  welche  nur  gegen  die  erste  um  den  Abstand  zweier 
benachbarter  Teilchen  nach  rechts  verschoben  erscheint.  Dies 
wiederholt  sich  nach  jedem  weiteren  Zwölftel  der  Schwingungs- 


Fig.  149 


dauer,  wie  aus  den  nebeneinander  liegenden  Wellenlinien  in  Fig.  149 
deutlich  zu  erkennen  ist  Man  sieht  ferner  leicht  ein,  daß  auch 
in  jedem  Zwischenmoment,  wie  z.  B.  nach  Ablauf  des  vierund- 
zwanzigsten, oder  irgendeines  anderen  Bruchteiles  der  Schwingungs- 
dauer die  schwingenden  Teilchen  momentan  immer  wieder  auf 
einer  Wellenlinie  von  derselben  Form  gelagert  sind.  Während  die 
einzelnen  Teilchen  nach  oben  und  unten  um  ihre  Ruhelage  hin 
und  her  schwingen,  ohne  sich  dabei  von  ihren  Schwingungs- 
geraden nach  links  oder  rechts  zu  entfernen,  schreitet  demnach  die 
Wellenlinie,  d.  h.  also  die  Schwingungsform,  stetig  in  derselben 
Richtung,  nämlich  in  der  Figur  nach  rechts  fort. 

Die  einzelne  Wellenlinie  hat  eine  Form,  die  sich  periodisch 
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wiederholt  Die  Entfernung,  in  welcher  diese  Wiederholung  der 
Form  zum  ersten  Male  erfolgt,  d.  h.  also  z.  B.  der  Abstand  der 
Gipfel  zweier  aufeinanderfolgender  Wellenberge  derselben  Wellen- 
linie, stellt  die  sogen.  „Wellenlänge“  dar.  Man  erkennt  leicht  aus 
der  Figur,  daß  die  Wellenlänge  zwölfmal  so  groß  wie  der  Abstand 
zweier  benachbarter  Teilchen  ist,  wenn  die  Schwingung  gerade  in 
einem  Zwölftel  der  Schwingungsdauer  von  einem  Teilchen  zum 
nächsten  fortschreitet  Man  bestätigt  auch  leicht,  daß  ganz  allge- 
mein der  Abstand  zweier  Nachbarteilchen  denselben  Bruchteil  der 
Wellenlänge  darstellen  muß , den  die  zum  übertragen  der  Schwingung 
von  einem  Teilchen  auf  das  Nachbarteilchen  erforderliche  Zeit  von  der 
ganzen  Schwingungsdauer  bildet  Daraus  geht  aber  hervor,  daß 
die  Wellenlinie  während  einer  ganzen  Schwingung  irgendeines 
Teilchens  immer  gerade  um  eine  ganze  Wellenlänge  fortschreitet,  d.  h. 
aber,  daß  sich  eine  an  irgendeiner  Stelle  erregte  Schwingung 
überhaupt  während  einer  Schwingung  des  ersten  Teilchens  nach 
allen  möglichen  Richtungen  hin  bis  auf  Teilchen  übertragen  hat, 
welche  von  dem  ersten  gerade  um  eine  Wellenlänge  entfernt  sind. 
Führt  jedes  Teilchen  in  einer  Sekunde  n Schwingungen  aus,  so 
pflanzt  sich  demnach  die  Schwingung  in  der  Sekunde  um  n Wellen- 
längen fort  Der  in  der  Sekunde  von  einer  Wellenbewegung  zu- 
rückgelegte Weg  ist  das  Maß  für  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit derselben.  Bezeichnet  man  die  letztere  mit  c und  die  Wellen- 
länge mit  A.,  so  hat  man  demnach  die  für  jede  fortschreitende 
Welle  geltende  Beziehung 

nl  — c. 

Die  in  Fig.  149  angegebenen  7 Wellenlinien  können  als  eine 
Serie  sukzessiver  Momentbilder  der  fortschreitenden  Transversal- 
welle während  deren  Fortbewegung  um  eine  halbe  Wellenlänge  bzw. 
für  die  Dauer  einer  halben  Schwingung  aufgefaßt  werden.  Sie 
vermitteln  daher  auch  eine  deutliche  Vorstellung  von  der  gleich- 
zeitigen Bewegung  der  einzelnen  schwingenden  Teilchen  während 
der  Dauer  einer  halben  Schwingung.  Zu  diesem  Zwecke  braucht 
man  nur  bei  jedem  Teilchen  die  Schnittpunkte  seiner  Schwingungs- 
geraden mit  den  7 Wellenlinien  in  der  Reihenfolge  in  Betracht  zu 
ziehen,  in  der  die  Wellenlinien  von  links  nach  rechts  nebenein- 
ander liegen.  Um  auf  irgend  einer  der  Schwingungsgeraden  die 
richtige  Aufeinanderfolge  der  Lagen  des  schwingenden  Teilchens 
leichter  feststellen  zu  können,  ist  die  erste  Wellenlinie  stärker  wie 
die  anderen,  und  die  letzte  durchbrochen  gezeichnet  worden.  So 
sieht  man,  daß  während  das  erste  Teilchen  sich  entsprechend  dem 
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links  neben  ihm  stehenden  Heile  vom  unteren  bis  zum  oberen 
Umkehrpunkte  bewegt,  das  zweite  zunächst  etwas  nach  unten  und 
dann  erst  nach  oben  geht,  desgleichen  die  folgenden,  während  das 
siebente  Teilchen  gleichzeitig  seine  Schwingunggerade  vom  oberen 
bis  zum  unteren  Umkehrpunkte  durchläuft  usw.  Man  erkennt  auch 
deutlich,  daß  zwei  Teilchen,  welche  um  eine  ganze  Wellenlänge  oder 
ein  Vielfaches  einer  ganzen  Wellenlänge  voneinander  abstehen,  in 
jedem  Moment  genau  die  gleiche  Lage  auf  ihren  Schwingungs- 
geraden und  überhaupt  durchweg  die  gleiche  Schwingungsphase 
besitzen,  während  zwei  nur  um  eine  halbe  Wellenlänge  oder  ein 
ungerades  Vielfaches  einer  halben  Wellenlänge  voneinander  ent- 
fernte Teilchen  in  jedem  Moment  gerade  entgegengesetzte  Aus- 
weichung von  der  Ruhelage,  entgegengesetzte  Bewegungsrichtung 
und  überhaupt  entgegengesetzte  Schwingungsphase  auf  weisen.  Das 
letztere  prägt  sich  besonders  deutlich  an  den  sogen.  Knotenpunkten 
der  Wellenlinie  aus,  in  denen  dieselbe  durch  die  Ruhelage  eines 
Teilchens  hindurchgeht.  Dies  trifft  für  die  erste  Wellenlinie  für 
das  vierte,  zehnte,  sechzehnte  usw.  Teilchen  der  Fig.  149  zu.  An 
zwei  benachbarten  dieser  Knotenpunkte  findet  die  weitere  Be- 
wegung immer  in  entgegengesetzter  Richtung  statt,  während  ein 
Knotenpunkt  und  der  übernächste  gleiche  Schwingungsrichtung 
aufweisen.  Dementsprechend  definiert  man  auch  die  Wellen- 
länge als  den  kürzesten  Abstand  zweier  stets  in  gleicher, 
und  die  halbe  Wellenlänge  als  den  kürzesten  Abstand 
zweier  stets  in  entgegengesetzter  Schwingungsphase  be- 
findlicher Teilchen. 

Wenn  die  Schwingungen  der  einzelnen  Teilchen  nicht  nach 
Art  einer  einfachen  Pendelschwingung,  sondern  in  komplizierterer 
Weise  vor  sich  gehen,  so  bleibt  doch  der  Vorgang  der  Fortpflan- 
zung der  Schwingung  im  wesentlichen  derselbe,  wie  er  eben  ge- 
schildert worden  ist.  Auch  hierbei  schreitet  die  Wellenform  gleich- 
mäßig in  einer  Richtung  fort,  aber  die  Gestalt  der  Wellenlinie  ist 
dann  in  der  Regel  eine  viel  kompliziertere.  Man  beachte  z.  B.  die 
später  in  den  Figg.  153  und  154  dargestellten  Schwingungsformen, 
wie  sie  aus  der  Zusammensetzung  zweier  einfacher  Schwingungen 
hervorgehen. 


b)  Fortschreitende  Longitudinal» eilen. 

Nach  der  ausführlichen  Darstellung  der  Vorgänge  bei  einer 
fortschreitenden  Transversalwelle  kann  man  sich  nun  leicht  auch 
die  Erscheinungen  bei  den  fortschreitenden  Longitudinalwellen,  ins- 
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besondere  den  Schallwellen,  vergegenwärtigen.  Man  braucht  zu 
diesem  Zwecke  nur  zu  beachten,  daß  bei  diesen  die  Schwingungs- 
bahnen der  einzelnen  Teilchen  bzw.  Luftschichten  in  der  Richtung 
der  Fortpflanzung  der  Welle  selbst  liegen. 

In  Fig.  149  findet  sich  zunächst  unter  dem  Bilde  der  fort- 
schreitenden Transversalwelle  eine  Reihe  diskreter,  gleich  weit 
voneinander  abstehender  Luftschichten  angedeutet,  bei  welcher  der 
Abstand  zweier  benachbarter  Schichten  wieder  so  groß  sein  soll, 
daß  die  Schwingung  sich  von  einer  zur  anderen  gerade  in  einem 
Zwölftel  der  Schwingungsdauer  einer  jeden  Schicht  fortpflanzt. 
Unterhalb  der  ersten  Schicht  ist  dann  weiterhin  die  Schwingungs- 
gerade derselben  mit  den  wieder  von  1 bis  12  numerierten  Orten 
angegeben,  welche  die  Schicht  nach  Ablauf  von  je  einem  Zwölftel 
der  Schwingungsdauer  durchläuft.  Es  entspricht  dabei  die  Rich- 
tung nach  rechts  bzw.  links  der  Richtung  nach  unten  bzw.  oben 
bei  der  Transversalschwingung.  Denkt  man  sich  diese  Schwingungs- 
gerade mit  den  markierten  Orten  unter  jeder  anderen  Schicht  an- 
gebracht, so  kann  man  sich  dann  leicht  wieder  eine  Reihe  von 
Momentbildern  für  die  fortschreitende  Longitudinalwelle  ableiten, 
nachdem  die  Schwingung  schon  die  sämtlichen  in  der  Figur  an- 
gedeuteten Schichten  ergriffen  hat.  Dies  wird  durch  die  darüber 
befindliche  Darstellung  der  fortschreitenden  Transversalwelle  sehr 
erleichtert,  indem  man  geradezu  die  Wellenlinien  der  Transversal- 
welle als  graphische  Darstellungen  der  Verlagerungen  der  einzelnen 
Schichten  bei  der  Longitudinalwelle  auffassen  kann.  Man  braucht 
dementsprechend  nur  in  jeder,  einem  bestimmten  Moment  ent- 
sprechenden Wellenlinie  nachzusehen,  wie  weit  ein  Teilchen  sich 
unter  oder  über  seiner  Ruhelage  befindet,  und  dann  die  unter 
dem  Teilchen  angegebene  Schicht  um  die  gleiche  Strecke  nach 
rechts  oder  links  von  ihrer  Ruhelage  zu  versetzen. 

Dies  ist  in  Fig.  149  entsprechend  den  sieben  Lagen  der  Wellen- 
linie ausgeführt  worden.  Die  einzelnen  Bilder  finden  sich  aber 
dabei  nicht,  wie  bei  der  Transversalwelle,  nebeneinander,  sondern 
untereinander  gezeichnet,  weil  sonst  die  aufeinanderfolgenden 
Momentbilder  der  Longitudinalwelle  nicht  klar  voneinander  zu 
trennen  wären.  Um  sich  ein  deutliches  Bild  von  dem  Ablauf  der 
Wellenbewegung  machen  zu  können,  hat  man  daher  diese  Bilder 
in  Gedanken  wieder  auf  die  gleiche  Höhe  zurückzuversetzen. 

Während  bei  der  Transversalwelle  die  schwingenden  Teilchen 
sich  in  jedem  Moment  auf  einer  Wellenlinie  ungeordnet  finden, 
drängen  sich  die  Schichten  bei  der  Longitudinal  welle  an  manchen 
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Stellen  mehr  zusammen  und  gehen  an  anderen  weiter  auseinander 
wie  im  Ruhezustände.  Man  unterseheidet  dementsprechend  zwischen 
Verdichtungen  und  Verdünnungen,  welche  sich  in  regelmäßigem 
Wechsel  folgen.  Vergleicht  man  die  sieben  in  der  Figur  darge- 
stellten Momentbilder  miteinander,  so  erkennt  man  auf  den  ersten 
Blick,  daß  dieser  Wechsel  in  der  Gruppierung  der  aufeinander- 
folgenden Schichten  sich  in  jedem  neuen  Moment  genau  wiederholt 
Die  Verdichtungen  und  Verdünnungen  behalten  aber  dabei  nicht 
ihre  Lage  im  Raume  bei,  sondern  schreiten  in  derselben  gleich- 
mäßigen Weise  nach  rechts  fort  wie  die  Wellenlinien  bei  der 
Transversal welle.  Es  pflanzt  sich  also  auch  hier  nur  die  Wellen- 
form fort,  während  jede  einzelne  Schicht  periodisch  sich  wieder- 
holende Schwingungen  um  ihre  Ruhelage  ausführt,  ohne  sich  dabei 
weit  von  der  letzteren  zu  entfernen. 

Man  findet  zuweilen  die  Ansicht  vertreten,  daß  die  Verdich- 
tungen der  Longitudinalwelle  den  Gipfeln  der  Wellenberge  der 
Transversalwelle,  und  die  Verdünnungen  den  tiefsten  Stellen  der 
Wellentäler  entsprechen.  Daß  diese  Ansicht  durchaus  irrig  ist, 
kann  man  ohne  weiteres  aus  Fig.  149  erkennen.  Wie  man  sieht, 
entsprechen  vielmehr  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen  den 
Knotenpunkten  der  Wellenlinie,  so  daß  man  sie  ebenfalls  als 
Knotenpunkte  bzw.  Knotenschichten  der  Longitudinalwelle  be- 
zeichnen kann.  Jede  die  Mitte  einer  Verdichtung  oder  einer  Ver- 
dünnung bildende  Schicht  geht  in  ihrer  Schwingung  momentan 
durch  ihre  Ruhelage  hindurch,  aber  bei  der  Verdünnung  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  wie  bei  der  Verdichtung,  wovon  man  sich 
durch  Abzählen  der  Schichten  leicht  überzeugen  kann,  überhaupt 
befinden  sich  zwei  Schichten,  welche  im  Ruhezustände  so  weit  von- 
einander entfernt  sind  wie  bei  der  Wellenbewegung  die  Mitte  einer 
Verdünnung  von  der  Mitte  einer  Verdichtung,  im  ganzen  Verlaufe 
der  Schwingung  immer  in  entgegengesetzter  Schwingungsphase, 
während  zwei  um  den  Abstand  zweier  Verdichtungsmitten  bzw. 
zweier  Verdünuungsmitten  voneinander  entfernte  Schichten  dauernd 
übereinstimmende  Schwingungsphase  aufweisen.  Es  läßt  sich 
daher  bei  der  fortschreitenden  Longitudinalwelle  die 
Wellenlänge  als  Abstand  zweier  aufeinanderfolgender 
Verdichtungen  oder  auch  als  Abstand  zweier  aufeinander- 
folgender Verdünnungen  definieren. 

Die  bequeme  Vergleichung  der  beiden  Wellenarten,  welche 
Fig.  149  vermittelt,  führt  weiter  zu  dem  Resultat,  daß  dem  Gipfel 
eines  Wellenberges  bzw.  dem  tiefsten  Punkte  eines  Wellentales 
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Stellen  in  der  Longitudinalwelle  entsprechen,  welche  zwischen 
einer  Verdichtung  und  einer  Verdünnung  liegen,  aber  nicht  genau 
in  der  Mitte,  sondern  um  die  Amplitude  der  Schwingung  von  der- 
selben entfernt,  und  zwar  stets  nach  der  Seite  der  Verdichtung 
hin.  Diese  Stellen  zeichnen  sich  vor  allen  anderen  dadurch  aus, 
daß  in  ihnen  auf  einem  kleinen  Bereich  die  Schichten  den  gleichen 
gegenseitigen  Abstand  besitzen  wie  im  Ruhezustände.  Dies  folgt 
daraus,  daß  die  in  unmittelbarer  Nähe  einer  solchen  Stelle  be- 
findlichen Schichten  mit  größter  Annäherung  sich  alle  gleich  weit 
nach  derselben  Seite  von  ihrer  Ruhelage  entfernt  haben,  wTie  man 
unmittelbar  aus  der  Form  der  Wellenlinie  bei  der  Transversal- 
welle erkennt.  Es  ist  dabei  immer  zu  beachten,  daß  Fig.  149 
zwar  zunächst  nur  eine  Auswahl  der  schwingenden  Teilchen  bzw. 
Schichten  zur  Darstellung  gebracht  hat,  daß  aber  die  Wellen- 
linien zugleich  die  momentanen  Lagen  aller  zwischenliegenden 
Teilchen  erkennen  lassen.  Auf  die  in  der  Luft  fortgepflanzten  Schall- 
wellen übertragen  heißt  das  letzte  Resultat,  daß,  während  in  den 
Verdichtungen  größere,  und  in  den  Verdünnungen  kleinere  Dichtig- 
keit der  Luft  vorhanden  ist  als  im  Ruhezustände,  die  den  Wellen- 
gipfeln und  Tälern  entsprechenden  Stellen  vorübergehend  die  nor- 
male Dichtigkeit  besitzen. 

Aus  dem  engen  Zusammenhänge  zwischen  den  beiden' Wellen- 
arten folgt  weiter,  daß  auch  für  die  fortschreitenden  Longitudinal- 
wellen die  oben  angegebene  Beziehung  zwischen  Schwingungszahl, 
Wellenlänge  und  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  gilt.  Die  Schall- 
wellen besitzen  in  der  Luft  etwa  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit von  340  Meter  pro  Sekunde.  Dieser  Wert  ist  zwar  nicht 
ganz  konstant,  da  er  von  der  Temperatur  und  dem  Barometerstände 
abhängt.  Immerhin  unterliegt  er  nicht  so  großen  Schwankungen, 
daß  man  dieselben  für  die  folgenden  Betrachtungen  unbedingt  be- 
rücksichtigen müßte.  Man  hat  demnach  für  die  in  der  Luft  fort- 
gepflanzten Schallwellen  die  spezielle  Beziehung 

mA  = 340, 

sofern  man  die  Wellenlängen  in  Metern  mißt. 

Dieselbe  gibt  unmittelbar  eine  Vorstellung  davon,  in  welchen 
Grenzen  sich  die  Wellenlängen  der  hörbaren  Schallwellen  bewegen. 
Nimmt  man  an,  daß  die  untere  Grenze  für  die  vom  Ohre  empfun- 
denen Schwingungszahlen  17  ist  und  die  obere  etwa  bei  34000 
liegt,  so  ergibt  die  Formel,  daß  die  Wellenlänge  für  die  tiefsten 
Töne  20  tu,  für  die  höchsten  noch  hörbaren  Töne  dagegen  nur 
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0,01  m oder  1 cm  beträgt.  In  der  Musik  verwendet  man  Schwin- 
gungszahlen, welche  annähernd  zwischen  34  (ungefähr  das  Contra  (’) 
und  3400  (ungefähr  das  viergestrichene  «.)  liegen.  Die  Wellen- 
längen der  in  der  Musik  verwendeten  Töne  liegen  daher  ungefähr 
zwischen  10  m und  10  cm.  Wenn  also  die  Schwingungen  des 
Contra  C fortgepflanzt  werden,  so  ziehen  durch  die  Luft  fort- 
schreitende Longitudinalwellen,  bei  denen  zwei  aufeinanderfolgende 
Verdichtungen  einen  Abstand  von  10  m haben,  während  bei  der 
Fortpflanzung  des  viergestrichenen  a die  Verdichtungen  schon  in 
einem  Abstande  von  10  cm  aufeinander  folgen.  Die  Wellenlängen 
der  übrigen  in  der  Musik  verwendeten  Töne  liegen  zwischen  diesen 
beiden  Grenzen.  Insbesondere  hat  das«  der  eingestrichenen  Oktave, 
der  sogen.  Kammerton,  für  welchen  man  sich  jetzt  auf  435  Schwin- 


gungen geeinigt  hat,  eine  Wellenlänge  von 


340 

435 


m oder  abgerundet 


78  cm. 

Aus  den  Vorgängen  bei  der  Fortpflanzung  einer  Longitudinal- 
welle ist  leicht  zu  verstehen,  daß  eine  gespannte  Membran,  wie 
z.  B.  das  Trommelfell,  im  allgemeinen  die  Schwingungen  der  Schall- 
quelle aufnehmen  muß,  wenn  die  WTelle  bis  zu  ihr  vorgedrungen 
ist  Sobald  eine  Luftverdichtung  ankommt,  muß  eine  solche  Mem- 
bran nach  der  entgegengesetzten  Seite  gedrängt  werden,  weil  in 
diesem  Momente  die  Luft  vor  ihr  dichter  ist  als  hinter  derselben. 
Kommt  dagegen  eine  LuftverdÜDnung  an,  so  muß  die  Membran 
nach  dieser  hin  gesogen  werden,  weil  jetzt  umgekehrt  die  Luft 
hinten  dichter  ist  als  vorn. 

Da  nun  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen  sich  in  regel- 
mäßigem Wechsel  vor  der  Membran  einstellen,  und  zwar  genau  in 
demselben  Tempo,  in  dem  sie  von  der  Schallquelle  ausgesandt 
worden  sind,  so  w ird  auf  diese  Weise  die  Membran  in  Schwingungen 
von  derselben  Frequenz  und  auch  derselben  Art  versetzt  wie  sie 
die  Schallquelle  ausgeführt  hat;  nur  beginnen  diese  Schwingungen 
um  die  Zeit  später,  welche  die  Schallwelle  gebraucht  hat,  um  bis 
zur  Membran  vorzudringen. 

Es  wird  einleuchtend  sein,  daß  eine  genaue  Übereinstimmung 
der  Schw’ingungszahlen  von  Membran  und  Schallquelle  nicht  mehr 
gelten  kann,  wenn  sich  beide  w’ährend  des  Vorganges  der  Über- 
tragung der  Schwingungen  mit  einer  bestimmten  Geschwindigkeit 
einander  nähern  oder  voneinander  entfernen.  Denn  bei  gegen- 
seitiger Annäherung  von  Schallquelle  und  Membran  hat  jede  fol- 
gende Verdichtung  einen  etwas  kleineren  Weg  zwischen  beiden 
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zurückzulegen  wie  die  vorhergehende  und  wird  daher  früher  an  der 
Membran  anlangen  wie  bei  der  relativen  Ruhe  von  Schallquelle 
und  Membran;  infolgedessen  wird  die  Schwingungszahl  der  Membran 
größer  wie  die  der  Schallquelle  sein.  Umgekehrt  wird  die  auf- 
nehmende Membran  langsamere  Schwingungen  wie  die  Schallquelle 
ausführen,  wenn  sich  beide  voneinander  entfernen.  Ein  Beobachter 
muß  daher  einen  zu  hohen  oder  zu  tiefen  Ton  wahrnehmen,  je 
nachdem  sein  Abstand  von  der  Schallquelle  sich  mit  einer  gewissen 
Geschwindigkeit  verkleinert  oder  vergrößert 

Wenn  auch  die  Änderung  der  Tonhöhe  in  demselben  Sinne 
erfolgen  muß,  gleichgültig  ob  der  Beobachter  ruht  und  die  Schall- 
quelle sich  bewegt,  oder  umgekehrt  der  Beobachter  sich  gegen  die 
ruhende  Schallquelle  bewegt,  so  fällt  bei  gleicher  relativer  Ge- 
schwindigkeit beider  doch  das  Intervall,  um  welches  der  Ton  ge- 
ändert wird,  etwas  verschieden  aus.  Dies  hat  darin  seinen  Grund, 
daß  im  ersten  Falle  das  die  Schallwellen  fortpflanzende  Medium, 
nämlich  die  Luft,  zum  Beobachter,  im  zweiten  dagegen  zu  der 
Schallquelle  relativ  in  Ruhe  ist. 

In  dem  Falle,  daß  der  Beobachter  ruht  und  die  Schallquelle 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  v auf  denselben  zu  bewegt,  hat  die 
letzte  von  « in  einer  Sekunde  von  der  Schallquelle  ausgesandten 
Verdichtungen  einen  um  die  Strecke  v kleineren  Weg  bis  zum 
Beobachter  zurückzulegen  wie  die  erste;  denn  die  Geschwindig- 
keit t'  gibt  ja  den  von  der  Schallquelle  in  einer  Sekunde  in  der 
Richtung  auf  den  Beobachter  zurückgelegten  Weg  an.  Dieser  Weg 


wird  von  einer  Verdichtung  in  der  Zeit  - zurückgelegt,  unter  c die 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  verstanden.  Die  n in 
einer  Sekunde  von  der  Schallquelle  ausgeführten  Schwingungen 

„ VC  ~~~~  V 

übertragen  sich  daher  in  der  kürzeren  Zeit  von  1 oder 

c c 

Sekunden  auf  das  Trommelfell  des  Beobachters,  so  daß  das  letztere 
in  einer  Sekunde  nicht  nur  »,  sondern 


u‘  — n — — Schwingungen 

c — r 

ausführt.  Diese  Formel  verliert  nur  dann  ihre  Bedeutung,  wenn 
die  Bewegungsgeschwindigkeit  /■  dor  Schallquelle  größer  wie  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c des  Schalles  wird.  Dann  treten 
komplizierte  Erscheinungen  in  der  Luft  ein;  es  bildet  sich  eine 
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kegelförmige  Streckwelle,  welche  von  Mach  u.  a.  auf  photogra- 
phischem Wege  untersucht  worden  ist 

Bewegt  sich  die  Schallquelle  vom  ruhenden  Beobachter  mit 
der  Geschwindigkeit  r fort,  so  übertragen  sich  dagegen  die  n Schwin- 


gungen der  Schallquelle  in  der  längeren  Zeit  von  1 + — oder 


c j-  v 


Sekunden  auf  das  Trommelfell  des  Beobachters,  so  daß 


dieses  dann  nur 


n = n 


c + r 


Schwingungen 


in  einer  Sekunde  ausführt. 

Der  in  obigen  Formeln  sich  ausdrückende  Einfluß  der  Eigen- 
bewegung der  Schallquelle  gegen  einen  ruhenden  Beobachter  wird 
als  „das  Dopplersche  Prinzip“  bezeichnet.  Man  beobachtet 
denselben  u.  a,,  wenn  beim  Vorüberfahren  einer  Lokomotive  oder 
eines  Radfahrers  die  Pfeife  der  ersteren  oder  die  Glocke  des  letz- 
teren ertönt;  denn  man  konstatiert  dabei  deutlich  ein  plötzliches 
Tieferwerden  des  Tones. 

Während  bei  bewegter  Schallquelle  die  Luft  (von  den  Schwin- 
gungen der  einzelnen  Schichten  abgesehen)  relativ  zum  Beobachter 
in  Ruhe  ist,  wird  sie  bei  bewegtem  Beobachter  und  ruhender 
Schallquelle  gewissermaßen  zusammen  mit  der  Schallquelle  auf 
den  Beobachter  zu  geschoben  oder  von  ihm  entfernt.  Es  kommt 
daher  für  die  relative  Bewegung  der  Verdichtungen  und  Ver- 
dünnungen gegen  den  Beobachter  zu  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit c des  Schalles  noch  die  Geschwindigkeit  r des  Beobachters 
in  additiver  oder  subtraktiver  Weise  hinzu,  so  daß  in  den  obigen 
Formeln  an  Stelle  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c bei  An- 
näherung des  Beobachters  an  die  Schallquelle  die  Summe  e-f-r, 
bei  Entfernung  desselben  von  der  Schallquelle  dagegen  die  Dif- 
ferenz c — r zu  setzen  ist  Man  erhält  demnach  für  die  Schwin- 
gungen des  Trommelfells  in  einer  Sekunde  im  ersten  Falle  die  Zahl 


n = II 


c f-  r 
c 


im  zweiten  Falle  dagegen  die  Zahl 


c — r 

ii 


c 
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Unter  dem  Intervalle  zweier  Töne  versteht  man  bekanntlich 
das  Verhältnis  der  Schwingungszahl  des  höheren  zu  der  des  tieferen 
Tones.  Beachtet  man  dies,  so  ergibt  sich  aus  den  abgeleiteten 
Formeln,  daß  im  Falle  der  Bewegung  der  Schallquelle  gegen  einen 
ruhenden  Beobachter  der  Eigenton  der  ersteren  scheinbar  um  das 

C C “i  V 

Intervall  erhöht,  oder  um  das  Intervall  ■ - ■■■-  erniedrigt 

c — v c 

wird,  je  nachdem  die  Schallquelle  sich  auf  den  Beobachter  zu,  oder 
von  dem  Beobachter  fort  mit  der  Geschwindigkeit  v bewegt.  Da- 


gegen wird  bei  ruhender  Schallquelle  und  bewegtem  Beobachter 

e \-r 

der  Eigenton  der  ersteren  scheinbar  um  das  Intervall  — 1 erhöht, 


oder  um  das  Intervall  — _ ■ ■ erniedrigt,  je  nachdem  der  Beobachter 

sich  mit  der  Geschwindigkeit  t>  auf  die  Schallquelle  zu,  oder  von 
der  Schallquelle  fort  bewegt 

Ist  die  Geschwindigkeit  r beispielsweise  17/«  pro  Sekunde,  so 

20  21 

betragen  diese  Intervalle  bei  ruhendem  Beobachter  bzw.  ^ und 


’ 21  20 

bei  ruhender  Schallquelle  dagegen  bzw.  und 


In  beiden 


Fällen  entspricht  die  Gesamtänderung  des  Tones,  wenn,  wie  in 
dem  oben  angeführten  Beispiele  der  vorüberfahrenden  Lokomotive 
bzw.  des  Radfahrers,  erst  relative  Annäherung  und  darauf  relative 
Entfernung  von  Schallquelle  und  Beobachter  stattfindet,  einem 


21  c “j“  t) 

Intervalle  von  der  Größe  oder  allgemein  . 

19  c — v 


Bei  einer  re- 


lativen Geschwindigkeit  von  17  m pro  Sekunde  hätte  man  es  daher 
mit  einer  Gesamtänderung  von  annähernd  einem  kleinen  ganzen 

Tone  zu  tun,  dessen  Intervall  bekanntlich  ^ beträgt. 

Wenn  schließlich  weder  die  Schallquelle  noch  der  Beobachter 

in  Ruhe  ist,  sondern  beide  in  der  Richtung  ihrer  Verbindungslinie 

eine  bestimmte  Geschwindigkeit  gegen  die  den  Schall  fortpflanzende 

Luft  besitzen,  so  liegt  die  Erhöhung  bzw.  Erniedrigung  des  Tones 

• c c “4™  t ’ 

zwischen  den  Intervallwerten  und  — 


Das  Dopplersche  Prinzip  hat  nicht  nur  für  die  Schallwellen, 
sondern  auch  für  die  als  fortschreitende  Trausversalwellen  auf- 
zufassenden Lichtwellen  Bedeutung.  Auf  die  hieraus  sich  ergeben- 
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den  Erscheinungen  soll  aber  weder  an  dieser  Stelle  noch  in  dem 
Abschnitte  über  Optik  näher  eingegangen  werden,  da  sie  für  den 
Mediziner  geringeres  Interesse  besitzen. 

2.  Stehende  Wellen. 

Wie  bei  den  fortschreitenden,  so  sollen  bei  den  stehenden 
Wellen  ebenfalls  zuerst  die  Eigenschaften  der  Trans versal wellen 
erörtert  werden.  Da  man  diese  auch  bei  den  stehenden  Wellen 
als  graphische  Darstellung  der  Longitudinalschwingungen  auffassen 
kann,  so  gewinnt  man  dadurch  ohne  weiteres  zugleich  einen  Ein- 
blick in  die  Vorgänge  bei  den  letzteren.  Aus  diesem  Grunde  wird 
es  auch  genügen,  den  wichtigen  Zusammenhang  zwischen  den 
stehenden  und  den  fortschreitenden  Wellen  allein  für  die  Trans- 
versalschwingungen eingehend  darzulegen. 

a)  Stehende  Transversalwellcn. 

Die  stehenden  Wellen  unterscheiden  sich  vor  allen  Dingen 
von  den  fortschreitenden  Wellen  dadurch,  daß  bei  ihnen  nicht  alle 
Teilchen  mit  gleicher  Amplitude  schwingen,  und  sogar  einzelne 
dauernd  in  Ruhe  verharren,  die  man  als  die  Knotenpunkte  der  stehen- 
den Welle  bezeichnet.  Während  bei  den  fortschreitenden  Wellen 
die  Knotenpunkte  im  Verlaufe  der  Bewegung  von  Teilchen  zu 
Teilchen  stetig  vorrücken,  behalten  sie  also  bei  den  stehenden 
Wellpn  ihren  Ort  bei.  Ein  zweiter,  nicht  minder  bemerkens- 
werter Unterschied  besteht  darin,  daß  bei  den  stehenden  Wellen 
die  aufeinanderfolgenden  Momentbilder  andere  und  andere  Formen 
unnelimen,  die  sich  erst  nach  Ablauf  der  ganzen  Schwingung 
eines  Teilchens  wiederholen,  während  bei  den  fortschreitenden 
Wellen  die  Form  erhalten  bleibt  und  nur  von  Moment  zu  Moment 
ihren  Ort  innerhalb  des  die  Schwingungsbewegung  übertragenden 
Mittels  ändert 

Fig.  150  veranschaulicht  eine  vier  Knotenpunkte  (A',  bis  A'j 
enthaltende  stehende  'Transversal welle,  und  zwar  wieder  in  sieben 
um  je  ein  Zwölftel  der  Schwingungsdauer  zeitlich  voneinander  ab- 
stehenden Momentbildern.  Das  erste  Bild  ist  wieder  besonders 
stark,  das  letzte  unterbrochen  gezeichnet  Beachtet  man  dies,  so 
kann  man  ohne  Mühe  die  aufeinanderfolgenden  Bilder  auseinander- 
halten. Um  dies  noch  besonders  zu  erleichtern,  ist  angenommen 
worden,  daß  das  erste  Teilchen  eine  Schwingung  von  gleicher 
Amplitude  wie  das  erste  Teilchen  bei  der  fortschreitenden  Trans- 
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versalwelle  in  Fig.  149  ausführt,  und  daß  es  während  der  in  Be- 
tracht gezogenen  halben  Schwingungsdauer  wie  jenes  aus  der 
tiefsten  Lage  in  die  höchste,  also  nach  der  oben  in  Fig.  149  ein- 
geführten Numerierung  aus  Phase  3 in  Phase  9 übergeht.  Durch 
die  sieben  Momentbilder  ist  zwar  zunächst  nur  der  Schwingungs- 
vorgang während  der  einen  Hälfte  der  gemeinsamen  Schwingungs- 
dauer aller  Teilchen  dargestellt;  man  kann  sich  aber  auch  an 
dieser  Figur  zugleich  den  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  während 


Kig.  150 

der  zweiten  Hälfte  der  Schwingungsdauer  veranschaulichen,  da 
hierbei  alle  Lagen  wieder  rückwärts  durchlaufen  werden. 

Man  erkennt  aus  Fig.  150  ohne  weiteres  die  oben  angeführte 
Eigenschaft  der  stehenden  Wellen,  daß  die  einzelnen  Teilchen  im 
allgemeinen  mit  verschiedener  Amplitude  schwingen.  Die  letztere 
ist  bei  der  dargestellten  einfachen  Schwingung  um  so  kleiner,  je 
näher  sich  das  Teilchen  an  einem  Knotenpunkte  befindet.  Am 
größten  ist  sie  an  allen  Stellen,  welche  in  der  Mitte  zwischen 
zwei  benachbarten  Knotenpunkten  liegen;  man  bezeichnet  diese 
als  die  Schwingungsbäuche  der  stehenden  Welle.  In  Fig.  150  sind 
fünf,  mit  B,  bis  Br,  bezeichnete  Schwingungsbäuche  zur  Dar- 
stellung gekommen;  denn  auch  das  erste  und  das  letzte  Teilchen 
liegen  gerade  in  einem  Schwingungsbauche.  Eine  derartige  stehende 
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Transversalschwingung  mit  Schwingungsbäuchen  an  beiden  Enden 
kann  beispielsweise  ein  elastischer  Draht  ausführen,  welcher  an 
den  Stellen  Kx  und  Kt  eingeklemmt  ist.  Bei  den  stehenden 
Schwingungen  einer  gespannten  Saite  liegen  dagegen  an  den  beiden 
Enden  Schwingungsknoten,  so  daß  etwa  das  Stück  KXK»  oder 
auch  KxKa  bzw.  Kx Kt  der  Figur  zur  Veranschaulichung  der  Mo- 
mentbilder  einer  als  Ganzes,  oder  in  zwei  bzw.  drei  aliquoten 
Teilen  schwingenden  Saite  dienen  kann. 

Weiterhin  erkennt  man  aus  Fig.  lf>0,  daß  sämtliche  Teilchen 
mit  Ausnahme  der  an  den  Knotenpunkten  der  stehenden  Welle 
liegenden  zu  gleicher  Zeit  durch  die  Ruhelage  hindurchgehen, 
während  dies  bei  der  fortschreitenden  Welle  im  allgemeinen  zu 
verschiedenen  Zeiten  geschieht.  Hierin  liegt  ein  weiterer  prin- 
zipieller Unterschied  zwischen  den  beiden  Hauptarten  der  Wellen- 
bewegungen. Der  Durchgang  der  einzelnen  Teilchen  durch  die 
Ruhelage  findet  jedoch  nicht  durchweg  in  derselben  Richtung 
statt.  Es  besitzen  zwar  die  zwischen  zwei  benachbarten  Knoten- 
punkten liegenden  Teilchen  im  ganzen  Verlaufe  ihrer  Bewegung 
immer  die  gleiche  Schwingungsrichtung,  die  auf  den  Nachbar- 
strecken zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Knotenpunkten  liegen- 
den Teilchen  haben  dagegen  sämtlich  stets  die  entgegengesetzte 
Bewegungsrichtung.  Wie  alle  Teilchen  zu  gleicher  Zeit  in  der 
einen  oder  andern  Richtung  durch  die  Ruhelage  hindurchgehen,  so 
erreichen  sie  auch  alle  zu  derselben  Zeit  die  größte  Ausweichung 
nach  der  einen  oder  anderen  Seite  von  ihrer  Ruhelage  und  kehren 
daher  auch  alle  zugleich  in  ihrer  Bewegung  um.  So  kommt  es, 
daß  die  Teilchen  in  jedem  Moment  auch  hier,  wie  bei  der  fort- 
schreitenden Welle,  auf  einer  Wellenlinie  liegen,  die  sich  um  die 
alle  Ruhelagen  enthaltende  Gerade  herumschlängelt;  diese  Wellen- 
linie flacht  sich  aber  von  dem  Moment  der  Umkehrung  aller  Teil- 
chen an  immer  mehr  ab,  bis  sie  einen  Augenblick  zu  einer  Ge- 
raden geworden  ist  und  darauf  sich  an  jeder  Stelle  nach  der 
anderen  Seite  bis  zum  neuen  Umkehrmoment  immer  weiter  aus- 
baucht 

Faßt  man  auch  bei  den  stehenden  Wellen  als  „Wellenlänge“ 
den  kürzesten  Abstand  zweier  Teilchen  auf,  die  sich  im  ganzen 
Verlaufe  der  Bewegung  stets  in  derselben  Schwingungsphase  be- 
finden, also  in  jeder  Beziehung  in  ihrer  gleichzeitigen  Bewegung 
übereinstimmen,  so  erkennt  man  aus  Fig.  150,  daß  dieselbe  u.  a. 
durch  den  Abstand  eines  Schwingungsbauches  von  dem  über- 
nächsten, oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  durch  den  Ab- 
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stand  eines  Knotenpunktes  von  dem  übernächsten  gemessen  wird. 
Die  in  Fig.  150  dargestellte  stehende  Transversalwelle  umfaßt  daher 
zwei  ganze  Wellenlängen,  während  die  Länge  einer  schwingenden 
Saite,  welche  allein  an  ihren  beiden  Enden  Knotenpunkte  besitzt 
und  demnach  nicht  in  aliquoten  Teilen  schwingt,  mit  nur  einer 
halben  Wellenlänge  übereinstimmt. 

I 

b)  Stehende  Longitudinalwcllen, 

In  derselben  Weise  wie  in  Fig.  149  finden  sich  in  Fig.  150 
unter  den  Momentbildern  der  stehenden  Transversalwelle  die  ent- 
sprechenden sieben  Momentbilder  einer  stehenden  Longitudinal- 
welle zur  Darstellung  gebracht.  Es  sind  dabei  wieder  wie  in 
Fig.  149  zunächst  die  einzelnen  Schichten  in  ihrer  Ruhelage 
angegeben  worden.  Außerdem  findet  sich  unter  jeder  einem 
Schwingungsbauch  der  stehenden  Welle  entsprechenden  Schicht  die 
Schwingungsgerade  mit  den  sieben  Stellungen  angegeben  und  dabei 
durch  je  einen  Pfeil  angedeutet,  in  welcher  Richtung  diese  sieben 
Lagen  gleichzeitig  durchlaufen  werden.  Bei  jeder  Schicht,  welche 
einem  Knotenpunkte  entspricht,  erscheint  diese  Schwingungsgerade 
auf  einen  (ebenfalls  in  der  Figur  angegebenen)  Punkt  zusammen- 
geschrumpft.  Für  die  zwischen  einem  Knotenpunkte  und  einem 
benachbarten  Schwingungsbauche  liegenden  Schichten  kann  man 
sich  die  Schwingungsgeraden  leicht  hinzudenken.  Die  Ausdehnung 
derselben  ist  um  so  größer  und  nähert  sich  um  so  mehr  der  Länge 
der  Schwingungsgeraden  im  Schwingungsbauehe,  je  näher  die  Schicht 
an  dem  letzteren  liegt;  außerdem  ist  zu  beachten,  daß  alle  auf 
derselben  Seite  eines  Knotenpunktes  liegenden  Schichten  bis  zum 
nächsten  Knotenpunkte  die  gleiche  Schwingungsrichtung  besitzen, 
wie  sie  für  die  im  Schwingungsbauche  befindliche  Schicht  durch 
den  horizontalen  Pfeil  angedeutet  ist. 

Beachtet  man  dies  alles,  so  kann  man  sich  leicht  das  Zu- 
standekommen der  sieben  in  Fig.  150  untereinander  gezeichneten 
Momentbilder  der  stehenden  Longitudinalwelle  vergegenwärtigen 
und  sich  eine  klare  Vorstellung  von  dem  Schwingungsvorgang 
während  der  Dauer  einer  halben  Schwingung  sämtlicher  Schichten 
bilden,  indem  man  die  Momentbilder  nach  oben  auf  die  gleiche 
Gerade  versetzt  denkt  Man  kann  sich  aber  auch  den  weiteren 
Verlauf  der  Bewegung  während  der  folgenden  Hälfte  der  Schwingungs- 
dauer mit  derselben  Figur  veranschaulichen,  wenn  man  in  Rück- 
sicht zieht,  daß  dabei  die  Momentbilder  rückwärts,  also  in  der 
Reihenfolge  von  unten  nach  oben  durchlaufen  werden. 
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Aus  der  Figur  ist  nun  zunächst  zu  erkennen,  daß  hei  einer 
stehenden  Longitudinalwelle  in  jedem  Knotenpunkte  ein  periodischer 
Wechsel  von  Verdichtung  und  Verdünnung  stattfindet,  und  zwar 
in  der  Weise,  daß,  wenn  in  einem  Knotenpunkte  die  größte  Ver- 
dichtung eingetreten  ist,  in  den  auf  beiden  Seiten  benachbarten 
Knotenpunkten  immer  sich  gleichzeitig  der  größte  Grad  der  Ver- 
dünnung eingestellt  hat,  und  umgekehrt.  Dieser  Wechsel  von 
Verdichtung  und  Verdünnung  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dem 
Umstande,  daß  die  zu  beiden  Seiten  eines  Knotenpunktes  befind- 
lichen Schichten  entweder  sich  gleichzeitig  gegen  die  im  Knoten- 
punkte liegende  und  daher  ruhende  Schicht  hin-,  oder  gleichzeitig 
von  derselben  fortbewegen.  Zeitlich  in  der  Mitte  zwischen  dem 
Moment  der  stärksten  Verdichtung  und  dem  darauffolgenden 
Moment  der  stärksten  Verdünnung  in  einem  Knotenpunkte  liegt 
eine  Phase,  bei  welcher  nicht  nur  in  allen  Knotenpunkten,  sondern 
auch  an  jeder  anderen  Stelle  momentan  die  normale  Dichtigkeit 
vorhanden  ist;  dieselbe  wird  durch  das  vierte  Momentbild  in 
Fig.  150  dargestellt  und  entspricht  der  Phase  bei  der  stehenden 
Transversalwelle,  in  welcher  alle  Teilchen  gerade  in  der  einen 
oder  anderen  Richtung  gleichzeitig  durch  ihre  Ruhelage  hindurch- 
gehen. Bei  beiden  Arten  von  stehenden  Wellen  wird  diese  Phase 
von  allen  Teilchen  bzw.  Schichten  mit  der  größten  Geschwindig- 
keit, die  sie  überhaupt  bei  ihrer  Schwingung  annehmen,  durch- 
laufen. 

Den  Wechsel  zwischen  Verdichtung  und  Verdünnung  in  einem 
Knotenpunkte  kann  man  bei  einer  schwingenden  Luftsäule  u.  a 
mittelst  einer,  durch  Fig.  151  veranschaulichten,  sogen.  König- 
schen  Kapsel  sichtbar  machen.  Diese  stellt  bekanntlich  eine 

flache,  etwa  zylindrische  Dose  (J)  in  Fig.  151)  ohne  Boden  dar, 

welche  außen  auf  die  Wand  einer  (in  der  Figur  horizontal  gelegten) 
Pfeife  an  einer  Stelle  aufgeleimt  wird,  an  der  die  letztere 

durch  eine,  etwa  der  fehlenden  Bodenfläche  der  Kapsel  ent- 

sprechende Öffnung  durchbrochen  ist  Diese  Öffnung  in  der 
Pfeifeuwand  ist  durch  eine  dünne  gespannte  Membran  (M in  Fig.  151) 
verschlossen,  so  daß  das  Innere  der  Kapsel  nicht  direkt  mit  dem 
Inneren  der  Pfeife  in  Verbindung  steht.  Durch  eine  irgendwo, 
z.  B.  wie  in  der  Figur  in  der  oberen  Kapselwand  angebrachte 
Öffnung  0 kann  in  die  letztere  Leuchtgas  eingeleitet  werden,  das 
dann  aus  einem  kleinen  Röhrchen  R wieder  fortgeleitet  und  am 
Ende  desselben  angezündet  wird.  Solange  die  (in  der  Figur  durch 
die  Schichten  angedeutete)  Luft  innerhalb  der  Pfeife  in  Ruhe  ist, 
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wird  die  Flamme  F an  der  Ausmündung  der  Kapsel  ruhig  brennen. 
Wird  dagegen  die  Pfeife  zum  Tönen  gebracht  und  demnach  die 
Luft  in  ihr  in  stehende  Longitudinalschwingungen  versetzt,  so 
muh  die  Flamme  periodisch  im  Tempo  der  Schwingungen  der 
Luftschichten  auf-  und  niedergehen,  falls  an  der  Stelle,  an  welcher 
die  Kapsel  sich  befindet,  gerade  ein  Knotenpunkt  der  stehenden 
Schwingung  vorhanden  ist.  Denn  es  ist  leicht  einzusehen,  daß 
durch  den  Wechsel  von  Verdichtung  und  Verdünnung  zunächst 
die  Membran  M in  stehende  Schwingungen  versetzt  wird,  indem 
sie  im  Moment  einer  Verdichtung  nach  der  Kapsel  zu  gedrängt, 


Fig.  151 


im  Moment  einer  Verdünnung  dagegen  nach  dem  Innern  der  Pfeife 
zu  gesogen  wird.  In  der  Figur  sind  beide  Stellungen  der  Membran 
angedeutet,  und  zwar  die  letztere  zum  Unterschiede  von  der  anderen 
durch  eine  punktierte  Linie.  Sobald  nun  die  Membran  nach  der 
Kapsel  gedrängt  ist,  setzt  sie  momentan  das  in  der  letzteren  be- 
findliche Gas  unter  größeren  Druck;  ist  sie  dagegen  nach  dem 
Pfeifeninnern  hin  gesogen,  so  wird  dadurch  momentan  der  Druck 
des  Gases  verringert.  So  wird  es  verständlich,  daß  die  Flamme  F 
entsprechend  dem  Wechsel  zwischen  Verdichtung  und  Verdünnung 
an  der  Knotensteile  der  Pfeife  zwischen  zwei  extremen,  in  der 
Figur  angedeuteten,  Höhen  auf-  und  niedergehen  muß,  ein  perio- 
disches Schwanken,  das  man  in  allen  Einzelheiten  in  einem 
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rotierenden  Spiegel,  oder  auch  bei  rasch  hin-  und  herbewegtem 
Kopfe  deutlich  beobachten  kann. 

Während  in  einem  Knotenpunkte  einer  stehenden  Longitudi- 
nalwelle periodischer  Wechsel  zwischen  Verdichtung  und  Ver- 
dünnung stattfindet,  wobei  aber  die  im  Knotenpunkte  liegende 
Schicht  in  Ruhe  verharrt,  bleibt  die  Dichtigkeit  des  Mittels,  also 
z.  B.  der  Luft,  in  einem  Schwingungsbauche  andauernd  normal; 
dabei  führt  aber  die  in  der  Mitte  des  Schwingungsbauches  be- 
findliche Schicht  gemeinsam  mit  den  in  ihrer  unmittelbaren  Nach- 
barschaft befindlichen  Schichten  die  lebhaftesten  Schwingungen 
um  ihre  Ruhelage  aus.  Auch  von  dieser  Tatsache  kann  man  sich 
leicht  mit  Hülfe  von  Fig.  150  Rechenschaft  geben.  Man  braucht 
nur  zu  beachten,  daß  in  der  stehenden  Transversal  welle  die  links 
und  rechts  dicht  neben  einem  Schwingungsbauche  liegenden  Teil- 
chen (die  aber  in  der  Figur  für  die  Darstellung  der  Wellenbilder 
nicht  besonders  markiert  sind)  mit  großer  Annäherung  in  jedem 
Moment  die  gleiche  Ausweichung  von  ihrer  Ruhelage  zeigen  wie 
das  im  Schwingungsbauche  selbst  befindliche  Teilchen.  Überträgt 
man  dieses  Resultat  auf  die  Schwingungsrichtung  bei  der  stehen- 
den Longitudinalwelle,  so  erkennt  man,  daß  infolgedessen  die  in 
und  direkt  neben  dem  Schwingungsbauche  liegenden  Schichten 
zwar  sich  weit  von  ihrer  Ruhelage  nach  der  einen  oder  anderen 
Seite  entfernen,  dabei  aber  ihren  gegenseitigen  Abstand  fast  un- 
geändert  beibehalten. 

Würde  in  einer  Pfeife  bzw.  einer  stehende  Schwingungen  aus- 
führenden Luftsäule  seitlich  eine  Königsche  Kapsel  (vgl.  Fig.  151) 
an  einem  Schwingungsbauche  angebracht  sein,  so  würde  demnach 
trotz  der  lebhaften  Hin-  und  Herbewegung  der  Luft  an  dieser 
Stelle  die  Flamme  nahezu  ruhig  weiterbrennen,  weil  keine  merk- 
liche Änderung  der  Dichtigkeit  der  Luft,  und  daher  auch  keine 
durch  diese  verursachte  Schwankung  des  Gasdruckes  in  der  Kapsel 
eintreten  würde. 

Während  bei  den  stehenden  Transversalwellen  schwingender 
Saiten  stets  an  beiden  Enden  Knotenpunkte  vorhanden  sind,  liegen 
bei  den  stehenden  Longitudinalwellen  der  offenen  Lippenpfeifen 
an  beiden  Enden  SchwinguDgsbäuche.  Wie  bei  dem  tiefsten  Tone 
einer  Saite  außer  den  beiden  Knotenpunkten  an  den  Enden  kein 
weiterer  Schwingungsknoten  vorhanden  ist,  so  stellt  sich  auch  bei 
dem  tiefsten  Tone  einer  offenen  Lippenpfeife  außer  den  beiden 
Schwingungsbäuchen  an  den  Enden  im  Innern  kein  weiterer 
Schwingungsbauch  ein.  Es  kann  jedoch  auch  die  Luft  in  einer 
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offenen  Lippen  pfeife  in  zwei,  drei  oder  mehr  alicpioten  Teilen 
schwingen;  dann  haben  sich  im  Innern  der  Pfeife  ein,  zwei  oder 
mehr  Schwingungsbäuche  gebildet,  die  sich  dabei  gleichmäßig  über 
die  Pfeife  verteilen.  Bei  einer  gedeckten  Lippenpfeife  ist  nur  an 
demjenigem  Ende,  an  welchem  die  Luft  eingeblasen  wird,  ein 
Schwingungsbauch  vorhanden,  während  am  anderen  Ende,  welches 
mit  einem  Deckel  versehen  ist,  sich  kein  Schwingungsbauch  aus- 
bilden kann,  sondern  notwendigerweise  ein  Schwingungsknoten 
auftreten  muß.  Ciibt  eine  gedeckte  Pfeife  ihren  tiefsten  Ton  an, 
so  ist  außer  dem  Schwingungsbauche  am  Eingang  kein  anderer 
vorhanden;  es  können  sich  jedoch  auch  im  Innern  Schwingungsbäucho 
bilden,  die  dann  aber  immor  mit  Knotenpunkten  gleichmäßig  ab- 
wechseln  müssen. 

3.  Zusammenhang  zwischen  stehenden  und  fort- 
schreitenden Wellen. 

Es  ist  schon  oben  hervorgehoben  worden,  daß  die  stehenden 
Wellen  die  Erzeugung  fortschreitender  Wellen  voraussetzen  und 
daher  erst  eine  sekundäre  Erscheinung  darstellen.  Stehende  Wellen 
können  nur  in  einem  begrenzten  Mittel  Zustandekommen.  Wenn 
nun  in  einem  solchen  Mittel  irgendwo  eine  Schwingung  eingeleitet 
wird,  so  pflanzt  sich  dieselbe  zunächst  als  fortschreitende  Welle 
in  demselben  fort.  Sobald  aber  diese  Welle  an  einer  Grenze  des 
Mittels,  d.  h.  also  an  einer  Stelle  angelangt  ist,  an  der  das  be- 
treffende Mittel  an  irgendein  anderes  Mittel  anstößt,  welches  für 
die  Schwingungen  andere  Verhältnisse  darbietet,  so  wird  sie  in 
der  Hegel  zum  Teil  reflektiert  und  in  das  ursprüngliche  Mittel 
zurückgesandt.  Es  ist  dabei  gar  nicht  nötig,  daß  an  der  Grenze 
zwei  verschiedene  Stoffe  Zusammenstößen.  So  setzt  sich  an  dem 
offenen  Ende  einer  offenen  Pfeife  die  in  der  Pfeife  eingeschlossene 
Luft  direkt  in  die  Außenluft  fort;  trotzdem  bietet  aber  die  nach 
allen  Seiten  sich  weithin  erstreckende  Außenluft  für  die  Schwing- 
ungen der  Luftschichten  andere  Verhältnisse  dar  wie  die  durch 
starre  Wandungen  eingeengte  Innenluft  der  Pfeife,  und  ist  daher 
als  ein  anderes  Mittel  für  die  Wellenbewegung  aufzufassen;  denn 
erfahrungsgemäß  ist  die  Schallgeschwindigkeit  in  luftgefüllten 
Röhren  kleiner  als  in  der  freien  Luft,  und  zwar  um  so  kleiner, 
je  enger  die  Röhre  ist. 

Der  an  einer  Grenze  reflektierte  Teil  einer  fortschreitenden 
Welle  wirkt  nun  im  allgemeinen  auf  die  gleichen  Teilchen  bzw. 
Schichten  des  ersten  Mittels  ein,  welche  schon  durch  die  gegen 
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die  Grenze  in  stetigem  Fluß  fortschreitende  Welle  in  Schwingung 
versetzt  und  erhalten  werden.  Es  steht  daher  von  diesem  Mo- 
ment an  ein  solches  Teilchen  dauernd  unter  dem  Einfluß  zweier 
fortschreitender  Wellen,  die  zwar  die  gleiche  Wellenlänge  und 
auch  gleiche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  aber  verschiedene  Fort- 
pflanzungsrichtung  besitzen. 

Der  Effekt  dieser,  als  „Interferenz  der  Wellen“  bezeichneten 
gleichzeitigen  Einwirkung  zweier  verschiedener  Wellen  auf  das- 
selbe Teilchen  bzw.  auf  dieselbe  Schicht  wird  nun  ganz  davon 
abhängen,  in  welcher  Phase  sich  die  durch  die  ursprüngliche  Welle 
hervorgerufene  Schwingung  in  dem  Moment  befindet,  in  welchem 
die  reflektierte  Welle  an  dem  Teilchen  anlangt. 

Wird  z.  B.  das  Teilchen  durch  die  ursprüngliche  Welle  in  diesem 
Augenblick  gerade  durch  seine  Ruhelage  getrieben,  und  zwar  in 
derselben  Richtung,  in  welcher  die  ankommende  reflektierte  Welle 
dasselbe  aus  seiner  Ruhelage  herausreißen  will,  so  werden  in  An- 
betracht ihrer  gleichen  Wellenlänge  vmd  Schwingungsdauer  beide 
Wellen  nicht  nur  in  diesem  Moment,  sondern  im  ganzen  weiteren 
Verlaufe  der  Schwingung  das  betreffende  Teilchen  in  übereinstim- 
mender Weise  beeinflussen.  Als  Resultat  der  Interferenz  wird  sich 
daher  für  dieses  Teilchen  eine  Schwingung  ergeben  mit  der  Schwing- 
ungsdauer der  ursprünglichen  Welle,  aber  einer  Amplitude  gleich 
der  Summe  der  Amplituden  der  beiden  das  Teilchen  beeinflussenden 
Wellen. 

Wenn  dagegen  die  reflektierte  Welle  bei  ihrer  Ankunft  das 
Teilchen  in  einem  Durchgänge  durch  seine  Ruhelage  antrifft,  dessen 
Richtung  ihrer  Antriebsrichtung  entgegengesetzt  ist,  so  werden  auch 
im  weiteren  Verlaufe  der  Bewegung  die  Schwingungen,  in  welche  das 
Teilchen  durch  die  beiden  Wellen  versetzt  werden  soll,  immer 
entgegengesetzte  Phase  aufweisen.  Als  Resultat  der  Interferenz 
ergibt  sich  dann  eine  Schwingung,  welche  zwar  wiederum  die 
Schwingungsdauer  der  ursprünglichen  Welle,  aber  eine  Amplitude 
gleich  der  Differenz  der  Amplituden  der  beiden  Wellen  besitzt 

Nimmt  man  an,  daß  die  Amplituden  der  ursprünglichen  und  der 
reflektierten  Welle  gleich  groß  sind,  indem  die  ganze  Welle  an 
der  Grenze  des  Mittels  in  dasselbe  zurückgeworfen  worden  ist,  so 
ist  das  Resultat  der  Interferenz  im  ersten  Falle  eine  Verdoppelung 
der  Schwingungsamplitude,  im  letzten  Falle  dagegen  eine  voll- 
ständige und  andauernde  Vernichtung  der  Schwingung  des  be- 
treffenden Teilchens.  Schon  hieraus  ist  zu  erkennen,  daß  die  Inter- 
ferenz zweier  sich  kreuzender  Wellen  von  gleicher  Wellenlänge  zu 
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einem  Schwingungszustande  führt,  wie  er  für  die  stehenden  Wellen 
charakteristisch  ist,  indem  bestimmte  Teilchen  Schwingungen 
mit  verstärkter  Amplitude  ausführen,  während  andere  Teilchen, 
•wenigstens  bei  gleicher  Amplitude  der  beiden  Wellen,  dauernd 
zur  Ruhe  gebracht  sind.  Um  sich  aber  zu  überzeugen,  'daß  das 
Resultat  der  Interferenz  in  allen  Einzelheiten  einer  stehenden  Welle 
entspricht,  muß  man  wenigstens  für  einige  Momente  den  gleich- 
zeitigen Schwingungszustand  einer  genügend  großen  Anzahl  von 
Teilchen  bzw.  Schichten  festzustellen  suchen.  Nach  den  früheren 
Erörterungen  über  den  engen  Zusammenhang  zwischen  Transversal- 
und  Longitudinalwellen  wird  es  genügen,  diese  Untersuchung  für 
die  Transversalwellen  anzustellen,  zumal  diese  ja  ohnehin  als 
graphische  Darstellungen  der  Vorgänge  bei  den  Longitudinal  wellen 
aufgefaßt  werden  können. 

Fig.  152  gibt  in  sieben  Momentbildem,  welche  sich  zeitlich 
wieder  in  je  einem  Zwölftel  der  Schwingungsdauer  folgen,  das 
Resultat  der  Interferenz  zweier  in  entgegengesetzter  Richtung  fort- 
schreitender Transversalwellen  von  gleicher  Wellenlänge  und  glei- 
cher Amplitude  wieder.  Wenn  auch  die  reflektierte  Welle  im 
allgemeinen  geringere  Amplitude  als  die  ursprüngliche  Welle  haben 
wird,  so  kann  man  doch  von  der  letzteren  immer  einen  Teil  ab- 
spalten und  in  Betracht  ziehen,  der  die  gleiche  Amplitude  wie  die 
reflektierte  Welle  besitzt,  und  dann  den  übrigen  Teil  der  Wellen- 
bewegung für  sich  bestehend  denken.  Es  hat  daher  die  Annahme 
gleicher  Amplitude  der  beiden  sich  kreuzenden  Wellen  sehr  wohl 
ihre  Bedeutung  und  ihre  Berechtigung.  Um  die  beiden  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  fortschreitenden  gleichen  Transversalwellen 
in  jedem  Momentbilde  voneinander  unterscheiden  zu  können,  ist  die 
von  rechts  nach  links  fortschreitende  Welle  zum  Unterschiede  von 
der  von  links  nach  rechts  fortschreitenden  unterbrochen  gezeichnet 
worden  (vgl.  die  Pfeile  in  der  Figur).  Ferner  findet  sich  die  aus 
den  beiden  Wellen  durch  Interferenz  entstehende  Welle  in  jedem 
Falle  nicht  nur  besonders  stark  gezeichnet,  sondern  auch  dadurch 
kenntlich  gemacht,  daß  wie  in  den  Figg.  149  und  150  eine  Anzahl 
der  schwingenden  Teilchen  in  ihrer  aus  der  Interferenz  resultieren- 
den Lage  durch  kleine  ausgefüllte  Kreise  angegeben  ist. 

Im  Verlaufe  der  Bewegung  der  beiden  sich  kreuzenden  Wellen 
wird  es  wiederholt  Vorkommen,  daß  die  beiden  Wellenlinien  sich 
momentan  decken  und  daher  zusammen  an  jeder  Stelle  eine  Aus- 
weichung des  betreffenden  Teilchens  von  der  Ruhelage  verursachen, 
welche  doppelt  so  groß  Ist,  als  wie  sie  jede  der  beiden  Wellen 
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allein  hervorbringen  würde.  Emen  derartigen  Moment  veranschau- 
licht das  oberste  Bild  in  Fig,  152.  Wie  man  sieht,  stimmt  das- 
selbe mit  dem  ersten  (durch  stärkere  Zeichnung  hervorgehobenen} 
Momentbilde  in  der  stehenden  Transversalwelle  in  Fig.  150  genau 


Fig.  152 


überein.  Die  übrigen  sechs  darunter  befindlichen  Momentbilder 
entsprechen  bzw.  einer  gleichzeitigen  Verschiebung  der  beiden  sieh 
durchkreuzenden  Wellen  um  ein,  zwei  bis  sechs  Zwölftel  der 
Wellenlänge. 

Man  kann  sich  nun  leicht  davon  Rechenschaft  geben,  daß  die 
Knotenpunkte  A't  bis  K,  des  ersten  Bildes  auch  während  des 
weiteren  Verlaufs  der  Bewegung  in  Ruhe  bleiben.  Da  die  punktierte 
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Welle  in  derselben  Zeit  um  ebensoviel  nach  links  sich  verschiebt 
wie  die  andere  Welle  nach  rechts,  so  wird  infolge  der  regelmäßigen 
und  symmetrischen  Gestalt  der  Wellenlinie  die  punktierte  Welle 
in  jedem  Moment  um  ebensoviel  über  bzw.  unter  die  Ruhelage 
eines  im  ersten  Bilde  einen  Knotenpunkt  darstellenden  Teilchens 
treten  wie  die  andere  Wrelle  darunter  bzw.  darüber.  Dies  ist  aus 
allen  Momentbildem  in  Fig.  152  deutlich  zu  ersehen.  Die  beiden 
Wellen  werden  sich  daher  stets  in  ihrer  Wirkung  auf  ein  solches 
Teilchen  aufheben,  so  daß  diesem  dauernd  die  Rolle  eines  Knoten- 
punktes zufällt. 

Weiterhin  lassen  die  übrigen  sechs  Momentbilder  in  Fig.  152 
erkennen,  daß  an  jeder  Stelle,  welche  im  obersten  Momentbilde 
einem  Wellenberge  oder  einem  Wellentale  entspricht,  nach  einer  be- 
liebigen Verschiebung  der  beiden  Wellen  diese  sich  gerade  durch- 
schneiden.  Die  beiden  Wellen  verlangen  daher  von  dem  an  einer 
solchen  Stelle  befindlichen  Teilchen  stets  beide  dasselbe  und  ver- 
doppeln sich  also  in  ihrer  Wirkung.  Da  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Wellen  sich  zunächst  # der  Ruhelage  des  Teilchens  nähert 
und  dann  auf  die  andere  Seite  derselben  Übertritt,  so  führt  dem- 
nach das  Teilchen  selbst  eine  regelmäßige  Schwingung  um  seine 
Ruhelage  aus,  deren  Amplitude  doppelt  so  groß  ist  wie  die 
Schwingungsamplitude  bei  jeder  der  beiden  fortschreitenden  Wel- 
len. Man  hat  es  dann  mit  einem  Schwingungsbauche  zu  tun. 

Ferner  lehrt  der  Vergleich  der  resultierenden  Wellen  in  den 
sieben  in  Fig.  152  zur  Darstellung  herausgegriffenen  Momenten 
mit  den  sieben  Momentbildern  von  Fig.  150,  daß  auch  in  allen 
übrigen  Einzelheiten  das  Resultat  der  Interferenz  zwreier  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  fortschreitender  Wellen  von  gleicher 
Wellenlänge  und  Amplitude  genau  den  Vorgängen  bei  einer 
stehenden  Welle  entspricht.  Gleichzeitig  erkennt  man,  daß  die 
Strecke,  welche  als  Wellenlänge  der  stehenden  Welle  definiert 
wird,  in  ihrer  Länge  mit  der  Wellenlänge  der  ursprünglichen  fort- 
schreitenden Welle  übereinstimmt. 

Die  Reflexion  einer  fortschreitenden  Welle,  welche  ja  die  Vor- 
bedingung für  die  Entstehung  einer  stehenden  Welle  bildet,  findet 
nur  an  der  Grenze  zweier  Mittel  statt,  die  für  die  Schwingungen 
ungleiche  Bedingungen  darbieten.  In  einem  homogenen  Mittel, 
das  an  allen  Stellen  die  Wellen  gleich  gut  fortpflanzt,  kann  nir- 
gends eine  Welle  reflektiert  werden.  Jedes  Teilchen  bzw.  jede 
Schicht  kommt  zur  Ruhe,  nachdem  die  Bewegung  auf  ein  Nachbar- 
teilchen bzw.  eine  Nachbarschicht  übergegangen  ist,  und  verharrt 
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dann  auch  in  Ruhe,  solange  nicht  ein  neuer  Bewegungsantxieb 
ausgeübt  wird.  Es  verhält  sich  dabei  wie  bei  dem  Zusammen- 
stöße zweier  vollkommen  elastischen  Kugeln  von  gleicher  Masse, 
bei  dem  auch  jede  ihre  ganze  Bewegung  auf  die  andere  über- 
trägt; war  die  eine  vor  dem  Stoße  in  Ruhe,  so  wrird  nach  dem 
Stoße  die  andere  zur  Ruhe  gekommen  sein  und  die  erste  die  Ge- 
schwindigkeit der  letzteren  übernommen  haben. 

Geht  dagegen  ein  Mittel  in  ein  anderes  über,  welches  den 
Schwingungen  größeren  oder  kleineren  Widerstand  entgegensetzt, 
so  verhält  es  sich  wie  bei  dem  Stoße  einer  elastischen  Kugel  gegen 
eine  andere,  in  Ruhe  befindliche,  elastische  Kugel  von  größerer 
oder  kleinerer  Masse.  Bei  diesem  überträgt  sich  in  beiden  Fällen 
zwar  auch  die  Bewegung  zum  Teil  auf  die  ruhende  Kugel;  es 
wird  aber  dabei  die  ursprünglich  in  Bewegung  befindliche  Kugel 
durch  den  Zusammenstoß  nicht  zur  Ruhe  gebracht,  sondern  sie 
behält  noch  eine,  wenn  auch  in  der  Regel  geiingere  Geschwindig- 
keit bei,  welche  nur  beim  Stoße  gegen  eine  kleinere  Kugel  die  Stoß- 
richtung, beim  Stoße  gegen  eine  größere  Kugel  dagegen  die  ent- 
gegengesetzte Richtung  besitzt,  so  daß  sie  also  in  diesem  Falle 
zurückgeschleudert  wird.  Ganz  entsprechend  sind  die  Vorgänge 
bei  der  Ankunft  einer  fortschreitenden  Welle  an  der  Grenze  zweier 
verschiedener  Mittel.  Es  überträgt  sich  zw'ar  auch  die  Schwingung 
zum  Teil  auf  die  Teilchen  bzw.  Schichten  des  neuen  Mittels, 
die  an  der  Grenze  liegenden  Teilchen  und  Schichten  des  ersten 
Mittels  werden  aber  dadurch  nicht,  wie  im  Innern  eines  homo- 
genen Mittels,  vollkommen  zur  Ruhe  gebracht,  sondern  bleiben 
noch  in  Schwingung,  wrenn  auch  im  allgemeinen  mit  geringerer 
Amplitude.  Die  Richtung  dieser  Schwingung  ist  nur  in  dem  Falle 
die  alte,  daß  das  neue  Mittel  den  Schwingungen  geringeren  Wider- 
stand entgegensetzt  als  das  erste.  Enveist  sich  dagegen  das 
zweite  Mittel  als  das  für  die  Schwingungen  ungünstigere,  so  wird 
in  jedem  Moment  die  an  der  Grenze  anlangende  Schwingung  in 
die  entgegengesetzte  Richtung  versetzt,  gleichsam  als  ob  die  letzten 
Teilchen  bzw.  Schichten  des  ersten  Mittels  durch  die  Gegenwirkung 
des  zweiten  Mittels  neue  Bew'egungsantriebe  erhielten,  welche 
immer  ihrer  jeweiligen  Bewegung  entgegengesetzt  gerichtet  sind. 
Diese  Schwingungen  in  der  Grenzschicht  pflanzen  sich  nun  rück- 
wärts in  dem  ersten  Mittel  fort  und  verursachen  damit  die  reflek- 
tierte fortschreitende  Welle. 

Wie  aus  diesen  Andeutungen  hervorgeht,  kehrt  nur  dann  die 
Welle  ohne  Änderung  der  Schwingungsphase  in  das  ursprüngliche 
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Mittel  zurück,  wenn  das  neue  Mittel  der  Schwingung  geringeren 
Widerstand  entgegensetzt  als  das  alte;  dies  ist  z.  B.  der  Fall  am 
offenen  Ende  einer  in  einer  zylindrischen  Rühre  eingeschlossenen 
Luftsäule  oder  an  den  beiden  freien  Enden  einer  Stimmgabel. 
Setzt  dagegen  das  neue  Mittel  den  Schwingungen  einen  größeren 
Widerstand  entgegen,  so  ist  mit  der  Reflexion  in  jedem  Moment 
eine  Umkehrung  der  Schwingungsphase  verbunden;  dies  findet  z.  B. 
an  dem  etwa  durch  einen  Deckel  geschlossenen  Ende  einer  Luft- 
säule oder  an  den  Enden  einer  gespannten  Saite  statt. 

Mit  Hilfe  von  Fig.  152  kann  man  sich  leicht  davon  Rechenschaft 
geben,  daß  bei  der  Reflexion  ohne  Phasenverschiebung  durch  die 
Interferenz  der  hin-  und  zurückgehenden  Welle  ein  Schwingungs- 
bauch, bei  der  Reflexion  mit  Umkehrung  der  Phase  dagegen  ein 
Schwingungsknoten  der  stehenden  Welle  an  der  reflektierenden 
Grenze  entstehen  muß.  Denkt  man  z.  B.  diese  Grenze  an  die 
Stelle  JJ4  versetzt  und  beachtet,  wie  sich  die  (punktiert  gezeich- 
nete) reflektierte  Welle  in  jeder  der  sieben  Momentbilder  zu  der 
von  links  nach  rechts  fortschreitenden  Welle  verhält,  so  erkennt 
man,  daß  die  erstere  stets  in  ihrer  Form  mit  der  Fortsetzung  der 
letzteren  über  B4  hinaus  übereinstimmt  und  nur  an  der  Grenze 
in  die  entgegengesetzte  Fortschreitungsrichtung  gebracht  ist  Denkt 
man  aber  die  reflektierende  Grenze  an  der  Stelle  Kt  angebracht, 
so  muß  man  in  der  über  Kt  hinaus  fortgesetzten  Welle  alle  Aus- 
weichungen von  der  Ruhelage  in  ihr  Gegenteil  verkehren,  d.  h.  also 
die  Wellenlinie  an  ihrer  Axe  gespiegelt  denken,  um  den  Verlauf 
der  (punktiert  gezeichneten)  reflektierten  Welle  von  Kt  an  rück- 
wärts zu  erhalten. 

Daraus  geht  also  hervor,  daß  bei  einer  stehenden  Schwingung 
an  der  Grenze  ein  Schwingungsbauch  oder  ein  Schwingungsknoten 
erzeugt  wird,  je  nachdem  die  Schwingungen  in  dem  angrenzenden 
Mittel  leichter  oder  weniger  leicht  vor  sich  gehen  können,  als  in 
dem  begrenzten  Mittel,  in  welchem  die  stehende  Welle  zustande- 
kommt. So  ist  es  für  die  stehenden  Schwingungen  in  einer  offenen 
Lippenpfeife  oder  einer  Stimmgabel  charakteristisch,  daß  an  beiden 
Enden  immer  je  ein  Schwingungsbauch  vorhanden  ist,  während 
bei  allen  Schwingungen  einer  gedeckten  Lippenpfeife  an  deren  ge- 
decktem Ende,  und  bei  den  Schwingungen  einer  gespannten  Saite 
an  beiden  Enden  Schwingungsknoten  auftreten.  Bei  der  metallischen 
Zunge  einer  Zungenpfeife,  wie  allgemein  bei  einer  nur  an  einem 
Ende  befestigten  schwingenden  Lamelle  stellt  sich  am  freien  Ende 
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eia  Schwingungsbauch,  am  eingeklemmten  Ende  dagegen  ein 
Schwingungsknoten  ein  usw. 

Außer  den  an  den  Enden  vorhandenen  Schwingungsbäuchen 
oder  Schwingungsknoten  treten  im  Innern  des  begrenzten  Mittels 
im  allgemeinen  noch  andere  Schwingungsbäuche  und  Knoten  auf; 
denn  zwischen  zwei  Schwingungsbäuchen  muß  sich  immer  wenig- 
stens ein  Schwingungsknoten,  und  zwischen  zwei  Schwingungs- 
knoten mindestens  ein  Schwingungsbauch  einstellen.  Nur  wenn, 
wie  bei  den  einfachsten  Schwingungen  einer  gedeckten  Lippen- 
pfeife oder  einer  einseitig  eingeklemmten  Lamelle,  an  einem  Ende 
ein  Schwingungsbauch,  am  andern  Ende  dagegen  ein  Schwingungs- 
knoten vorhanden  ist,  braucht  im  Innern  weder  ein  weiterer 
Bauch,  noch  ein  weiterer  Knoten  aufzutreten. 

Wieviel  sich  auch  Bäuche  und  Knoten  im  Innern  des  be- 
grenzten Mittels  einstellen  mögen,  in  jedem  Falle  steht  aber  die 
Ausdehnung  dieses  Mittels  in  einem  ganz  bestimmten  Verhältnis 
zu  der  Wellenlänge  der  erzeugten  stehenden  Schwingung.  Wenn 
eine  gedeckte  Lippenpfeife  oder  eine  einseitig  eingeklemmte  Lamelle 
ihre  einfachste  Schwingung  ausführt,  so  repräsentiert  ihre  Länge 
den  vierten  Teil  der  Wellenlänge.  Ist  dagegen  in  beiden  Fällen 
im  Innern  noch  je  ein  Schwingungsbauch  und  ein  Schwingungs- 
knoten vorhanden,  so  ist  ihre  Länge  dagegen  gleich  drei  Viertel 
ihrer  Wellenlänge  usf.  Bei  einer  offenen  Lippenpfeife  oder  einer 
gespannten  Saite  ist  im  einfachsten  Falle,  in  welchem  im  Innern 
nur  ein  Schwingungsknoten  bzw.  ein  Schwingungsbauch  auftritt, 
die  Länge  gleich  der  halben  Wellenlänge.  Sind  dagegen  bei  der 
offenen  Lippenpfeife  im  Imiern  zwei  Knoten  und  zwischen  diesen 
noch  ein  Bauch,  bei  der  Saite  entsprechend  zwei  Bäuche  und 
zwischen  diesen  ein  Knoten  vorhanden,  so  stimmt  ihre  Länge  mit 
der  Wellenlänge  überein  usf. 

Die  zuletzt  angegebenen  Beziehungen  zwischen  der  Länge  des 
begrenzten  Mittels  und  der  Wellenlänge  gelten  jedoch  nur  an- 
nähernd und  nur  dann,  wenn  die  Querdimensionen  an  allen  Stellen 
übereinstimmen  und  im  übrigen  gegen  die  Längsausdehnung  wesent- 
lich zurücktreten.  Die  Luftsäule  muß  also  z.  B.  genau  zylindrische 
oder  prismatische  Gestalt  aufweisen,  und  die  schwingende  Saite 
überall  gleich  dick  sein.  Wenn  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt 
sind,  so  lassen  sich  so  einfache  Beziehungen  zwischen  den  Dimen- 
sionen des  Mittels  und  den  Wellenlängen  nicht  finden.  Eine 
Stimmgabel  besitzt  z.  B.  an  ihren  freien  Enden  Schwingungsbäucho 
und  im  Innern  zwei  Knotenpunkte  (an  den  Umbiegungsstellen), 
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sowie  noch  einen  Schwingungsbauch  (am  Ansätze  des  Stieles);  es 
ist  aber  infolge  der  ungleichmäßigen  Dicke  der  Gabel  jeder 
Schwingungsknoten  von  dem  ihm  am  nächsten  liegenden  End- 
schwingungsbauche viel  weiter  entfernt  als  von  dem  inneren 
Schwingungsbauche,  so  daß  keiner  dieser  beiden  Abstände  den 
vierten  Teil  der  Wellenlänge  darstellt,  wie  es  bei  gleichmäßiger 
Dicke  der  Fall  sein  müßte. 

Da  die  Wellenlänge  einer  stehenden  Schwingung  mit  der 
Wellenlänge  der  beiden  sich  kreuzenden  fortschreitenden  Wellen 
übereinstimmen  muß,  denen  sie  ihre  Entstehung  verdankt,  so  er- 
gibt sich  aus  den  vorstehenden  Erörterungen,  daß  nicht  jede  be- 
liebige in  einem  begrenzten  Mittel  hervorgerufene  oder  in  dasselbe 
eindringende  fortschreitende  Wellenbewegung  zu  einer  stehenden 
Schwingung  führen  kann.  Es  ist  vielmehr  hierzu  erforderlich,  daß 
die  Wellenlänge  dieser  fortschreitenden  Welle  von  vornherein  zu 
den  Dimensionen  des  Mittels  in  einer  Beziehung  steht,  welche 
durch  die  zu  erzielende  stehende  Schwingung  bestimmt  ist. 

Eine  Lippenpfeife  wird  bekanntlich  dadurch  zum  Tönen  ge- 
bracht, daß  in  das  Innere  derselben  mit  relativ  großem  Drucke 
ein  schmaler  Luftstrom  eingeblasen  wird,  der  sich  an  einer  ihm 
entgegenstehenden  scharfen  Kante  noch  einmal  spalten  muß,  so 
daß  nur  ein  Teil  desselben  auf  die  Innenluft  der  Pfeife  einwirken 
kann.  Dieser  feine  Luftstrom  ist  nun  an  und  für  sich  imstande, 
den  zunächstliegenden  Luftschichten  innerhalb  der  Pfeife  die  ver- 
schiedensten Schwingungen  zu  erteilen,  die  sich  dann  nach  dem 
anderen  Ende  der  Pfeife  zu  mit  der  Schallgeschwindigkeit  fort- 
pflanzen würden.  Unter  allen  diesen  fortschreitenden  Wellen  sind 
aber  nur  die  von  Bestand,  welche  zu  einer  stehenden  Welle  führen 
können.  Das  sind  bei  einer  gedeckten  Lippenpfeife  solche,  deren 

4 4 .4 

Wellenlänge  4 mal,  — mal,  — mal  oder  allgemein  — — - mal  so 

ü t)  dt  ij  X 

groß  ist  wie  die  Länge  der  Pfeife,  sofern  q irgendeine  ganze  Zahl 
bedeutet.  Bei  einer  offenen  Lippenpfeife  muß  dagegen  dioWellen- 

2 2 

länge  zu  diesem  Zwecke  2 mal,  - mal,  ^ mal  oder  allgemein 

2 

- mal  so  groß  wie  die  Pfeifenlänge  sein.  Man  kann  daher  aus 

den  oben  angegebenen  Beziehungen  zwischen  den  Wellenlängen 
der  in  Luft  fortgepflanzten  Schallwellen  und  den  Schwingungs- 
zahlen  sowohl  die  zu  einer  bestimmten  Pfeifenlänge  gehörende 
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Schwingungszahl,  als  auch  umgekehrt  die  zu  einer  bestimmten 
Schwingungszahl  gehörende  Länge  einer  Lippenpfeife  leicht  ab- 
leiten. Bei  einer  gedeckten  Pfeife  von  1 m Länge  wird  ent- 

sprechend  der  Beziehung  n = j z.  B.  die  Schwingungszahl  des 

340 

tiefsten  Tones  n — — = 85,  bei  einer  ebenso  langen  offenen  Pfeife 
340 

dagegen  n=  — = 170  sein;  dies  entspricht  im  ersten  Falle  un- 
gefähr dem  f der  großen,  im  anderen  Falle  dem  f der  kleinen 
Oktave.  Andererseits  müßte  nach  den  früheren  Angaben  (vgl. 
S.  498  und  499)  die  gedeckte  Pfeife  191/*  cm,  die  offene  Pfeife 
dagegen  39  cm  lang  sein,  um  den  Kammerton  «'  als  ihren  tiefsten 
Ton  hervor  zu  bringen.  Es  ist  jedoch  dabei  zu  berücksichtigen,  daß 
diese  Angaben  nicht  absolut  genau  sein  können,  weil  der  Schwin- 
gungsbauch am  offenen  Ende  einer  Luftsäule  sich  etwas  nach 
außen  verlagert  findet 


Eine  gespannte  Saite  kann  auf  verschiedene  Weise  zu  stehen- 
den Schwingungen  angeregt  werden,  durch  Streichen  mit  einem 
Bogen,  durch  Schlagen  mit  einem  Hammer,  durch  Zupfen  mit 
dem  Finger  usw.  Auch  hier  werden  von  der  Einwirkungsstelle 
aus  zunächst  fortschreitende  Wellen,  und  zwar  Transversalwellen, 
über  die  Saite  hinziehen;  diese  können  aber  nur  dann  von  Be- 
stand sein  und  zu  einer  stehenden  Welle  führen,  wenn  ihre 

2 

Wellenlänge,  wie  bei  einer  offenen  Lippenpfeife,  allgemein  - mal 


so  groß  wie  die  Länge  der  Saite  ist  Auch  hier  gilt  die  obige 
Beziehung  zwischen  Schwingungszahl  «,  Wellenlänge  A und  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit r;  es  ist  aber  dabei  zu  beachten,  daß 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  über  einen  elastischen  Strang 
bzw.  die  Saite  hinziehenden  Transversal  wellen  im  allgemeinen 
einen  ganz  anderen  Wert  besitzt  wie  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der  in  der  Luft  fortschreitenden  Longitudinalwellen.  Die 
für  die  Saite  in  Betracht  kommende  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
ist  eine  Größe,  welche  sowohl  von  den  Dimensionen  als  auch  von 
der  Spannung  abhängt;  Untersuchungen  von  Taylor  haben  er- 
geben, daß  dieselbe  bei  gleichmäßiger  Dicke  der  Saite  gleich 


ist,  sofern  man  unter  S die  in  Dyn  gemessene 


Spannung  und  unter  k die  in  Gramm  ausgedrückte  Masse  pro 
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Zentimeter  der  Saite  versteht.  Setzt  man  den  auf  diese  Weise 
sich  ergebenden  Wert  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c ein 
und  denkt  außerdem  die  Wellenlänge  A in  Zentimeter  gemessen, 
so  ergibt  sich  wieder  die  einfache  Beziehung 

r~ä 

■»-Fr 

Mit  Hilfe  derselben  kann  man  für  irgendeine  Schwingungsart 
der  Saite  sowohl  die  Schwingungszahl  n aus  der  Spannung,  der 
Masse  und  den  Dimensionen  der  Saite  ableiten,  als  auch  umge- 
kehrt die  Spannung  berechnen,  welche  einer  Saite  von  bekannter 
Masse  und  Länge  erteilt  werden  muß,  damit  sie  eine  bestimmte 
Schwingungszahl  annimmt. 

Während  in  den  zuletzt  besprochenen  Beispielen  die  innerhalb 
des  begrenzten  Mittels  erregten  Schwingungen  sich  in  der  Regel 
von  selbst  den  Bedingungen  für  das  Zustandekommen  stehender 
Schwingungen  anpassen,  ist  dies  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  in 
das  Mittel  fortschreitende  Wellen  eintreten,  die  außerhalb  desselben 
erzeugt  worden  sind  und  sich  bis  an  das  begrenzte  Mittel  fortge- 
pflanzt haben.  Derartige  Schwingungen  behalten  auch  in  dem 
neuen  Mittel,  in  das  sie  dann  eintreten,  ihre  Schwingungszahl  bei 
und  besitzen  daher  für  ihre  weitere  Fortpflanzung  eine  ganz  be- 
stimmte Wellenlänge.  Da  die  letztere  natürlich  im  allgemeinen  in 
gar  keiner  einfachen  Beziehung  zu  der  Ausdehnung  des  begrenzten 
Mittels  stehen  wird,  so  kann  es  in  der  Regel  auch  nicht  zu  ste- 
henden Schwingungen  innerhalb  desselben  kommen.  Nur  wenn 
die  Wellenlänge  einen  Wert  hat,  welcher  bei  der  besonderen  Art 
der  Begrenzung  des  Mittels  zugleich  für  die  Wellenlänge  einer 
stehenden  Schwingung  innerhalb  desselben  in  Betracht  kommen 
kann,  wird  auch  eine  solche  stehende  Schwingung  mit  merklicher 
Intensität  tatsächlich  Zustandekommen.  Man  hat  es  dann  mit 
der  Erscheinung  der  Resonanz  zu  tun.  Jedes  zu  stehenden 
Schwingungen  fähige  Gebilde  wird  diese  mit  einer  bestimmten 
Schwingungszahl  ausführen,  welche  in  den  oben  als  Beispiel  an- 
geführten Fällen  leicht  berechnet  werden  konnte.  Es  kommt  also 
einem  derartigen  Gebilde  je  nach  der  Verteilung  der  Schwingungs- 
bäuche und  Schwingungsknoten  eine  bestimmte  Schwingungszahl 
zu,  die  es  immer  dann  annimmt,  wenn  es  auf  irgendwelche  Weise 
in  diese  stehende  Schwingung  versetzt  wird,  und  die  man  als  die 
Eigenschwingung  des  Gebildes  bezeichnet.  Man  kann  daher  auch 
sagen,  daß  sich  nur  dann  Resonanz  einstellt,  wenn  in  das  be- 
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grenzte  Mittel  eine  fortschreitende  Welle  eintritt,  deren  Schwin- 
gungszahl mit  der  bzw.  mit  einer  der  dem  Gebilde  zukommenden 
Schwingungszahlen  ihrer  Eigenschwingungen  übereinstimmt  Wenn 
man  z.  B.  in  ein  Klavier  bei  gehobenem  Dämpfer  einen  einfachen 
Ton  hineinsingt,  so  fängt  diejenige  Saite  zu  schwängen  an,  welche 
diesen  Ton  als  Eigen  ton  besitzt.  Oder  läßt  man  auf  die  vom 
Dämpfer  befreiten  Saiten  eines  Klaviers  eine  Klangmasse  ein- 
wirken, welche  sich  aus  den  verschiedensten  Tönen  zusammen- 
setzt, so  werden  alle  Saiten,  welchen  diese  Töne  als  Eigentöne  zu- 
kommen, in  Resonanz  versetzt  Hält  man  an  das  Ohr  einen  von 
einer  Zylinderfläche  oder  einer  Kugelfläche  mit  zwei  Öffnungen 
begrenzten  Luftraum,  einen  sog.  Helmholtzschen  Resonator,  so 
wird  die  eingesehlossene  Luft  jedesmal  dann  in  hörbare  Schwin- 
gungen versetzt,  sobald  Schallschwingungen  an  dem  Ohre  an- 
langen, in  denen  die  Eigenschwingung  des  Resonators  als  Teil- 
schwingung  enthalten  ist. 

Die  in  unserem  äußeren  Gehörgange  eingeschlossene  Luft 
kann  auch  als  ein  derartiger  Resonator  fungieren;  sie  stellt  einen 
durch  das  Trommelfell  gedeckten  Luftzylinder  von  etwa  2,5  cm 
Länge  dar.  Da  an  dem  Trommelfelle  ein  Schwingungsknoten,  am 
äußeren  Gehörgange  dagegen  ein  Schwingungsbauch  entstehen 
muß,  sobald  diese  Luft  in  stehende  Schwingungen  versetzt  wird, 
so  beträgt  die  Wellenlänge  der  letzteren  etwa  10  cm,  was  einer 


340 

Schwingungszahl  n — = 3400  entspricht,  wie  sie  einem  Tone 

U,  l 

etwa  in  der  Mitte  der  viergestrichenen  Oktave  zukommt.  Sobald 
also  ein  derartiger  Ton  in  das  Ohr  eindringt,  wirkt  der  äußere 
Gehörgang  als  Resonator,  indem  die  Luft  innerhalb  desselben  in 
stehende  Schwingungen  versetzt  wird.  Dieser  Ton  muß  daher 
dem  Ohre  unverhältnismäßig  stark  klingen. 

Daß  dies  hitsächlich  der  Fall  ist,  kann  man  aus  einer  Wahr- 
nehmung ersehen,  dieHelmholtz  gemacht  hat,  ohne  sich  zunächst  von 
der  Ursache  derselben  Rechenschaft  geben  zu  können.  Helmholtz 
hatte  nämlich  beobachtet,  daß  die  Töne  der  Klaviere  in  der  Mitte  der 
viergestrichenen  Oktave  im  Vergleich  zu  anderen  eigentümlich 
scharf  klingen,  so  daß  er  ursprünglich  zu  dem  Glauben  veranlaßt 
wurde,  daß  die  entsprechenden  Saiten  zu  harte  Hämmer  hätten. 
Nachdem  er  sich  aber  überzeugt  hatte,  daß  diese  Erscheinung  bei 
allen  Klavieren  ohne  Ausnahme  eintritt,  fand  er  den  Grund  für 
dieselbe  in  der  Resonanzwirkung  der  im  Gehörgange  eingeschlosse- 
neu  Luft.  Er  bewies  dies  durch  ein  Experiment,  indem  er  zeigte, 
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daß  die  Rauhigkeit  der  betreffenden  Töne  sofort  verschwindet, 
wenn  man  eine  kleine  Glasröhre  oder  eine  Glaskugel  an  das  Ohr 
setzt  und  dadurch  die  Abstimmung  des  Gehörganges  ändert;  wie 
vorauszusehen  war,  stellte  sich  aber  jetzt  bei  einem  tieferen  Tone, 
welcher  der  neuen  Abstimmung  entsprach,  besondere  Schärfe  ein. 
Wenn  eine  zusammengesetzte  Klangmasse  in  das  Ohr  eintritt, 
welche  u.  a.  einen  Ton  aus  der  Mitte  der  viergestrichenen  Oktave 
enthält,  so  wird  dieser  Ton  gegenüber  den  anderen  unverhältnis- 
mäßig verstärkt  durch  die  Resonanz  des  Gehörganges,  und  es  er- 
scheint daher  die  Klangmasse  in  ihrer  Gesamtwirkung  etwas  ver- 
ändert. 

II.  Schallwahrnehmungen  und  Klanganalyse. 

1.  Geräusche  und  Klänge. 

Bei  den  Schallwahmehmungen  unterscheidet  man  in  der 
Regel  zwischen  Geräuschen  und  Klängen.  Dieser  Unterschied 
ist  jedoch  kein  durchgreifender,  denn  es  lassen  sich  nach  Ver- 
suchen von  Mach  alle  möglichen  Übergänge  zwischen  beiden  nach- 
weisen.  Ein  Ton  schrumpft  zu  einem  kurzen  trockenen  Schlage 
oder  schwachen  Knalle  von  sehr  undeutlicher  Tonhöhe  zusammen, 
wenn  seine  Dauer  auf  wenige  Schwingungen  reduziert  wird.  An- 
dererseits bemerkt  man  auch  noch  an  einem  Knalle,  selbst  wenn 
derselbe,  wie  beim  elektrischen  Funken  oder  einer  explodierenden 
Knallgasblase,  von  einer  aperiodischen  Luftbewegung  herrührt,  bei 
genügender  Aufmerksamkeit  eine  Tonhöhe,  wenn  sie  auch  nicht 
sehr  bestimmt  ist.  So  überzeugt  man  sich  nach  Mach  leicht  da- 
von, daß  an  einem  Klaviere,  bei  welchem  die  Dämpfer  gehoben 
sind,  durch  größere  explodierende  Knallgasblasen  hauptsächlich 
tiefere,  durch  kleinere  Blasen  dagegen  vorzugsweise  höhere  Saiten 
zur  Resonanz  veranlaßt  werden. 

Klänge  wie  Geräusche  setzen  sich  aus  einzelnen  Tönen  zu- 
sammen. Während  aber  diese  Teiltöne  im  Verlaufe  eines  Klanges 
ihre  Höhe  und  Intensität  unverändert  beibehalten  und  noch  oben- 
drein eine  einfache  Beziehung  zwischen  ihren  Schwingungszahlen 
aufweisen,  sofern  es  sich  um  einen  sog.  musikalischen  Klang 
handelt,  unterliegen  die  ein  Geräusch  zusammensetzenden  Töne  in 
ihrer  Anzahl,  Höhe  und  Intensität  einem  mehr  oder  weniger 
schnellen,  und  dabei  ganz  unregelmäßigen  Wechsel.  Dement- 
sprechend hat  man  auch  ein  objektives  Merkmal,  welches  ge- 
stattet, die  Geräusche  bzw.  die  rein  zufällig  zusammengemischten 
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Klangaggregate  von  den  musikalischen  Klängen  zu  unterscheiden, 
überträgt  man  nämlich  auf  irgendeine  Weise  die  Luftschwingungen, 
welche  einem  Geräusche,  und  die,  welche  irgendeinem  musikalischen 
Klange  entsprechen,  etwa  auf  die  Trommel  eines  Kymographions, 
auf  die  Walze  eines  Phonographen  bzw.  die  Scheibe  eines  Grammo- 
phons oder  auf  eine  photographische  Platte,  so  findet  man,  daß 
die  ersteren  stets  eine  unregelmäßige,  aperiodische,  die  letzteren 
dagegen  eine  regelmäßige,  periodisch  sich  wiederholende  Kurve 
hervorbringen. 

Da  Geräusche  und  Klänge  im  Grunde  auf  die  gleichen  Kom- 
ponenten zurückgeführt  werden  können,  so  ist  es  sehr  wahrschein- 
lich, daß  das  gleiche  Organ  die  Geräusch-  und  Klangempfindung 
vermittelt,  so  daß  es  als  überflüssig  erscheint,  nach  einem  beson- 
deren Apparate  im  Ohre  für  die  Aufnahme  der  Geräusche  zu 
suchen. 

Infolge  der  akustischen  Kompliziertheit  eines  Geräusches  hat 
es  sich  bisher  noch  nicht  ermöglichen  lassen,  die  verschiedenen 
Geräusche  in  einwandfreier  Weise  zu  analysieren  und  ihre  Unter- 
schiede auf  Unterschiede  in  der  Zusammensetzung  aus  einfacheren 
Bestandteilen  zurückzuführen,  wie  dies  bei  den  musikalischen 
Klängen  in  so  vollendeter  Weise  gelungen  ist.  Es  entbehrt  somit 
z.  B.  die  auf  die  feinsten  Unterschiede  in  den  Geräuschempfin- 
dungen basierte  Lehre  von  der  Auskultation  und  Perkussion  noch 
jeglicher  exakter  physikalischer  Grundlage.  Es  kann  daher  im 
folgenden  nur  die  Analyse  der  musikalischen  Klänge  eingehender 
behandelt  werden.  Wenn  auch  manches  davon  jedem  Mediziner 
geläufig  sein  dürfte,  so  empfiehlt  es  sich  doch,  die  Hauptpunkte 
noch  einmal  kurz  zusammenzufassen,  um  die  Leistungen  des  Ohres 
bei  der  Klanganalyse  richtig  beurteilen  zu  können. 

Sieht  man  von  den  bei  der  Erzeugung  eines  musikalischen 
Klanges  hervorgebrachten  Geräuschen  ab  und  läßt  nur  den  Klang 
selbst  auf  sich  einwirken,  so  hat  man  dreierlei  zu  berücksichtigen, 
nämlich  die  Intensität  des  Klanges,  die  Höhe  des  Klanges  und  die 
Klangfarbe.  Die  erste  hängt  von  der  Energie  der  Schwingung, 
die  zweite  von  der  Schwingungszahl  bzw.  der  Wellenlänge,  die 
dritte  von  der  Schwingungsform  ab. 

Die  Schwingungsenergie  wird  bei  den  einfachen  Sinusschwing- 
ungen durch  die  lebendige  Kraft  gemessen,  mit  welcher  das 
schwingende  Gebilde  durch  seine  Ruhelage  hindurchgeht  Da  die 
Geschwindigkeit  in  einem  solchen  Momente  ihren  Maximalwert 
besitzt,  und  dieser  (vgl.  S.  25)  dem  Produkte'  aus  Amplitude  und 
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Schwingungszahl  proportional  ist,  so  wird  also  die  Intensität  durch 
das  Quadrat  aus  diesem  Produkte  gemessen;  bei  einer  bestimmten 
Tonhöhe  ist  dieselbe  daher  dem  Quadrate  der  Amplitude  direkt  pro- 
portional. Das  normale  Ohr  ist  für  Intensitäten  ziemlich  empfind- 
lich. So  wird  nach  Messungen  von  Töpler  und  Boltzmann*) 
ein  Ton  noch  merklich  empfunden,  wenn  er  bei  181  Schwingungen 
vor  dem  Ohre  eine  Druckdifferenz  von  10  * mm  Quecksilber  her- 
vorbringt. Nach  Rayleigh  genügt  bei  256  Schwingungen  hierzu 
eine  Druckdifferenz  von  6,5  • 10  ~®  mm  Quecksilber  und  nach 
M.  Wien  sogar  bei  200  Schwingungen  eine  Druckdifferenz  von 
1,6  *10_#  mm,  und  bei  2000  Schwingungen  eine  solche  von  ca 
10  8 mm  Quecksilber.**) 

Auch  in  der  Empfindung  der  Tonhöhen  leistet  unser  Ohr  er- 
staunliches. Während  die  untere  Grenze  für  die  Empfindung  eines 
Tones  etwa  bei  16  Schwingungen  liegt,  vermag  andererseits  das 
Ohr  noch  Schwingungszahlen  aufzunehmen  und  in  Tonempfindung 
umzusetzen,  welche  bis  30000  oder  sogar  40000  und  noch  darüber 
hinaufgehen.  Die  Hörfähigkeit  umfaßt  daher  ein  Intervall  von 
über  1 1 Oktaven.  In  der  Musik  wird  jedoch  nur  von  etwas  über 
7 Oktaveu  Gebrauch  gemacht;  der  tiefste  an  einem  Klaviere  vor- 
handene Ton,  das  „l  der  Subcontra-Oktave,  macht  etwa  27  Schwing- 
ungen in  der  Sekunde,  während  dem  höchsten  Tone,  dem  fünf- 
gestrichenen  c,  nur  etwas  über  4000  Schwingungen  zukommen. 

Das  Auge  steht  hinsichtlich  des  Schwingungsbereiches,  inner- 
halb dessen  die  Schwingungen  als  Licht  bzw.  Farbe  empfunden 
werden,  weit  hinter  dem  Ohre  zurück;  denn  dieser  Bereich  umfaßt 
annähernd  nur  eine  Oktave. 

Der  dritte  Punkt,  die  Abhängigkeit  der  Klangfarbe  von  der 
Schwingungsform,  bedarf  einer  eingehenderen  Erörterung. 

2.  Über  die  Klangfarbe. 

Zwei  Klänge,  welche  in  gleicher  Stärke  und  gleicher  Höho 
angegeben  werden,  weisen  im  allgemeinen  noch  charakteristische 
Unterschiede  auf,  die  man  als  Unterschiede  der  Klangfarbe  zu 
bezeichnen  pflegt.  Dementsprechend  fällt  es  meistens  auch  dem 
musikalisch  Ungeübten  nicht  schwer,  zu  entscheiden,  ob  ein  be- 
stimmter Klang  vom  Klaviere,  von  irgendeinem  Streichinstrumente, 

*)  Poggendorfs  Annalen,  Kami  141,  1870,  S.  321. 

**)  M.  Wien.  Ein  ltedenken  gegen  die  Helmholtzsclie  Resonanztiieorie 
des  Hörens.  Wüllner-Festschritt.  Leipzig,  1905. 

Fischer,  Mclirin.  Physik.  33 
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einem  Blasinstrumente  oder  dem  menschlichen  Stimmorgane  her- 
rührt. Eine  graphische  Verzeichnung  der  Schwingungen  läßt  er- 
kennen, daß  bei  gleicher  Klangstärke  und  Klanghöhe  zwar  in 
allen  diesen  Fällen  die  Amplitude  und  Wellenlänge  bzw.  Schwingungs- 
zahl übereinstimmen,  dagegen  die  innerhalb  einer  Wellenlänge  auf- 
tretenden Wellenformen  durchaus  verschieden  sind.  Diese  Tat- 
sache war  lange  vor  Helmholtz  bekannt.  Man  nahm  aber  ganz 
allgemein  an,  daß  jede  verschiedene  Schwingungsform  von  dem  Ohr 
als  verschiedene  Klangfarbe  empfunden  wird. 

Es  ist  nun  vor  allen  Dingen  das  Verdienst  von  Helmholtz*), 
gezeigt  und  auch  auf  experimentellem  Wege  bewiesen  zu  haben, 
daß  zwar  verschiedene  Klangfarben  auf  Verschiedenheiten  der 
Schwingungsform  zurückzuführen  sind,  daß  dagegen  sehr  wohl 
verschiedene  Schwingungsformen  die  gleiche  Klangfarbe  hervor- 
rufen  können,  und  daß  dementsprechend  das  bestimmende  für  die 
Klangfarbe  nicht  in  erster  Linie  die  Schwingungsform,  sondern  die 
Art  der  Zusammensetzung  eines  Klanges  aus  einfacheren  Bestand- 
teilen , nämlich  aus  verschiedenen  einfachen  Sinusschwingungen, 
ist,  welche  jede  für  sich,  wie  schon  G.  S.  Ohm**)  nachgewiesen 
hatte,  die  Empfindung  eines  einfachen  Tones  hervorrufen.  Die 
Schwingungsform  ist  erst  ein  sekundäres  Moment,  sie  ist  eine 
Folge  des  gleichzeitigen  Vorhandenseins  verschiedener  einfacher 
Töne  in  der  Klangmasse.  Daß  die  Schwingungsform  nicht  das 
wesentliche  ist,  hängt  vor  allen  Dingen  damit  zusammen,  daß 
zu  jeder  Kombination  bestimmter  einfacher  Töne  nicht  nur  eine 
ganz  bestimmte  Schwingungsform,  sondern  vielmehr  eine  unend- 
liche Mannichfaltigkeit  von  Schwingungsformen  gehört.  Da  dies 
der  Kernpunkt  für  das  Verständnis  der  Klanganalyse  ist,  so  soll 
zunächst  an  einigen  speziellen  Beispielen  gezeigt  werden,  wie 
verschieden  die  resultierende  Schwingungsform  bei  der  Zusammen- 
setzung derselben  einfachen  Schwingungen  ausfallen  kann. 

*)  Die  Sehwingungsform  in  Ihrer  Abhängigkeit  Ton  der  Phasenstellttng 

der  Komponenten. 

In  allen  8 Bildern  von  Fig.  153  finden  sich  dieselben  beiden 
Schwingungen  in  der  schon  früher  beschriebenen  Weise  zu  einer 
resultierenden  Schwingung  zusammengesetzt.  Es  sind  als  Beispiel 
zwei  Schwingungen  gewählt  worden,  deren  Schwingungszahlen 

*)  Vgl.  H.  Helmholtz,  Die  Lehre  von  den  Tonempfindungen.  Braun- 
schweig.  III.  Auflage  1870. 

*•)  Vgl.  Poggendorfs  Annalen,  Band  59  und  62. 
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sich  wie  1:3  verhalten,  so  daß  der  höhere  Ton  die  Duodezime 
des  tieferen  darstellt  und  bei  der  Fortpflanzung  durch  die  Luft, 
oder  auch  nur  bei  der  graphischen  Darstellung  der  Schwingungne 


Fig.  ir>3 

eine  Wellenlänge  besitzt,  welche  nur  den  dritten  Teil  der  Wellen- 
länge des  tieferen  Tones  beträgt.  Die  einzelnen  Bilder  in  Hg.  163 
unterscheiden  sich  allein  dadurch  voneinander,  daß  in  jedem 
folgenden  Bilde  die  Wellenlinie  des  höheren  Tones  um  ein  Achtel 


516 


Akustik. 


ihrer  Wellenlänge  mehr  gegen  die  Wellenlinie  des  tieferen  Tones 
verschoben  erscheint,  als  es  im  vorhergehenden  Bild  der  Fall  war. 
Eine  Verschiebung  der  beiden  Wellenlinien  gegeneinander  um  einen 
bestimmten  Bruchteil  der  Wellenlänge  des  höheren  Tones  bedeutet 
für  die  Schwingungen  selbst  eine  zeitliche  Verschiebung  um  den 
gleichen  Bruchteil  der  Schwingungsdauer  dieses  Tones.  Wenn 
also  z.  B.  im  fünften  Bild  von  Fig.  153  angenommen  wurde,  daß 
in  jedem  Momente,  in  welchem  die  langsamere  Schwingung  durch 
die  Ruhelage  hindurchgeht,  auch  die  schnellere  Schwingung  die 
Ruhelage  in  der  gleichen  Richtung  passiert,  so  soll  dies  bei  dem 
folgenden  Bild  stets  um  ein  Achtel  der  Schwingungsdauer  des 
höheren  Tones  spät  er  * bei  dem  vorhergehenden  dagegen  um  die- 
selbe Zeit  früher  stattfinden  usf. 

Der  einzige  Unterschied  zwischen  den  acht  in  Fig.  153  zur 
Darstellung  gebrachten  Fällen  besteht  also  darin,  daß,  wie  man 
es  kurz  ausdrückt,  die  beiden  Schwingungskomponenten  von  Fall 
zu  Fall  in  ihrer  Schwingungsphase  etwas  mehr  gegeneinander  ver- 
schoben sind.  Man  erkennt  nun  aus  der  Figur  auf  den  ersten  Blick, 
daß  einoderartige  Phasenverschiebung  einen  großen  Einfluß  auf  die 
Schwingungsform  ausübt.  Es  stimmen  auch  nicht  zwei  der  resul- 
tierenden Schwingungsformen  überein.  Beachtet  man,  daß  es  im 
Grunde  unzählig  viele  verschiedene  gegenseitige  Phasenstellungen 
zweier  Wellen  gibt,  so  bestätigt  man  leicht  den  oben  schon  ange- 
deuteten Satz,  daß  eine  aus  zwei  oder  mehr  einfachen  Schwing- 
ungen zusammengesetzte  Schwingung  unzählig  viel  verschiedene 
Schwingungsformen  aufweisen  kann. 

Aus  allen  Bildern  von  Fig.  153  ist  weiterhin  zu  erkennen, 
daß  die  resultierende  Welle  in  ihrer  Form  sich  periodisch  wieder- 
holt, und  daß  insbesondere  in  dem  herangezogenen  Falle  zweier 
Schwingungen,  deren  Schwingungszahlen  sich  wie  1:3  verhalten, 
die  Wellenlänge  der  resultierenden  Schwingung  mit  der  für  die 
tiefere  Komponente  übereinstimmt.  Dies  hängt  damit  zusammen, 
daß  die  größere  Schwingungszahl  ein  ganzes  Vielfaches  der  kleineren 
ist,  so  daß  umgekehrt  die  zur  kleineren  Schwingungszahl  gehörende 
Wellenlänge  ein  ganzes  Vielfaches  der  anderen  darstellt.  Sind  die 
beiden  Schwingungszahlen  nur  ganze  Vielfache  ein  und  derselben 
dritten  Schwingungszahl,  indem  sie  selbst  sich  etwa  wie  2:3  oder 
wie  3:5  verhalten,  so  ist  die  resultierende  Schwingung  zwar  auch 
periodisch;  ihre  Wellenlänge  stimmt  aber  dann  nicht  mit  einer  der 
beiden  Wellenlängen,  sondern  vielmehr  mit  der  Wellenlänge  der 
zum  Vergleich  herangezogenen  dritten  Schwingungszahl  überein. 
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Diesen  Fall  veranschaulicht  Fig.  154,  in  welcher  zwei  Schwing- 
ungen zusammengesetzt  sind,  deren  Schwingungszahlen  im  Ver- 
hältnis 2:3,  deren  zugehörige  Wellenlängen  daher  im  Verhältnis 
3:2  stehen.  Die  Wellenlänge  der  resultierenden  Wellenlinie  ist 
demnach  doppelt  so  groß  wie  die  größere,  und  dreimal  so  groß 
wie  die  kleinere  der  Wellenlängen  beider  Komponenten. 

Hat  man  einen  bestimmten  Ton  von  der  Schwingungszahl  n, 
so  bezeichnet  man  bekanntlich  die  Töne  mit  den  Schwingungs- 
zahlen 2«,  3«,  oder  allgemein  kn,  wo  k eine  ganze  Zahl  be- 
deutet, als  die  Obertöne  des  ersten,  und  zwar  allgemein  den 
Ton  mit  der  Schwingungszahl  kn  als  den  (k  — 1)*''"  Oberton, 
während  der  ursprüngliche  Ton  selbst  dann  der  Grund  ton  ge- 
nannt wird.  Denkt  man  nun  einen  Grundton  mit  irgendeinem 
oder  mit  mehreren  seiner  Obertöne  kombiniert,  so  muß  nach  dem 


obigen  die  resultierende  Schwingung  wieder  periodisch  sein  und 
eine  Wellenlänge  besitzen,  welche  mit  der  des  Grundtones  über- 
einstimmt. 

Setzt  man  andererseits  Töne  von  ganz  beliebigen  Schwingungs- 
zahlen zusammen,  so  wird  die  resultierende  Welle  im  allgemeinen 
entweder  keine  regelmäßige,  periodische  sein,  oder  doch  wenigstens 
eine  unvergleichlich  viel  längere  Periode  besitzen  wie  die  irgend- 
einer der  Schwingungskomponenten.  Die  Periode  wird  dagegen 
ganz  fehlen,  wenn  die  Komponenten  nicht  dauernd  dieselben 
bleiben.  Dieser  Mangel  an  Periodizität  ist  dann  eben  das  Kenn- 
zeichen für  eine  aus  ganz  beliebigen  Tönen  in  veränderlicher  Weise 
zusammengesetzte  Klangmasse,  die  wir  um  so  mehr  als  bloßes 
Geräusch  empfinden,  je  unregelmäßiger  die  Töne  zusammengewürfelt 
sind,  und  je  schneller  der  Wechsel  in  der  Zusammensetzung  vor 
sich  gehl. 

b)  Der  Satz  tob  Fourier. 

Während  bei  der  Zusammensetzung  bestimmter  Töne  und 
Klänge  unzählig  viel  verschiedene  Schwingungsformen  entstehen 
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können,  läßt  sich  umgekehrt  eine  bestimmte  regelmäßig  periodische 
Schwingung  nur  in  einer  einzigen  Weise  in  eine  Anzahl  einfacher 
Sinusschwingungen  zerlegen,  w'obei  die  Schwingungszahlen  sämt- 
licher Komponenten  ganze  Vielfache  der  Schwingungszahl  der  ge- 
gebenen Schwingung  darstellen,  also  ein-,  zwei-,  drei-,  vier- 
mal usw.  so  groß  sind  wie  die  letztere.  Dieses  von  Fourier  ge- 
fundene und  zuerst  exakt  bewiesene  Resultat  hat  für  die  Klang- 
analyse eine  besonders  wichtige  Bedeutung.  Da  einem  musika- 
lischen Klang  eine  periodische  Schwingung  entspricht,  so  folgt  aus 
dem  Fourierschen  Satze,  daß  ein  musikalischer  Klang  stets  nur 
in  einer  einzigen  Weise  als  Summe  einzelner  einfacher  Töne  auf- 
gefaßt werden  kann,  von  denen  einer  die  Schwingungszahl  des 
musikalischen  Klanges  besitzt,  während  alle  anderen  Obertöne 
dieses  Grundtones  darstellen. 

Natürlich  könnte  man  jede  Schwingung  noch  auf  unzählig 
viele  andere  Arten  als  Summe  verschiedener  Schwingungen  auf- 
fassen und  darstellen,  wie  sich  ja  auch  jede  Zahl  in  der  verschie- 
densten Weise  als  Summe  beliebig  vieler  anderer  Zahlen  darstellen 
läßt;  die  einzelnen  Komponenten  würden  aber  dann,  selbst  wenn 
sie  noch  periodisch  wären,  nicht,  oder  doch  wenigstens  nicht  alle, 
einfache  Sinusschwingungen  sein,  also  nicht  einfachen  Tönen  ent- 
sprechen können.  Obgleich  die  Zerlegung  einer  zusammengesetzten 
Klangmasse  nach  dem  Fourierschen  Satze  unter  allen  sonst 
möglichen  als  die  einfachste  und  akustisch  zweckmäßigste  und 
klarste  erscheint,  so  müßte  doch  erst  noch  bewiesen  werden,  daß 
ihr  ein  reeller  Sinn  zugesprochen  werden  kann,  indem  die  Teiltöne 
des  Klanges,  welche  die  mathematische  Zerlegung  der  Schwingungs- 
form zu  Tage  gefördert,  auch  wirklicll  in  der  durch  die  Luft  fort- 
schreitenden Schallwelle  außerhalb  des  Ohres  bestehen.  Dieser 
Beweis  ist  vou  Helmholtz  in  einwandfreier  Weise  erbracht  worden. 

e)  Bedeutung  des  Fourierschen  Satzes  für  die  Klanganalyse.  Resonatoren. 

Zunächst  war  die  reelle  Bedeutung  dieser  Zerlegung  schon 
dadurch  wahrscheinlich  gemacht,  daß  das  Ohr  unter  Umständen 
imstande  ist,  die  bei  der  Fourierschen  Analyse  sich  ergebenden 
Teiltöne  eines  Klanges  gesondert  zu  empfinden  und  aus  der  Klang- 
masse herauszuhören.  Läßt  man  beispielsweise  den  Ton  einer 
Saite  des  Monochords,  des  Klaviers  oder  irgendeines  anderen 
Saiteninstrumentes  auf  sich  einwirken,  so  kann  man  bei  einiger 
Aufmerksamkeit  außer  den  Grundton  in  der  Regel  ohne  große 
Mühe  auch  noch  die  nächsten  Obertöne  mehr  oder  wemger  deut- 
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lieh  wahrnehmen.  Beim  Monochard  kann  man  sich  dies  insbe- 
sondere dadurch  erleichtern,  daß  man  vorher  durch  leises  Berühren 
mit  dem  Finger  an  einem  geeigneten  Teilpunkte  der  Saite  diese 
so  in  aliquoten  Teilen  schwingen  läßt,  daß  der  zu  beobachtende 
Oberton  zum  Vorschein  kommt;  dadurch  wird  die  Aufmerksamkeit 
auf  denselben  beim  darauffolgenden  Schwingen  der  ganzen  Saite 
gelenkt  Wenn  man  einmal  an  irgendeinem  Instrumente  eine 
Reihe  von  Obertönen  herausgehört  hat,  so  gelingt  es  dann  viel- 
fach auch  an  anderen  Instrumenten,  wobei  man  zuweilen  schon 
konstatieren  kann,  daß  gleiche  Obertöne  bei  verschiedenen 
Instrumenten  nicht  immer  in  gleicher  relativer  Intensität  auf- 
treten. 

Daß  der  Zerlegung  nach  dem  Fourierschen  Satze  auch  unab- 
hängig vom  Ohr  eine  tatsächliche  Bedeutung  in  der  Außenwelt 
zukommt,  ist  aber  erst,  wie  gesagt,  durch  Helmholtz  sicher  ge- 
stellt worden,  indem  er  den  Nachweis  erbrachte,  daß  die  in  einer 
Klangmasse  enthaltenen  Teiltöne  eine  besondere  mechanische 
Wirkung  in  der  Außenwelt  hervorrufen,  welche  vom  menschlichen 
Ohre  und  seinen  Empfindungen,  sowie  auch  von  theoretischen 
. Betrachtungsweisen  vollkommen  unabhängig  ist  Diese  mechanische 
Wirkung  besteht  in  der  schon  oben  ausführlich  erörterten  Reso- 
nanz. Um  diese  Resonanz,  welche  an  jedem  schwingungsfähigen 
Gebilde  durch  Schwingungen  von  der  Frequenz  der  Eigenschwing- 
ungen desselben  hervorgebracht  werden  kann,  möglichst  stark  und 
dem  Ohre  vernehmbar  zu  gestalten,  konstruierte  Helmholtz  seine 
„Resonatoren“.  Es  sind  das  bekanntlich  gläserne  bzw.  metallene 
Hohlkugeln  oder  Röhren  mit  zwei  Öffnungen,  von  denen  die  eine 
scharf  abgeschnittene  Ränder  hat,  während  die  andern  trichter- 
förmig, und  zwar  so  gestaltet  ist,  daß  man  dieses  Ende  des  Reso- 
nators, eventuell  unter  Zuhilfenahme  von  erweichtem  Wachs  oder 
Siegellack,  dicht  in  den  äußeren  Gehörgang  einführen  kann. 

Helmholtz  beschreibt  die  Wirkungsweise  und  die  Verwend- 
barkeit seiner  kugelförmigen  Resonatoren  in  folgender  ausführlichen 
Weise:*) 

„Die  Luftmasse  eines  solchen  Resonators  in  Verbindung  mit 
der  des  Gehörganges  und  mit  dem  Trommelfelle  bildet  ein  ela- 
stisches System.,  welches  eigentümlicher  Schwingungen  fähig  ist, 
und  namentlich  wird  der  Grundton  der  Kugel,  welcher  viel  tiefer 
ist  als  alle  ihre  anderen  Eigentöne,  durch  Mittönen  in  großer 

*)  a.  a.  0.  Seite  74. 
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Stärke  hervorgerufen.  Das  Ohr  in  unmittelbarer  Verbindung  mit 
der  inneren  Luft  der  Kugel  nimmt  diesen  verstärkten  Ton  dann 
auch  unmittelbar  wahr.  Hat  man  sich  das  eine  Ohr  verstopft  (am 
besten  durch  einen  Siegellackpropf,  den  man  nach  der  Gestalt  des 
Gehörganges  geformt  hat)  und  setzt  an  das  andere  einen  solchen 
Resonator,  so  hört  man  die  meisten  Töne,  welche  in  der  Umgebung 
hervorgebracht  werden,  viel  gedämpfter  als  sonst;  wird  dagegen 
der  Eigenton  des  Resonators  angegeben,  so  schmettert  dieser  mit 
gewaltiger  Stärke  in  das  Ohr  hinein.  Es  wird  dadurch  jedermann, 
auch  selbst  mit  musikalisch  ganz  ungeübtem  oder  harthörigem 
Ohre,  in  den  Stand  gesetzt,  den  betreffenden  Ton,  selbst  wenn  er 
ziemlich  schwach  ist,  aus  einer  großen  Zahl  von  anderen  Tönen 
herauszuhören,  ja  man  bemerkt  den  Ton  des  Resonators  zuweilen 
im  Sausen  des  Windes,  im  Rasseln  der  Wagenräder,  im  Rauschen 
des  Wassers  auftauchend.  Es  sind  für  diese  Zwecke  die  genannten 
Resonatoren  ein  außerordentlich  viel  empfindlicheres  Mittel,  als  es 
abgestimmte  Membranen  sind.  Wenn  der  wahrzunehmende  Ton 
verhältnismäßig  zu  den  begleitenden  Tönen  sehr  schwach  ist,  ist 
es  vorteilhaft,  den  Resonator  abwechselnd  an  das  Ohr  anzusetzen 
und  wieder  zu  entfernen.  Man  bemerkt  dann  leicht,  ob  der  Ton  • 
des  Resonators  beim  Ansetzen  zum  Vorschein  kommt  oder  nicht, 
während  man  einen  gleichmäßig  anhaltenden  Ton  nicht  so  leicht 
wahrnimmt“ 

Ein  Resonator  reagiert  nun  allerdings  auch  auf  die  Obertöne 
seines  Eigentons,  aber  im  allgemeinen  mit  geringerer  Intensität, 
so  daß  eine  Täuschung  beim  Gebrauche  desselben  kaum  möglich 
ist.  Nach  J.  R.  Ewald*)  soll  sogar  ein  Resonator  auf  Töne  an- 
sprechen, welche  nicht  mit  seinem  Eigentone  bzw.  dessen  Ober- 
tönen übereinstimmen.  Da  dies  nur  eintreten  kann,  wenn  der 
erregende  Ton  besonders  kräftig  ist,  so  wird  auch  hierdurch  die 
Brauchbarkeit  des  Resonators  nicht  beeinträchtigt. 

Es  ist  nun  durch  die  eingehendsten  Untersuchungen  sowohl 
auf  theoretischem  wie  auf  experimentellem  Wege  festgestellt  wor- 
den, daß  nur  dann  der  Eigenton  stark  in  einem  Resonator  er- 
scheint, wenn  bei  der  Zerlegung  einer  Luftbewegung  im  äußeren 
Raume  nach  dem  Fourierschen  Satze  unter  den  sich  ergebenden 
Teilschwingungen  eine  einfache  Sinusschwingung  von  der  Periode 
des  Eigentons  des  Resonators  enthalten  ist.  Damit  ist  aber  der 

*)  J.  11.  Ewald,  Altes  und  Neues  aus  dem  Gebiete  der  physiologischen 
Akustik.  Münchener  mediz.  Wochenschrift  1909,  Seite  211. 
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reelle  Sinn  der  Fourier  sehen  Zerlegung  einer  Klangmasse  er- 
wiesen. 

Mit  Hilfe  einer  abgestimmten  Reihe  von  Resonatoren  (eventuell 
bei  zylindrischer  Form  derselben  mit  teleskopischem  Auszuge,  um 
den  Eigenton  innerhalb  bestimmter  Grenzen  stetig  ändern  zu 
können)  hat  man  sich  nun  auch  davon  überzeugen  können,  daß 
das  menschliche  Ohr  selbst  die  Klänge  genau  nach  dem  Fourier- 
schen  Satze  zerlegt,  indem  es  nur  eine  einfache  Sinusschwingung 
der  Luft  als  einfachen  Ton  ohne  Obertöne  empfindet,  jede  andere 
periodische  Luftbewegung  aber  in  die  nach  Fourier  angezeigten 
Sinusschwingungen  zerlegt  und  diese  als  Obertöne  des  Grund- 
klanges empfindet  Diese  Eigenschaft  war  zwar  schon  von  G.  S.  Ohm 
dem  menschlichen  Ohre  zugeschrieben  worden,  experimentell  be- 
wiesen ist  sie  jedoch  erst  durch  die  Untersuchungen  von  Helm- 
holtz.  Die  letzteren  haben  außer  allen  Zweifel  gesetzt:*) 

1.  „Daß  die  Obertöne,  welche  den  einfachen  Schwingungen 
einer  zusammengesetzten  Luftbewegung  entsprechen,  empfunden 
werden,  wenn  sie  auch  nicht  immer  zur  bewußten  Wahrnehmung 
kommen. 

2.  Daß  sie  ohne  andere  Hilfe,  als  eine  zweckmäßige  Leitung 
der  Aufmerksamkeit,  auch  zur  bewußten  Wahrnehmung  gebracht 
werden  können. 

3.  Daß  sie  aber  auch  in  dem  Falle,  wo  sie  nicht  isoliert 
wahrgenommen  werden,  sondern  in  die  ganze  Klangmasse  ver- 
schmelzen, doeh  ihre  Existenz  in  der  Empfindung  erweisen  durch 
die  Veränderung  der  Klangfarbe,  wobei  sich  namentlich  auch  der 
Eindruck  ihrer  größeren  Tonhöht'  in  charakteristischer  Weise  da- 
durch äußert,  daß  die  Klangfarbe  heller  und  höher  erscheint.“ 

d)  Zusammenhang-  zwischen  der  Empflndung  der  Klangfarbe  und  der  Zu- 
sammensetzung- eines  Klanges. 

Da  selbst  das  Ohr  des  geübten  Musikers  nicht  immer  imstande 
ist,  den  musikalischen  Klang  eines  bestimmten  musikalischen  In- 
strumentes vollständig  zu  analysieren,  die  einzelnen  Obertöne 
sicher  herauszuhören  und  ihre  relative  Stärke  anzugeben,  so  ist 
es  erst  seit  der  Erfindung  der  Resonatoren  möglich  geworden,  die 
Verschiedenheiten  der  musikalischen  Klangfarbe  mit  Sicherheit 
darauf  zurückzuführen,  daß  in  verschiedenen  Klängen  verschiedene 
Obertöne  in  verschiedener  Stärke  den  Grundton  begleiten.  Dabei 

»)  a.  a.  0.  Saite  112. 


Digitized  by  Google 


522 


Akustik. 


kann  es  sich  natürlich  nur  um  die  rein  „musikalische“  Klangfarbe 
handeln,  welche  selbst  bei  einer  gleichmäßig  anhaltenden  und 
regelmäßig  periodischen  Luftbewegung  noch  wahrzunehmen  ist, 
nachdem  man  alle  unregelmäßigen  Teile  der  Luftbewegung,  also 
die  begleitenden  Geräusche  und  die  vom  Ansetzen  und  Abklingen 
des  Schalles  herrührenden  Eigentümlichkeiten  des  Klanges  aus  der 
Betrachtung  eliminiert  hat  In  Wirklichkeit  tragen  diese  letzteren 
Umstände  jedoch  auch  dazu  bei,  das  Erkennen  eines  musikalischen 
Instrumentes  zu  erleichtern.  Wenn  man  aber  musikalische  In- 
strumente oder  etwa  die  menschliche  Stimme  aus  einer  Entfernung 
hört,  in  welcher  die  begleitenden  Geräusche  nur  noch  sehr  schwach 
und  undeutlich,  oder  überhaupt  gar  nicht  mehr  hörbar  sind,  so 
bleibt  es  nach  Helmholtz  „doch  in  der  Regel  möglich,  die  ver- 
schiedenen musikalischen  Instrumente  voneinander  zu  unterscheiden, 
wenn  auch  allerdings  unter  solchen  Umständen  einmal  einzelne 
Horntöne  mit  Gesang,  oder  ein  Violoncell  mit  einem  Harmonium 
verwechselt  werden  kann“.  Die  in  diesem  Falle  noch  übrigblei- 
benden charakteristischen  Unterschiede  in  der  Klangfarbe,  die  man 
dann  als  rein  „musikalische“  Klangfarbe  vor  sich  hat,  rühren 
dabei  ausschließlich  von  der  bestimmten  Verbindungsart  des  Grund- 
tones mit  Obertöuen,  insbesondere  von  deren  Anzahl,  Ordnungszahl 
und  relativer  Stärke  her. 

Den  durch  seine  ausführlichen  Untersuchungen  aufgedeckten 
Zusammenhang  zwischen  der  Empfindung  der  musikalischen  Klang- 
farbe und  der  Zusammensetzung  des  Klanges  aus  einzelnen  Teil- 
tönen faßt  Helmholtz  in  folgenden  Regeln  zusammen:*) 

1.  „Einfache  Töne,  wie  die  der  Stimmgabeln  mit  Resonanz- 
röhren, der  weiten  geduckten  Orgelpfeifen,  klingen  sehr  weich  und 
angenehm,  ohne  alle  Rauhigkeit,  aber  unkräftig  und  in  der  Tiefe 
dumpf. 

2.  Klänge,  welche  von  einer  Reihe  ihrer  niederen  Obertöne 
bis  etwa  zum  sechsten  hinauf  in  mäßiger  Stärke  begleitet  sind, 
sind  klangvoller,  musikalischer.  Sie  haben,  mit  den  einfachen 
Tönen  verglichen,  etwas  Reicheres  und  Prächtigeres,  sind  aber  voll- 
kommen wohllautend  und  weich,  so  lange  die  höheren  Obertöne 
fehlen.  Hierher  gehören  die  Klänge  das  Fortepiano,  der  offenen 
Orgelpfeifen,  die  weicheren  Pianotöne  der  menschlichen  Stimmen 
und  des  Horns,  welche  letzteren  den  Übergang  zu  den  Klängen 
mit  hohen  Obertönen  machen,  während  die  Flöten  und  schwach 

a.  a.  0.  Seite  179  u.  180. 
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angeblasenen  Flötenregister  der  Orgel  sich  den  einfachen  Tönen 
nähern. 

3.  Wenn  nur  die  ungeradzahligen  Obortöne  da  sind,  wie  bei 
den  engen  gedankten  Orgelpfeifen,  den  in  der  Mitte  angeschlagenen 
Fortepianosaiten  und  der  Klarinette,  so  bekommt  der  Klang  einen 
hohlen,  oder  bei  einer  größeren  Zahl  von  Obertönen  einen  nä- 
selnden Charakter.  Wenn  der  Grundton  an  Stärke  überwiegt, 
ist  der  Klang  voll;  leer  dagegen,  wenn  jener  an  Stärke  den 
Obertönen  nicht  hinreichend  überlegen  ist.  So  ist  der  Klang  weiter 
offener  Orgelpfeifen  voller  als  der  von  engeren,  der  Klang  der 
Saiten  voller,  wenn  sie  mit  den  Hämmern  des  Pianoforte  ange- 
schlagen werden,  als  wenn  es  mit  einem  Stöckchen  geschieht,  oder 
wenn  sie  mit  den  Fingern  gerissen  werden,  der  Ton  von  Zungen- 
pfeifen mit  passendem  Ansätze  voller  als  von  solchen  ohne  An- 
satzrohr. 

4.  Wenn  die  höheren  Obertöne  jenseits  des  sechsten  oder 
siebenten  sehr  deutlich  sind,  wird  der  Klang  scharf  und  rauh.“ 
„Der  Grad  der  Schärfe  kann  verschieden  sein;  bei  geringerer  Stärke 
beeinträchtigen  die  hohen  Obertöne  die  musikalische  Brauchbarkeit 
nicht  wesentlich,  sind  im  Gegenteile  günstig  für  die  Charakteristik 
und  Ausdrucksfähigkeit  der  Musik.  Von  dieser  Art  sind  besonders 
wichtig  die  Klänge  der  Streichinstrumente,  ferner  die  meisten 
Zungenpfeifen,  Oboe,  Fagott,  Physharmonika,  menschliche  Stimme. 
Die  rauheren,  schmetternden  Klänge  der  Blechinstrumente  sind 
außerordentlich  durchdringend  und  machen  deshalb  mehr  den  Ein- 
druck großer  Kraft  als  ähnliche  Klänge  von  weicherer  Klangfarbe. 
Sie  sind  deshalb  für  sich  allein  wenig  geeignet  zur  künstlerischen 
Musik,  aber  von  großer  Wirkung  im  Orchester.“ 

e)  Unabhängigkeit  der  Klanganalyse  tod  der  Phasenstellung  der  Teiltöne 

eines  Klanges. 

Wenn  es  bei  der  Empfindung  der  Klangfarbe  nur  auf  die 
Teil  töne  des  Klanges  ankommen  soll,  so  müssen  unzählig  viel  ver- 
schiedene Schwingungsformen  die  gleiche  Klangfarbe  ergeben,  näm- 
lich alle  die,  welche  sich  nur  durch  die  Phasen  unterscheiden,  in 
welchen  die  gleichen  Teiltöne  zusammengebracht  sind.  Es  war 
daher  für  die  Klanganalyse  von  fundamentaler  Bedeutung,  auch 
experimentell  den  Beweis  zu  erbringen,  daß  das  Ohr  Unterschiede 
in  der  Phasenstellung  der  Teiltöne  nicht  wahrnehmen,  insbesondere 
nicht  als  Unterschiede  in  der  Klangfarbe  empfinden  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  konstruierte  Helmholtz  einen  Apparat, 
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welcher  es  gestattete,  einfache  Töne  von  großer  Reinheit  zu  Klän- 
gen zusani inenzusetzen  und  dabei  je  nach  Belieben  das  Phasen- 
verhältnis zu  ändern.  Die  einfachen  Töne  verschaffte  er  sich  durch 
elektromagnetisch  erregte  Stimmgabeln,  deren  Ton  durch  eine  Re- 
sonanzröhre verstärkt  und  auf  die  Luft  übertragen  wurde.  An 
solchen  Stimmgabeln  läßt  sich  durch  Verengerung  der  Mündung 
der  Resonanzröhre  die  Phase  der  Luftschwingung  in  der  letzteren 
gegen  die  Phase  der  Schwingung  der  Stimmgabel  etwas  ver- 
schieben. Mit  Hilfe  dieses  Apparates,  den  Helmholtz  im  übrigen 
hauptsächlich  zur  Synthese  der  Vokale  verwendete,  ließ  sich  nun 
in  der  Tat  konstatieren,  daß  die  Phasen  der  Teiltöne  eines  Klanges 
auf  dessen  Klangfarbe  keinen  Einfluß  ausüben. 

Zu  dem  gleichen  Resultate  gelangt  man  nach  L.  Hermann6) 
auch  unter  Verwendung  des  Phonographen;  denn  dreht  man  z.  B. 
bei  der  Reproduktion  eines  vorher  auf  die  Walze  übertragenen 
Klanges  die  Walze  in  verkehrtem  Sinne,  so  empfindet  man  keine 
Änderung  der  Klangfarbe,  obwohl  damit  eine  gänzliche  Umkehrung 
der  Phasenstellungen  verbunden  ist  Auch  durch  eine  spätere 
Untersuchung  von  Lindig*6)  mit  Hilfe  eines  Telephonapparates 
kann  als  empirisch  unzweifelhaft  festgestellt  gelten,  daß  die  Unter- 
schiede in  der  musikalischen  Klangfarbe  nur  von  der  Anwesenheit 
und  Stärke  der  Obertöne,  nicht  aber  von  ihren  Phasenunterschieden 
abhängen. 

Es  wäre  gar  nicht  nötig  gewesen,  diese  Frage  immer  wieder 
von  neuem  in  Angriff  zu  nehmen,  wenn  sich  nicht  auch  Stimmen 
gegen  die  Einflußlosigkeit  der  Phasen  auf  die  Klangfarbe  erhoben 
hätten.  So  hat  vor  allen  Dingen  R.  König,  dem  man  bekannt- 
lich manche  wertvolle  akustische  Apparate  verdankt,  die  Helm- 
holtzsche  Annahme  bestritten*6*)  und  insbesondere  geglaubt,  mit 
Hilfe  eines  „Wellensirene“  genannten  Apparates  nachweisen  zu 
können,  daß  die  Phasen  großen  Einfluß  auf  die  Klangfarbe  haben. 
Die  Wellensirene  unterscheidet  sich  von  der  bekannten  Seebeck- 
schen  Lochsirene  bzw.  der  Helmholtzschen  Doppelsirene  im 
wesentlichen  dadurch,  daß  der  Rand  einer  dünnen  Metallscheibe 
oder  eines  dünnen  Metallstreifens  genau  nach  der  Schwingungs- 

*)  L.  Hermann,  Beiträge  zur  Lehre  von  der  Klangw&hmehmung.  Archiv 
für  die  gesamte  Physiologie  66,  Seite  467. 

**)  Lindig,  Über  den  Einfluß  der  Phasen  auf  die  Klangfarbe.  Disser- 
tation Kiel  1902. 

***)  K.  König,  Bemerkungen  über  die  Klangfarbe.  Wiedemanns  Annalen 
Hand  14,  Seite  369  (1881). 
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form  des  hervorzubringenden  Klanges  eingeschnitten  ist,  und  gegen 
diesen  Rand  aus  einer  sehr  schmalen  Spalte  ein  kontinuierlicher 
Luftstrom  geblasen  wird,  während  die  Metallscheibe  gedreht  bzw. 
der  Metallstreifen  senkrecht  zu  der  Längsausdehnung  des  Spaltes 
schnell  vorüber  geführt  wird.  Um  die  Bewegung  des  Streifens  be- 
quem mit  der  gewünschten  Geschwindigkeit  ausführen  zu  können, 
ist  derselbe  als  Mantel  eines  Zylinders  gebogen,  der  um  seine  Axe 
gedreht  werden  kann.*)  Wie  bei  allen  Windsirenen  treten  in- 
folge des  Anpralls  der  Luft  an  die  nicht  offenen  Stellen  der  Metall- 
fläche störende  Nebengeräusche  auf,  welche  natürlich  ebenfalls 
durch  die  Form  des  ausgeschnittenen  Metallrandes  beeinflußt  wer- 
den, so  daß  schon  aus  diesem  Grunde  eine  absolut  sichere  Ent- 
scheidung nicht  möglich  ist,  ob  die  Klangfarbe  sich  unter  allen 
Umständen  mit  der  Schwingungsform  ändert,  wie  R. König  nach- 
zuweisen suchte.  Außerdem  ist  es  infolge  der  unvermeidlichen 
Luftwirbel,  welche  beim  Vorüberstreichen  der  Luft  an  den  scharfen 
Rändern  der  Sirene  entstehen,  ausgeschlossen,  daß  die  erzeugten 
Schwingungen  absolut  genau  die  dem  Profile  des  Metallblechs  ent- 
sprechende Form  besitzen.  Von  manchen  Fehlem  der  Windsirenen 
scheint  eine  elektrische  Wellensirenc  frei  zu  sein,  welche  in  Ver- 
folgung eines  früheren  Gedankens  von  L. Hermann*”),  in  neuerer 
Zeit  von  0.  Weiß***)  konstruiert  worden  ist.  Jedoch  sind  die 
Untersuchungen  über  die  Brauchbarkeit  bzw.  Verbesscrungs- 
fähigkeit  dieser  „telephonischen“  Wellensirene  noch  nicht  abge- 
schlossen. 

f)  t'bcr  die  mathematische  Ausführung  der  Fourier  sehen  Analyse. 

Nachdem  erwiesen  worden  war,  daß  das  Ohr  einen  musika- 
lischen Klang  gemäß  dem  Fourierschen  Satze  in  seine  einfachen 
Bestandteile  zerlegt,  konnte  man  darangehen,  die  Klanganalyse 
auf  rein  mathematischem  W'ege  auszuführen.  Hierzu  ist  jedoch 
erforderlich,  daß  man  sich  zunächst  eine  möglichst  exakte  gra- 
phische Darstellung  der  Schwingungsform  verschafft 


*)  Vgl.  hierzu  R.  König,  Die  Wellensirene.  Wiedemanns  Annalen 
Rand  67,  Seile  339  (1895)  und  ders..  Zur  Frage  über  den  Einfluß  der  Phasen- 
differenz der  harmonischen  Töne  auf  die  Klangfarbe.  Wiedemanns  Annalen 
Band  57,  Seite  565  (1S95). 

**)  Vgl.  L.  Hermann.  Ober  Synthese  von  Vokalen.  Archiv  für  die  ge- 
samte Physiologie  Band  91,  Seite  135  (1902). 

***)  0.  Weiß.  Zwei  Apparate  zur  Koproduktion  von  Herztönen  und  Hora- 
geräuschen. Zeitschr.  f.  biolog.  Technik  u.  Methodik.  Band  1,  Scito  121  (1908). 
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Die  diesem  Zwecke  dienenden  Methoden  sind  durch  die  Be- 
mühungen von  V.  Hensen,  Pipping,  L.  Hermann,  Samojloff, 
Struycken,  0.  Frank,  Wirth  und  Krüger,  Blondel.  Duddel, 
A.  Wertheim-Salomonson,  0.  Weiß.  Boeke,  Skripture, 
Loiret,  Jenkin  und  Ewing,  Bevier,  Hauser,  Einthoven  u.a. 
mit  der  Zeit  so  vervollkommnet  und  verfeinert  worden,  daß  die 
gewonnenen  Schwingungskurven  sehr  wohl  eine  exakte  mathe- 
matische Analyse  vertragen.  Eine  nahezu  vollständige  Zusammen- 
stellung und  ausführliche  Beschreibung  der  verschiedenen  Verfahren 
findet  man  u.a.  in  dem  von  I.  Poirot  bearbeiteten  Abschnitt  »Die 
Phonetik“  des  Handbuches  der  physiologischen  Methodik*),  welcher 
die  6.  Abteilung  des  III.  Bandes  bildet 

Abgesehen  von  der  nach  einer  Anregung  von  Boltzmann 
zuerst  von  Raps**)  versuchten  direkten  optischen  Registrierung 
der  Luftschwingungen,  welche  aber  noch  keine  für  die  Klang- 
analyse brauchbaren  Resultate  geliefert  hat,  handelt  es  sich  in 
allen  Fällen  darum,  daß  die  Luftschwingungen  zunächst  auf  eine 
geeignete  Membran  oder  Platte  übertragen  werden,  welche,  wie 
das  menschliche  Trommelfell,  durch  die  ankommenden  Verdich- 
tungen und  Verdünnungen  der  fortschreitenden  Longitudinalwellen 
der  Luft  in  stehende  Transversalschwingungen  versetzt  wird.  Wenn 
die  Membran  jede  beliebige  Schwingung  mit  gleicher  Treue  auf- 
nehmen soll,  so  darf  sie  keinen  Eigenton  besitzen.  Diese  Bedingung 
ist  jedoch  streng  genommen  nicht  zu  erfüllen:  denn  ein  schwingungs- 
fähiges Gebilde  von  den  praktisch  verwertbaren  Dimensionen  einer 
Membran  hat  stets  einen  mehr  oder  weniger  ausgeprägten  Eigenton, 
welcher,  ähnlich  wie  der  äußere  Gehörgang  (vgl.  S.  510),  manche 
Klänge  entstellt  Eis  gibt  im  wesentlichen  zwei  verschiedene  Mög- 
lichkeiten, diesen  störenden  Einfluß  des  Eigentons  der  Membran  so 
weit  zu  verringern,  daß  er  praktisch  so  gut  wie  beseitigt  ist 
Entweder  gestaltet  man  die  Membran  so,  daß  ihr  Eigenton  mög- 
lichst außerhalb  des  Bereichs  der  zu  registrierenden  Schwingungen 
liegt,  oder  man  bringt  eine  so  starke  Dämpfung  an,  daß  die 
Eigenschwingungen  der  Membran  nur  noch  mit  nahezu  ver- 
schwindender Amplitude  vor  sich  gehen  können.  Das  Material, 
welches  man  für  die  Membranen  verwendet  hat,  ist  sehr  ver- 
schieden; man  hat  sie  aus  Gummi,  insbesondere  feinstem  Kondom- 

*|  Herausgegeben  von  Robert  Tigerstedt.  Leipzig,  Verlag  von  S.  Hirzel. 

**)  Raps,  Über  Luftschwingungen.  Annalen  der  Physik,  Hand  286,  S.  183 
(1893). 
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gummi,  aus  dünnem  Goldschlägerhäutchen,  aus  Collodium,  Papier, 
Holz,  gepreßtem  Korkpulver,  Glimmer,  Glas,  Metall  und  neuerdings 
mit  besonderem  Erfolg  aus  dünnem  Seifenhäutchen0)  hergestellt. 

Die  Schwingungen  der  Membran,  die  man  meist  eben,  zu- 
weilen aber  auch  in  bestimmter  Art  gekrümmt  geformt  hat,  werden 
nun  auf  irgendeine  Weise  auf  eine  gleichförmig  bewegte  Fläche 
aufgezeichnet  bzw.,  wie  beim  Phonograph  und  Grammophon,  in 
dieselbe  eingraviert.  Soweit  die  Schwingungen  nicht  auf  elek- 
trischem Wege  oder  noch  einmal  an  die  Luft  und  von  dieser  auf 
eine  zweite  Membran  übertragen  weiden,  kann  es  sich  nur  darum 
handeln,  die  Bewegungen  eines  bestimmten  Punktes  oder  wenigstens 
einer  sehr  beschränkten  Stelle  der  Membran  zu  registrieren;  natür- 
lich wird  man  gewöhnlich  dazu  die  Stelle  auswählen,  welche  die 
ausgiebigsten  Schwingungen  ausführt,  in  der  Regel  die  Mitte  der 
Membran.  Die  Übertragung  der  Schwingungen  dieses  Punktes  auf 
die  bewegte  Aufnahmefläche  kann  auf  zweierlei  Art  geschehen. 
Entweder  mit  Hülfe  eines  materiellen  Hebels  bzw.  Hebelsystems, 
welches  die  Kurve  auf  eine  berußte  Fläche,  etwa  die  Trommel 
eines  Kymographions,  aufschreibt,  oder  durch  ein  dünnes  homo- 
zentrisches Bündel  von  Lichtstrahlen,  welches  an  einem  kleinen 
an  der  Membran  angebrachten  bzw.  mit  derselben  fest  verbundenen 
Spiegel  nach  einem  photographischen  Apparat  hin  reflektiert  wird. 
Beide  Mittel  sind  verwendet  worden.  Wenn  auch  ein  Lichthebel 
vor  einem  materiellen  Hebel  den  Vorzug  hat,  daß  er  keine  träge 
Masse  besitzt  und  ohne  Reibung  auf  die  Zeichenfläche  auftrifft, 
so  entschlägt  man  sich  doch  andererseits  bei  Anwendung  desselben 
des  Vorteils,  einen  Einfluß  auf  die  Dämpfung  der  Membran  aus- 
üben zu  können,  wie  dies  bei  Belastung  der  letzteren  mit  einem 
materiellen  Hebel  der  Fall  ist.  Außerdem  erhält  man  erfahrungs- 
gemäß auf  optischem  Wege  nicht  so  scharf  begrenzte  Kurven 
wie  bei  geeigneter  Einrichtung  durch  das  direkte  Aufzeichnen  der 
Kurve  auf  eine  berußto  Platte. 

Hat  man  die  Schwingungen  der  Membran  sich  in  die  weiche 
Walze  bzw.  Scheibe  eines  Phonographen  oder  Grammophons  ein- 
gravieren lassen,  so  kann  man  entweder  die  Eindrücke  zum  Zwecke 
der  Analyse  direkt  ausmessen  oder  dieselben  auf  eine  Schreib- 

*)  Vgl.  0.  Weiß,  Die  Seifenlamelle  als  sehallregistrierende  Membran  im 
Phonoskop.  Zeitschrift  für  biologische  Technik  und  Methodik.  Band  1,  S.  49 
(1908). 
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fläche  übertragen.  Im  ersten  Falle  mißt  man  nach  Boeke*)  unter 
dem  Mikroskop  zunächst  die  wechselnde  Breite  der  Eindrücke  und 
leitet  dann  aus  dieser  an  jeder  Stelle  die  direkt  nicht  mit  genügen- 
der Genauigkeit  auszumessende  Tiefe  ab.  Im  zweiten  Falle  ver- 
wendet man  in  der  Regel  nach  dem  Vorgang  von  L.  Hermann**) 
ein  materielles  Hebelsystem,  das  am  einen  Ende  einen  Fühlstift, 
ähnlich  dem  Reproducerstift  des  Phonographons  trägt,  der  während 
der  Drehung  der  Wachsmasse  bzw.  Wachsscheibe  auf  dem  Boden 
der  von  der  Aufnahmemembran  gegrabenen  Furche  hingleitet;  das 
Aufschreiben  der  Kurve  kann  dann  sowohl  auf  rein  mechanischem 
Wege  durch  einen  am  anderen  Ende  des  Hebelsystems  befindlichen 
Schreibstift,  als  auch  auf  optischem  Wege  mit  Hülfe  eines  am 
Hebel  angebrachten  Spiegels  geschehen. 

Endlich  läßt  sich  unter  Umständen  auch  mit  Vorteil  der 
elektrische  Strom  für  die  Übertragung  der  Schwingungen  einer 
Aufnahmemembran  auf  eine  Schreibfläche  verwenden.  Zu  diesem 
Zwecke  werden  die  Schwingungen  der  Membran  durch  eine  Tele- 
phon- bzw.  Mikrophoneinrichtung  zunächst  in  periodische  Schwan- 
kungen der  Intensität  eines  elektrischen  Stromes  umgesetzt  Diese 
Stromschwankungen  dienen  dann  dazu,  entweder  eine  materielle 
Schreibvorrichtung  in  entsprechende  Bewegungen  zu  versetzen,  oder 
Schwingungen  im  Kapillarelektrometer,  im  Blondelschen  Oscillo- 
graphen  oder  im  Einthovenschen  Saitengalvanometer  hervorzu- 
briugen,  welche  in  geeigneter  Weise  als  Kurven  auf  eine  photo- 
graphische Platte  übertragen  werden.  Es  ist  jedoch  dabei  nicht 
außer  Acht  zu  lassen,  daß  die  aufzunehmenden  akustischen 
Schwingungen  durch  die  wiederholte  Transformation  in  andere 
Energieformen  im  allgemeinen  mehr  an  Treue  einbüßen  weiden, 
als  (lies  bei  der  direkten  Übertragung  der  Schwingungen  der  Auf- 
nahmemembran mittels  eines  materiellen  Hebelsystems  oder  eines 
Lichthebels  der  Fall  ist. 

Die  Fouriersche  oder,  wie  man  sie  zuweilen  auch  nennt,  die 
harmonische  Analyse  der  gewonnenen  Schwingungskurven  ist 
eine  rein  mathematische  Aufgabe,  welche  zu  ihrem  vollen  Ver- 
ständnisse und  ihrer  rechnerischen  Durchführung  eingehendere 
mathematische  Kenntnisse  erfordert,  als  sie  in  dem  vorliegenden 

*)  Boeke,  Mikroskopische  Plionogrammstudien.  Archiv  für  die  gesamte 
Physiologie.  Band  60,  S.  297  (1891)  und  Band  7ß,  S.  497  (IS99). 

**)  B.  Hermann,  Phonophotographischo  Studien  IV:  Untersuchungen 
mittels  des  neuen  Kdisonschen  Phonographen.  Archiv  für  die  gesamte  Physio- 
logie. Band  62,  S.  1 (1892). 
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Buche  vorausgesetzt  und  auch  ohne  zu  große  Abschweifung 
in  die  Theorie  der  Reihen,  der  Integrale  usw.  beigebracht  werden 
können.  Es  muß  daher  an  dieser  Stelle  auf  die  mathematischen 
Lehrbücher  verwiesen  werden,  welche  sich  mit  der  Begründung 
und  praktischen  Verwertung  der  Fourierschen  Reihen  beschäf- 
tigen. Dies  tun  aber  nahezu  sämtüche  Handbücher  und  Lehr- 
bücher der  höheren  Analysis.  Eine  sehr  klare  und  dabei  aber 
doch  ziemlich  knappe  Darstellung  der  Theorie  und  Praxis  der 
Reihen  gibt  u.  a.  C.  Runge  im  32.  Bande  der  Sammlung  Schubert.*) 
Außerdem  findet  sich  in  einigen  nicht  direkt  für  Mathematiker  von 
Fach,  sondern  mehr  für  Studierende  der  Naturwissenschaften,  der 
Ingenieurwissenschaften,  wie  schließlich  auch  der  Medizin  berech- 
neten Lehrbüchern  eine  eingehende  und  möglichst  elementare  Be- 
handlung der  Fourierschen  Reihen  vor,  so  in  Werken  von 
H.  A.  Lorentz,**)  J,  Perry,***)  H.  Burkhardtf)  u.  a.  Schließ- 
lich sind  auch  in  den  Abhandlungen,  welche  über  tatsächlich  aus- 
geführte harmonische  Analysen  berichten,  die  Fourierschen  Reihen 
und  die  Formeln  zur  Berechnung  ihrer  Koeffizienten  in  der  Regel 
mit  abgedruckt  worden,  so  daß  man,  wenn  man  die  Reihen  und 
Formeln  ohne  Beweis  als  gegeben  annehmen  will,  gar  nicht  erst 
nötig  hat,  auf  rein  mathematische  Werke  zurückzugreifen. 

Um  die  erforderlichen  Daten  für  die  rechnerische  Durchführung 
der  Analyse  zu  gewinnen,  muß  man  die  empirisch  gewonnene 
Schwingungskurve  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  be- 
ziehen, dessen  Abszissenaxe,  wie  bei  den  Figg.  153  und  154,  den 
Ruhelagen  des  schwingenden  Gebildes  entspricht,  während  die 
Abszissen  selbst  der  Zeit  proportional  sind.  Dann  hat  man  für 
eine  genügend  große  Anzahl  von  Abszissenwerten  die  zugehörigen 
Ordinaten  mit  Hilfe  eines  geeigneten  Koordinatenmessers  so  genau, 
wie  es  unter  den  gegebenen  Umständen  möglich  und  berechtigt 
ist,  zu  bestimmen.  Dabei  ist  es  im  Interesse  der  Vereinfachung 
der  Rechnung  nötig,  auf  der  Abszissenaxe  nicht  beliebige  Punkte 
zur  Ordinatenbestimmung  herauszugreifen,  sondern  diese  Punkte 
so  zu  wählen,  daß  sie  die  Wellenlänge  der  Schwingungskurve  in 

*)  Leipzig,  Verlag  von  C.  I.  Göschen.  1904. 

**)  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung  und  der  Anfangsgründe 
der  analytischen  Geometrie.  Übersetzt  von  C.  G.  Schmidt,  Leipzig,  Verlag 
von  J.  a'.  Barth  1900.  S.  384  ff. 

***)  Höhere  Analysis  für  Ingenieure.  Übersetzt  von  R.  Fricke  und  F.  Süchting, 
Leipzig  und  Berlin.  Verlag  von  B.  G.  Teubner.  1902.  S.  224ff. 

t)  Vorlesungen  über  die  Elemente  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung usw.  Leipzig,  Verlag  von  B.  G.  Teubner  1907. 

]?i>cher,  Medisin.  Physik.  34 
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eine  Anzahl  gleicher  Teile  zerlegen;  diese  Anzahl  nimmt  man 
zvvecktnäßigenveise  so,  daß  sie  durch  4,  besser  aber  durch  8 teil- 
bar ist.  So  hat  Pipping*)  24  bzvv.  48  Teile,  Hermann*“)  da- 
gegen 40  Teile  genommen,  während  Runge  60  und  Hensen  als 
Minimum  36  empfiehlt.  Die  gemessenen  Ordinaten  bilden  nun  die 
Grundlage  für  die  weitere  Rechnung,  welche  im  allgemeinen  sehr 
zeitraubend  ist  Um  die  Ausführung  derselben  zu  erleichtern  und 
zum  Teil  rein  mechanisch  zu  gestalten,  sind  von  allen  Forschern, 
welche  Klanganalysen  nach  dein  Fourierschen  Satze  wirklich 
durchgeführt  haben,  bestimmte  Schablonen  zusammengestellt  und 
verwendet  worden.  Poirot  teilt  (a.  a.  0.  S.  191  ff.)  eine  allge- 
meine Methode  zum  Entwerfen  derartiger  Schablonen  mit,  die  von 
K.  Werner  stammt 

Um  die  zum  Teil  recht  unerquickliche  und  mühsame  Rech- 
nung überflüssig  zil  machen,  hat  man  besondere  Apparate  kon- 
struiert, welche  die  harmonische  Analyse  auf  rein  mechanischem 
Wege  auszuführen  gestatten.  Insofern  die  mit  diesen  sogenannten 
„harmonischen  Analysatoren“  erreichbare  Genauigkeit  genügend 
groß  ist,  verdient  natürlich  ihre  Verwendung  den  Vorzug  vor 
jeder  rein  rechnerischen  Behandlung  der  Aufgabe.  Die  besten  und 
vollkommensten  Analysatoren  stammen  von  Michelson  und 
Stratton***)  einerseits  und  von  Maderj)  andererseits.  Da  die 
Fourierschen  Reihen  und  Formeln  hier  nicht  mitgeteilt  worden 
sind,  so  kann  auch  auf  die  Zusammensetzung  und  den  Gebrauch 
dieser  Apparate  nicht  näher  eingegangen  werden.  Außer  in  den 
Originalabhandlungen  findet  man  eine  ausführliche  Beschreibung 
des  ersten  Apparates  bei  Runge  (a.  a.  0.  S.  164 ff.)  und  beider 
Apparate  bei  Poirot  (a.  a,  0.  S.  178  ff.).  Der  Apparat  von  Mader 
hat  nach  den  Mitteilungen  von  Poirot  insofern  ganz  besondere 
Vorzüge  vor  den  anderen,  als  er  die  Analyse  von  Kurven  mit 
beliebiger  Wellenlänge  zwischen  den  Grenzen  von  2 an  und  36  cm 
auszuführen  gestattet,  während  die  übrigen  Apparate  erst  eine 
Umzeichnung  der  Kurven  erfordern,  weil  sie  nur  für  eine  ganz  be- 

*)  H.  Pipping,  Zur  Klangfarbe  der  gesungenen  Vokale.  Zeitschrift  für 
Biologie.  Band  27,  S.  1 (1890). 

**}  L.  Hermann,  Phonophotographische  Untersuchungen  IL  Archiv  für 
gesamte  Physiologie.  Band  47,  8.  44  (1890). 

***)  A.  Michelson  and  S.W.  Stratton:  A new  harmonic  analyser.  l’hys. 
Magaz.  1898,  p.  85. 

t)  0.  Mader,  Kin  einfacher  harmonischer  Analysator  mit  beliebiger  Basis. 
Elektrotechnische  Zeitschrift  1909,  S.  847. 
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stimmte  Wellenlänge  eingerichtet  sind.  Dabei  soll  die  Handhabung 
desselben  sehr  einfach  und  die  mit  ihm  zu  erzielende  Genauigkeit 
durchaus  genügend  sein. 

III.  Physikalische  Vorgänge  im  Ohr. 

Das  Gehörorgan  besteht  seinem  anatomischen  Bau  nach  aus 
drei  miteinander  zusammenhängenden,  aber  deutlich  voneinander 
unterscheidbaren  Teilen:  dem  äußeren  Ohr,  dem  Mittelohr  und 
dem  inneren  Ohr.  Das  äußere  Ohr  und  das  Mittelohr  haben  die 
physikalische  Aufgabe  zu  lösen,  die  von  außen  her  kommenden, 
durch  die  Luft  bis  an  das  Ohr  fortgepflanzten  Schallwellen  auf- 
zunehmen und  nach  dem  inneren  Ohr,  dem  sogenannten  Labyrinth, 
zu  übertragen.  Dem  Labyrinth  selbst  fällt  dann  die  Aufgabe  zu, 
die  anlangenden  Schallschwingungen  in  ihre  einfacheren  Bastand- 
teile  zu  zerlegen  und  durch  einen,  zunächst  noch  physikalischen 
Vorgang  in  Nervenreizung  umzusetzen.  Die  weiteren  Vorgänge, 
durch  welche  die  verursachte  Erregung  des  Hörnerven  empfunden 
und  wahrgenommen  wird,  sind  physiologischer  Natur  und  haben 
daher  hier  außer  Betracht  zu  bleiben. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  daß  der  Erklärung  der  phy- 
sikalischen Funktionen  des  Ohres,  zumal  des  Labyrinthes,  immer 
etwas  hypothetisches  anhaften  wird.  Dementsprechend  stimmen 
auch  die  Meinungen  über  bestimmte  Einzelheiten  in  den  physi- 
kalischen Vorgängen  im  Ohr  nicht  immer  überein.  Die  nicht  nur 
am  besten  fundierte  und  physikalisch  begründete,  sondern  auch 
einfachste  und  plausibelste  Erklärung  ist  aber  nach  des  Verfassers 
Überzeugung  trotz  mannichfacher  Bedenken,  welche  gegen  sie  er- 
hoben worden  sind,  immer  noch  in  der  Helmholtzsehen  Theorie 
über  die  Funktionen  des  Trommelfells,  der  Gehörknöchelchen  und 
des  im  Innern  des  Labyrinthes  befindlichen  Cortischen  Qrgans 
zu  finden.  Es  soll  daher  diese  mit  einigen,  für  den  Fachmann 
leicht  erkennbaren,  kleinen  Ergänzungen  im  folgenden  skizziert 
werden.*) 

1.  Äußeres  Ohr  und  Mittelohr. 
a)  Ohrmuschel  und  äußerer  GehBrgang. 

Die  von  irgendeiner  Schallquelle  ausgesandten  Schallwellen 
werden  in  der  Regel  ausschließlich  als  fortschreitende  Longitudinal- 

*)  Man  vergleiche  hierzu  auch  H.  Helinholtz,  Die  Mechanik  der  Gehör- 
knöchelchen und  des  Trommelfells.  Archiv  für  die  gesamte  Physiologie. 
Band  1,  Nr.  1 (1868). 
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wellen  der  Luft  auf  dem  Wege  durch  den  äußeren  Gehörgang  bis 
an  das  Trommelfell  fortgepflanzt.  Man  hat  zuweilen  der  am 
Anfang  des  äußeren  Gehörganges  befindlichen  Ohrmuschel  die 
Bedeutung  eines  Schalltrichters  zugeschrieben,  welcher  die  Schall- 
strahlen konzentrieren  solL  Mit  Ausnahme  der  als  cavum  conchae 
bezeichneten  Höhlung,  welche  den  Übergang  der  Ohrmuschel  in 
den  Gehörgang  bildet,  haben  jedoch  die  Flächen  der  menschlichen 
Ohrmuschel  eine  solche  Stellung  im  Raume,  daß  die  an  ihnen 
reflektierten  Schallstrahlen  gar  nicht  in  den  Gehörgang  gelangen 
können.  Sofern  es  sich  nicht  um  sehr  hohe  Töne  handelt,  kann 
es  aber  auch  an  der  annähernd  halbkugelförmigen  Oberfläche  des 
cavum  conchae  zu  einer  merklichen  Konzentration  der  Schall- 
strahlen schon  deshalb  nicht  kommen,  weil  die  Dimensionen  des- 
selben zu  gering  sind  gegenüber  den  Wellenlängen  der  mittleren 
und  tieferen  Töne.  Günstigere  Verhältnisse  für  die  Reflexion 
nach  dem  Gehörgang  bieten  die  zuweilen  stark  entwickelten  und 
auch  geeignet  gestellten  Ohrmuscheln  mancher  Tiere;  der  Mensch 
kann  bis  zu  gewissem  Grade  diese  Verhältnisse  nachahinen,  indem 
er  die  Hohlhand  ans  Ohr  hält. 

Daß  die  akustische  Bedeutung  der  menschlichen  Ohrmuschel 
sehr  gering  ist,  bestätigen  auch  vielfache  Versuche,  die  man  bei 
Ausfüllung  der  Ohrmuschel  mit  einer  weichen  Masse,  oder  boi 
Ausschaltung  derselben  durch  ein  in  den  Gehörgang  eingesetztes 
Glasröhrchen  angestellt  hat.  Auch  hat  sich  bei  Verlust  der  Ohr- 
muschel keine  merkliche  Schwächung  des  Gehörs  nachweisen  lassen. 
Es  fehlt  außerdem  vielen  Tieren  überhaupt  das  äußere,  wie  auch 
das  Mittelohr.  Mit  Ausnahme  einiger  Eulen  tritt  ein  äußeres  Ohr 
erst  bei  den  Säugetieren  auf. 

Der  äußere  Gehörgang  stellt,  wie  schon  früher  (vgl.  S.  510) 
angegeben  wurde,  einen  etwa  2 '/*  cm  langen  Kanal  dar.  Der- 
selbe ist  nicht  geradlinig  ausgestreckt,  sondern  doppelt  gekrümmt. 
Da  das  erste  Drittel  desselben  knorpelig  ist,  so  läßt  dieses  sich 
etwas  deformieren  und  so  strecken,  daß  man  einen  Einblick  in 
das  sonst  von  außen  nicht  sichtbare  Trommelfell  gewinnen  und 
das  letztere  sogar  bei  geeigneter  Beleuchtung  photographieren  kann. 
Auch  dem  Gehörgauge  kann  nicht  etwa  die  Funktion  zugeschrie- 
ben werden,  die  Schallstrahlen  zu  konzentrieren;  denn  er  ist  am 
Eingänge  enger  wie  am  Trommelfelle,  so  daß  das  letztere  von 
weniger  Schallstrahlen  getroffen  wird,  als  wenn  es  sich  direkt  an 
der  Oberfläche  befände.  Schließlich  hat  auch  die  doppelte  Krüm- 
mung des  Gehörganges  keine  akustische  Bedeutung,  sondern  kann, 
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ebenso  wie  der  Umstand,  daß  der  Gehörgang  vom  enger  wie 
hinten  ist,  nur  als  Schutzmittel  für  das  Trommelfell  aufgefaßt 
werden.  Daß  die  Ausdehnung  des  Gehörganges  sogar  unter  Um- 
ständen im  Sinne  einer  möglichst  getreuen  Übertragung  der  von 
außen  kommenden  Schallwellen  nachteilig  wirken  kann,  indem 
sie  denselben  zum  Resonator  für  bestimmte  Töne  macht,  wurde 
schon  früher  (vgl.  S.  510)  hervorgehoben. 

b)  Das  Trommelfell. 

Die  am  Ende  des  äußeren  Gehörganges  anlangenden  Lutt- 
wellen  übertragen  sich  nun  auf  das  Trommelfell  (membrana  tym- 
pani),  indem  sie  dieses  in  der  ebenfalls  schon  früher  (vgl.  S.  488) 
angedeuteten  Weise  in  stehende  Transversalschwingungen  ver- 
setzen. Das  Trommelfell  trennt  das  äußere  Ohr  von  dem  Mittel- 
ohr oder  der  sog.  „Paukenhöhle“ ; es  ist  eine  gespannte  Membran, 
welche  von  den  meisten  der  in  der  Praxis  verwendeten  Mem- 
branen dadurch  besonders  ab  weicht,  daß  sie  nicht  eben,  sondern 
gekrümmt  ist  Die  in  dem  Schläfenbeine  eingegrabene  Ansatz- 
furche für  dasselbe  ist  zwar  nicht  kreisrund,  sondern  mehr  oval 
gestaltet;  außerdem  ist  sie  nicht  ganz  geschlossen  und  verläuft 
etwas  spiral,  so  daß  der  Trommelfellansatz  hinten  oben  mehr 
lateral  steht  als  vom  oben.  Sieht  man  hiervon  ab,  so  kann  man 
das  Trommelfell  als  einen  nach  dem  äußeren  Gehörgange  zu  offe- 
nen membranösen  Trichter  auffassen,  wie  er  etwas  schematisiert 
durch  Fig.  155  veranschaulicht  wird.  Dieser  Trichter  hat  eino 
Basis  AB  von  8 bis  10  mm  Durchmesser  und  an  seiner  Spitze  N, 
dem  sog.  „Nabel  des  Trommelfelles“,  einen  Winkel  von  etwa  125°*); 
er  unterscheidet  sich  aber  von  einem  geraden  Kegel  im  wesent- 
lichen dadurch,  daß  seine  Mantelfläche  nach  der  Basis,  d.  h.  also 
nach  dem  äußeren  Gehörgange,  hin  konvex  gewölbt  ist  Ein 
durch  die  Axe  des  Trichters  geführter  Schnitt  hat  daher  nicht 
wie  bei  einem  geraden  Kegel  die  Gestalt  eines  gleichschenkligen 
Dreieckes,  sondern  weicht  von  einem  solchen  dadurch  ab,  daß  die 
Schenkel  (^LV  und  BX  in  Fig.  155)  gegen  die  Axe  konvex  ge- 
krümmt sind.  Im  Interesse  größerer  Anschaulichkeit  findet  sich 
in  der  Figur  die  offene  Basis  des  Trichters  horizontal  gestellt, 
während  sie  am  menschlichen  Körper  bei  aufrechter  Haltung  des 
Kopfes  so  aufgerichtet  ist,  daß  sie  mit  der  nahezu  horizontalen 

*)  Dieser  Winkel  ist  in  Fig.  155  zu  klein  angenommen  worden,  damit  die 
charakteristische  Form  des  Trommelfelles  deutlicher  hervortritt. 
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Axe  des  Endstückes  des  äußeren  Gehörganges  heim  Erwachsenen 
einen  nach  unten  offenen  Winkel  von  etwa  150°  bildet. 

Für  das  akustische  Verhalten  des  Trommelfelles  ist  die  histo- 
logische Struktur  desselben  von  ausschlaggebender  Bedeutung. 
Die  etwa  nur  0,1  mm  dicke  Membran  besteht  aus  vier  deutlich 
voneinander  getrennten  Schichten.  Vom  äußeren  Gehörgange  aus 
gerechnet  bildet  die  erste  Schicht  die  Fortsetzung  der  äußeren 
Haut  des  Gehörganges,  und  die  vierte  die  Fortsetzung  der  Schleim- 
haut der  Paukenhöhle;  diese  beiden  Schichten,  welche  sehr  dünn 
sind,  haben  keine  akustische  Bedeutung.  Die  zweite  Schicht  be- 
steht aus  steifen,  nicht  elastischen  Fasern  von  ganz  geringer 

I 


N 


Fig.'lBG 


Dehnbarkeit,  welche  zwischen  der  Spitze  und  dem  Umfange  der 
Basis  des  Trichters  (genauer  zwischen  dem  mit  dein  Trommelfelle 
verwachsenen  Handgriffe  des  Hammers  |siehe  unten  S.  538]  und 
der  Basis)  in  radiärer  Richtung  verlaufen  und  daher  den  Erzeugen- 
den des  Kegelmantels  zu  vergleichen  sind.  Die  radiäre  Struktur 
dieser  als  stratum  radiatum  bezeichneten  zweiten  Schicht  ist 
an  einem  am  lebenden  Menschen  aufgenoramenen  Beleuchtungs- 
bilde der  Außenseite  des  Trommelfelles  deutlich  zu  erkennen;  in 
Fig.  155  und  den  späteren  Fig.  159  und  161,  welche  alle  nur  die 
Rückseite  des  Trommelfelles  zur  Darstellung  bringen,  ist  sie  durch 
punktierte,  von  N ausgehende  Strahlen  angedeutet.  Die  dritte 
Schicht  setzt  sich  aus  Fasern  von  großer  Elastizität  zusammen, 
welche  kreisförmig  um  den  Nabel  des  Trommelfelles  gelagert  sind, 
und  zwar  in  der  Nähe  der  Basis  dichter  als  an  der  Spitze  des 
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Trichters,  so  wie  es  in  den  Figuren  schematisch  angedeutet  ist. 
Dabei  sind  diese  Zirkulärfasern,  welche  zusammen  das  stratum 
circulare  bilden,  zum  Unterschiede  von  den  Radiärfasem  durch 
ununterbrochene  Linien  dargestellt  worden,  um  den  Beobachter 
immer  darauf  hinzuweisen,  daß  bei  der  Ansicht  des  Trommelfelles 
von  der  Rückseite,  d.  h.  also  von  der  Seite  der  Paukenhöhle  aus, 
die  Zirkulärfaserschicht  dem  Beschauer  näher  liegt  als  die  Radiär- 
faserschicht 

Diese  beiden  mittleren  Schichten  machen  das  Trommelfell 
erst  zu  einem  schvviugungsfähigen  Gebilde.  Hierzu  ist  allerdings 
außerdem  noch  erforderlich,  daß  dasselbe  gespannt  ist.  Die  Span- 
nung kann  demselben  bei  seiner  trichterförmigen  Gestalt  nur 
durch  einen  Zug  am  Nabel  erteilt  werden,  wie  er  in  Fig.  155 
durch  den  oberen,  von  N ausgehenden  Pfeil  angedeutet  ist  Wo- 
durch dieser  Zug  tatsächlich  hervorgebracht  wird,  soll  weiter  unten 
dargelegt  werden.  Bei  Abwesenheit  einer  Zugwirkung  in  N wür- 
den die  elastischen  Zirkulärfasem  sich  auf  ihre  gewöhnliche  Länge 
zusammenziehen  und  dabei  den  Trichter  möglichst  einschnüren. 
Das  Ganze  würde  sich  dann  etwa  wie  die  Spitze  eines  Handschuh- 
fingers verhalten,  der  ungespannt  ohne  merklichen  Kraftaufwand 
in  mannigfacher  Weise  deformiert  werden  kann. 

Wenn  nun  aber  bei  N in  der  Richtung  des  Pfeiles  ein  Zug 
ausgeübt  wird,  so  sucht  dieser  die  Radiärfasern  geradlinig  zu 
strecken  und  der  Membran  die  Form  eines  geraden  Kegelmantels 
zu  verleihen.  Einer  Streckung  der  Radiärfasern  widersetzen  sich 
jedoch  die  elastischen  Zirkulärfasern,  da  dieselben  dabei  ausge- 
dehnt und  gespannt  werden  und  infolgedessen  die  Radiärfasern 
wieder  stärker  krümmen  wollen.  Die  elastische  Spannung  der 
Zirkulärfasem  nimmt  um  so  mehr  zu,  je  mehr  sich  die  Radiär- 
fasem der  geradlinigen  Gestalt  nähern,  und  es  wird  bei  einer  be- 
stimmten Krümmung  der  Radiärfasem  die  elastische  Gegenwir- 
kung der  Zirkulärfasem  gerade  dem  in  N stattfindenden  Zuge  das 
Gleichgewicht  halten.  Die  dann  erreichte  Gleichgewichtsform  behält 
die  Membran  bei,  solange  der  Zug  bei  N in  unveränderter  Stärke 
andauert.  Jeder  Änderung  dieses  Zuges  wird  aber  eine  neue  Gleich- 
gewichtsform der  Membran  entsprechen,  und  zwar  wird  dieselbe 
um  so  gestreckter  oder  gekrümmter  sein,  je  stärker  oder  geringer 
die  in  N angreifende  Zugkraft  ist.  Bei  periodischer  Ab-  und  Zu- 
nahme der  Zugkraft  würde  daher  das  Trommelfell  zwischen  zwei 
extremen  Gleichgewichtsfonnen  mit  der  gleichen  Periode  hin-  und 
herschwingen. 
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Es  ist  zwar  diese  Art,  das  Trommelfell  in  stehende  Trans- 
versalschwingungen  zu  versetzen,  nicht  die  gewöhnliche;  immer- 
hin wird  sie  ausnahmsweise  auch  verwirklicht.  Wenn  nämlich 
das  Gehörorgan  mit  Umgehung  des  Trommelfelles  und  der  Gehör- 
knöchelchen, also  primär,  in  Schwingung  versetzt  wird,  so  über- 
tragen sich  die  Schwingungen  der  Labyrinthflüssigkeit  rückwärts 
durch  Vermittelung  der  Gehörknöchelchen  in  der  oben  angedeute- 
ten Weise  auf  das  Trommelfell,  indem  sie  eine  periodische  Ände- 
rung des  am  Nabel  des  Trommelfelles  angreifenden  Zuges  verur- 
sachen. Eine  primäre  Erregung  des  Labyrinthes  kann  z.  B.  durch 
bloße  Knochenleitung  stattfinden,  wenn  man  selbst  singt  oder 
noch  besser  bei  geschlossenem  Munde  einen  Ton  vor  sich  hin 
brummt  Es  wird  dann  von  rückwärts  nicht  nur  das  Trommel- 
fell, sondern  auch  durch  letzteres  die  Luft  in  dem  äußeren  Gehör- 
gange in  Schwingungen  versetzt,  so  daß  jetzt  aus  dem  Ohre 
Schallwellen  nach  außen  dringen*).  Diese  Schallwellen  können 
nach  Mach  von  einem  anderen  Beobachter  eventuell  in  einem 
entfernten,  von  dem  Zimmer  des  Singenden  schalldicht  abgeschlos- 
senen Raume  wahrgenommen  werden,  wenn  das  Ohr  desselben 
durch  einen  langen  Gummischlauch  mit  dem  äußeren  Gehörgange 
des  Singenden  verbunden  ist. 

Normalerweise  wird  aber  das  Trommelfell  durch  Schallwellen 
in  Schwingungen  versetzt,  welche  von  außen  in  den  Gehörgang 
eingedrungen  sind.  Der  Vorgang  spielt  sich  dann  folgendermaßen 
ab.  Wenn  an  dem  Trommelfelle  von  außen,  d.  h.  also  in  Fig.  155 
in  der  Richtung  des  unteren  Pfeiles  eine  Verdichtung  anlangt,  so 
sucht  dieselbe  die  Radiärfasern  zu  strecken  und  damit  die  Zirku- 
lärfasern auszudehnen;  sie  wirkt  also  in  gleichem  Sinne  wie  der 
am  Nabel  N angreifende  Zug  und  unterstützt  diesen.  Die  Folge 
davon  ist,  daß  das  Trommelfell  eine  gestrecktere  Form  annimmt 
gerade  so,  wie  es  bei  einer  bloßen  Verstärkung  des  Zuges  in  N 
der  Fall  wäre.  Die  auf  die  Verdichtung  folgende  Luftverdünnung 
vor  dem  Trommelfelle  hat  dagegen  den  entgegengesetzten  Effekt; 
sie  saugt  gewissermaßen  die  Radiärfasern  nach  außen  und  unter- 
stützt dadurch  die  Wirkung  der  elastischen  Zirkulärfasern.  Die 
Folge  hiervon  ist,  daß  das  Trommelfell  eine  weniger  gestreckte 
Form  annimmt,  gerade  so,  wie  es  bei  einer  bloßen  Verringerung 
des  Zuges  in  N der  Fall  wäre.  Und  so  schwingt,  entsprechend 

*)  Vgl.  E.  Mach,  Zur  Theorie  des  Gehörorgans.  Sitz.-Ber.  der  Wiener 
Akad.  der  Wissensch.,  math.-nuturw.  Klasse,  Bd.  48  (1863). 
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dem  stetigen  Wechsel  zwischen  ankommenden  Verdichtungen  und 
Verdünnungen,  das  Trommelfell  ebenfalls  zwischen  gestreckteren 
und  weniger  gestreckten  Formen  hin  und  her. 

Die  auf  diese  Weise  sieh  ergebenden  stehenden  Transversal- 
schwingungen des  Trommelfelles  und  insbesondere  der  einzelnen 
Radiärfasern  unterscheiden  sich  von  den  stehenden  Transversal- 
schwingungen einer  gespannten  Saite  einmal  dadurch,  daß  die  ge- 
streckte Lage  in  der  Regel  gar  nicht  erreicht  wird,  und  dann  vor 
allen  Dingen  dadurch,  daß  das  am  Nabel  des  Trommelfelles  lie- 
gende Ende  einer  jeden  Radiärfaser  nicht  vollkommen  in  Ruhe 
bleibt,  sondern  in  der  Richtung  der  Trichteraxe  ebenfalls  hin  und 
her  schwingt  Die  Exkursionen,  welche  dabei  der  Nabel  ausführt, 
sind  aber  viel  geringer  als  die  der  mittleren  Stellen  einer  jeden 


Radiärfaser.  Hiervon  kann  man  sich  leicht  mit  Hilfe  eines 
Schemas  Rechenschaft  geben,  bei  welchem  jede  Radiärfaser  aus 
zwei  gleichlangen  starren  und  geradlinigen  Teilen  zusammengesetzt 
gedacht  ist,  die  in  der  Mitte  durch  ein  Gelenk  miteinander  ver- 
bunden sind. 

big.  156  stellt  ein  solches  Schema  für  zwei  sich  diametral 
gegenüberstehende  Radiärfasern  dar.  A und  B sind  die  festen 
Endpunkte  an  der  Basis,  und  C und  1)  die  Gelenkpunkte  in  der 
Mitte  der  beiden  schematisch  geteilten  Fasern;  außerdem  sind  die 
beweglichen  Endpunkte  derselben  im  Punkte  N ebenfalls  gelenkig 
miteinander  verbunden  zu  denken.  Falls  JV,  wie  es  beim  obigen 
Schema  des  Trommelfelles  der  Fall  sein  soll,  sich  ausschließlich 
auf  dem  Mittellote  zu  AB  bewegen  kann,  so  vermögen  die  Gelenk- 
punkte C und  D nur  gleichlange  Wege  zurückzulegen.  Wenn  nun 
das  Schema  (das  man  sich  durch  einen  einfachen  Gelenkmechanis- 
mus leicht  verwirklichen  kann)  aus  der  Stellung  ACNDB  in  die 
Stellung  A(\Ni])iB  (vgl.  die  Figur)  tibergeführt  wird,  bei  welcher 
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die  beiden  Radiärfasera  geradlinig  gestreckt  sind,  so  kann  man 
sich  ohne  alle  Formeln  durch  direkte  Anschauung  oder  durch 
Konstruktion  unmittelbar  davon  Rechenschaft  geben,  daß  die 
Wege  CCt  und  1)DX  der  mittleren  Gelenkpunkte  größer  sind  wie 
der  Weg  NNX  des  Nabelpunktes.  Das  Verhältnis  zwischen  den 
beiderlei  Wegen  hat  einen  um  so  größeren  Wert,  je  näher  die 
Ausgangsstellung  ACNDB  schon  der  Streckstellung  liegt. 

Was  sich  bei  diesem  vereinfachten  Schema  ergeben  hat,  gilt 
mutatis  mutandis  auch  für  die  in  Wirklichkeit  stetig  gekrümmten 
Radiärfasern.  Auch  hier  verursacht  eine  beträchtliche  Exkursion 
der  mittleren  Teile  der  Radiärfasern  eine  nur  geringe  Verschiebung 
des  Nabels  des  Trommelfelles.  Als  unmittelbare  Folge  dieser  Tat- 
sache ergibt  sich,  daß  der  Nabel  des  Trommelfelles  und  die  mit 
ilim  fest  verbundene  Spitze  des  Handgriffes  des  als  Hammer  be- 
zeichneten  ersten  Gehörknöchelchens  mit  verhältnismäßig  großer 
Kraft  hin  und  her  bewegt  werden.  Dies  kann  man  sich  auf  fol- 
gende Weise  veranschaulichen. 

Bei  einem  ungleicharmigen  Hebel  findet  bekanntlich  Gleich- 
gewicht statt,  wenn  die  Last  zur  Kraft  im  umgekehrten  Verhält- 
nis ihrer  Hebelarme  steht.  Wenn  also  z.  B.,  wie  es  in  Fig.  157 
dargestellt  ist,  die  Last  L in  einem  Abstande  von  der  Axe  A auf 
dem  materiellen,  aber  der  Einfachheit  halber  als  gewichtslos  zu 
denkenden  Hebel  aufgelegt  ist,  welcher  nur  der  fünfte  Teil  des 
Abstandes  des  Angriffspunktes  der  Kraft  K von  der  Axe  ist,  so 
muß  die  Last  L im  Falle  des  Gleichgewichtes  fünfmal  so  groß 
sein  wie  die  Kraft  K.  Man  kann  die  Sache  auch  so  auffassen, 
daß  durch  Vermittelung  des  materiellen  Hebels  von  unten  nach 
oben  ein  Druck  auf  die  Last  ausgeübt  wird,  welcher  dem  Gewichte 
derselben  gleich  ist  und  sie  daher  am  Fallen  hindert.  Es  wird 
also  durch  die  Kraft  K an  einer  Stelle  des  Hebels,  welche  nur 
um  den  fünften  Teil  des  Abstandes  ihres  Angriffspunktes  von  der 
Axe  entfernt  ist,  ein  fünfmal  so  großer  Druck  bewirkt  Vermehrt 
man  die  Kraft  K nur  um  ein  ganz  Geringes,  so  dreht  sich  der 
Hebel,  und  die  Last  wird  gehoben,  während  das  Gewicht,  welches 
die  Kraft  K darstellt,  sich  senkt.  Dabei  ist  aber  infolge  des  fünf- 
fachen Abstandes  von  der  Axe  die  Strecke,  um  welche  die  Kraft 
nach  unten  geht,  fünfmal  so  groß  wie  die  Strecke,  um  welche  die 
Last  gehoben  wird.  Aus  dieser  Betrachtung  ist  ohne  weiteres  zu 
schließen,  daß,  wenn  man  etwa  mit  der  Hand  das  rechte  Ende 
des  Hebels  periodisch  hin  und  her  bewegt,  an  einer  Stelle  des 
Hebels,  welche  nur  um  den  fünften  oder  allgemein  n ten  Teil  des 
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Abstandes  des  Angriffspunktes  der  Hand  von  der  Axe  entfernt 
ist,  eine  ebenfalls  periodische  Schwingung  mit  fünffacher  bzw. 
nfacher  Kraft  erzeugt  werden  kann,  deren  Amplitude  aber  nur 
den  fünften  bzw.  v ten  Teil  beträgt.  Es  ist  dies  ein  spezieller 
Fall  des  allgemein  gütigen  Prinzipes  der  virtuellen  Verrückungen. 
Dasselbe  sagt  ganz  allgemein  aus,  daß,  wenn  durch  irgendeine 
beliebige  mechanische  Verbindung  eine  Bewegung  von  einer  Stelle 
nach  irgendeiner  anderen  übertragen  wird,  diese  dort  mit  n facher 
Kraft  vor  sich  geht,  sofern  dabei  die  Größe  der  Exkursionen  auf 
den  «ten  Teil  reduziert  ist;  es  kann  daher  an  der  neuen  Stelle 


Fig.  157 


die  Bewegung  gegen  den  n fachen  Widerstand  erfolgen  wie  ur- 
sprünglich. Natürlich  ist  hierbei  von  Kraftverlusten  durch  Rei- 
bung u.  a.  abgesehen. 

Der  Luftdruck  wirkt  an  jeder  Stelle  des  Trommelfells  in  senk- 
rechter Richtung  gegen  die  Fläche  desselben.  Vereinfacht  man 
sich  zunächst  wieder  die  Betrachtung,  indem  man  nach  dem 
Schema  von  Fig.  156  jede  Radiärfaser  aus  zwei  starren,  durch  ein 
Gelenk  miteinander  verbundenen  Hälften  zusammengesetzt  denkt, 
so  kann  man  in  erster  Annäherung  die  sämtlichen  auf  die  Punkte 
irgendeiner  Radiärfaser  stattfindenden  Einwirkungen  des  Luft- 
druckes zu  einer  in  der  Mitte,  also  an  der  Gelenkstelle  der  Faser, 
angreifenden  Resultante  zusammengesetzt  annehmen.  Man  hat 
dann  eine  unendliche  Schar  solcher  Resultanten,  welche  an  dem 
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die  sämtlichen  Gelenkpunkte  der  Fasern  verbindenden  Breitenkreise 
rund  herum  angreifen.  Jede  einzelne  dieser  Resultanten  würde 
zwar  verschwindend  klein  sein,  ihre  Gesamtheit  ergibt  aber  einen 
endlichen  Wert,  welcher  eben  das  Maß  für  die  gesamte  Einwirkung 
des  Luftdrucks  auf  das  Trommelfell  darstellt.  Es  handelt  sich 
natürlich  bei  der  Bemessung  der  Kräfte  immer  nur  um  die  Differenz 
des  Druckes  vor  und  hinter  dem  Trommelfelle.  Bei  Ankunft  einer 
Verdichtung  ist  dieselbe  positiv,  bei  Ankunft  einer  Verdünnung 
dagegen  negativ;  demnach  sind  im  ersten  Falle  die  sämtlichen 
Resultanten  gegen  das  Trommelfell,  im  zweiten  von  dem  Trommel- 
felle foit  gerichtet,  wenn  man  sie  immer  vor  dem  Trommelfelle 
angebracht  denkt 

Der  gesamte  Wert  des  Luftdruckes  ist  in  der  Regel  nur  ge- 
ring. Infolge  des  Umstandes,  daß  die  Angriffspunkte  der  sämt- 


lichen Resultanten  in  der  Mitte  der  Radiärfasern  sehr  viel  größere 
Exkursionen  ausrühren  wie  der  Nabel  des  Trommelfells,  wird  aber 
nach  dem  obigen  Satze  trotzdem  das  am  Nabel  befindliche  Ende 
des  Hammerhandgriffs  mit  verhältnismäßig  großer  Kraft  hin  und 
her  bewegt. 

Unter  Umständen  kann  der  Luftdruck  aber  auch  beträchtliche 
Werte  annehmen.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  in  unmittelbarer 
Nähe  des  Ohres  eine  Feuerwaffe  abgeschossen  wird.  Dann  können 
die  Radiärfasern  nicht  nur  gerade  gestreckt,  sondern  eventuell  so- 
gar nach  innen  konvex  gekrümmt  werden.  Man  sollte  nun  denken, 
daß  dann  auch  der  Nabel  des  Trommelfells  abnorm  nach  innen 
gedrängt  würde,  was,  wie  sich  später  ergeben  wird,  in  der  Regel 
zu  einer  Verletzung  der  überaus  zarten  Apparate  im  Innern  des 
Labyrinths  führen  müßte.  Daß  eine  solche  Gefahr  nicht  vorliegt, 
davon  kann  man  sich  wieder  leicht  mit  Hilfe  des  schon  in  Fig.  156 
(largestellten  Schemas  Rechenschaft  geben.  Es  läßt  sich  nämlich 
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leicht  einsehen,  daß  der  Nabel  des  Trommelfells  schon  am  weitsten 
nach  innen  gedrängt  ist,  wenn  die  Radiärfasern  gestreckt  sind, 
und  daß  er  bei  weiterer  Einwärtsbewegung  der  Mitten  der  Radiär- 
fasern wieder  zurück,  d.  h.  gegen  den  äußeren  Gehörgang  bewegt 
wird.  Dies  veranschaulicht  Fig.  158,  in  welcher  wie  in  Fig.  156 
ACiNiDiB  die  Strecksteilung  und  ACiNtDiB  eine  solche  ab- 
norme Einwärtsstellung  der  Radiärfasem  angibt. 

Hieraus  erkennt  man  also,  daß  die  Trichterform  und  der 
histologische  Bau  des  Trommelfells  u.  a.  auch  einen  Schutz  gegen 
die  Gefahren  eines  abnorm  großen  Luftdruckes  vor  demselben  dar- 
bieten. Allerdings  gewähren  sie  nicht  auch  zugleich  einen  Schutz 
dem  Trommelfelle  selbst;  denn  es  werden  sich  in  der  Regel  die 
Zirkulärfasern  nicht  soweit  ausdehnen  können,  wie  es  die  schema- 
tisierte Stellung  ACiNiDiB  in  Fig.  158  verlangt,  und  daher  in 
der  Regel  wenigstens  zum  Teile  reißen,  wie  die  Erfahrung  vielfach 
bestätigt. 

e)  Die  Kette  der  GebSrknßchelcben. 

Die  Schwingungen  des  Trommelfells  übertragen  sich  nun  un- 
mittelbar auf  die  Kette  der  drei  Gehörknöchelchen,  die  man  mit 
den  Namen  Hammer,  Amboß  und  Steigbügel  belegt  hat  Von 
ihnen  gibt  Fig.  159  eine  zum  Verständnisse  ihrer  Wirkungsweise 
wohl  genügend  deutliche  Darstellung  beim  rechten  Ohre  in  der 
Ansicht  von  innen. 

Am  Hammer  unterscheidet  man  zwischen  Kopf,  Hals  und 
Handgriff.  Wie  schon  wiederholt  angedeutet  wurde,  ist  der  lang- 
gestreckte Handgriff  desselben  mit  dem  Trommelfelle  fest  ver- 
bunden, wie  insbesondere  aus  der  späteren  Fig.  161  zu  erkennen 
ist  Das  Trommelfell  ist  an  der  Anlagerungsstelle  desselben  teils 
durch  starke  Fasern  der  äußeren  Hautschicht,  teils  durch  Ein- 
lagerung von  faserknorpeligem  Gewebe  verdickt,  und  das  Periost 
des  Hammerhandgriffes  geht  auf  beiden  Seiten  in  die  faserknor- 
pelige Verdickungsschicht  über.  Am  Nabel  ist  die  Verbindung 
zwischen  beiden  am  festesten,  weniger  fest  dagegen  in  der  Nähe 
der  Basis  des  Trommelfells,  weil  hier  der  Hammer,  wie  sich 
zeigen  ward,  gegen  das  Trommelfell  drückt,  dort  dagegen  an  dem- 
selben zieht. 

Am  Amboß,  der  in  Fig.  159  rechts  neben  dem  Hammer 
liegt  und  mit  dem  Kopfe  des  letzteren  ein  Gelenk,  das  „Hammer- 
Amboßgelenk“,  bildet,  unterscheidet  man  einen  Körper  und 
zwei  Schenkel,  einen  kurzen  und  einen  hmgen.  Der  kurze  (in 
der  Figur  horizontal  nach  rechts  verlaufende)  Schenkel  trägt  an 
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seiner  Spitze  eine  kleine  Gelenkfläche  G,  mit  welcher  er  in  einer 
talförmigen  kleinen  Gelenkgrube  an  der  knöchernen  hinteren 
Wand  der  Paukenhöhle  ruht.  Die  Kapsel  dieses  kleinen  Ge- 
lenks ist  an  der  oberen  Seite  zu  einem  Bande  verdickt,  das 
eine  Entfernung  der  Spitze  des  kurzen  Amboßschenkels  von  der 
Wand  der  Paukenhöhle  verhindert  Der  (in  der  Figur  vertikal 
nach  unten  verlaufende)  lange  Schenkel  trägt  an  seinem  Ende 
seitlich,  und  zwar  nach  innen  zu,  einen  kleinen  linsenförmigen 


Fig.  159 


Fortsatz  L (vgl.  auch  Fig.  161).  Die  Oberfläche  dieses  Fortsatzes 
bildet  die  eine  Gelenkfläche  für  die  bewegliche  Verbindung  des 
Amboßes  mit  dem  dritten  der  Gehörknöchelchen,  dem  Steigbügel, 
dessen  Name  schon  die  Form  genügend  andeutet. 

Man  unterscheidet  bei  diesem  zwischen  dem  Köpfchen,  einem 
vorderen  und  einem  hinteren  Schenkel  und  der  Fußplatte  oder  Basis. 
Das  Köpfchen  des  Steigbügels  berührt  den  linsenförmigen  Fortsatz  des 
langen  Amboßschenkels  und  bildet  mit  ihm  das  Amboß-Steigbügel- 
gelenk,  in  welchem  jedoch  nur  geringe  Gelenkbewegungen  ausgeführt 
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werden.  Die  Axe  des  Steigbügels  steht  nahezu  senkrecht  auf  der 
Richtung  des  langen  Amboßschenkels,  so  daß  der  Steigbügel  die  Trom- 
melhöhle quer  durchzieht.  Die  Basis  des  Steigbügels  liegt  in  dem 
sogen,  ovalen  Fenster  oder  Vorhofsfenster,  welches  eine  Öffnung 
zwischen  dem  inneren  Ohr  und  der  Paukenhöhle  darstellt.  Da  die 
Steigbügelbasis  etwas  kleiner  wie  dieses  Fenster  ist,  so  füllt  sie 
das  letztere  nicht  vollkommen  aus.  Der  allerdings  sehr  kleine 
Zwischenraum  wird  durch  ein  in  der  gewöhnlichen  Lage  des  Steig- 
bügels nicht  straff  gespanntes  Band  ausgefüllt,  das  aus  lauter 
kurzen  Fasern  besteht,  die  quer  von  dem  Innenrande  des  Vorhofs- 
fensters nach  dem  Umfange  der  Steigbügelbasis  herüberziehen,  wie 
es  Fig.  160  in  der  Ansicht  von  innen  für  das  rechte  Ohr  schema- 
tisch andeutet.  Diese  Fasern  sind  an  der  hinteren  unteren  Ecke  E 


der  bei  aufrechter  Kopfhaltung  nahezu  vertikal  stehenden  Basis 
des  Steigbügels  kürzer  und  straffer  wie  an  anderen  Stellen;  in- 
folgedessen kann  die  Steigbügelbasis  vorn  und  oben  größere  Ex- 
kursionen ausführen  als  unten  und  hinten.  Wird  der  Steigbügel 
durch  eine  Kraft  nach  innen,  d.  h.  gegen  das  Labyrinth  gedrängt, 
so  wird  er  daher  gleichzeitig  eine  kleine  Drehung  um  den  Punkt  E 
bzw.  eine  in  der  Ebene  der  Steigbügelbasis  durch  E gehende,  und 
zwar  schräg  von  vom  unten  nach  hinten  oben  gehende  Axe  (DE  1)' 
in  Fig.  160)  ausführen,  indem  der  vordere  obere  Rand  sich  weiter 
nach  innen  bewegt  wie  der  hintere  untere.  Dementsprechend  wird 
dann  das  Köpfchen  des  Steigbügels  sich  nicht  genau  nach  innen, 
d.  h.  senkrecht  gegen  die  Ebene  des  Vorhofsfensters  bewegen,  son- 
dern gleichzeitig  etwas  nach  oben  und  vorn,  was  durch  Versuche 
von  Henke,  Lucae,  Politzer  und  Helmholtz  bestätigt  worden 
ist  Die3  ist  aber,  wie  wir  sehen  werden,  gerade  die  Bewegung, 
welche  der  linsenförmige  Fortsatz  des  Amboßes  bei  der  Einwärts- 
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bewegung  des  Trommelfells  infolge  der  Verbindung  von  Trommel- 
fell, Hammer  und  Amboß  ausführt  Es  kann  daher  die  gleich- 
zeitige Bewegung  von  Amboß  und  Steigbügel  ohne  Zerrung  der 
ohnehin  sehr  zarten  Kapselfasern  des  Amboßsteigbügelgelenks  vor 
sich  gehen. 

Bei  schwachem  Drucke  auf  das  Köpfchen  des  Steigbügels 
könnte  der  letztere  zunächst  ohne  Drehung  mit  seiner  ganzen 
Basis  wie  ein  Stempel  in  das  Vorhof sfenstcr  so  weit  eingedrückt 
werden,  bis  die  hinteren  unteren  Fasern  des  zwischen  dem  Innen- 
rande des  Fensters  und  dem  Außenrande  der  Steigbügelbasis  ein- 
geschalteten Bandes  straff  angespannt  sind  und  eine  weitere 
Einwärtsbewegung  der  Ecke  E verhindern,  so  daß  von  nun  an 
nur  noch  Drehung  des  ganzen  Steigbügels  um  die  Axe  DED'  aus- 
geführt werden  kann.  Bei  sehr  starkem  Drucke  auf  den  Steig- 
bügel wird  dagegen  diese  Grenze  der  Stempelbewegung  sehr  bald 
erreicht  sein,  so  daß  dann  nur  noch  die  Drehbewegung  ausgeführt 
wird.  Es  kann  daher  die  Gefahr,  welche  ein  zu  starker  Druck 
auf  den  Steigbügel  für  das  Labyrinth  mit  sich  bringt,  dadurch 
vermieden  werden,  daß  eine  Kraft  sich  geltend  macht,  welche  für 
sich  allein  den  Steigbügel  im  umgekehrten  Sinne  drehen  würde, 
so  daß  dabei  die  vordem  obern,  der  Ecke  E diametral  gegenüber- 
liegende Ecke  der  Steigbügelbasis  sich  nach  außen  bewegt  Eine 
solche  Drehung  wird  nun  durch  den  (in  Fig.  159  mit  angedeuteten) 
sogen.  Steigbügelmuskel  (M.  stapedius)  bei  seiner  Kontraktion, 
oder  auch  nur  durch  seine  rein  elastische  Spannung  tatsächlich 
hervorgebracht. 

Der  Steigbügelmuskel  entspringt  in  einem  Knochentrichter, 
welcher  auf  der  Spitze  (P  in  Fig.  159)  einer  pyramidenförmigen 
Erhebung  (Eminentia  pyramidalis)  der  Rückwand  der  Paukenhöhle 
ausmündet,  und  zieht  mit  seiner  Endsehne  von  der  Stelle  P durch 
die  Paukenhöhle  nach  dem  Köpfchen  des  Steigbügels  und  mit 
einigen  Fasern  auch  an  den  linsenförmigen  Fortsatz  L des  langen 
Amboßschenkels.  Die  für  die  Wirkung  des  Muskels  allein  maß- 
gebende Endsehne  besitzt  also  im  wesentlichen  die  Richtung  LP, 
wie  es  aus  Fig.  159  zu  ersehen  ist.  Da  diese  Zugrichtung  LP  des 
Muskels  nahezu  senkrecht  zu  der  Verbindungslinie  LE  im  Raume 
verläuft,  so  ist  der  Hebelarm  für  seine  drehende  Wirkung  und 
infolgedessen  sein  Drehungsmoment  möglichst  groß.  Demnach  ver- 
mag also  auch  der  Steigbügelmuskel  u.  a.  einen  Schutz  für  das 
Labyrinth  zu  gewähren,  indem  er  ein  zu  starkes  Eindringen  der 
Steigbügelbasis  in  das  Vorhofsfenster  durch  seinen  Zug  verhindert 
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Einen  Schutz  gegen  die  Gefahren  zu  starken  Herausreißens 
der  Steigbügelbasis  aus  dem  Vorhofsfenster  soll  nach  Helmholtz 
die  eigentümliche  Form  der  Gelenkflächen  des  Hammeramboß- 
gelenkes gewähren.  Am  Hammer  wie  am  Amboß  befindet  sich  je 
ein  zahnartiger  Vorsprung,  sogen.  Sperrzähne,  welche  mit  ihren 
einander  zugekehrten  Flächen  aneinander  liegen.  In  Fig.  159  ist 
der  Sperrzahn  des  Amboßes  deutlich  zu  erkennen;  er  ist  daselbst 
mit  Z bezeichnet.  Direkt  hinter  demselben  hat  man  sich  den 
Sperrzahn  des  Hammers  vorzustellen.  Die  Bedeutung  der  beiden 
Sperrzähne  soll  nun  darin  bestehen,  daß  der  Hammer  bei  der  Ein- 
wärtsbewegung der  Spitze  seines  Handgriffs  mit  seinem  Sperrzahne 
gegen  den  des  Amboßes  drückt  und  dadurch  den  letzteren  eben- 
falls in  Bewegung  setzt  Bei  abnormer  Auswärtsbewegung  der 
Spitze  des  Hammerhandgriffes  soll  sich  dagegen  der  Sperrzahn  des 
Hammers  von  dem  des  Amboßes  abheben  können,  ohne  also  dem 
letzteren  und  dem  an  ihm  hängenden  Steigbügel  die  abnorme  Aus- 
wärtsbewegung aufzuzwingen.  Nur  bei  geringen  Auswärtsbewe- 
gungen, wie  sie  sich  als  Folge  der  vor  dem  Trommelfelle  an- 
langender Luftverdünnungen  einstellen,  sollen  auch  Amboß  und 
Steigbügel,  veranlaßt  durch  elastische  Gegenkräfte,  diese  Be- 
wegungen raitmachen. 

Sieht  man  von  den  doch  nur  in  beschränktem  Maße  mög- 
lichen und  unter  normalen  Verhältnissen  kaum  in  Anspruch  ge- 
nommenen Gelenkbewegungen  zwischen  Hammer  und  Amboß  ab, 
so  kann  man  die  zwei  Knöchelchen  als  einen  starren  Hebel  auf- 
fassen, der  sich  um  eine  nahezu  feste  Axe  drehen  kann.  Diese 
Drehungsaxe  ist  bestimmt  einerseits  durch  den  Drehpunkt  des 
kleinen  Gelenks  G an  der  Spitze  des  langen  Amboßschenkels  und 
andererseits  durch  einen  am  Hammer  an  der  Grenze  zwischen  Hals 
und  Handgriff  befindlichen,  nach  vorn  gerichteten  Fortsatz  (V  in 
Fig.  159),  welcher  von  einem  straffen  Bande  ringsherum  eingehüllt 
wird,  das  nach  einem  spitzen  Vorsprunge  (spina  tympanica  major) 
in  der  vorderen  Knochenwand  der  Paukenhöhle  hinüberzieht  und 
damit  den  Hammer  an  dieser  Stelle  festhält.  Unterstützend  wirken 
noch  andere  Bandfasern,  welche  auf  der  Rückseite  des  Hammer- 
handgriffs ungefähr  in  gleicher  Höhe  entspringen  und  nach  hinten 
ziehen.  Helmholtz  bezeichnet  die  vorderen  mit  den  hinteren 
Fasern  zusammen  als  das  „Axenband“  des  Hammers.  Außer  den 
nach  vorn  und  hinten  ziehenden  Bandfasern  geht  vom  Hammer- 
hais aus  noch  ein  Band  seitlich  nach  außen  und  setzt  sich  am 
oberen  Rande  der  Ansatzfurche  des  Trommelfells  (etwa  bei  A in 
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Fig.  161)  an.  Da  das  Band  oberhalb  der  Drehungsaxe  verläuft, 
so  stellt  es  ein  Hemmungsband  für  zu  starke  Auswärtsbewegung 
der  Spitze  des  Hammerhandgriffs  dar.  Schließlich  sind  sowohl  das 
Köpfchen  des  Hammers  als  auch  der  Körper  des  Amboßes  durch 
je  ein  nach  oben  ziehendes  und  an  dem  Dache  der  Paukenhöhle 
befestigtes  Band  gegen  das  Herabfallen  gesichert;  diese  (in  den 
Figg.  159  und  161  angedeuteten)  Bänder  stellen  zugleich  Hem- 
mungsbänder für  zu  starke  Einwärtsbewegung  der  Spitze  des 
Hammerhandgriffs  dar. 

Die  durch  die  beiden  Punkte  V und  G gehende  Hebelaxe, 
welche  sich  in  Fig.  159  eingezeichnet  findet,  zieht  schräg  von  vom 
unten  nach  hinten  oben.  Wird  nun  der  Nabel  des  Trommelfells 
infolge  der  Ankunft  einer  Luftverdichtung  einwärts  bewegt,  so 
muß  sich  demnach  der  ganze  Hebel,  von  vom  gesehen,  um  einen 
kleinen  Winkel  entgegengesetzt  dem  Uhrzeigersinne  drehen,  wäh- 
rend er  bei  Ankunft  der  darauf  folgenden  Luftverdünnung,  die 
den  Trommelfellnabel  nach  auswärts  bewegt,  im  Sinne  des  Uhr- 
zeigers gedreht  wird.  Es  wird  also  durch  Vermittelung  des 
Trommelfells  eine  in  den  äußeren  Gehörgang  eintretende  fort- 
schreitende Longitudinal  welle  in  periodische  Drehungen  desHammer- 
Amboß-Hebels  um  seine  Axe  VG  umgesetzt. 

Die  oben  (vgl.  S.  536ff.)  ausführlich  erörterte  Übertragung  der 
Luftschwingungen  auf  das  Trommelfell  hatte  zur  Voraussetzung, 
daß  fortdauernd  ein  Zug  am  Nabel  nach  innen  ausgeübt  wird. 
Dieser  Zug  wird  nun  hauptsächlich  hervorgebracht  durch  einen 
Muskel,  welcher  am  oberen  Teile  des  Hammerhandgriffs  an  einer 
in  Fig.  159  durch  einen  kleinen  schwarzen  Kreis  angedeuteten  und 
in  Fig.  161  mit  S bezeicbneten  Stelle  ansetzt  und  als  Trommel- 
fellspanner (M.  tensor  tympani)  bezeichnet  wird.  Der  Muskel  ent- 
springt von  der  Spina  angularis  des  Keilbeins  und  dem  Dach  des 
Semicanalis  musculi  tensoris  tympani,  welcher  bekanntlich  das 
obere  Fach  eines  knöchernen  im  Felsenbein  liegenden  zweiteiligen 
Kanals,  des  canalis  musculotubarius  bildet  und  durch  eine  Knochen- 
lamelle von  dem  unteren  Fach,  dem  Semicanalis  tubae  auditivae 
(für  die  sogen.  Eustachische  Röhre)  getrennt  ist.  Er  ist  ein  ge- 
fiederter Muskel,  dessen  Sehne  schon  am  vorderen  Ende  des  Semi- 
canalis musculi  tensoris  tympani  beginnt,  indem  längs  des  ganzen 
Kanälchens  die  Muskelfasern  an  die  Sehne  herantreten.  Infolge 
dieses  gefiederten  Baues  ist  der  Muskel  mechanisch  gleichwertig 
einem  Muskel  von  viel  größerem  Querschnitte  aber  geringer  Faser- 
länge. Die  Sehne  biegt  bei  ihrem  Austritte  aus  dem  Kanäle  in 
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die  Paukenhöhle  um  einen  löffelförmigen  Vorsprung  (proeessus 
cochleariformis , U in  Fig.  161)  herum  und  zieht  nun  direkt  quer 
durch  die  Paukenhöhle  nach  der  Stelle  S (vgl,  Fig.  161)  des 
Hammerhandgriffes  hin. 

Für  die  Art  der  Wirkung  des  Trommelfellspanners  ist  aus- 
schließlich die  Richtung  des  die  Paukenhöhle  durchziehenden  Teiles 
der  Sehne  maßgebend,  während  die  Lage  und  Richtung  der 
Muskelfasern  dafür  ohne  Bedeutung  ist  und  allein  einen  Einfluß 
auf  die  Größe  der  Kraftentfaltung  hat.  Daher  ist  in  der  folgen- 


Fig.  161 


den  Figur  nur  die  Richtung  dieser  Endsehne  angedeutet,  welcho 
annähernd  senkrecht  zu  der  Ebene  des  Trommelfellansatzes  steht 
und  nur  ein  wenig  nach  unten  und  vorn  von  dieser  normalen 
Richtung  abweicht. 

Fig.  161  gibt  eine  Ansicht  des  Trommelfells  und  der  Gehör- 
knöchelchen des  rechten  Ohres  von  vorn.  In  derselben  findet  sich 
die  Umbiegungsstelle  der  Sehne  des  Trommelfellspanners  angegeben 
und  mit  U bezeichnet,  so  daß  also  SU  die  Richtung  der  Kraft  an- 
deutet, mit  welcher  der  Muskel  bei  seiner  Kontraktion,  oder  auch 
schon  infolge  rein  elastischer  Spannung,  an  dem  Hammer  zieht 
Im  übrigen  ist  nur  noch  der  Querschnitt  des  in  der  Nähe  von  U 
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durchschnittenen  Muskels  in  der  Figur  angedeutet  worden.  Da  in 
der  Figur  auch  die  beiden  Punkte  V und  0 angegeben  sind,  durch 
welche  die  Drehungsaxe  des  aus  Hammer  und  Amboß  zusammen- 
gesetzten Hebels  geht,  so  kann  man  aus  der  Lage  der  Sehne  SU 
zu  der  Axe  V(f  leicht  erkennen,  daß  der  Trommelfellspanner  den 
Hebel  von  vorn  gesehen  entgegengesetzt  dem  Uhrzeigersinne  zu 
drehen,  also  den  Nabel  des  Trommelfells  nach  einwärts  zu  ziehen, 
und  damit  das  Trommelfell  selbst  zu  spannen  sucht  Da  der  An- 
satzpunkt S der  Sehne  viel  näher  an  der  Drehungsaxe  des  Hebels 
liegt  wie  der  Nabel  N,  so  bestätigt  man  weiter,  daß  schon  bei 
geringer  Zusammenziehung  des  Muskels  der  Nabel  um  eine  ver- 
hältnismäßig große  Strecke  nach  einwärts  bewegt  wird;  je  größer 
aber  die  Einwärtsbewegung  des  letzteren  ist,  um  so  größer  wird 
das  Trommelfell  angespannt.  Allerdings  bedarf  es  dazu  einer  ver- 
hältnismäßig großen  Kraftentfaltung  des  an  einem  so  kleinen 
Hebelarme  wirkenden  Muskels.  Dieser  Aufgabe  entsprechend  hat 
der  Muskel  einerseits  kurze  Fasern,  andererseits  eine  verhältnis- 
mäßig große  Anzahl  von  Fasern  oder,  mit  anderen  Worten,  einen 
relativ  großen  physiologischen  Querschnitt.  Durch  Änderung  der 
Kontraktionskraft  des  Muskels  kann  die  Spannung  des  Trommel- 
fells innerhalb  weiter  Grenzen  geändert  werden. 

An  einem  Hebel  pflegt  man  zwischen  Kraft  und  Last  zu 
unterscheiden.  Wird  der  Hammer- Amboß -Hebel  durch  Schall- 
wellen in  Bewegung  gesetzt,  so  kann  man  nach  den  früheren 
Erörterungen  als  Angriffspunkt  der  bewegenden  Kraft  die  am 
Nabel  N des  Trommelfells  befindliche  Spitze  das  Hammerhand- 
griffes auffassen.  Als  Angriffspunkt  der  Last  ergibt  sich  dagegen 
der  linsenförmige  Fortsatz  L an  der  Spitze  des  langen  Amboß- 
schenkels; denn  an  dieser  Stelle  wird  die  Kraft,  mit  welcher  der 
Hammer  in  Bewegung  gesetzt  wird,  auf  den  Steigbügel,  und  damit 
auf  die  Labyrinthflüssigkeit  unter  Überwindung  der  einer  solchen 
Bewegung  sich  entgegensetzenden  Widerstände  übertragen.  Nun  liegen 
die  beiden  Punkte  N und  L ziemlich  genau  in  einer  geraden  Linie 
mit  dem  Punkte  G der  Hebelaxe,  wie  man  deutlich  in  den  Fig. 
159  und  161  erkennen  kann.  Es  stellt  sich  ferner  heraus,  daß  die 
Strecke  NL  gerade  halb  so  groß  ist,  wie  die  Strecke  LG,  so  daß 
sich  die  Entfernungen  der  Punkte  N und  L vom  Gelenkpunkte  G 
wie  3:2  verhalten,  ln  demselben  Verhältnisse  stehen  daher  auch 
die  kürzesten  Abstände  «ler  Punkte  N und  L von  der  Hebelaxe  VG\ 
da  sowohl  die  in  N angreifende  Kraft  als  auch  die  in  L wirkende 
Last  mit  genügender  Annäherung  auf  der  durch  die  Hebelaxe  und 
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die  Punkte  N und  L gehenden  Ebene  senkrecht  steht,  so  reprä- 
sentieren die  kürzesten  Abstände  der  Punkte  N und  L von  der 
Axe  zugleich  ilie  Hebelarme  für  diese  Kräfte.  Nach  dem  Hebel- 
gesetze müssen  daher  Kraft  und  Last  im  Verhältnisse  2:3  stehen 
oder,  mit  anderen  Worten,  es  muß  immer  der  an  der  Stelle  L auf 
den  Steigbügel  ausgeübte  Druck  gerade  ll/2  mal  so  groß  sein  als 
die  Kraft,  mit  welcher  die  Spitze  des  Hammerhandgriffe 3 bewegt 
wird.  Damit  hängt  nun  wieder  andererseits  zusammen,  daß  die 
Exkursionen  des  Steigbügelköpfchens  geringer  sind  wie  die  des 
Nabels  des  Trommelfells  und  sich  zu  den  letzteren  wie  2 : 3 ver- 
halten, eine  Tatsache,  welche  auch  unmittelbar  aus  der  Lage  der 
Punkte  L und  N zu  der  Hebelaxe  geschlossen  werden  kann. 

Man  hat  also  das  Resultat,  daß  die  Schwingungen  des  Trom- 
melfells mit  sehr  viel  kleinerer  Amplitude,  dafür  aber  auch  mit 
entsprechend  vergrößerter  Kraft  an  dem  die  Pforte  des  Labyrinths 
bildenden  Vorhofsfenster  anlangen,  indem  einerseits  die  Trichter- 
form des  Trommelfells  und  andererseits  die  Gestalt  und  gegen- 
seitige Lagerung  der  beiden  größeren  Gehörknöchelchen  in  dem 
gleichen  Sinne  wirksam  sind. 

d)  Funktion  der  beiden  Muskeln  der  Paukenhöhle. 

Die  beiden  Muskeln  der  Paukenhöhle  sind  quergestreift  und 
können  daher  nach  den  Erfahrungen,  welche  man  über  quer- 
gestreifte Muskeln  gesammelt  hat,  voraussichtlich  willkürlich  zur 
Kontraktion  gebracht  werden.  Die  rein  mechanische  Wirkung  der- 
selben ist  leicht  festzustellen.  Der  Trommelfellspanner  preßt  bei 
seiner  Kontraktion,  wie  schon  auseinandergesetzt  wurde,  die  Ge- 
hörknöchelchen fester  aneinander  und  spannt  das  Trommelfell  an. 
Der  Steigbügelmuskel  dreht  bei  seiner  Kontraktion  den  Steigbügel 
um  eine  in  der  Ebene  seiner  Fußplatte  liegende  und  durch  die 
hintere  untere  Ecke  derselben  gehende  Axe  {DEI)‘  in  Fig.  160 
und  preßt  dadurch  von  innen  das  Köpfchen  des  Steigbügels  gegen 
den  linsenförmigen  Fortsatz  des  langen  Amboßschenkels;  hierdurch 
wirkt  er  in  entgegengesetztem  Sinne  wie  der  Trommelfellspanner 
auf  das  Trommelfell,  indem  er  die  Spannung  des  letzteren  ver- 
mindert. Die  beiden  Muskeln  sind  also  hinsichtlich  ihrer  Wirkung 
auf  das  Trommelfell  als  Antagonisten  aufzufassen,  während  sie 
beide  die  Gehörknöchelchen  aufeinander  pressen. 

So  fest  diese. 'auch  durch  Versuche  von  Politzer  u.  a.  erhär- 
tete, Tatsache  steht,  so  wenig  kann  über  das  Eingreifen  der 
Muskeln  in  den  Hörakt  als  sicher  festgestellt  gelten.  Da  das 
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Trommelfell  wie  jede  gespannte  Membran  einen  Eigenton  besitzt, 
und  mit  der  Spannungsänderung  desselben  auch  eine  Änderung 
seines  Eigentones  einhergeht,  so  liegt  es  nahe,  die  beiden  Muskeln 
als  eine  Art  Akkommodationsmuskeln  aufzufassen.  Man  hätte 
dann  in  dem  Trommelfellspanner  einen  Akkommodationsmuskel 
für  höhere,  und  in  dem  Steigbügelmuskel  einen  solchen  für  tiefere 
Töne  zu  sehen,  weil  durch  stärkere  Anspannung  des  Trommelfells 
der  Eigen  ton  desselben  höher,  bei  der  Entspannung  desselben  da- 
gegen tiefer  wird. 

Die  Ansicht,  daß  die  beiden  Muskeln  u.  a.  für  die  Akkommo- 
dation bestimmt  sind,  hat  zuerst  E.  Mach  ausgesprochen.*)  Er 
glaubte  die  Tatsache,  daß  man  bei  einem  Musikstücke,  z.  B.  bei 
einer  Symphonie  oder  bei  mehrstimmigem  Gesänge,  die  einzelnen 
Stimmen  verfolgen  und  sogar  bei  einem  einzelnen  musikalischen 
Klange  die  verschiedenen  Obertöne  heraushören  kann,  auf  eine 
Tätigkeit  dieser  Muskeln  zurückführen  zu  müssen,  indem  dieselben 
in  allen  diesen  Fällen  das  Trommelfell  sukzessiv  in  solche  Span- 
nung versetzen  sollen,  daß  die  betreffenden  Töne  durch  den  Eigen- 
ton des  Trommelfells  verstärkt  werden.  Wenn  das  wirklich  der  Fall 
wäre,  so  sollte  man  meinen,  daß  sich  die  wechselnde  Spannung 
des  Trommelfells  beim  abwechselnden  Horchen  auf  hohe  und  tiefe 
Töne  würde  objektiv  am  Lebenden  nachweisen  lassen.  Es  sind 
in  dieser  Richtung  vielerlei  Versuche  angestellt  worden. 

So  beobachtete  Schapringer  das  Verhalten  eines  in  den  Gehör- 
gang fest  eingesetzten  Manometers,  welches  geeignet  ist,  Spannungs- 
änderungen des  Trommelfells  anzuzeigen.  Mach  und  Kessel  kon- 
struierten einen  besonderen  Appararat,  welcher  es  gestattete,  das 
Trommelfell  zu  beleuchten  und  den  Zustand  desselben  mittels  eines 
optischen  Apparates  subjektiv  zu  betrachten  oder  zu  photographieren. 
Trotzdem  sich  mit  diesem  Apparate  unter  Zuhilfenahme  einer 
stroboskopischen  Scheibe  sogar  die  Schwingungen  des  Trommelfells, 
in  ihrem  Verlaufe  scheinbar  verlangsamt,  verfolgen  lassen,  so  ist 
es  doch  selbst  mit  dieser,  gegenüber  der  Manometerbeobachtung 
viel  empfindlicheren  Methode  nicht  gelungen,  beim  abwechselnden 
Aufmerken  auf  verschieden  hohe  Töne  irgendeine  Veränderung  des 
Trommelfells  wahrzunehmen,  welche  als  Folge  der  Kontraktion 
des  einen  oder  anderen  der  beiden  Muskeln  gedeutet  werden 

könnte.  Infolge  des  negativen  Ergebnisses  aller  dieser  Versuche 

\ 

*)  Vgl.  dessen  schon  oben  angeführte  Abhandlung:  Zur  Theorie  des  Ge- 
hörorgans. 
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war  daher  Mach  selbst  von  seiner  ursprünglichen  Ansicht  über 
die  Bedeutung  der  Muskeln  für  die  Akkommodation  des  Ohres  auf 
verschieden  hohe  Töne  zurückgekommen. 

Durch  spätere  physiologische  Versuche  am  lebenden  Hunde  ist 
nun  aber  von  Hensen  und  Bockendahl  einerseits  und  Pollak 
andererseits  zuerst  festgestellt,  und  seit  dieser  Zeit  von  anderen 
Physiologen  wiederholt  bestätigt  worden,  daß  bei  jedem  Geräusche 
oder  dem  Einsätze  eines  neuen  Tones  der  Trommelfellspanner 
Zuckungen  ausführt  Die  Versuche  wurden  so  angestellt*),  daß 
nach  Eröffnung  der  Paukenhöhle  von  unten  her  in  die  Sehne 
dieses  Muskels  oder  in  den  Handgriff  des  Hammers  eine  fein  zu- 
gespitzte Nadel  eingestochen  wurde,  an  deren  freiem  Ende  dann 
jede  Verkürzung  des  Muskels  in  vergrößertem  Maße  sich  bemerk- 
bar machte.  Nach  den  Ergebnissen  dieser  Versuche  am  lebenden 
Hunde  konnte  daher  wenigstens  für  den  Trommelfellspanner  die 
Hypothese,  daß  er  einen  Akkommodationsmuskel  darstellt,  wieder 
aufgegriffen  werden,  und  es  scheint,  daß  die  oben  angedeuteten 
Methoden  zur  Beobachtung  des  Kontraktionseffektes  dieses  Muskels 
nicht  empfindlich  genug  gewesen  sind,  oder  daß  eine  so  kurz 
dauernde  Zuckung  und  die  ebenso  kurz  andauernde  Änderung  des 
Trommelfells  der  direkten  Beobachtung  entgangen  war.  Bocken- 
dahl gibt  überdies  noch  an,  daß  bei  den  Versuchen  der  Trommel- 
fellspanner auf  höhere  Töne  mit  stärkerer  Verkürzung  geantwortet 
hat  als  auf  niedere,  was  ganz  im  Sinne  der  Akkommodations- 
Hypothese  liegt.  Für  die  letztere  sprechen  übrigens  auch  Beob- 
achtungen von  Ostmann;  dieser  hatte  einem  Hunde  das  Trommel- 
fell von  außen  her  freigelegt  und  fand  dann,  daß  jedesmal  sofort 
eine  Bewegung  desselben  eintrat,  wenn  eine  verborgen  gehaltene 
Katze  miaute. 


2.  Vorgänge  Im  Labyrinth. 

Das  innere  Ohr  besteht  aus  einer  Reihe  von  Hohlräumen  im 
Innern  des  Felsenbeins,  welche  infolge  ihrer  vielfachen  Verzweigung 
diesem  Teile  des  Gehörgangs  den  Namen  „Labyrinth“  verschafft 
haben.  Innerhalb  dieser  Höhlungen,  die  man  in  ihrer  Gesamtheit 
das  „knöcherne  Labyrinth“  nennt,  liegt  ein  ähnlich  gestaltetes 
System  bindegewebiger  Röhren,  die  ebenfalls  ein  zusammen- 
hängendes Ganzes  darstellen;  man  bezeichnet  diese  in  ihrer  Ge- 
samtheit als  das  „häutige  Labyrinth“.  Das  häutige  Labyrinth 

*)  Vgl.  A.  Bockendahl,  Über  Bewegungen  des  M.  tensor  tvmpani. 
Dissertation.  Kiel.  1880. 
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enthält  die  Endigungen  des  Hörnerven  und  liegt  so  in  den  Höhlungen 
des  knöchernen  Labyrinthes  eingebettet,  da H es  dieselben  nicht 
vollständig  ausfüllt.  Während  das  häutige  Labyrinth  mit  einer 
als  „Endolymphe“  bezeichneten  Flüssigkeit  ausgefüllt  ist,  befindet 
sich  zwischen  der  Außenwand  des  häutigen  und  der  Innenwand 
des  knöchernen  Labyrinths  eine  etwas  dünnere  Flüssigkeit,  die 
den  Namen  „Perilymphe“  trägt.  Der  Unterschied  in  der  Konsistenz 
der  Endolymphe  und  der  Perilymphe  ist  jedoch  so  gering,  daß  man 
für  die  Untersuchung  der  Schwingungsvorgänge  zunächst  von  ihm 
absehen  und  das  knöcherne  Labyrinth  von  einer  Flüssigkeit  voll- 
ständig ausgefüllt  denken  kann. 

Die  verwickelte  Form  der  Höhlungen  des  knöchernen  Labyrinths 


--Srhnecke 


Fig.  162 

läßt  sich  am  besten  aus  Metallausgüssen  desselben  erkennen 
Fig.  162  stellt  einen  solchen  Metallausguß  vom  rechten  Ohre  in. 
etwa  vierfacher  linearer  Vergrößerung  dar.  Um  sich  mit  Hilfe 
dieses  Bildes  das  knöcherne  Labyrinth  vergegenwärtigen  zu  können, 
hat  man  sich  die  Umgebung  mit  Knochenmasse  erfüllt  und  den 
dargestellten  Körper  selbst  aus  Flüssigkeit  bestehend  zu  denken. 
Man  unterscheidet  an  dem  knöchernen  Labyrinthe  den  Vorhof, 
(mittlerer  knollenartiger  Teil  in  der  Figur),  die  drei  knöchernen 
Bogengänge  (links  vom  Vorhofe)  und  die  Schnecke  (rechts  vom 
Vorhofe).  Der  Vorhof  kommuniziert  durch  das  (ungefähr  in  der 
Mitte  der  Figur  zu  erkennende)  Vorhofsfenster  mit  der  Pauken- 
höhle; am  Anfänge  der  ersten  Windung  der  Schnecke,  ziemlich 
nahe  am  Vorhofsfenster  gelegen,  befindet  sich  eine  zweite  Öffnung 
nach  der  Paukenhöhle,  die  man  als  „Schneckgnfenster“  oder, 
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wegen  ihrer  mehr  runden  Form  auch  als  „rundes  Fenster“  be- 
zeichnet (vgl.  Fig.  162). 

Diese  kurzen  Andeutungen  über  den  anatomischen  Bau  des 
Labyrinths  reichen  vorläufig  aus,  um  sich  von  der  physikalischen 
Wirkung  der  Schwingungen  des  Steigbügels  auf  die  Labyrinth- 
flüssigkeit Rechenschaft  geben  zu  können.  Auf  weitere  Einzel- 
heiten soll  später  an  geeigneter  Stelle  eingegangen  werden. 

a|  Schwingungen  der  LabyrintliDUssigkeit. 

Eine,  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  zum  Teil  mit 
Drehungen  verbundene  Einwärts-  oder  Auswärtsbevvegung  der 
Steigbügelbasis  im  Vorhofsfenster  wird  die  das  knöcherne  Labyrinth 
ausfüllende  Flüssigkeit  im  einen  oder  anderen  Sinne  verschieben 
müssen.  Dies  ist  natürlich  nur  möglich,  wenn  der  inkompressiblen 
Flüssigkeit  Gelegenheit  gegeben  ist,  an  einer  anderen  Stelle  der 
Labyrinth wandung  gegen  die  Paukenhöhle  in  ausreichenderWei.se 
vorzudringen  oder  sich  von  ihr  zurückzuziehen.  Diese  Möglichkeit 
liegt  aber  am  Schneckenfenster  vor,  da  dieses  durch  eine  dünne, 
als  Nebentrommelfell  (Membrana  tympani  secundaria)  bezeichnete, 
bindegewebige  Haut  verschlossen  ist  Versuche  von  Mach  haben 
nun  in  der  Tat  gezeigt,  daß  die  Membran  des  Schneckenfensters 
jedesmal  beim  Eindringen  der  Steigbügelbasis  in  das  Labyrinth 
genügend  weit  gegen  die  Paukenhöhle  vorgewölbt  wird,  um  der 
Labyrinthflüssigkeit  das  nötige  Ausweichen  zu  gestatten,  und  daß 
sie  mit  dem  Zurückgehen  des  Steigbügels  auch  wieder  ihre  Wölbung 
verliert  bzw.  sich  gegen  das  Labyrinth  einwärts  wölbt.  Daraus 
geht  aber  hervor,  daß  die  Labyrinthflüssigkeit,  sobald  Schallwellen 
in  das  Ohr  eindringen,  durch  den  Steigbügel  in  periodische 
Schwingungen  versetzt  werden  muß,  welche  den  Schwingungen 
des  Steigbügels,  und  infolgedessen  auch  den  in  das  Ohr  einge- 
drungenen Schallschwingungen  selbst,  entsprechen. 

Es  ist  nun  eine  Frage  von  größter  Bedeutung  für  die  physi- 
kalischen Vorgänge  im  Ohre,  ob  die  ganze  die  Hohlräume  des 
knöchernen  Labyrinths  ausfüllende  Flüssigkeit  an  diesen  Schwin- 
gungen teilnimmt. 

Hätte  das  Labyrinth  die  Form  einer  einzigen  zylindrischen 
Röhre,  an  deren  beiden  Enden  sich  das  Vorhofsfenster  und  das 
Schueckenfenster  befänden,  so  würde  natürlich  bei  jedem  Ein- 
dringen des  Steigbügels  in  das  Vorhofsfenster  die  ganze  Flüssig- 
keitssäule nach  dem  Schneckenfenster  hin  verschoben  werden  und 
dadurch  die  Hervorwölbung  des  Nebentrommelfells  verursachen. 
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Im  Wirklichkeit  sind  ja  aber  nach  den  obigen  Erörterungen  die 
Höhlungen  des  knöchernen  Labyrinths  sehr  verzweigt.  Hinter  dem 
Vorhofsfenster  befindet  sich  zunächst  der  ellipsoidartig  gestaltete 
Vorhof,  und  von  diesem  gehen  die  drei  Bogengänge  und  der 
Schneckenkanal  ab. 

Jeder  der  drei  Bogengänge  stellt  einen  annähernd  kreisförmig 
gebogenen  Seitenkanal  des  Vorhofs  dar,  so  daß  Anfang  und  Ende 
desselben  an  zwei  räumlich  nicht  weit  voneinander  abliegenden 
Stellen  in  den  Vorhof  einmünden.  Wenn  nun  die  Steigbügelbasis 
gegen  das  Labyrinth  vordringt,  so  soll  dadurch  die  in  einem  Bogen- 
gänge befindliche  Flüssigkeit  au  beiden  Einmünduugsstellen  vom 
Vorhofe  aus  in  den  Bogengang  mit  gleicher  Stärke  eingedrückt 
werden;  dieselbe  kann  daher  weder  in  der  einen  noch  in  der  an- 
deren Richtung  innerhalb  des  Bogengangs  dem  Drucke  nachgeben 
und  wird  infolgedessen  in  Ruhe  verharren.  Daran  ändert  auch 
die  Tatsache  nichts,  daß  das  eine  Ende  eines  jeden  Bogengangs 
gleich  hinter  der  Einmündungsstelle  auf  einer  kurzen  Strecke  er- 
weitert erscheint,  wie  es  sich  in  Fig.  162  angedeutet  findet  Es 
ist  demnach  ausgeschlossen,  daß  die  in  den  drei  Bogengängen  ein- 
geschlossenen Flüssigkeitssäulen  sich  an  Schwingungen  der  übrigen 
Labyrinthflüssigkeit  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  beteiligen.  Die 
Form  des  als  „Ampulle“  bezeichneten  erweiterten  Endes  eines 
Bogenganges,  nämlich  eine  weite  Höhlung  mit  zwei  engeren  Öff- 
nungen, scheint  vielmehr  nach  Helmholtz  zur  Hervorbringung 
eines  abgetrennten  mittleren  Flüssigkeitsstrahles  geeignet  zu  sein, 
der  sich  teilweise  seitlich  in  Wirbel  auflöst. 

Da  das  Vorhofsfenster  und  das  runde  Schneckenfenster  sich 
im  Vorhofe  nicht  gegenüberstehen,  sondern  sehr  nahe  nebeneinander 
liegen,  so  ist  vorauszusehen,  daß  auch  die  nur  im  Vorhofe  ge- 
lagerte Flüssigkeit  nicht  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  hin  und 
her  gehenden  Bewegungen  des  Steigbügels  und  des  Nebentrommel- 
fells mitmachen  wird,  sondern  daß  dieselben  im  wesentlichen  auf 
ein  kleines  Gebiet  in  der  Nähe  der  beiden  Fenster  beschränkt 
bleiben. 

Für  die  im  Schneckenkanale  eingeschlossene  Flüssigkeitssäule 
würde  das  gleiche  gelten,  wenn  der  spiralig  verlaufende  Kanal 
nicht  in  seiner  ganzen  Läugsausdehnung  durch  eine  quer  durch 
ihn  hindurchziehende  Scheidewand  in  zwei  nebeneinander  laufende 
Kanäle,  die  beiden  Skalen,  getrennt  erschien.  Fig.  163,  welche 
einen  Querschnitt  des  Schneckenkanals  in  seiner  unteren  Windung 
darstellt,  läßt  diese  Trennung  deutlich  erkennen.  Die  Scheidewand 
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ist  zum  Teil  knöchern,  zum  Teil  membranös.  Der  knöcherne 
Teil  wird  durch  eine  in  das  Lumen  des  Kanals  weit  hereinragende 
feine  Knochenplatte,  die  Lamina  spiralis  ossea  gebildet;  an  den 
freien  Rand  derselben  heftet  sich  als  Fortsetzung  eine  faserige 
Bindegewebsplatte,  die  Membrana  basilaris,  an,  welche  bis  zu  der 
gegenüberliegenden  Seite  der  Innenwand  des  Schneckenkanals  hin- 
überzieht und  daselbst  an  einem  leistenartigen  Vorsprunge  des 
Periostes,  dem  Ligamentum  spirale,  befestigt  ist 

Die  Scheidewand  zieht  sich  von  der  Basis  bis  zur  Spitze  der 


Fig.  1G3 


Schnecke  quer  durch  das  Lumen  des  Kanals  hindurch  und  läßt  nur 
an  der  äußersten  Spitze  ein  kleines  Loch,  das  sogenannte  Helicotrema 
frei,  so  daß  allein  an  dieser  Stelle  die  beiden  Skalen  miteinander 
kommunizieren.  An  der  Basis  der  Schnecke  mündet  die  eine  Skala 
in  den  Vorhof  ein;  sie  führt  daher  den  Namen  Vorhofstreppe  oder 
Scala  vestibuli  (vgl.  Fig.  163).  Die  andere  Skala,  Paukentreppe  oder 
Scala  tympani,  genannt,  würde  durch  das  Schneckenfenster  mit 
der  Paukenhöhle  in  Verbindung  stehen,  wenn  dieses  Fenster  nicht 
durch  das  Nebentrommelfell  verschlossen  wäre , mit  dem  Vorhofe 
steht  sie  dagegen  in  keiner  direkten  Verbindung. 

Man  kann  sich  leicht  mit  Hilfe  eines  Gummischlauches  in 
allerdings  ganz  roh  schematischer  Weise  eine  anschauliche  Vor- 
stellung von  der  Teilung  des  Schnockenkanals  in  die  beiden  Skalen 
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und  der  Beziehung  der  letzteren  zu  den  beiden  Fenstern  ver- 
schaffen. Man  braucht  zu  dem  Zwecke  nur  einen  langen  Schlauch 
in  der  Mitte  urnzubiegen  und  die  beiden  Hälften  derart  nebenein- 
ander zu  legen,  daß  sie  sich  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  berühren, 
so  wie  es  Fig.  164  andeutet.  Denkt  man  sich  dann  die  beiden 
Hälften  an  ihren  Berührungsflächen  zusammengeleimt  und  dabei 
die  letzteren  durch  stärkeres  Aneinanderdrücken  möglichst  ver- 
breitert, so  kann  man  die  eine  Hälfte  des  Schlauches  als  Vorhofs- 
treppe, die  andere  als  Paukentreppe  auffassen,  sofern  man  das 
eine  Ende  des  Schlauchs  durch  die  Basis  des  Steigbügels  und  das 
andere  durch  das  Nebentrommelfell  verschlossen  denkt.  I m auch 
der  Schneckenform  des  Kanals  Rechnung  zu  tragen,  brauchte  man 


Omles  Fenster-  - 


— • — 

CT\  Vorho&treppe  (scala  ivstibuli ) 


Randes  Fenster  - Paukentreppe  (scala  tympani) 


- Schnechenloch 
(helicotrema) 


Fig.  KU 


schließlich  nur  noch  den  ganzen  Doppelschlauch  spiralig  um  irgend- 
eine kegelförmige  Axe  aufzuwinden.  Allerdings  würde  bei  diesem 
Schema  noch  nicht  dem  Umstande  Rechnung  getragen  sein,  daß 
sich  die  Vorhofstreppe  direkt  in  den  Vorhof  fortsetzt.  Um  auch 
dies  noch  anzudeuten,  hätte  man  nur  am  Ende  derselben  neben 
dem  Vorhofsfenster  seitlich  einen  Hohlraum  anzubringen,  wie  es 
in  Fig.  164  durch  die  punktierte  Linie  schematisch  angedeutet  ist 
Während  die  Flüssigkeitssäulen  in  den  Bogengängen  überhaupt 
nicht,  und  die  Flüssigkeit  im  Vorhofe  nur  zum  Teil  durch  die 
Schwingungen  des  Steigbügels  in  entsprechende  Verschiebungen 
versetzt  werden  konnten,  ist  aus  der  Gliederung  der  Schnecke  er- 
sichtlich, daß  die  in  den  beiden  Skalen  eingeschlossene  Flüssig- 
keitssäulo  sehr  wohl  die  Schwingungen  des  Steigbügels  aufnehmen 
kann.  Es  folgt  daher  schon  aus  diesen  rein  physikalischen  Gründen, 
daß  der  Apparat  für  die  Analyse  des  Klanges  und  für  die  Um- 
wandlung der  mechanischen  Schwingungen  in  Nervenerregung  nur 
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in  der  Schnecke  gesucht  werden  kann.  Die  in  den  Ampullen  der 
Bogengänge  anzutreffenden  und  auch  im  Vorhofe  auf  zwei  Flecke 
(maculae  acusticae)  verteilten  Nervenzellen  können  daher  nicht  der 
Wahrnehmung  musikalischer  Töne,  sondern  nach  Helmholtz 
höchstens  der  Wahrnehmung  von  Geräuschen  dienen,  sofern  man 
überhaupt  besondere  Endorgane  für  die  Geräuschempfindung  an- 
nehmen wollte.  Für  die  Klangempfindung  kann  dagegen  nur  das 
im  häutigen  Schneckengange  (ductus  cochlearis)  eingeschlossene 
sogen.  Cortische  Organ  (organon  spirale)  mit  seinen  Nervenzellen 
in  Frage  kommen. 

Es  ist  nun,  wie  nebenbei  angeführt  sein  soll,  auch  aus 
rein  physiologischen  Gründen  höchst  unwahrscheinlich,  daß  die 
Nervenausbreitungen  in  den  Ampullen  der  Bogengänge  und  in  den 
zwei  häutigen  Säckchen  (utriculus  und  sacculus)  innerhalb  des  Vor- 
hofs der  Analyse  regelmäßiger  Schallwellen  dienen;  denn  es  hat 
sich  für  dieselben  noch  eine  ganz  andere  physiologische  Funktion 
experimentell  nachweisen  lassen.  Man  ist  nach  Versuchen  von 
Flourens,  Goltz,  Mach,  Breuer,  Belage,  Ewald  u.  a.  heute 
fast  allgemein  der  Ansicht,  daß  sie  ein  Organ  für  die  Wahr- 
nehmung der  Kopfstellung  im  Raume  sowie  der  Kopfbewegung, 
und  damit  mittelbar  auch  für  die  Orientierung  des  ganzen  Körpers 
im  Raume  darstellen. 

Für  die  Ansicht,  daß  ihre  Funktion  auf  einem  ganz  anderen 
Gebiete  als  dem  des  Hörens  liegt,  sprechen  schließlich  auch  rein 
anatomische  Gründe,  die  sich  auf  den  weiteren  Verlauf  der  Nerven 
beziehen,  welche  die  verschiedenen  Teile  des  Labyrinths  versorgen. 
Der  in  der  Anatomie  als  Nervus  acustieus  bezeichnete  achte  Ge- 
hirnnerv besteht  aus  zwei  Teilen,  dem  Vorhofsnerv  (nervus  vesti- 
bularis)  und  dem  Schneckennerv  (nervus  cochlearis).  Der  Vorhofs- 
nerv versorgt  die  Ampullen  der  Bogengänge,  die  Macula  acustica 
utriculi  und  die  Macula  acustica  sacculi,  welche  beide  in  je  einem 
häutigen  Säckchen  (utriculus  und  sacculus)  innerhalb  des  Vorhofs 
liegen.  Der  Schneckennerv  allein  endigt  dagegen  in  der  Schnecke. 
Die  Verfolgung  des  zentralen  Verlaufs  des  Vorhofsnerven  hat  nun 
das  Resultat  ergeben,  daß  derselbe  sich  schließlich  über  eine  aus- 
gedehnte Zellsäule  im  Hirnstamme  verzweigt,  von  welcher  zahl- 
eiche Nervenfasern  nach  dem  Vorderstrange  derselben  Seite  und 
dem  Seitenstrange  der  Gegenseite  im  Rückenmarke  hinuntergehen 
und  den  gesamten  Querschnitt  grauer  Substanz  des  Rückenmarks 
beeinflussen;  dagegen  hat  eine  Verbindung  mit  dem  Großhirn  für 
den  Vorhofsnerv  nicht  nachgewiesen  werden  können.  Andererseits 
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ziehen  die  Fasern  des  Schneckennerven  schließlich  nach  dem  Groß- 
hirn, und  zwar  nach  einem  im  Gebiete  der  oberen  Schläfen- 
windung und  vor  allen  Dingen  der  Querwindungen  am  Boden  der 
Fissura  Sylvii  liegenden  Rindenbezirke,  den  man  infolgedessen  als 
die  Hörsphäre  aufzufassen  hat. 

b)  Übertragung  der  FlUssigkeltaschwlnguiigen  auf  die  Busllarmembran 

in  der  Schnecke. 

Betrachtet  man  nun  die  Schwingungsvorgänge  im  Schnecken- 
kanale  genauer,  so  wird  man  zu  folgendem  Resultate  geführt. 

Wäre  die  Trennung  zwischen  den  beiden  Skalen  durchweg 
knöchern , indem  die  Lamina  spiralis  ossea  sich  durch  das  ganze 
Lumen  des  Schneckenkanals  bis  zur  gegenüberliegenden  Wand  er- 
streckte, so  müßte  die  ganze  in  den  beiden  Skalen  gelagerte  Flüssig- 
keitssäule hin  und  her  schwingen  wie  in  jeder  aus  starrem  Materiale 
gebildeten  Röhre,  die  etwa  durch  zwei  Membranen  an  ihren  Enden 
verschlossen  ist;  insbesondere  würde  die  Schwingung  durch  das 
Helicotrema  (vgl.  Fig.  104)  hindurchgehen.  Wäre  dagegen  die 
Trennung  des  Schneckenkanals  in  die  beiden  Skalen  überhaupt 
nicht  vorhanden,  so  würden  sich  ähnliche  Verhältnisse  wie  im 
Vorhofe  bzw.  in  den  Bogengängen  herausstellen.  Es  würde  infolgo 
der  großen  Nähe  der  beiden  Fenster  nur  dio  um  dieselben  herum- 
gelagerte Flüssigkeitsmenge  regelmäßige  Schwingungen  ausführen 
können;  dagegen  würde  die  tiefer  im  Schneckenkanale  eingelagerte 
Flüssigkeitssäule  sich  überhaupt  nicht  an  den  Schwingungen  be- 
teiligen und  höchstens  in  unregelmäßige  Wirbelbewegungen  ver- 
setzt werden.  Bei  einer  nachgiebigen  und  elastischen  häutigen 
Trennungsfläche  der  beiden  Skalen,  wie  sie  im  menschlichen  Ohre 
in  der  Basilarmembran  (Lamina  basilaris)*)  vorhanden  ist,  wird 
dagegen  weder  das  eine  noch  das  andere  eintreten.  Es  wird  viel- 
mehr die  Schwingung  längs  der  ganzen  Scheidewand  von  der  Scala 
vestibuli  aus  auf  die  Scala  tympani  übertragen  werden,  indem 
beim  Einwärtsdringen  des  Steigbügels  in  das  ovale  Fenster  infolge 


*)  Die  Membrana  vestibuli,  welche  den  Ductus  cochlearis  in  Fig.  163  nach 
oben  abschließt,  kann  infolge  ihrer  geringen  Dicke  und  vollständigen  Span- 
nungslosigkcit  keinen  bestimmenden  Einfluß  auf  die  Art  der  Schwingung  aus- 
üben. Es  wird  die  Art  der  Schwingung  der  Labyrinthflüssigkeit  daher  auch 
nicht  durch  den  Umstand  beeinträchtigt,  daß  innerhalb  des  Ductus  cochlearis 
die  Flüssigkeit  (Endolymphe)  etwas  andere  chemische  Zusammensetzung  besitzt 
und  etwas  dickflüssiger  ist  als  die  in  den  Skalen  gelagerte  Flüssigkeit  (Peri- 
lymphe). 
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des  Überdrucks  in  der  Scala  vestibuli  die  ineinbranöse  Scheide- 
wand gegen  die  Scala  tympani,  bei  der  Rückwärtsbewegung  des 
Steigbügels  dagegen  gegen  die  Scala  vestibuli  hingedrängt  wird. 
Dabei  wird  das  dem  Vorhofe  am  nächsten  liegende  Ende  der 
Basilarmembran  in  der  Schneckenbasis  immer  unter  stärkerem  Drucke 
stehen  müssen  als  das  andere  Ende  derselben  in  der  Schnecken- 
ktippel. 

Wie  groß  dieser  Druckunterschied  ist,  das  hängt  natürlich 
ganz  von  der  Spannung  der  membranösen  Scheidewand  ab.  Bei 
sehr  starker  Spannung  der  letzteren  würde  der  Unterschied  gering 
sein,  indem  dann  die  membranöse  Scheidewand  annähernd  wie 
eine  durchweg  knöcherne  Trennungsfläche  wirkte  und  gar  kein 
merkliches  Ausweichen  gestattete.  Bei  sehr  geringer  Spannung 
würde  dagegen  der  Druckunterschied  sehr  groß  sein;  es  würde 
dann  überhaupt  nur  ein  kleiner  Teil  der  Membran  in  der  Schnecken- 
basis gedrückt  und  hin  und  her  bewegt  werden. 

Da  die  Basilarmembran,  wie  sich  nachvveisen  läßt,  in  radiärer 
Richtung  verhältnismäßig  stark  gespannt  ist,  aber  doch  immerhin 
ein  Ausweichen  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  ausführen  kann, 
so  ist  es  nicht  unwahrscheinlich,  daß  das  alleräußerste  Ende  der 
Membran  an  der  Schneckenkuppel  und  die  im  Helicotrema  und  in 
der  Nähe  desselben  befindliche  Flüssigkeit  bei  normalen  Schwin- 
gungen überhaupt  nicht  mitbewegt  werden.  Dafür  scheint  auch 
der  Umstand  zu  sprechen,  daß  an  dem  Kuppelende  des  Ductus 
cochlearis  kein  Cortisches  Organ  mehr  anzutreffen  ist 

Es  wäre  demnach  eine  Verbindung  der  beiden  Skalen  durch 
das  Schneckenloch  unter  normalen  Verhältnissen  gar  nicht  nötig. 
Wenn  dagegen  die  Steigbügelbasis  unverhältnismäßig  tief  in  das 
ovale  Fenster  eindringt  und  damit  momentan  die  Flüssigkeit  in 
der  Scala  vestibuli  unter  abnorm  hohen  Druck  gebracht  wird,  so 
findet  die  letztere  einen  Ausweg  durch  das  Schneckenloch,  nach- 
dem die  membranöse  Scheidewand  so  weit  wie  möglich  gegen  die 
Scala  tympani  hingedrängt  worden  ist. 

Demnach  wäre  das  Schneckenloch  als  eine  Schutzvorrichtung 
für  die  Membrana  basilaris  und  das  Cortische  Organ  aufzufassen, 
welche  sie  bei  abnorm  hohem  Drucke  vor  dem  Zerreißen  bewahrt. 
Derartige  Schutzvorrichtungen  für  das  überaus  zarte  Cortische 
Organ  haben  wir  schon  wiederholt  angetroffen,  so  in  dem  trichter- 
förmigen Baue  des  Trommelfelles,  den  Bändern,  welche  die  Dre- 
hungen des  Hammers  und  des  Amboßes  begrenzen,  den  Sperr- 
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zähnen  am  Hammeramboßgelenk , dem  am  Köpfchen  des  Steig- 
bügels angreifenden  Steigbügelmuskel  usw. 

Da  nach  genauen  Messungen,  die  in  besonders  umfassender 
Weise  von  Hensen*)  angestellt  worden  sind,  die  Basilamiembran 
sich  nach  der  Spitze  der  Schnecke  zu  immer  mehr  verbreitert,  so 
nimmt  man  an,  daß  die  in  der  Nähe  der  Kuppel  befindlichen 
Nervenzellen  der  Wahrnehmung  der  tiefsten  Töne  dienen,  und  daß 
die  Nervenzellen  durch  immer  höhere  Töne  gereizt  werden,  je 
mehr  sie  von  der  Spitze  innerhalb  der  Schnecke  entfernt  und  dem- 
entsprechend der  Schneckenbasis  genähert  sind.  Da  nun  nach 
den  obigen  Auseinandersetzungen  die  Schwingungen  des  Steig- 
bügels mit  um  so  geringerer  Amplitude  auf  die  Basilarmembran 
übertragen  werden  können,  je  näher  die  Übertragungsstelle  der 
Schneckenspitze  liegt,  so  findet  die  Tatsache  ihre  physikalische 
Erklärung,  daß  nach  Stumpf**)  höhere  Töne  und  Geräusche,  so- 
weit diese  eine  bestimmte  Höhe  besitzen,  bei  gleicher  Reizstärke 
als  stärker  beurteilt  werden  als  tiefere.  Es  verliert  hierdurch 
auch  ein  von  M.  Wien  geäußertes  Bedenken***)  an  Berechtigung, 
„daß  das  starke  Anwachsen  der  Empfindlichkeit  des  Ohres  mit 
der  Tonhöhe  schwer  mit  der  Resonanztheorie  in  Einklang  zu 
bringen  sei“. 

c)  Die  Itesonsnztheorie  des  Hörens. 

Durch  rein  physikalische  Überlegungen  wird  man  also  zu  dem 
Resultate  geführt,  daß  die  von  außen  in  den  äußeren  Gehörgang 
eindringenden  fortschreitenden  Longitudinalwellen  der  Luft  durch 
Vermittelung  des  Trommelfelles,  der  Gehörknöchelchen  und  der 
Labyrinthflüssigkeit  schließlich  in  stehende  Transversalschwin- 
gungen der  Basilarmembran  umgesetzt  werden. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  durch  diese  Schwingungen  der  Basilar- 
membran  eine  Analyse  des  Klanges  ermöglicht  wird,  wie  sie  das 
Ohr  ja  tatsächlich  ausführt. 

Würde  sich  die  Basilarmembran  stets  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung in  gleicher  Weise  au  den  Schwingungen  beteiligen,  so 
wäre  eine  Zerlegung  des  Klanges  in  seine  einzelnen  Bestandteile 
schwer  zu  verstehen.  Man  ist  daher  genötigt,  zum  Zw'ecke  einer 
physikalischen  Erklärung  der  Klanganalyse  die  Annahme  zu 
machen,  daß,  abgesehen  von  der  nach  der  Spitze  der  Schnecke  zu 

*)  Vgl.  Zeitschrift  für  wissenschaftliche  Zoologie.  Bd.  XIII,  S.  492. 

*•)  Stumpf,  Tonpsychologie,  Bd.  I,  S.  ÖG5. 

00*)  M.  Wien,  Archiv  für  die  gesamte  Physiologie,  Bd.  97,  S.  1 (1903). 
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sich  so  wie  so  allmählich  vermindernden  Amplitude,  die  Basilar- 
membran  in  ihren  verschiedenen  Teilen  nicht  in  gleicher  Weise 
auf  die  einzelnen  Schwingungen  reagiert,  sondern  daß  sie  gewisser- 
maßen eine  große  Anzahl  von  Resonatoren  in  sich  vereinigt,  wel- 
che die  einzelnen  Teile  einer  zusammengesetzten  Klangmasse  an- 
zeigen. 

Helmholtz  hielt  ursprünglich  die  auf  der  Basilarmembran 
aufsitzenden  und  in  großer  Anzahl  vorhandenen  Cortischen  Bogen- 
pfeiler (vgl.  die  spätere  Fig.  166),  denen  er  an  verschiedenen 
Stellen  der  Membran  verschiedene  Festigkeit  und  Spannung  zu- 
schrieb, für  Gebilde,  welche  auf  verschiedene  Töne  abgestimmt 
sind.  Da  aber  von  Hasse  gefunden  worden  war,  daß  die  Corti- 
schen Bögen  bei  Vögeln  und  Amphibien  fehlen,  so  schloß  er  sich 
der  zuerst  von  Hensen  auf  Grund  seiner  oben  erwähnten  exak- 
ten Messungen  über  die  verschiedene  Breite  der  Basilarmembran 
gemachten  Annahme  an,  daß  es  Teile  dieser  Membran  sind,  welche 
selbständig  schwingen  und  die  Rolle  von  Resonatoren  bei  der 
Klanganalyse  übernehmen  können.  Den  Cortischen  Bögen  fällt 
dabei,  wie  sich  weiter  unten  noch  zeigen  wird,  die  Aufgabe  zu, 
als  relativ  feste  Gebilde  die  Teilschwingungen  der  Basilarmem- 
bran auf  eng  abgegrenzte  Gruppen  von  Nervenzellen  zu  über- 
tragen. In  diesem  Sinne  ist  es  bei  Helmholtz  zu  verstehen, 
wenn  er  auch  später  noch  von  der  Abstimmung  der  Cortischen 
Bögen  auf  verschiedene  Töne  spricht 

Zur  Annahme  dieser  Hypothese  über  die  Funktion  der  Basi- 
larmembran  wurde  Helmholtz  durch  folgende  Befunde  und 
Überlegungen  veranlaßt  Er  hatte  festgestellt,  daß  die  Basilar- 
membran am  Präparat  sehr  leicht  in  radialer  Richtung  zerreißt, 
während  ihre  radialen  Fasern  selbst,  welche  in  ziemlich  regel- 
mäßiger Anordnung  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Membran  dicht 
nebeneinander  gelagert  sind,  einen  ziemlich  hohen  Grad  von  Festig- 
keit besitzen.  Er  schloß  daraus,  daß  diese  Membran  in  ihrer  na- 
türlichen Befestigung  innerhalb  des  Schneckenkanales  in  radialer 
Richtung  starke,  dagegen  in  Richtung  ihrer  Länge  nur  äußerst 
schwache  Spannung  aufweisen  wird.  „Nun  verhält  sich“,  wie 
Helmholtz  auf  mathematischem  Wege  zeigte*),  „eine  Membran, 
welche  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  verschieden  gespannt 
ist,  bei  ihren  Schwingungen  sehr  viel  anders,  als  es  eine  nach 


*)  Vgl.  Die  Lehre  von  den  Tonempfindungen,  III.  Ausgabe,  S.  228  und 
Beilage  XI. 

Fiseher,  Medizin.  Physik.  36 
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allen  Richtungen  hin  gleich  gespannte  Membran  tun  würde.  Auf 
letzterer  verbreiten  sich  Schwingungen,  die  auf  einem  Teile  einge- 
leitet sind,  gleichmäßig  nach  allen  Richtungen  hin,  und  es  würde 
bei  gleichmäßiger  Spannung  unmöglich  sein,  einen  Teil  der  Mem- 
brana basilaris  in  Schwingungen  zu  versetzen,  ohne  nahehin  ebenso 
starke  Schwingungen,  abgesehen  von  etwa  sich  bildenden  einzelnen 
Knotenlinien,  in  allen  anderen  Teilen  der  Membran  hervorzurufen. 
Wenn  aber  die  Spannung  in  Richtung  der  Länge  verschwindend 
klein  ist  gegen  die  Spannung  in  Richtung  der  Breite,  dann  ver- 
hält sich  die  Membrana  basilaris  annähernd  so,  als  wären  ihre 
Radialfasern  ein  System  von  gespannten  Saiten,  deren  quere  mem- 
branöse  Verbindung  nur  dazu  dient,  dem  Drucke  der  Flüssigkeit 
gegen  diese  Saiten  eine  Handhabe  zu  geben.  Dann  werden  die 
Gesetze  ihrer  Bewegung  dieselben  sein,  als  wäre  jede  einzelne 

dieser  Saiten  in  ihrer  Bewegung 
unabhängig  von  den  anderen 
und  folgte,  jede  für  sich,  der  Ein- 
wirkung des  periodisch  wechseln- 
den Druckes  des  Labyrinthwas- 
sers  in  der  Vorhofstreppe.  Es 
würde  demnach  ein  erregender 
Ton  namentlich  diejenige  Stelle 
der  Membran  in  Mitschwingen  ver- 
setzen, wo  der  Eigen  ton  der  ge- 
spannten und  mit  den  verschiedenen  Anhangsgebilden  belasteten 
Radialfasern  der  Membran  dem  erregenden  Tone  am  nächsten 
entspricht;  von  da  würden  sich  die  Schwingungen  in  schnell  ab- 
nehmender Stärke  auf  die  benachbarten  Teile  der  Membran  aus- 
breiten. Fig.  165  (welche  nach  Helmholtz  die  dem  voraussicht- 
lich im  Ohre  geltenden  Dämpfungsgrade  zukommende  Abhängig- 
keit der  Intensität  des  Mitschwingens  von  dem  Intervalle  zwischen 
erregendem  Tone  und  dem  Resonanztone  in  der  Weise  graphisch 
darstellt,  daß  die  Strecken  OA  und  OB  je  dem  Intervalle  eines 
ganzen  Tones  entsprechen)  würde  geradezu  mit  übertriebener  Höhe 
den  Längsschnitt  derjenigen  Gegend  der  schwingenden  Membrana 
basilaris  darstellen  können,  wo  der  Eigenton  der  Radialfasem  der 
Membran  dem  erregenden  Tone  am  nächsten  entspricht“ 

Sobald  nun  ein  bestimmter  Querstreifen  der  Basilarmembran 
in  Schwingung  versetzt  wird,  muß  sich  auch  der  auf  diesem 
Streifen  aufsitzende  Teil  des  Cortischen  Organes  an  der  Bewe- 
gung beteiligen.  Um  zu  verstehen,  wie  hierdurch  die  Nervenzellen, 
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welche  diesem  Teile  angehören,  in  Erregung  versetzt  werden 
können,  muß  man  sich  den  feineren  Bau  des  Cor  tischen  Organes 
vergegen  w artigen . 

Fig.  166  veranschaulicht  einen  in  radialer  Richtung  senkrecht 
zur  Basilarmembran  geführten  Querschnitt  durch  das  Organ.  Man 
erkennt  in  der  Figur  zunächst  die  beiden  Cortischen  Bogenpfeiler, 
von  denen  der  eine  (innere)  mit  seinem  Fuße  zum  Teil  noch  auf 
der  Lamina  spiralis  ossea  befestigt  ist,  während  der  andere  (äußere) 
nur  auf  der  Basilarmembran  aufsteht.  Diese  beiden  Pfeiler,  welche 
sich  oben  mit  ihren  Köpfen  berühren,  tragen  eine  (in  der  Figur 
nur  als  schmaler  Streifen  sichtbare)  durchlöcherte  Platte,  die  Mem- 


Mmbnmu 

reticularis  Hör/./ilcrt 


Fig.  166 


brana  reticularis,  welche  außerdem  noch  durch  besondere  auf  der 
Basilarmembran  aufsitzende  Stützzellen  gehalten  wird.  In  den 
Löchern  dieser  Platte  stecken  mit  ihren  oberen  Enden  vier  äußere 
und  eine  innere  Nervenzelle  (in  der  Figur  durch  dunklere  Zeich- 
nung hervorgehoben).  Diese  als  Hörzellen  bezeichneten  Nerven- 
zellen tragen  alle  an  ihrem  oberen  Ende  feine  Härchen.  Oberhalb 
dieser  Härchen  der  Hörzellen  lagert  nun  im  Ductus  cochlearis 
(häutiger  Schneckengang)  eine  breite  Membran,  welche  nicht  mit 
der  Basilarmembran  in  direkter  Verbindung  steht,  sondern  sich  an 
dem  bindegewebigen  Überzüge  der  Lamina  spiralis  ossea  ansetzt 
und  von  da  an  frei  in  das  Lumen  des  Ductus  cochlearis  hineinragt 
(vgl.  hierzu  auch  Fig.  163  auf  S.  555).  Dieses  als  Membrana  tectoria 
oder  auch  Cor  tische  Membran  bezeichnete  Gebilde  braucht  des- 
halb die  Schwingungen  des  darunter  befindlichen  Streifens  der 
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Basilarmembran  nicht  mitzumachen;  es  werden  daher  bei  diesen 
Schwingungen  die  Hörzellen  abwechselnd  ihr  näher  kommen  und 
sich  wieder  von  ihr  entfernen.  Man  kann  sich  nun  leicht  vor- 
stellen, daß  dabei  die  Härchen  der  Hörzellen  intermittierend  gegen 
die  Cortische  Membran  anstoßen  und  dadurch  eine  Erregung 
der  Nervenzellen  und  der  an  die  letzteren  von  unten  herantreten- 
den Nervenfasern  (siehe  die  Figur)  hervorrufen.  Für  die  Rolle, 
welche  hierdurch  der  Cortischen  Membran  bei  der  Analyse  des 
Klanges  und  der  Umsetzung  der  Schwingungen  in  Nervenerregung 
zugeschrieben  ward,  sprechen  auch  die  Resultate  einer  später  von 
A.  Kroidl  und  Y.  Yanase  an  neugeborenen  Ratten  angestellten 
Untersuchung*).  Diese  fanden,  daß  kurz  nach  der  Geburt,  solange 
die  Tiere  noch  nicht  zur  Perzeption  von  Gehörsempfindungen  be- 
fähigt sind,  die  Cortische  Membran  zunächst  noch  mit  dem 
Cortischen  Organe  zusammenhängt,  daß  aber  beim  Eintreten  des 
Hörens  dieser  Zusammenhang  gelöst  erscheint. 

Schreibt  man  den  einzelnen  Nervenfasern  spezifische  Energie 
zu,  so  wird  nach  der  Helmholtzschen  Annahme  über  das  parti- 
elle Schwingen  der  Basilarmembran  verständlich,  daß  jeder  ein- 
fache Ton  von  bestimmter  Höhe  nur  durch  bestimmte  Nerven- 
fasern empfunden  wird,  und  verschieden  hoho  Töne  verschiedene 
Nervenfasern  erregen  werden;  denn  es  wird  ja  durch  einen  ein- 
fachen Ton  immer  nur  ein  schmaler  Streifen  der  Basilarmembran 
in  Schwingung  versetzt,  welcher  mit  dem  Tone  ganz  oder  nahezu 
im  Einklänge  ist,  während  alle  anderen  Teile  der  Basilarmembran 
dabei  schwach  oder  gar  nicht  mitschwingen. 

Die  im  Vorhergehenden  skizzierte  Resonanztheorie  des  Hörens, 
wie  sie  zuerst  von  Helmholtz  aufgestellt  worden  ist,  hat  sich 
bisher  allen  Einwendungen  gegenüber  behaupten  können,  trotz- 
dem es  nicht  an  Versuchen  gefehlt  hat,  sie  durch  eine  andere 
Theorie  zu  ersetzen.  Vom  rein  physikalischen  Standpunkte  aus 
verdient  vielleicht  am  meisten  Beachtung  eine  von  Rieh.  Ewald 
aufgestellte  Theorie,  nach  welcher  die  langausgedehnte,  aber  gleich- 
zeitig verhältnismäßig  schmale  Basilarmembran  in  der  früher  (vgl. 
S.  499  ff.)  ausführlich  geschilderten  Weise  in  stehende  Schwingungen 
versetzt  werden  und  sich  dabei  wie  eine  in  aliquoten  Teilen 
schwingende  Saite  je  nach  der  Zusammensetzung  des  Klanges  in 

*)  A.  Kreidl  und  Y.  Yanase,  Zur  Physiologie  der  Cortischen  Membran. 
Zentralbl.  f.  Physiologie,  Bd.  XXI,  Nr.  1«,  S.  507  (1907). 

**)  Vgl.  Archiv  für  die  gesamte  Physiologie,  Bd.  76,  S.  147  (1899)  und 
Bd.  93,  S.  485  (1903). 
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verschiedener  Weise  in  Sehwingungsbäuche  und  Schwingungs- 
knoten zerlegen  soll.  Aber  schon  infolge  des  Umstandes,  daß  sie 
viel  weniger  einfache  und  klare  Verhältnisse  schafft  wie  die 
Helmholtzsche  Theorie,  wird  sie  sich  kaum  für  die  Dauer  viel 
überzeugte  Anhänger  verschaffen  können. 


Wenn  die  Helmholtzsche  Theorie  unter  allen  Umständen 
das  Feld  behaupten  soll,  so  muß  es  gelingen,  jeden  nur  einiger- 
maßen berechtigten  Eimvand  gegen  dieselbe  zu  entkräften.  Das 
gewichtigste  Bedenken,  welches  gegen  die  Helmholtzsche  Reso- 
nanztheorie des  Hörens  geäußert  worden  ist,  scheint  mir  ein  von 
Max  Wien*)  angeführtes  zu  sein.  Dasselbe  richtet  sich  dagegen, 
daß  die  nicht  mit  einem  Tone  in  Resonanz  stehenden  Teile  der 
Basilarmembran  entweder  nur  „schwach“  oder  „gar  nicht“  mit- 
schwingen  sollen,  wenn  der  betreffende  Ton  in  das  Ohr  gelangt. 
Wien  sagt:  „,Gar  nicht1  ist  nicht  möglich,  weil  jeder  elastische 
Körper  durch  jede  periodische  Kraft  in  erzwungene  Schwingungen 
versetzt  wird.  , Schwach1  wird  das  Mitschwingen  bei  einem  fal- 
schen' Tone  gegenüber  dem  , richtigen*  sein,  wenn  ausge- 
sprochene Resonanz  vorliegt“  Nimmt  man  mit  Helmholtz 
betreffs  der  Dämpfung  des  Cortischen  Organes  an**),  daß  bei 
den  als  Resonatoren  wirkenden  Streifen  der  Basilarmembran  schon 
nach  10  Schwingungen  eine  Abnahme  der  Intensität  der  Schwin- 


gung auf  und  damit  der  Amplitude  der  Schwingung  auf 

stattgefunden  hat,  so  folgt  nach  M. Wien,  daß  bei  tieferen  Tönen 
die  Cortischen  Resonatoren  mit  höheren  Eigentönen  nicht  „schwach 
oder  gar  nicht“,  sondern  mit  ca.  27,3  mal  kleinerer  Amplitude 
mitschwingen.  „Wenn  nun  die  das  Ohr  treffenden  tiefen  Töne 
sehr  stark  sind,  wenn  die  Amplitude  der  durch  sie  verursachten 
Kraft  z.  B.  27300  mal  so  groß  ist  als  die,  welche  bei  richtiger 
Schwingungszahl  noch  eine  Gehörempfindung  bewirkt,  so  müssen 
die  durch  die  falschen  tieferen  Töne  hervorgerufenen  Amplituden 
der  Cortischen  Bögen  (d.  h.  also  der  Membranstreifen  vgl.  S. 562) 
27300 

2Yi)-  = 1000  mal  größer  sein  wie  die,  welche  bei  richtiger 

Schwingungszahl  noch  vernommen  werden.“ 

Nun  haben  aber  Versuche  von  Helmholtz  mit  großen 


*)  Max  Wien,  Ein  Bedenken  gegen  die  Helmholtzsche  Resonanztheorie 
des  Hörens.  Festschrift  für  Adolph  Wüllner.  Leipzig  1P05.  S.  28. 

**)  ;u  a.  0.  S.  221  und  223. 
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Stimmgabeln  und  mit  der  Doppelsirene  unzweifelhaft  ergeben,  daß 
mau  diese  falschen  tieferen  Töne  selbst  bei  den  stärksten  Ampli- 
tuden, welche  sich  dabei  hervorbringen  ließen,  nicht  empfindet. 
Unter  Berücksichtigung  der  von  Rayleigh  und  ihm  selbst  ange- 
stellten  Reizschwellenmessungen  kommt  M.  Wien  schließlich  zu 
dem  Resultate,  daß  bei  den  Helmholtzschen  Versuchen  die  er- 
zwungene Amplitude  an  der  256  Eigenschwingungen  entsprechen- 
den Stelle  der  Basilarmembran  6000,  und  an  der  auf  2000  Schwin- 
gungen abgestimmten  Stelle  über  1000000  mal  so  groß  war,  als 
sie  nötig  ist,  um  für  den  richtigen  Ton  eine  eben  merkliche 
Empfindung  zu  bewirken.  Hierin  liegt  ein  so  starker  Wider- 
spruch, daß  man  nach  M.  Wien  die  Resonanztheorie  überhaupt 
fallen  lassen  müßte,  wenn  es  nicht  gelänge,  denselben  zu  lösen. 

Die  Lösung  des  Widerspruchs  ergibt  sich  nun  aber  ohne  Mühe, 
wenn  man  sich  die  oben  ausführlich  geschilderten  Vorgänge  bei 
der  Übertragung  der  Schwingungen  auf  die  Basilarmembran  und 
bei  der  Reizung  der  diese  Schwingungen  mitmachenden  Hörzellen 
vergegenwärtigt. 

Die  auf  der  Seite  der  Vorhofstreppe  annähernd  parallel  mit 
der  Basilarmembran  in  die  Flüssigkeit  hereinragende  Cortische 
Membran  (membrana  tectoria  vgL  Figg.  163  und  166)  kann  bei  den 
senkrecht  zur  Basilarmembran  gerichteten  Bewegungen  der  Laby- 
rinthflüssigkeit nicht  in  Kühe  verharren;  sie  wird  sich  wie  eine 
Schicht  dieser  Flüssigkeit  an  den  regelmäßigen  Schwingungen  der- 
selben beteiligen.  Würde  nun  die  Basilarmembran  stets  in  ihrer 
ganzen  Längsausdehnung  die  gleichen  Schwingungen  ausführen, 
so  könnte  eine  Reizung  der  Nerven  nicht  .stattfinden;  denn  dann 
würden  ja  die  Härchen  der  Nervenzellen  und  die  Cortische  Mem- 
bran ihre  gegenseitige  Entfernung  auch  bei  der  Schwingung  bei- 
behalten. Erst  dadurch,  daß  ein  oder  mehrere  beschränkte  radiale 
Streifen  der  Basilarmembran  mit  größerer  Amplitude  schwingen 
und  sich  gegen  die  übrige  Membran  hervorwölben,  sind  an  diesen 
Stellen  die  Bedingungen  zum  Antreffen  der  Härchen  an  die  Corti- 
sche Membran  und  damit  zur  mechanischen  Reizung  der  Nerven 
gegeben;  denn  bei  intermittierendem  Drucke  auf  einen  Nerven,  so 
wie  er  sich  etwa  mit  Hilfe  des  Heidenhainschen  Tetanomotors 
ausführen  läßt,  wird  derselbe  tatsächlich  in  Erregung  versetzt 

Dringt  also  ein  einfacher  Ton  in  die  Vorhofstreppe  ein,  so 
wird  ein  schmaler  Streifen  der  Basilarmembran  in  Schwingungen 
von  relativ  großer  Amplitude  versetzt  Die  ganze  übrige  Membran 
bleibt  aber  dabei  nicht  vollkommen  in  Ruhe,  sondern  schwingt 
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mit  einer  Amplitude  mit,  welche  nach  dem  Obigen  etwa  nur  den 
27.  bis  28.  Teil  der  maximalen  Amplitude  des  Resonanzstreifens 
bildet  (abgesehen  von  der  Verringerung  der  Amplitude  nach  der 
Schneckenkuppel  zu).  Mit  der  gleichen  kleinen  Amplitude  muß 
aber  dann  auch  die  Flüssigkeit  in  der  Vorhofstreppe  und  im  Ductus 
cochlearis  schwingen,  da  ja  der  Resonanzstreifen  nur  einen  sehr 
kleinen  Bruchteil  der  Basilannembran  ausmacht.  Mit  der  gleichen 
Amplitude  wie  die  ganze  Basilannembran  auf  beiden  Seiten  des 
Resonanzstreifens  muß  demnach  auch  die  Cortische  Membran  hin 
und  her  schwingen,  so  daß  selbst  bei  sehr  großer  Intensität  des 
erregenden  Tones  keine  Reizung  der  Nerven  mit  Ausnahme  der 
zum  Resonanzstreifen  gehörenden  eintreten  kann. 

Damit  klärt  sich  aber  wohl  in  ungezwungener  Weise  die  Er- 
scheinung auf,  daß  selbst  bei  den  stärksten  Tönen,  welche  in  das  Ohr 
eindringen,  niemals  andere  Töne  mit  empfunden  werden,  trotzdem 
dabei  die  Basilannembran  in  ihrem  ganzen  Umfange  in  Schwin- 
gungen versetzt  wird,  deren  Amplitude  zur  Reizung  der  Nerven 
an  jener  Stelle  vollkommen  ausreicht,  um  für  den  richtigen,  dieser 
Stelle  entsprechenden  Ton  eine  Empfindung  hervorzurufen. 

d)  Erklärung  der  Schwebungen  durch  die  llelmholtzsche  Resonanz- 
theorie. 

Eine  sehr  wertvolle  Stütze  für  die  Helmholtzsche  Theorie 
des  Hörens  liefert  die  Tatsache,  daß  sie  in  einfacherer  und  unge- 
zwungenerer Weise  wie  irgendeine  andere  Hörtheorie  nicht  nur 
die  Klanganalyse,  sondern  auch  die  Wahrnehmung  bestimmter 
akzessorischer  Erscheinungen,  wie  z.  B.  der  Schwebungen,  durch 
das  Ohr  erklärt 

Die  als  „Schwebungen“  oder  „Stöße“  bekannten  periodischen 
Zunahmen  oder  Abnahmen  der  Intensität  stellen  sich  bei  dem  Zu- 
sammenklange zweier  Töne  von  nur  wenig  verschiedener  Höhe  ein; 
ihre  Anzahl  in  der  Sekunde  ist  stets  gleich  der  Differenz  der 
Schwingungszahlen.  Solange  die  Schwebungen  nur  langsam  auf- 
einander folgen,  sind  sie  für  das  Ohr  nicht  direkt  störend,  sondern 
verleihen  unter  Umständen  sogar  dem  Zusammenklange  etwas  Feier- 
liches, ähnlich  dem  Tremolieren  der  Streichinstrumente  oder  der 
menschlichen  Stimme.  Die  Schwebungen  erweisen  sich  dagegen 
als  eine  für  das  Ohr  sehr  unangenehme  Erscheinung,  wenn  sie 
zahlreicher,  nach  Helmholtz  etwa  30  bis  40 mal  in  der  Sekunde, 
auftreten.  Je  mehr  aber  von  da  an  ihre  Anzahl  wächst,  um  so 
schwächer  wird  ihr  Eindruck  auf  das  Ohr,  bis  sie  schließlich  gar 
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nicht  mehr  wahrnehmbar  sind,  wenn  ihre  Anzahl  über  etwa  130 
in  der  Sekunde  hinausgegangen  ist  Das  Ohr  verhält  sich  in  dieser 
Beziehung  ähnlich  wie  das  Auge.  Dem  letzteren  ist  flackerndes 
Licht  auch  eine  unangenehme  Erscheinung,  aber  nur  dann,  wenn 
der  Intensitätswechsel  weder  zu  langsam,  noch  zu  schnell  vor  sich 
geht.  Findet  das  Flackern  jedoch  etwa  40  mal  oder  noch  häufiger 
in  der  Sekunde  statt,  dann  wird  es  in  der  Regel  vom  Auge  gar 
nicht  mehr  bemerkt  So  läßt  sich  gewöhnlich  gar  nicht  durch  den 
unmittelbaren  Eindruck  entscheiden,  ob  eine  elektrische  Glühlampe 
von  Gleichstrom  oder  Wechselstrom  (mit  natürlich  genügend  großer 
Wechselzahl)  gespeist  wird. 

Außer  von  der  Differenz  der  Schwingungszahlen  hängt  der 
Eindruck  der  Schwebungen  auf  das  Ohr  vor  allen  Dingen  von 
dem  Intervall  ab,  in  dem  die  beiden  Töne  zueinander  stehen.  In 
dieser  Beziehung  hat  sich  nach  den  Untersuchungen  von  Ilelm- 
holtz  als  eine  sehr  bemerkenswerte  Tatsache  herausgestellt,  daß 
Schwebungen  überhaupt  nicht  mehr  wahrzunehmen  sind,  wenn 
das  Intervall  der  beiden  Töne  größer  als  das  eines  ganzen  Tones 
geworden  ist,  mag  die  Differenz  ihrer  beiden  Schwingungszahlen 
so  groß  oder  klein  sein,  wie  sie  will.  So  ist  z.  B.  beim  Zusammen- 
klange des  c und  e der  kleinen  Oktave  keine  Spur  von  Schwebungen 
wahrzunehmen,  trotzdem  die  Schwingungszahlen  der  beiden  Töne 
in  der  akustischen  Stimmung  128  und  160  betragen,  so  daß 
32  Schwebungen  in  der  Sekunde  entstehen  müßten. 

Alle  diese  Erscheinungen  lassen  sich  nun  ungezwungen  mit 
Hilfe  der  Helmholtzschen  Resonanztheorie  erklären.  WTie  oben 
auseinandergesetzt  wurde,  wird  durch  einen  Ton  immer  ein  Streifen 
der  Basilarmembran  von  einer  gewissen  Breite  in  größere  Schwin- 
gungen versetzt,  als  sie  alle  übrigen  Teile  der  Membran  gleich- 
zeitig ausführen,  so  daß  also  stets  eine  ganze  Reihe  nebeneinander 
stehender,  durch  die  Cortischen  Bögen  gestützter  Nervenzellen, 
wenn  auch  im  allgemeinen  mit  verschiedener  Intensität,  erregt 
werden.  Verändert  man  die  Tonhöhe  nur  wenig,  so  wird  sich 
dieser  Streifen  auf  der  Basilarmembran  zwar  etwas  verschieben, 
aber  doch  so,  daß  der  größte  Teil  desselben  noch  mit  dem  ur- 
sprünglichen Streifen  zusammenfällt.  Es  wird  daher  jede  Nerven- 
zelle bzw.  jeder  Resonator  auf  der  Basilarmembran  nicht  nur  bei 
einem  einzigen  Tone,  sondern  bei  einer  ganzen  Reihe  von  Tönen 
mitschwingen , die  innerhalb  eines  bestimmten,  der  Streifenbreite 
entsprechenden,  Intervalles  liegen.  Allerdings  wird  die  Resonanz 
für  einen  bestimmten,  in  der  Mitte  dieses  Intervalls  liegenden  Ton 
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am  stärksten  sein,  bei  den  anderen  Tönen  dagegen  um  so 
schwächer,  je  weiter  sie  nach  oben  oder  unten  von  diesem  Tone 
abstehen. 

Hieraus  ist  nun  zunächst  zu  schließen,  daß  zwei  Töne,  welche 
sowenig  in  ihrer  Höhe  voneinander  abweichen,  daß  die  zugehörigen 
Membranstreifen  noch  übereinander  greifen,  stets  eine  Reihe  von 
Nervenzellen  gleichzeitig  erregen  müssen.  Die  Anzahl  dieser  Nerven- 
zellen wird  um  so  größer  sein,  je  kleiner  das  Intervall  der  beiden 
Töne  ist. 

Das  den  beiden  Streifen  gemeinsame  Stück  der  Basilarmembran 
soll  gleichzeitig  zwei  Schwingungen  ausführen,  die  in  ihrer  Schwin- 
gungszahl etwas  verschieden  sind.  Diese  Schwingungen  werden 
sich  daher  in  ihrer  Wirkung  zum  Teil  durch  Interferenz  ver- 
stärken, zum  Teil  schwächen  oder  auch  ganz  vernichten.  Wenn 
z.  B.  der  Membran  durch  den  einen  Ton  in  der  Sekunde  100,  durch 
den  anderen  dagegen  101  Schwingungen  aufgezwungen  werden 
sollen,  so  werden  diese  Schwingungen  in  der  Mitte  jeder  Sekunde 
in  entgegengesetztem  Sinne  stattfinden,  falls  sie  zu  Anfang  und 
zu  Ende  derselben  die  gleiche  Richtung  besitzen;  denn  in  einer 
halben  Sekunde  führt  der  eine  Ton  gerade  50,  der  andere  dagegen 
50 V»  Schwingungen,  also  eine  halbe  Schwingung  mehr  aus.  Es 
wird  daher  in  diesem  Falle  im  Verlaufe  jeder  Sekunde  eine  Ver- 
stärkung und  eine  Abschwächung  der  Schwingung  des  gemein- 
samen Streifenstücks,  und  dementsprechend  eine  Reiz  Verstärkung 
und  Reizverminderung  für  sämtliche  auf  demselben  sitzenden 
Nervenzellen  vor  sich  gehen.  Das  Ohr  muß  daher  in  jeder  Se- 
kunde eine  Schwebung  empfinden.  Dieses  Resultat  wird  sich  stets 
ergeben,  sobald  die  Schwingungszahlen  der  beiden  Töne  sich  um  1 
unterscheiden.  Beträgt  die  Differenz  der  beiden  Sehwingungs- 
zahleu  2,  3 oder  allgemein  fr,  so  braucht  man  nur  die  Hälfte, 
den  dritten  Teil  oder  allgemein  fr-ten  Teil  einer  Sekunde  zunächst 
in  Betracht  zu  ziehen.  In  diesem  Bruchteile  der  Sekunde  hat  man 
wieder  nur  die  Differenz  1 der  Schwingungszahlen  und  infolge- 
dessen 1 Schwebung;  für  die  ganze  Sekunde  ergeben  sich  daher 
2,  3 oder  allgemein  fr  Schwebungen.  So  erkennt  man  ohne  wei- 
teres, daß  die  Anzahl  der  in  einer  Sekunde  vom  Ohre  empfundenen 
Schwebungen  gleich  der  Differenz  der  Schwingungszahlen  der  bei- 
den Töne  sein  muß. 

Wie  schon  oben  hervorgehoben  wurde,  ist  die  Anzahl  der 
gleichzeitig  von  beiden  Tönen  erregten  Nervenzellen  um  so  größer, 
je  näher  die  Töne  aneinander  liegen.  Es  müssen  daher  die  Schwe- 
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bungen  an  sich  um  so  intensiver  empfunden  werden,  je  weniger 
die  Töne  voneinander  abweichen.  Andererseits  wird  es  verständ- 
lich, daß  bei  allmählicher  Vergrößerung  des  Intervalls  der  beiden 
Töne  die  Schwebungen  sich  immer  weniger  bemerkbar  machen, 
bis  sie  schließlich  von  einem  bestimmten  Intervalle  an  nicht  mehr 
empfunden  werden.  Wie  groß  dieses  Intervall  ist,  das  hängt  un- 
mittelbar mit  der  Breite  des  aus  der  Basilarmembran  durch  irgend- 
einen Ton  herausgegriffenen  Streifens  zusammen.  Die  Breite  eines 
solchen  Streifens  läßt  sich  natürlich  nicht  direkt  messen.  Immer- 
hin kann  man  sie  aber  annähernd  schätzen,  wenn  man  Beob- 
achtungen zu  Hilfe  nimmt,  die  einen  Schluß  auf  den  Grad  der 
Dämpfung  der  Resonatoren  ira  Ohre  zulassen.  Dies  soll  im  fol- 
genden Abschnitte  ausführlicher  erörtet  werden. 

e)  Ober  die  Dämpfung:  der  Resonatoren  im  Ohre. 

Zwischen  der  Dämpfung  und  der  Breite  des  Mitschwingens 
eines  Resonators  besteht  ein  enger  Zusammenhang.  Schwingungs- 
fähige Gebilde,  welche,  wie  z.  B.  Stimmgabeln,  sehr  wenig  ge- 
dämpft erscheinen,  indem  sie,  einmal  in  Schwingung  versetzt,  sehr 
lange  nachschwingen,  bedürfen  einer  ziemlich  genauen  Überein- 
stimmung der  auf  sie  einwirkenden  Schwingung  mit  ihrer  Eigen- 
schwingung, um  in  merkliche  Resonanz  zu  geraten.  Sobald  der 
einwirkende  Ton  nur  wenig  von  ihrem  Eigentone  abweicht,  nehmen 
sie  die  Schwingungen  entweder  gar  nicht  oder  doch  nur  mit  nahe- 
zu verschwindender  Amplitude  auf.  Andererseits  ist  bei  schwin- 
gungsfähigen Gebilden,  welche,  wie  z.  B.  dünne  Membranen,  dünne 
Holzplatten,  dünne  und  leichte  Saiten,  sehr  stark  gedämpft  er- 
scheinen, indem  sie  ihre  Schwingungen  bald  verlieren,  die  Resonanz 
auf  ein  verhältnismäßig  großes  Intervall  ausgedehnt.  Der  Grund 
für  diese  Abhängigkeit  der  Breite  des  Mitschwingens  von  dem 
Dämpfungsgrade  des  Resonators  ist  nach  Helmholtz*)  leicht  ein- 
zusehen. „Renn  wenn  ein  elastischer  Körper  einmal  angestoßen 
und  danach  frei  forttönend  nach  10  Schwingungen  seine  Bewegung 
nahehin  verloren  hat,  wird  es  nicht  darauf  ankommen,  ob  neue 
Anstöße,  ilie  er  nach  Ablauf  dieser  Zeit  empfängt,  mit  den 
früheren  vollständig  übereinstimmend  wirken,  wie  es  bei  einem 
anderen  tönenden  Körper  nötig  sein  würde,  bei  welchem  die  durch 
den  ersten  Anstoß  erzeugte  Bewegung  noch  fast  unverändert  be- 
steht, wenn  ihn  der  zweite  Anstoß  trifft  Im  letzteren  Falle  wird 

*)  A.  a.  0.  Seite  220. 
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der  zweite  Anstoß  die  Bewegung  nur  dann  vermehren  können, 
wenn  er  gerade  in  eine  solche  Phase  der  Schwingung  fällt,  wo 
seine  Richtung  mit  der  der  schon  bestehenden  zusammen  trifft“ 
Helmholtz  hat  folgende  kleine  Tabelle  berechnet,  welche 
den  Zusammenhang  zwischen  dem  Dämpfungsgrade  und  der  Mit- 
schwingungsbreite eines  Resonators  erkennen  läßt.  In  der  ersten 
Spalte  ist  das  Intervall  angegeben,  um  welches  der  den  Resonator 
erregende  Ton  nach  oben  oder  unten  von  dessen  Eigenton  ab- 
weichen kann,  um  gerade  noch  ein  Mitschwingen  von  ‘/io  der- 
jenigen Intensität  des  Mitschwingens  hervorzurufen,  welche  bei 
genauer  Übereinstimmung  von  erregendem  Ton  und  Eigenton 
des  Resonators  eintritt.  In  der  zweiten  Spalte  ist  die  zugehörige 
Anzahl  von  Schwingungen  angeführt,  nach  welcher  die  Intensität 
des  ausklingenden  Resonators  auf  ‘/io  reduziert  erscheint. 


1.  Ein  achtel  Ton 

2.  Ein  viertel  Ton 

3.  Ein  halber  Ton 

4.  Drei  viertel  Ton 

5.  Ein  ganzer  Ton 

usw. 


38  Schwingungen 


19 

9 V* 


* 

V 


67s 

47* 


Eine  ungefähre  Schätzung,  welcher  der  in  der  Tabelle  an- 
geführten Dämpfungsstufen  die  als  Resonatoren  wirkenden  Streifen 
der  Basilarmembran  angehören,  läßt  sich  aus  folgender  Beobach- 
tung ableiten. 

Wenn  man  beim  Trillern  etwa  8 bis  10  Töne  in  der  Sekunde 
hervorbringt,  so  daß  jeder  der  beiden  Töne  in  dieser  Zeit  4 bis  5 
mal  erklingt,  so  erscheint  der  Triller  in  den  mittleren  und  höheren 
Oktaven  vollkommen  klar  und  deutlich,  in  den  tieferen  Oktaven 
dagegen  verschwommen.  Die  Unklarheit  beginnt  etwa  beim  A 
der  großen  Oktave,  welches  abgerundet  110  Schwingungen  in  der 
Sekunde  ausfühlt;  sie  ist  darin  begründet,  daß  jeder  Ton  noch 
mit  merklicher  Intensität  nachklingt,  während  er  zum  zweiten  Male 
angeschlagen  wird,  so  daß  er  dann  ununterbrochen  zu  hören  ist 
und  sich  mit  dem  anderen  Tone  vermischt.  Nimmt  man  mit 
Helmholtz  an,  daß  dabei  die  Intensität  eines  jeden  der  beiden 
Töne  mindestens  auf  */i«  herabgesunken  sein  muß,  damit  der 
Triller  klar  erscheint,  so  kommt  man  also  zu  dem  Resultat,  daß 
jeder  Ton  noch  l/5  Sekunde,  d.  h.  also  beim  A nach  22  Schwingungen, 
im  Ohre  mindestens  bis  auf  1/l0  seiner  ursprünglichen  Insensität 
verklungen  sein  muß.  Dies  würde  etwa  der  zweiten  Dämpfungs- 
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stufe  in  der  obigen  Tabelle  entsprechen.  Da  immerhin  die  Un- 
deutlichkeit des  Trillers  beim  A nach  nicht  sehr  ausgesprochen 
ist,  so  kommt  man  vielleicht  den  tatsächlichen  Verhältnissen  noch 
näher,  wenn  man  für  die  räsonnierenden  Streifen  der  Basilarmem- 
bran  die  dritte  Dämpfungsstufe  der  Tabelle  annimmt.  Viel  höher 
kann  sie  deshalb  nicht  sein,  weil  vom  ,4  an  abwärts  die  Unklar- 
heit beim  schnellen  Trillern  bald  sehr  auffällig  wird.  Da  der 
dritten  Dämpfungsstufe  eine  mögliche  Abweichung  nach  oben  und 
unten  um  einen  halben  Ton  zukommt,  so  darf  man  mit  einiger 
Wahrscheinlichkeit  annehmen,  daß  die  Breite  der  Resonanzstreifen 
in  dem  oben  angedeuteten  Sinne  dem  Intervalle  eines  ganzen  Tones 
entspricht.  Damit  erklärt  sich  aber  ohne  weiteres  die  Erscheinung, 
daß  zwei  Töne,  welche  um  mehr  als  das  Intervall  eines  ganzen 
Tones  voneinander  abstehen,  bei  ihrem  Zusammenklang  selbst 
dann  keine  Schwebungen  mehr  erkennen  lassen,  wenn  die  Diffe- 
renz der  Schwingungszahlen  weit  unter  130  liegt. 

Im  Anschluß  an  diese  Betrachtungen  kann  schließlich  noch 
die  Frage  beantwortet  werden,  ob  die  Anzahl  der  auf  der  Basilar- 
membran  aufsitzenden  Corti'schen  Bögen  bzw.  der  durch  dieselben 
getragenen  Reihen  von  Nervenzellen  ausreicht,  um  die  Unterschieds- 
empfindlichkeit des  Ohres  für  Tonhöhen  zu  erklären.  Nach  Mes- 
sungen von  E.H.  Weber  sollen  geübte  Musiker  noch  einen  Unter- 
schied in  der  Tonhöhe  wahrnehmen,  welcher  im  günstigsten  Falle 
dem  Intervalle  1001 : 1000  entspricht.  Es  kann  sich  dabei  nur  um 
Töne  in  den  mittleren  Oktaven  handeln,  da  erfahrungsgemäß  die 
Unterschiedsempfindlichkeit  für  Tonhöhen  sowohl  in  höheren  Ok- 
taven als  auch  in  den  tieferen  Oktaven  immer  mohr  abnimmt,  je 
weiter  man  sich  von  den  mittleren  in  der  Musik  verwendeten 
Tönen,  etwa  denen  der  ein-  oder  zweigestrichenen  Oktave  entfernt. 
Die  Web  ersehen  Befunde  sind  durch  neuere  Untersuchungen  im 
wesentlichen  bestätigt  w'orden.  So  können  nach  W.  Preyer  ge- 
übte Musiker  in  der  zweigestrichenen  Oktave  noch  Unterschiede 
von  einer  halben  Schwingung  deutlich  erkennen;  da  das  c der 
zweigestrichenen  Oktave  etwas  über  500  Schwingungen  ausführt, 
so  handelt  es  sich  im  Anfänge  dieser  Oktave  wieder  annähernd 
um  das  Intervall  1000:1001.  Auf  genauere  Daten  braucht  hier 
keine  Rücksicht  genommen  zu  werden,  da  es  sich  ja  wieder  nur 
um  eine  ungefähre  Schätzung  handeln  kann. 

Das  Intervall  1000:1001  entspricht  ungefähr  dem  04.  Teile 
eines  halben  Tones.  Es  müßten  daher  für  das  Intervall  eines 
halben  Tones  wenigstens  in  den  mittleren  Oktaven  04,  für  das 
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aus  12  halben  Tönen  sich  zusanimonsetzende  Intervall  einer 
ganzen  Oktave  daher  mindestens  708  Cortische  Bogenpfeiler  vor- 
handen sein. 

Nach  Messungen  von  Retzius,  Waldeyer  und  Krause  gibt 
es  im  Mittel  etwa  4500  äußere  Bogenpfeiler.  Rechnet  man  mit 
Helmholtz*)  auf  die  Töne,  welche  außerhalb  der  in  der  Musik 
gebrauchten  Grenzen  liegen,  nur  300  Bogenpfeiler,  weil  in  diesen 
Regionen  die  Tonhöhe  nur  noch  unvollkommen  aufgefaßt  wird, 
so  bleiben  für  die  sieben  musikalischen  Oktaven  noch  4200  Bogen- 
pfeiler übrig.  Bei  gleichmäßiger  Verteilung  derselben  auf  alle 
sieben  Oktaven  kämen  daher  auf  eine  ganze  Oktave  600  Pfeiler. 
Berücksichtigt  man  aber,  daß  die  mittleren  Oktaven  mit  großer 
Wahrscheinlichkeit  in  dieser  Beziehung  gegenüber  den  anderen 
bovorzugt  sind,  so  wird  man  wohl  nicht  fehlgehen,  wenn  man 
diesen  eine  Anzahl  von  Bogenpfeilern  bzw.  Nervenzellen  zuweist, 
welche  mindestens  der  oben  als  nötig  gefundenen  Zahl  768  gleich- 
kommt. Es  könnten  daher  sehr  wohl  bei  zwei  nur  um  das  Inter- 
vall 1001 : 1000  voneinander  verschiedenen  Tönen  einer  mittleren 
Oktave  verschiedene  Nervenzellen  maximal  gereizt  werden.  Nach 
Helmholtz*)  wäre  dies  aber  nicht  einmal  unbedingt  nötig.  „Denn 
wenn  ein  Ton  angegeben  wird,  dessen  Höhe  zwischen  der  von 
zwei  benachbarten Cortischen  Bögen  liegt,  so  wird  er  beide  (nahezu 
maximal)  in  Mitschwingung  versetzen,  denjenigen  aber  stärker, 
dessen  eigenem  Tone  er  näher  liegt  Wie  kleine  Abstufungen  der 
Tonhöhe  in  dem  Intervalle  zweier  Fasern  wir  noch  werden  unter- 
scheiden können,  wird  also  schließlich  nur  abhängen  von  der 
Feinheit,  mit  welcher  die  Erregungsstärke  der  beiden  entsprechenden 
Nervenfasern  verglichen  werden  kann.  Eben  daher  erklärt  es  sich, 
daß  bei  kontinuierlich  steigender  Höhe  des  äußeren  Tones  auch 
unsere  Empfindung  sich  kontinuierlich  verändert  und  nicht  stufen- 
weise springt,  wie  es  der  Fall  sein  müßte,  wenn  immer  nur  je 
ein  Cortischer  Bogen  in  Mitschwingen  versetzt  würde.“ 

Eine  sehr  wichtige  Frage  ist  schließlich  noch,  ob  die  Reso- 
natoren im  Ohre  sämtlich  gleich  stark  gedämpft  sind.  Helmholtz 
macht  diese  Annahme,  so  daß  man  also  unter  den  oben  getroffenen 
Voraussetzungen  allen  aus  der  Basilarmembran  sich  absondernden 
Resonanzstreifen  eine  dem  Intervalle  eines  ganzen  Tones  entsprechen- 
den Breite  zuzuschreiben  hätte.  Auf  Grund  von  Messungen,  die 

*)  Vgl.  die  V.  Auflage  der  Lehre  von  den  Tonempfindungen,  S.  242. 
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von  0.  Abraham  und  K.  L.  Schaefer*)  angestellt  und  später  von 
E.  Wae  tz  mann**)  nachgeprüft  worden  sind,  kommt  letzterer 
dagegen  zu  dem  Schluß,  daß  die  Dämpfung  der  Ohrresonatoren 
mit  wachsender  Tonhöhe  abnimmt,  so  daß  also  die  Resonanz- 
schärfe für  höhere  Töne  größer  ist  wie  für  tiefere,  und  die  Breite 
der  Resonanzstreifen  sich  mit  zunehmender  Höhe  des  Resonanz- 
tones immer  mehr  verringert 

IV.  Stimm-  und  Sprechwerkzeuge. 

1.  Über  membranöse  Zungenpfeifen. 

Die  Stimme  wird  im  Kehlkopfe  und  den  über  demselben  be- 
findlichen Höhlungen,  der  Rachen-,  Mund-  und  Nasenhöhle,  erzeugt 
Die  in  diesen  Höhlen  und  dem  noch  zum  Kehlkopf  gehörenden, 
unmittelbar  über  der  Stimmritze  liegenden  Vestibulum  laryngis 
eingeschlossene  Luft  wird  wie  bei  einer  Pfeife  in  stehende  Longi- 
tudinalschwingungen versetzt;  die  Vorgänge  sind  aber  dabei  nicht 
wie  man  früher  angenommen  hatte,  mit  denen  innerhalb  einer 
Lippenpfeife  zu  vergleichen,  sondern  die  Schwingungen  werden  in 
ähnlicher  Weise  wie  bei  einer  Zungenpfeife  hervorgebracht  Die 
Zunge  besteht  jedoch  nicht,  wie  in  vielen  an  der  Musik  verwendeten 
Zungenpfeifen,  aus  starrem  Materiale,  sondern  sie  ist  meinbranös 
und  in  ihrer  Schwingungsart  innerhalb  weiter  Grenzen  veränder- 
lich. Man  hat  die  Schwingungsvorgänge  im  Kehlkopfe  nachzu- 
ahmen versucht,  indem  man  sich  zweiteilige  membranöse  Zungen- 
pfeifen herstellte,  bei  denen  die  Luft  durch  einen  feinen,  von 
elastischen  Membranen  gebildeten  Spalt  hindurchgeblasen  wird, 
wodurch  die  elastischen  Ränder  der  beiden  Membranen  in  Trans- 
versalschwingungen geraten. 

Fig.  167  veranschaulicht  den  Hauptteil  eines  derartigen  sogen, 
künstlichen  Kehlkopfes,  wie  er  von  C.  Ludwig  verbessert  worden 
ist,  um  u.  a.  die  Abhängigkeit  der  Tonhöhe  von  der  Spannung  der 
elastischen  Ränder  zu  demonstrieren.  Wie  man  sieht,  ist  ein 
elastischer  Schlauch,  etwa  aus  Gummi,  zum  Teil  über  eine  Röhre 
gestülpt.  Der  freie  Teil  ist  an  zwei  diametral  gegenüberstehenden 
Stellen  seines  oberen  Randes  von  kleinen  Klammern  (K)  gefaßt 

*)  0.  Abraham  und  Karl  Schaefer,  Über  die  maximale  Geschwindig- 
keit von  Tonfolgen.  Zeitschrift  für  Psychologie  und  Physiologie  der  Sinnes- 
organe. Band  20,  S.  408  (1809). 

**)  E.  Waetzmann,  DieWirkungswei.se  der  Resonatoren  im  Ohr.  Archiv 
für  die  gesamte  Physiologie.  Band  123,  S.  463  (1908). 
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und  dann  durch  Gewichte  in  horizontaler  Richtung  gespannt 
worden.  Infolgedessen  sind  die  beiden  Hälften  des  oberen  Randes 
geradlinig  gestreckt  und  entweder  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
zur  Berührung  gebracht,  oder  bis  auf  einen  schmalen  Spalt  ein- 
ander genähert  worden.  Die  direkte  Berührung  läßt  sich  vermeiden, 
wenn  man  den  Schlauch  genügend  weit  über  die  Röhre  stülpt, 
was  an  dem  Apparate  durch  eine  zweckmäßige  (in  der  Figur  nicht 
angedeutete)  Vorrichtung  leicht  bewirkt  werden  kann.  Wenn  nun 
von  unten  her  in  die  Röhre  Luft  eingeblasen  wird,  so  entweicht 
sie  durch  den  schmalen  Spalt  und  setzt  bei  geeigneter  Breite  des 


K K 


Fig.  167 


letzteren  die  elastischen  Ränder  in  annähernd  horizontale  Schwin- 
gungen, wodurch  sich  der  Spalt  periodisch  verbreitert  und  verengert 
bzw.  schließt.  Der  Luftstrom  wird  infolgedessen  abwechselnd  hin- 
durchgelassen und  zurückgehalten,  und  versetzt  dadurch  die  über 
dem  Spalt  befindliche  Luft  wie  bei  einer  Sirene  in  Schwingungen. 
Wenn  kein  Ansatzrohr  vorhanden  ist,  so  werden  diese  Schwingungen 
direkt  als  fortschreitende  Longitudinalwellen  weiter  geleitet.  Bei 
Anwesenheit  eines  Ansatzrohres  gerät  dagegen  die  in  diesem  ein- 
geschlossene Luft  unter  Umständen  in  stehende  Schwingungen 
und  modifiziert  dadurch  die  Farbe  des  Klanges.  Weicht  der  Eigenton 
des  Ansatzrohres  nur  wenig  von  dem  Eigentone  der  membranösen 
Zunge  oder  einem  Obertone  derselben  ab,  so  kann  durch  das  An- 
satzrohr die  Schwan gungszahl  der  Zungen  mehr  oder  weniger  be- 
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einflußt,  werden,  was  bei  Pfeifen  mit  metallischen  Zungen  nur  in 
sehr  geringen  Grenzen  möglich  ist. 

Die  Klänge  von  Zungenpfeifen  sind  im  allgemeinen  nicht  so 
weich  wie  die  von  Lippenpfeifen;  andererseits  besitzen  sie  in  der 
Regel  zahlreichere  und  auch  stärkere  Obertöne  wie  diese,  so  daß 
sie  kräftiger,  charakteristischer  und  ausdrucksvoller  erscheinen. 
Auch  die  Pfeifen  mit  inembranösen  Zungen  sind  reich  an  Ober- 
tönen; trotzdem  ist  ihr  Klang  weicher  wie  bei  Zungen  aus  Metall 
oder  überhaupt  festem,  wenig  nachgiebigem  Material.  Der  Grund 
hierfür  liegt  darin,  daß  die  membranösen  Zungen  infolge  ihrer  Nach- 
giebigkeit nicht  so  plötzlich  wie  die  festen  Zungen  den  Luftstrom 
unterbrechen,  sondern  den  Schluß  der  Spalte  allmählicher  zu- 
stande kommen  lassen. 

Während  die  Höhe  des  Klanges  bei  einer  metallischen  Zungen- 
pfeife so  gut  wie  fest  steht,  läßt  sich  dieselbe  bei  einer  membra- 
nösen Zungenpfeife  innerhalb  weiter  Grenzen  verändern.  Die 
Mittel,  welche  man  für  diesen  Zweck  zur  Verfügung  hat,  sind  sehr 
mannigfaltig.  Zunächst  erhöht  oder  vertieft  sich  der  Ton,  je  nach- 
dem die  Spannung  der  schwingenden  Teile  der  Membran  vergrößert 
oder  verkleinert  wird.  Dies  läßt  sich  an  dem  durch  Fig.  167  ver- 
anschaulichten künstlichen  Kehlkopfe  leicht  durch  Vergrößerung 
oder  Verkleinerung  der  spannenden  Gewichto  demonstrieren.  Die 
Klanghöhe  hängt  aber  auch  von  der  Stellung  der  beiden  schwin- 
genden Membranränder  zueinander  und  von  ihrer  Breite  ab. 
Weiterhin  beeinflußt  die  Stärke  des  Anblasens,  d.  h.  also  der  Druck, 
unter  welchem  die  Luft  durch  die  Spalte  getrieben  wird,  in  sehr 
bemerkenswerter  Weise  die  Klanghöhe,  indem  dieselbe  bei  stärkerem 
Druck  beträchtlich  hinaufgeht,  und  umgekehrt.  Man  hat  sich 
diese  Erscheinung  so  zu  deuten,  daß  die  membranösen  Zungen  bei 
verstärktem  Anblasen  um  eine  neue  Gleichgewichtslage  schwingen, 
in  der  sie  stärkere  Spannung  annehmen.  Schließlich  kann  die 
Klanghöhe  nach  dem  obigen  innerhalb  bestimmter  Grenzen  durch 
Volumen-  und  vor  allen  Dingen  auch  Gestaltsänderung  des  An- 
satzrohres verändert  werden.  Hierbei  ist  jedoch  zu  berücksich- 
tigen, daß  der  Einfluß  des  Ansatzrohres  auf  die  Klanghöhe  um 
so  geringer  ist,  je  weniger  starr  seine  Wandungen  sind. 

Wenn  auch  der  menschliche  Kehlkopf  durch  eine  Vorrichtung, 
wie  sie  Fig.  167  darstellt,  durchaus  nicht  in  seinem  Aufbau  und 
seinem  physikalischen  Verhalten  vollkommen  demonstriert  werden 
kann,  so  lassen  sich  doch  manche  Erfahrungen,  die  man  an  einem 
solchen  sogen,  künstlichen  Kehlkopfe  gesammelt  hat,  mutatis  mu- 
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tandis  auf  den  Kehlkopf  des  Lebenden  übertragen.  Andererseits 
stehen  dem  letzteren  aber  noch  andere  Mittel  zur  Beeinflussung 
des  durch  ihn  erzeugten  Klanges  zur  Verfügung,  die  sich  durch 
ein  totes  Modell  nicht  wiedergeben  lassen.  Um  diese  richtig  be- 
urteilen zu  können,  muß  man  eingehende  Kenntnis  des  anato- 
mischen Baues  des  Kehlkopfes  haben.  Es  sollen  daher  im  folgenden 
Abschnitte  zunächst  die  rein  anatomischen  Verhältnisse  dargestellt 
werden,  aber  nur  soweit  sie  für  die  Erzeugung  de3  Klanges  von 
Bedeutung  sind. 

2.  Über  den  Bau  des  Kehlkopfes. 

Der  Kehlkopf  besteht  in  der  Hauptsache  aus  vier  Knorpeln, 
dem  »Schildknorpel“  (cartilago  thyreoidea),  dem  „Kingknorpel“ 
(cartilago  cricoidea)  und  den  beiden  symmetrisch  zur  Medianebene 
angeordneten  „Gießbecke’n-  oder  Stellknorpeln“  (caTtilagines 
arytaenoideae),  deren  Form  aus  den  folgenden  Figuren  leicht  er- 
kannt werden  kann,  so  daß  eine  genauere  Beschreibung  derselben 
unnötig  sein  wird.  Fig.  168  stellt  die  Ansicht  des  Schild-  und 
Ringknorpels  von  vorn,  Fig.  169  die  aller  vier  Knorpel  von  hinten 
dar.  Fig.  1 70  gibt  eine  Ansicht  der  Knorpel  von  der  linken  Seite 
aus,  wobei  die  durch  die  Platte  des  Schildknorpels  verdeckten 
Stellknorpel  in  punktiertem  Umriß  dargestellt  sind.  In  Fig.  171 
endlich  ist  die  linke  Hälfte  des  Schildknorpels  abgeschnitten  zu 
denken,  so  daß  man  dadurch  einen  Einblick  in  die  gegenseitige 
Stellung  aller  vier  Knorpel  in  der  Ansicht  von  links  und  etwas 
vom  oben  gewinnt 

Die  Knorpel  sind  nun  teilweise  durch  Gelenke  miteinander 
verbunden.  So  bildet  der  Schildknorpel  mit  dem  Kingknorpel  ein 
aus  zwei  Teilen  zusammengesetztes  Schamiergelenk  mit  quer  von 
links  nach  rechts  verlaufender  Axe  (RS  in  den  Figuren),  welche 
die  Enden  der  sogen,  unteren  Hörner  des  Schildknorpels  verbindet; 
denn  jedes  dieser  Hörner  sitzt  mit  seinem  unteren  Ende  in  einer 
kleinen  Gelenkgrube  des  Kingknorpels,  die  in  Fig.  171  deutlich  zu 
erkennen  ist.  Ferner  kann  jeder  der  beiden  Stellknorpel  gegen 
den  Kingknorpel,  auf  dessen  hinterer  Platte  er  seitlich  aufsitzt 
(vgl.  Fig.  169),  Gelenkbewegungen  ausführen,  die  verhältnismäßig 
mannigfaltig  sind.  Die  Basis  eines  jeden  der  annähernd  pyramiden- 
förmigen Stellknorpel  besitzt  nämlich  eine  kleine  konkave  Ge- 
lenkfläche, die  auf  einer  am  oberen  Rande  der  Ringknorpelplatte 
(vgl.  Fig.  169)  befindlichen  konvexen  zylindrischen  Gelenkfläche 
mit  schräg  von  hinten  nach  außen  und  vorn  gehender  Axe  (XZ 
Fischer,  Medisin.  Physik.  37 
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bzw.  X'Z'  in  (len  Figg.  171  und  172)  gleiten  kann.  Nimmt  man 
exakte  Führung  in  diesem  Gelenk  an,  so  ist  Drehung  der  Stell- 
knorpel um  ihre  vertikalen  Längsaxen  ausgeschlossen,  und  es 
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handelt  sieh  dann  um  ein  Gelenk  von  zwei  Graden  der  Freiheit 
(vgl.  S.  308).  in  welchem  nur  Verschiebungen  in  der  Richtung  der 
Zylinderaxc  mit  Drehungen  um  diese  Axe  in  beliebiger  Weise 
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kombiniert  werden  können.  Hält  man  dagegen  angesichts  der 
verhältnismäßig  geringen  Ausdehnung  der  konkaven  Gelenkfläche 
an  der  Basis  jedes  Stellknorpels  innerhalb  gewisser  Grenzen  auch 


Fig.  170 
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Drehungen  des  letzteren  um  seine  vertikale  Längsaxe  für  möglich, 
so  hat  man  in  jedem  Ringstellknorpelgelenk  drei  Grade  der  Frei- 
heit realisiert  Es  ist  von  seiten  der  Physiologie  noch  nicht  in 
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einwurfsfreier  Weise  festgestellt  worden,  welche  der  beiden  Mög- 
lichkeiten am  Kehlkopfe  des  Lebenden  verwirklicht  ist;  die  Physik 
hat  daher  beide  Annahmen  in  den  Kreis  ihrer  Betrachtungen  zu 
ziehen. 

Die  beiden  Stellknorpel  bewegen  sich  in  der  Regel  gleichzeitig 
symmetrisch  zu  der  Medianebene.  Sie  können  der  letzteren  bis 
zur  Berührung  ihrer  medialen  Flächen  genähert  werden;  anderer- 
seits ist  ihre  Verschiebung  in  der  Richtung  der  Axe  der  zylindri- 
schen Gelenkflächen,  welche  sie  von  der  Medianebene  entfernt, 
durch  ein  starkes  Band  begrenzt,  welches  zwischen  dem  oberen  Rande 
der  Ringknorpelplatte  beiderseits  etwas  schräg  nach  oben  und  außen 
nach  dem  mittleren  Teile  der  hinteren  Fläche  des  Stellknorpels 
hinzieht.  Man  bezeichnet  es  als  „hinteres  Ring-Stellknorpel- 
band“  (ligamentuin  cricoarytaenoideum  posterius);  sein  Verlauf  ist 
aus  Fig.  189  («)  zu  ersehen.  Dieses  Band  fixiert  zugleich  die  Stell- 
knorpel gegenüber  dem  Zuge  des  gleich  zu  beschreibenden  Stimm- 
lippenmuskels,  der  sonst  die  Stellknorpel  nach  vorn  aus  der  Ge- 
lenkverbindung mit  dem  Ringknorpel  herausreißen  würde. 

Von  Bedeutung  für  das  akustische  Verhalten  des  Kehlkopfes 
ist  der  Effekt,  welchen  die  Bewegungen  in  diesen  Gelenken  auf 
die  Länge  und  Spannung  der  beiden  Stimmbänder  bzw.  Stimm- 
lippen haben.  Um  diesen  richtig  beurteilen  zu  können,  muß  man 
sich  zunächst  noch  etwas  eingehender  mit  den  anatomischen  Ver- 
hältnissen des  Kehlkopfes  bekannt  machen. 

Zwischen  einer  in  der  Modianebene  liegenden  Stelle  der  Rück- 
fläche des  Schildknorpels  (A  in  den  Figg.  170  bis  172)  und  einem 
nach  vorn  gerichteten  Fortsätze  an  der  Basis  eines  Stellknorpels 
(Stimmfortsatz,  processus  vocalis,  in  den  Figg.  170  bis  172  mit 
V bzw.  V‘  bezeichnet)  erstreckt  sich  zunächst  ein  elastisches  Band 
(Stimmband,  ligainentum  vocale).  An  dieses  Band  schließt  sich 
auf  jeder  Seite  ein  Muskel  an,  dessen  Insertionsstellen  einerseits 
ebenfalls  an  der  ltiickfläche  des  Schildknorpels,  andererseits  an 
dem  Stirnmfortsatze  und  der  lateralen  Grundkante  des  Stellknorpels 
liegen;  man  bezeichnet  ihn  allgemein  als  „Schild-Stellknorpel- 
muskel“ (musculus  thyreoarytaonoideus)  und  seine  mediale,  direkt 
an  das  Stimmband  anschließende  Partie  insbesondere  als  Stimrn- 
muskel  (musculus  vocalis).  In  Fig.  172,  welche  einen  horizontalen 
Durchschnitt  durch  den  vorderen  Teil  des  Schildknorpels  und  die 
Stellknorpel  darstellt,  findet  sich  der  Verlauf  dieses  Muskels  und 
des  Stimmbandes  auf  beiden  Seiten  der  Medianebene  schematisch 
angegeben.  Muskel  und  Band  bilden  zusammen  auf  jeder  Seite 
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der  Mcdianebene  je  einen  zwischen  Schildknorpel  und  Stellknorpel 
aasgespannten  prismatischen  Wulst,  der  auf  der  medialen  Seite 
von  einer  elastischen  Membran  (vgl.  Fig.  171)  eingeschlossen  ist, 
die  oben  in  das  Stimm  band  und  vorn  in  ein  ziemlich  dickes 
elastisches  Baud  übergeht,  das  sieh  zwischen  dem  vorderen  unteren 
Rande  des  Schildknorpels  und  dem  oberen  Rande  des  Ringknorpels 
ausspannt  und  als  ligamentum  cricothyreoideuin  medium  oder 
wegen  seiner  annähernd  kegelförmigen  Gestalt  als  „ konisches 
Band“  (ligamentum  conicum)  bezeichnet  wird  (vgl.  die  Figg.  1(18, 


SteUhrwrpdmuskdn 
Fig.  172 

170  und  171).  Soweit  diese  beiden  Wulste  in  schwingende  Be- 
wegung versetzt  werden  können,  bezeichnet  man  sie  als  die 
„Stimmlippen“;  dementsprechend  bezeichnet  man  auch  den  ge- 
nannten Muskel  als  „Stimmlippenmuskel“.  Der  zwischen  den 
Stimmlippen  in  der  Kegel  frei  bleibende  Spalt  heißt  die  „Stimm- 
ritze“. 

Fig,  178  zeigt  die  Stimmlippen  im  vertikalen  Querschnitt 
Über  denselben  sieht  man  den  Querschnitt  von  zwei  anderen, 
ebenfalls  symmetrisch  zur  Mcdianebene  liegenden  und  von  vorn 
nach  hinten  ziehenden  Wülsten,  die  den  Namen  „Taschenbänder“ 
führen  und  von  den  Stimmlippen  durch  jo  einen  Schlitz,  die  sogen. 
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Morgagni  sehen  Taschen,  getrennt  sind.  Den  letzteren  kommt 
voraussichtlich  ebensowenig  wie  den  Taschenbändern  eine  aku- 
stische Bedeutung  zu.  Da  sich  in  der  Schleimhaut  der  Morgag- 
ni sehen  Taschen  zahlreiche  Schleimdrüsen  befinden,  die  in  die 
Taschen  ausmünden,  so  ist  man  geneigt,  die  letzteren  als  An- 
feuchtungsvorrichtungen für  die  Stimmlippen  aufzufassen.  Bei 
manchen  Affenarten,  wie  z.  B.  den  Brüllaffen,  stellen  die  Taschen 
bzw.  Anhänge  derselben  große  Hohlräume  dar,  welche  zuweilen 


^ Taschenband, 


-■Monjagni'sche 

Taschen, 

_ - Stimmband 


1 Sturwilipperu 

muskel 


Fig.  173 

mehrere  Liter  Luft  enthalten  können;  in  diesem  Falle  wird  ihnen 
wahrscheinlich  eine  resonatorische  Funktion  zukommen. 

Außer  den  zwischen  Schildknorpel  und  Stellknorpeln  ausge- 
spannten Stimmlippeninuskeln  sind  die  Knorpel  des  Kehlkopfes 
noch  durch  folgende  Muskeln  miteinander  verbunden.  Zunächst 
zieht  auf  jeder  Seite  der  Medianebene  ein  Muskel  von  dem  vor- 
deren oberen  Bande  des  Bingknorpels  fächerförmig  schräg  nach 
der  medialen  Fläche  und  dem  unteren  Rande  des  Schildknorpels; 
man  bezeichnet  ihn  als  „Ring-Schildknorpelmuskel*  (musculus 
cricothyreoideus)  und  unterscheidet  an  ihm  einen  geraden  (der 
Medianebene  am  nächsten  liegenden)  Teil  (pars  recta)  von  einem 
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schrägen  Teile  (pars  obliqua).  Die  Lage  und  Gestalt  dieses  Muskels 
ist  in  den  Figg.  168  und  170  rechts  dargestellt  worden.  Ferner  er- 
streckt sich  sowohl  von  dem  seitlichen  oberen  Rande  als  auch  von 
der  hinteren  Platte  des  Ringknorpels  aus  je  ein  Muskel  nach 
einem  Fortsatze  (Muskelfortsatz,  in  den  Figg.  171  und  172  mit  M 
bezeichnet)  an  der  Basis  des  derselben  Seite  angehörenden  Stell- 
knorpels; diese  beiden  werden  als  „seitlicher  und  hinterer 
Ring  - Stellknorpelmuskel“  (musculus  cricoarytaenoideus  late- 
ralis et  posterior)  bezeichnet;  ihr  Verlauf  ist  aus  Fig.  171  bzw.  169, 
und  ihr  Ansatz  am  Muskelfortsatze  des  Stellknorpels  insbesondere 
aus  Fig.  172  zu  erkennen.  Schließlich  sind  die  beiden  Stellknorpel 
noch  untereinander  durch  Muskelzüge  verbunden,  welche  teils 
horizontal,  teils  schräg  von  unten  nach  oben  auf  der  Rückseite 
dieser  Knorpel  hinziehen.  Die  horizontalen  Fasern,  welche  die 
Muskelfoitsätze  und  die  lateralen  Kanten  der  Stellknorpel  mit- 
einander verbinden,  bilden  „den  queren  Stellknorpelmuskel“ 
(Musculus  arytaenoideus  transversus),  und  die  schräg  vom  Muskel- 
fortsatze des  einen  nach  der  Spitze  des  anderen  Stellknorpels  hin- 
ziehenden Fasern  stellen  „die  beiden  schrägen  Stellknorpel- 
muskeln“ dar  (Musculi  arytaenoidei  obliqui).  Beide  Muskeln  sind 
in  Fig.  169  zur  Darstellung  gekommen. 

Außer  den  angeführten  inneren  Kehlkopfmuskeln,  welche  mit 
Ausnahme  des  queren  Stellknorpelmuskels  paarweise  vorhanden 
sind,  gibt  es  nun  noch  Muskeln,  welche  Teile  des  Kehlkopfes  mit 
seiner  Umgebung,  so  z.  B.  mit  dem  Zungenbeine,  dem  Brustbeine, 
dem  Kehldeckel  der  Rachenwand  usw.  verbinden.  Dieselben  be- 
wegen den  Kehlkopf  als  Ganzes  und  haben  keine  direkte  akustische 
Bedeutung;  ihre  Beschreibung  kann  daher  unterbleiben. 

3.  Die  akustischen  Funktionen  der  Gelenke  und  Muskeln  des 

Kehlkopfes. 

Nach  dem  kurzen  Überblicke  über  den  anatomischen  Bau  des 
Kehlkopfes  kann  man  sich  nun  leicht  von  der  akustischen  Be- 
deutung der  Gelenkverbindungen  und  der  zwischen  den  verschie- 
denen Knorpeln  hinziehenden  Muskeln  Rechenschaft  geben. 

In  dem  Scharniergelenke  zwischen  Ring-  und  Schildknorpel 
können  nur  Drehungen  um  die  Scharnieraxe  ES  ausgeführt  wer- 
den. Nimmt  man  zunächst  an,  daß  die  Stellknorpel  in  irgendeiner 
Lage  gegen  den  Ringknorpel  festgestellt  sind,  so  kommen  für  die 
Hervorbringung  solcher  Drehungen  nur  die  Ring-Schildknorpel- 
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muskeln  einerseits  und  die  Stimmlippenmuskeln  andererseits  in 
Frage.  Wie  man  aus  Fig.  170  leicht  erkennt,  suchen  die  Ring- 
Schüdknoipelmuskelu  die  einander  zugekehrten  vorderen  Ränder 
der  beiden  Knorpel  einander  zu  nähern,  die  Stimmlippenmuskeln 
dagegen  (vgl.  Fig.  171)  sie  voneinander  zu  entfernen.  Die  ersteren 
suchen  daher  den  Schildknorpel  von  der  linken  Seite  aus  betrachtet 
entgegen  dem  Uhrzeigersinne,  die  letzteren  im  Uhrzeigersinne  re- 
lativ zum  Kingknorpel  zu  drehen;  dementsprechend  suchen  die 
ersteren  den  Ringknorpel  im  Uhrzeigersinne  und  die  letzteren  ent- 
gegen dem  Uhrzeigersinne  relativ  zum  Schildknorpel  zu  drehen. 

Je  nachdem  man  den  Ringknorpel  oder  den  Schildknorpel 
festgestellt  denkt,  beschreibt  bei  den  Drehungen  um  die  Scharnier- 
axe  jeder  Punkt  des  Schildknorpels  oder  des  Ringknorpels  bzw. 
der  in  einer  bestimmten  Stellung  auf  dem  letzteren  fixierten  Stell- 
knorpel einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  dieser  Axe  liegt.  Man 
kann  sich  nun  leicht  davon  überzeugen,  daß  jede  derartige  Drehung 
des  einen  Knorpels  relativ  zum  anderen  eine  Änderung  des  Ab- 
standes AV  des  vorderen  und  hinteren  Ansatzpunktes  des  Stimm- 
baudes  nach  sich  zieht.  Denkt  man  zunächst  den  Ringknorpel 
fest,  so  bleibt  der  hintere  Ansatz  V desselben  bei  den  Drehungen 
ebenfalls  fest,  während  der  vordere  Ansatz  A je  nach  dem 
Drehungssinne  einen  Kreisbogen  „4 .4,  oder  AA?  (vgl.  Fig.  170)  um 
die  Axe  RS  (welche  in  Fig.  170  auf  der  Ebene  der  Zeichnung 
senkrecht  steht  und  sich  daher  in  den  Punkt  S projiziert)  be- 
schreibt. Nun  ist  aber  aus  Fig.  170  unmittelbar  zu  erkennen, 
daß  A i weiter  von  F entfernt  ist,  und  At  näher  an  F liegt  als  der 
Punkt  .4.  Es  werden  daher  bei  einer  Drehung  des  Schildknorpels, 
welche  von  der  linken  Seite  aus  betrachtet  entgegen  dem  Uhr- 
zeigersinne vor  sich  geht,  die  Stimmbänder  und  dementsprechend 
auch  die  ganzen  Stimmlippen  verlängert,  bei  einer  Drehung  im 
Sinne  des  Uhrzeigers  dagegen  verkürzt.  Demnach  kann  man  zu- 
nächst über  die  Wirkung  der  angeführten  beiden  Muskelpaare  so- 
viel mit  Sicherheit  aussagen,  daß  die  Ring-Schildknorpelmuskeln 
die  Stimmlippen  verlängern,  die  Stimmlippenmuskeln  dagegen  sie 
verkürzen. 

Zu  diesem  Resultate  muß  man  natürlich  anch  gelangen,  wenn 
man  den  Schildknorpel  fest  und  den  Ringknorpel  beweglich  denkt 
ln  der  Tat  konstatiert  man  an  der  Hand  von  Fig.  170  leicht, 
daß  dann  der  hintere,  jetzt  allein  bewegliche  Ansatz  F des  Stimm- 
bandes bei  der  Kontraktion  der^  Ring-Schildknorpelmuskeln  einen 
Kreisbogen  in  der  Richtung  FF,  und  bei  der  Kontraktion  der 
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Stimmlippeumuskeln  einen  solchen  in  der  Richtung  VV.:  beschreibt, 
woraus  unmittelbar  im  ersten  Falle  auf  eine  Verlängerung,  im 
zweiten  auf  eine  Verkürzung  der  Stimmlippen  zu  schließen  ist 
Daran  ändert  auch  die  Tatsache  nichts,  daß  in  Wirklichkeit  die 
Stellknorpel  nicht  vollkommen  auf  dem  Ringknorpel  fixiert,  sondern 
an  dem  letzteren  durch  das  starke  hintere  Ring-Stellknorpelband 
(vgl.  Fig.  169  («)),  eventuell  unter  Beihilfe  der  hinteren  Ring-Stell- 
knorpelmuskeln nur  angehängt  sind,  so  daß  sie  sich  nicht  nach 
vorn  von  der  Ringknorpelplatte  entfernen  können. 

Die  rein  physikalische  Wirkung  der  beiden  Muskelpaare  auf 
die  Stimmlippen  ist  ganz  davon  unabhängig,  ob  der  eine  oder 
andere  der  beiden  Knorpel  festgestellt  ist;  sie  bleibt  auch  voll- 
kommen die  gleiche,  wenn,  wie  es  voraussichtlich  der  Fall  ist,  bei 
ihrer  Kontraktion  beide  Knorpel  gegeneinander  gedreht  werden, 
und  gleichzeitig  auch  die  Axe  RS  eine  kleine  Verrückung  im 
Raume  erfährt.  Denn,  wie  früher  (vgl.  S.  393  ff.)  auseinandergesetzt 
wurde,  versetzt  ein  Muskel  im  allgemeinen  beide  Körperteile  in 
Bewegung,  an  denen  er  angreift. 

Wichtiger  als  die  Beeinflussung  der  Länge  der  Stimmlippen, 
welche  so  wie  so  nicht  sehr  beträchtlich  sein  kann,  ist  die  Wirkung 
der  genannten  Muskeln  auf  die  Spannung  und  die  Form  der 
Stimmlippen;  von  diesen  hängt  die  Schwingungsart  der  letzteren 
vor  allen  Dingen  ab.  über  die  akustische  Bedeutung  dieser 
Muskeln  sind  vielfach  irrtümliche  Ansichten  verbreitet  Da  der 
eine  Muskel  das  Stimmband  verlängert,  der  andere  verkürzt,  so 
hat  man  sie  auch  in  akustischer  Beziehung  als  Antagonisten  auf- 
gefaßt; demnach  sollte  der  eine  den  Ton  im  Kehlkopfe  erhöhen, 
der  andere  denselben  vertiefen.  Diese  Ansicht  wäre  nur  berechtigt, 
wenn  ausschließlich  die  zwischen  der  Rückwand  des  Schildknorpels 
und  den  Stimmfortsätzen  der  Stellknorpel  ausgespannten  schmalen 
elastischen  Stimmbänder  beim  Anblasen  des  Kehlkopfes  in  Schwin- 
gungen gerieten.  In  Wirklichkeit  führen  aber  die  Stimmlippen, 
deren  größter  Teil  durch  die  Masse  der  neben  den  Stimmbändern 
liegenden  Muskelfaserzüge  ausgefüllt  wird  (vgl.  Fig.  173),  die 
Schwingungen  aus;  da  ein  Muskel  bei  seiner  Kontraktion  eine 
größere  Spannung  aunimmt,  so  werden  daher  die  Stimmlippen 
nicht  nur  bei  der  Kontraktion  der  Ring-Schildknorpelmuskeln, 
sondern  auch  bei  der  Kontraktion  der  Stimmlippenmuskeln  stärker 
angespannt.  In  bezug  auf  die  Spannung  der  Stimmlippen  wirken 
also  beide  Muskeln  in  demselben  Sinne  und  durchaus  nicht  anta- 
gonistisch; man  kann  sie  daher  beide  als  „Stimmlippenspanner“ 
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bezeichnen.  Es  muß  infolgedessen  auch  durch  die  Kontraktion 
der  Stimmlippenmuskeln  der  Ton  im  allgemeinen  erhöht  werden; 
allerdings  wird  diese  Erhöhung  bei  gleicher  Spannungszunahme 
der  Stimmlippen  nicht  so  groß  sein  wie  bei  der  Kontraktion  der 
Ring-Schildknorpelmuskeln,  weil  eine  Kontraktion  der  Stimmlippen- 
muskeln im  allgemeinen  zugleich  mit  einer  Verdickung  der  Stimm- 
lippen, und  damit  in  der  Regel  mit  einer  Vergrößerung  der 
schwingenden  Masse  verbunden  ist. 

Bei  der  Beurteilung  der  Tätigkeit  der  beiden,  oben  gemeinsam 
als  Stimmlippenspanner  bezeichneten  Muskeln  darf  man  vor  allen 
Dingen  eins  nicht  vergessen,  was  gewöhnlich  außer  Acht  gelassen 
wird.  Es  müssen  nämlich  in  jeder , Stellung  des  Kehlkopfes  die 
Gesamtspannungen  der  Ring-Schildknorpelmuskeln  einerseits  und 
der  Stimmlippenmuskeln  andererseits  in  einer  ganz  bestimmten 
gesetzmäßigen  Beziehung  zueinander  stehen.  Denkt  man  sich  der 
Einfachheit  halber  wieder  den  Ringknorpel  feststehend,  so  stellt 
der  Schildkuorpel  einen  um  die  feste  Axe  RS  drehbaren  Hebe 
dar.  Wird  nun  beispielsweise  der  an  diesem  Hebel  angreifende 
Ring- Schildknorpelmuskel  jeder  Seite  zur  Kontraktion  gebracht, 
so  dreht  sich  der  Hebel  in  der  Ansicht  von  der  linken  Seite 
(vgl.  Fig.  170)  entgegen  dem  Uhrzeigersinne;  dadurch  werden  die 
Stimmlippenmuskeln  passiv  angespannt  (falls  sie  nicht  auf  reflek- 
torischem Wege  selbst  zur  Kontraktion  gebracht  werden)  und 
suchen  durch  ihre  rein  elastische  Spannung  den  Hebel  rückwärts, 
d.  h.  also  hier  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  zu  drehen.  Schließlich 
tritt  ein  Gleichgewichtszustand  ein,  nämlich  w'enn  das  Drehungs- 
moment dieser  elastischen  Spannung  der  Stimmlippenmuskeln  dem 
gesamten  Drehungsmomente  der  Kontraktionsspannung  der  beiden 
Ring-Schildknorpelmuskeln  an  Größe  gleich  geworden  ist  Kon- 
trahieren sich  andererseits  die  Stimmlippenmuskeln,  so  drehen  sie 
den  Hebel  im  Sinne  des  Uhrzeigers;  dadurch  werden  jetzt  um- 
gedreht die  Ring-Schildknorpclmuskeln  gedehnt  und  passiv  gespannt 
(falls  sie  nicht  reflektorisch  zur  Kontraktion  gebracht  werden), 
so  daß  sie  durch  ihre  rein  elastische  Spannung  der  Drehung  ent- 
gegenwirken. Auch  hier  tritt  schließlich  ein  Gleichgewichtszustand 
ein,  wenn  die  elastische  Spannung  der  Ring-Schildknorpelmuskeln 
so  stark  angewachsen  ist,  daß  ihr  Drehungsmoment  an  Größe 
gleich  dem  gesamten  Drehungsmoment  der  Kontraktionsspannung 
der  Stimmlippenmuskeln  geworden  ist. 

Denkt  man  sowohl  die  Spannungen  der  Ring-Schildknorpel- 
muskeln als  auch  die  der  Stimmlippenmuskeln  durch  je  einen 
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resultierenden  Muskelzug  ersetzt,  so  liegen  diese  beiden  resul- 
tierenden Zugrichtungen  infolge  der  symmetrischen  Anordnung  der 
gleichartigen  Muskeln  in  der  Medianebene  des  Kehlkopfes.  An 
der  Hand  der  Figg.  170  und  171  kann  man  sich  auch  leicht  da- 
von Rechenschaft  geben,  daß  beide  resultierenden  Zugrichtungen 
wenigstens  annähernd  in  gleichem  Abstande  von  der  Hebelaxe  RS 
verlaufen,  so  daß  die  in  diesen  Richtungen  wirkenden  resultierenden 
Muskelkräfte  nahezu  gleiche  Hebelarme  besitzen.  Nimmt  man 
genaue  Gleichheit  dieser  Hebelarme  an,  so  erhält  man  daher  aus 
dem  Hebelgesetze  das  Resultat,  daß  die  resultierenden  Gesamt- 
spannungen der  beiden  Ring-Schildknorpelmuskeln  einerseits  und 
der  beiden  Stimmlippenmuskeln  andererseits  in  jeder  Stellung  des 
Kehlkopfes  gleich  groß  sein  müssen,  gleichgültig,  ob  es  sich  um 
Kontraktionsspannungen  oder  nur  rein  elastische  Spannungen 
derselben  handelt. 

Es  ist  aus  physiologischen  Gründen  anzunehmen,  daß  in  der 
Ruhe  des  Kehlkopfes,  d.  h.  wenn  derselbe  nicht  zum  Tönen  ge- 
bracht wird,  die  Muskeln  erschlafft  sind,  oder  doch  nur  sehr 
geringe  rein  elastische  Spannung  besitzen.  Die  Stellung  des  Schild- 
knorpels zum  Ringknorpel  wird  dann  voraussichtlich  durch  das 
Zusammenwirken  des  zwischen  denselben  ausgespannten  elastischen 
konischen  Bandes  (vgl.  die  Figg.  108,  170  und  171)  einerseits  und 
der  beiden  ebenfalls  elastischen  Stimmbänder  andererseit  hervor- 
gebracht Die  dabei  vorhandene  Spannung  der  ganzen  Stimm- 
lippen wird  aber  jedenfalls  so  gering  sein,  daß  sie  beim  Anblasen 
nicht  ansprechen;  damit  sie  in  tönende  Schwingungen  versetzt 
werden  können,  müssen  sie  stärker  angespannt  werden.  Es  kommt 
dann  eben  nur  auf  die  Stärke  der  von  dem  einen  oder  anderen 
der  beiden  Stimmlippenspanner  erzeugten  Spannung  an,  welcher 
Ton  entsteht  Man  sieht  aber,  daß  es  durchaus  nicht  eines 
besonderen  „Entspanners“  der  Stimmlippen  bedarf,  um  die  ganze 
dem  Kehlkopfe  eigentümliche  Tonskala  hervorbringen  zu  können, 
sondern  daß  zur  Vertiefung  des  Tones  nur  ein  Nachlassen  in  der 
Spannung  der  wirksamen  Muskeln  erforderlich  ist 

Es  ist  oben  schon  angedeutet  worden,  daß  die  Kontraktion 
der  Stimmlippenmuskeln  zugleich  eine  Vergrößerung  und  Verdich- 
tung der  schwingenden  Masse  horvorbriugt.  Beachtet  man,  daß 
namentlich  die  äußeren,  d.  h.  von  der  Medianebene  mehr  abliegenden 
Teile  der  Stimmlippenmuskeln  nicht  nur  gerade  von  vorn  nach 
hinten  verlaufende  Fasern  besitzen,  sondern  daß  die  Fasern  zum 
Teil  auch  sehr  verschiedene  andere  Richtungen  besitzen,  so  ver- 
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steht  man,  daß  diese  Muskeln  auch  die  Form  der  Stimmlippen 
beliebig  verändern  können.  Es  ist  daher  nicht  unwahrscheinlich, 
daß  die  Stimmlippenmuskeln  weniger  zur  Regulierung  der  Spannung 
der  Stimmlippen,  als  vielmehr  zur  Regulierung  der  Form,  Masse 
und  Elastizität  der  schwingenden  Teile  derselben  dienen,  und  daß 
die  Hervorbringung  der  geeigneten  Spannung  in  erster  Linie  dem 
Ring-Schildknorpelmuskel  zufällt  Dies  zu  entscheiden  ist  nicht 
Sache  der  Physik,  sondern  eine  Aufgabe  der  Physiologie,  die  noch 
nicht  in  einwurfsfreier  Weise  hat  gelöst  werden  können. 

Die  übrigen  Muskeln  des  Kehlkopfes  können  auf  die  Spannung 
der  Stimmlippen  nur  geringeren  Einfluß  ausüben:  ihre  akustische 
Aufgabe  besteht  vielmehr  darin,  die  Form  der  Stimmritze  zu 
ändern  und  für  die  Erzeugung  eines  Tones  geeignet  zu  machen. 
Gleichzeitig  haben  sie  noch  die  Funktion,  die  Stimmritze  zum 
Zwecke  des  bloßen  Atmens  zu  erweitern,  und  insbesondere  bei 
tieferer  Inspiration  eine  möglichst  große  Öffnung  für  die  von  der 
Lunge  eingesaugte  Luft  zu  schaffen;  gegebenenfalls  müssen  sie 
aber  auch  im  Vereine  mit  den  Stimmlippenspannern  dazu  dienen, 
die  Stimmritze  fest  zu  verschließen.  Da  alle  diese  Muskeln  sich 
an  den  Stellknorpeln  ansetzen,  so  können  sie  die  verschiedenen 
Aufgaben  nur  dadurch  lösen,  daß  sie  den  Stellknorpeln  eine  ge- 
eignete Lage  gegen  den  Ringknorpel  erteilen. 

Die  Wirkung  der  einzelnen  Muskeln  hängt  vor  allen  Dingen 
von  der  Art  der  Gelenkverbindung  zwischen  Ring-  und  Stell- 
knorpeln ab.  Faßt  man  diese  entsprechend  der  ersten  der  beiden 
oben  (vgl.  S.  578)  angeführten  Möglichkeiten  als  exaktes  Zylinder- 
gelenk von  zwei  Graden  der  Freiheit  auf,  so  kann  über  die  rein 
physikalische  Wirkung  der  Muskeln  kein  Zweifel  sein.  Sie  können 
entweder  die  Stellknorpel  auf  der  zylindrischen  Gelenkfläche  am 
Ringknorpel  parallel  der  Zylinderaxe  in  der  einen  oder  anderen 
Richtung  verschieben,  oder  dieselben  um  die  Zylinderaxe  im  einen 
oder  anderen  Sinne  drehen,  oder  schließlich  diese  beiden  Grund- 
bewegungen gleichzeitig  in  bestimmtem  Verhältnisse  kombiniert 
ausführen.  Die  Entscheidung  hierüber  ist  im  allgemeinen  nicht 
schwer. 

So  ist  es  unmittelbar  einleuchtend,  daß  die  zum  Teil  quer, 
zum  Teil  schräg  zwischen  den  beiden  Stellknorpeln  ausgespannten 
Stellknorpelmuskeln  in  der  Hauptsache  eine  Verschiebung  der  Stell- 
knorpel parallel  der  Zylinderaxe  in  der  Richtung  auf  die  Median- 
ebene, und  damit  eine  gegenseitige  Annäherung  derselben  bis  zu 
ihrer  Berührung  bewirken.  Dabei  werden  auch  die  Stimmfortsätze 
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der  Stellknorpel  einander  genähert,  und  demnach  die  Stimmritze 
verengt  hzw.  vollständig  geschlossen.  Da  die  Zvlinderaxen  ZX 
und  Z'X‘  (vgl.  Fig.  172)  nach  hinten  konvergieren,  so  werden 
ferner  die  hinteren  Ansätze  der  Stimmbänder  (F  und  F')  und  der 
Slimmlippenmuskeln  etwas  von  ihren  vorderen  Ansätzen  am 
Schildknorpel  entfernt,  woraus  sich  als  sekundäre  Wirkung  der 
zwischen  den  Stellknorpeln  ausgespannten  Muskeln  zugleich  eine 
Anspannung  der  Stimmlippen  ergibt;  die  letztere  kann  aber  nicht 
beträchtlich  sein  und  tritt  jedenfalls  sehr  zurück  gegenüber  der 
spannenden  Wirkung  der  eigentlichen  Stimmlippenspanner  (vgl. 
S.  585).  Noch  geringfügiger  wird  die  Drehung  der  Stellknorpel 
um  die  Zvlinderaxen  sein,  welche  diese  Muskeln  nebenbei  hervor- 
zubringen imstande  wären.  Denkt  man  nämlich  die  Stellknorpel 
bei  irgendeiner  Entfernung  von  der  Medianebene  gleichzeitig  um 
die  Zylinderaxen  so  gedreht,  daß  sie  sich  nach  vom  neigen,  so 
werden  dabei  alle  symmetrisch  gelegenen  Punkte  dieser  Knorpel 
sich  einander  nähern  oder  voneinander  entfernen,  je  nachdem  sie 
über  oder  unter  der  horizontalen  Ebene  der  beiden  Axen  ZX  und 
Z‘X‘  liegen.  Da  nun  die  symmetrisch  zur  Medianebene  liegenden 
Insertionspunkte  der  meisten  Fasern  des  queren  Stellknorpelmus- 
kels über  dieser  horizontalen  Axenebene,  und  nur  bei  den  unter- 
sten Fasern  etwas  unterhalb  derselben  zu  finden  sind,  so  könnte 
wenigstens  der  quere  Stellknorpelmuskel  als  Nebenwirkung  unter 
Umständen  eine  Drehung  um  die  Zylinderaxen  hervorbringen. 
Diese  Drehung  könnte  allerdings  nur  in  Frage  kommen,  solange 
die  Stellknorpel  noch  nicht  zur  Berührung  gebracht  sind.  Beachtet 
man  nun  aber,  daß  die  Ansatzstellen  eines  schrägen  Stellknorpel- 
muskels beim  Vornüberneigen  der  Stellknorpel  nicht  einander  ge- 
nähert, sondern  vielmehr  etwas  voneinander  entfernt  werden,  was 
sich  ebenfalls  leicht  an  der  Hand  der  Figuren  aus  rein  geometri- 
scher Betrachtung  ergibt,  so  würden  die  beiden  schrägen  Stell- 
knorpelmuskeln in  bezug  auf  die  Drehung  um  die  Zylinderaxen 
als  Antagonisten  der  queren  Muskeln  aufzufassen  sein.  Bei  gleich- 
zeitiger Kontraktion  aller  nur  zwischen  den  Stellknorpeln  hin- 
ziehenden Muskeln  wird  es  daher  kaum  zu  einer  Drehung  der 
Stellknorpel  um  die  Zylinderaxen  im  einen  oder  anderen  Sinne 
kommen.  Die  Muskeln,  welchen  diese  Funktion  u.  a.  Vorbehalten 
ist,  sind  die  Hingstellknorpelmuskeln  einerseits  und  die  beiden 
Stimmlippenspanner  andererseits. 

Die  seitlichen  Ringstellknorpelmuskeln  (vgl.  die  Figg.  171  und 
172)  ziehen  zunächst  beiderseits  die  Stellknorpel  auf  den  zylindri- 
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sehen  Gelenkfläehen  von  der  Medianebene  fort  und  entfernen  sie 
daher  voneinander;  sie  sind  also  in  diesem  Sinne  Antagonisten 
der  Stellknorpelmuskeln  und  folglich  Erweiterer  der  Stimmritze. 
Gleichzeitig  dreht  nun  aber  jeder  seitliche  Ringstellknorpebnuskel 
mit  dem  größten  Teile  seiner  Fasern  den  Stellknorpel  um  die 
Zylinderaxe  im  Sinne  einer  Vorwärtsneigung  desselben.  Die  hin- 
teren Ringstellknorpelmuskeln  (vgl.  die  Figg.  169  und  172)  können 
zunächst  bei  größerem  gegenseitigem  Abstande  der  Stellknorpel 
diese  der  Medianebene  etwas  nähern,  jedoch  infolge  ihrer  Lage  mit 
um  so  geringerer  Komponente,  je  näher  sie  schon  aneinander  ge- 
kommen sind;  die  Haupttätigkeit  dieser  Muskel  ist  aber  eine 
Drehung  der  Stellknorpel  um  die  Zylinderaxe  nach  rückwärts. 
Es  wären  also  der  seitliche  und  hintere  Ringstellknorpelmnskel 
nicht  nur  in  bezug  auf  die  Verschiebung  der  Stellknorpel  auf 
ihren  zylindrischen  Gelenkflächen,  sondern  auch  in  bezug  auf  die 
Drehung  um  die  Zylinderaxe  vom  rein  physikalischen  Standpunkte 
aus  als  Antagonisten  aufzufassen. 

Durch  eine  gleichzeitige  Drehung  der  Stellknorpel  um  ihre 
zylindrischen  Gelenkaxen  nach  rückwärts  werden  die  Stimmfort- 
sätze derselben  nicht  nur  gehoben,  sondern  infolge  der  gegenseiti- 
gen Neigung  der  Zylinderaxen  auch  etwas  voneinander  entfernt. 
Die  hinteren  Ringstellknorpelmuskeln  können  daher  den  mittleren 
Teil  der  Stimmritze  auch  dann  erweitern,  wenn  die  Stellknorpel 
hinten  bis  zur  Berührung  einander  genähert  sind;  die  ganze  Stimm- 
ritze nimmt  dann  annähernd  die  Form  eines  Rhombus  an.  Durch 
die  Drehung  nach  rückwäits  werden  aber  gleichzeitig  die  Stimm- 
fortsätze  und  die  lateralen  Ränder  an  den  Grundflächen  der  Stell- 
knorpel von  den  vorderen  Ansatzstellen  der  Stimmlippenmuskeln 
am  Schildknorpel  entfernt.  Aus  diesem  Grunde  können  die 
Stimmlippenmuskeln  und  dementsprechend  auch  die  Ringschild- 
knorpelmuskeln die  Stellknorpel  bei  Hintenüberneigung  derselben 
wieder  nach  vorn  um  die  Zylinderaxen  drehen,  so  daß  sie  in  die- 
sem Sinne  als  Antagonisten  der  hinteren  Ringstellknorpelmuskeln 
aufzufassen  sind. 

Bisher  sind  die  Wirkungen  der  verschiedenen  Kehlkopfmus- 
keln dargestellt  worden,  wie  sie  sich  aus  der  Voraussetzung  er- 
geben würden,  daß  die  Ringstellknorpelgelenke  exakte  Zylinderge- 
lenke von  zwei  Graden  der  Freiheit  wären.  Macht  man  nun  aber 
die  andere,  ebenfalls  nicht  ganz  von  der  Hand  zu  weisende  Vor- 
aussetzung, daß  zu  den  zwei  Graden  der  Freiheit  noch  als  dritter 
Grad  die  Möglichkeit  einer,  wenn  auch  nicht  sehr  ausgedehnten 
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Drehung  der  Stellknorpel  um  ihre  vertikalen  Längsaxen  hinzu- 
kommt, so  modifizieren  sich  die  Wirkungen  verschiedener  Muskeln 
nicht  unbeträchtlich. 

Zunächst  wird  jeder  hintere  Ringstellknorpelmuskel  den  Stell- 
knorpel nicht  nur  um  die  Zylinderaxe  der  Gelenkfläche  des  Ring- 
knorpels nach  rückwärts,  sondern  denselben  auch  mit  einer  kleinen 
Komponente  um  seine  eigene  Längsaxe  so  drehen  können,  daß 
sich  dabei  der  Stimmfortsatz  von  der  Medianebene  entfernt  In 
größerem  Maße  wird  diese  letztere  Drehung  aber  von  dem  queren, 
sowie  auch  von  den  schrägen  Stellknorpolmuskeln  erzielt.  Der 
seitliche  Ringstellknorpelmuskel  jeder  Seite  wird  dagegen  neben 
der  Verschiebung  auf  der  zylindrischen  Gelenkfläche  und  der 
Drehung  um  die  Zylinderaxe  nach  vorn  zugleich  eine  Drehung 
des  Stellknorpels  um  seine  Längsaxe  in  dem  Sinne  hervorbringen 
können,  daß  dabei  der  Stimmfortsatz  der  Medianebene  genährt 
wird.  Schließlich  werden  auch  die  Stimmlippenmuskeln  und  dio 
Ringschildknorpelmuskeln  den  Stellknorpeln  eine  derartige  Drehung 
erteilen  können,  falls  die  Stimmbänder  mit  den  medialen  Rändern 
der  Stellknorpelgrundflächen  einen  nach  der  Medianebene  hin 
offenen  stumpfen  Winkel  bilden,  während  sie  die  entgegengesetzte 
Drehung  der  Stellknorpel  um  ihre  Längsaxen  und  demnach  eine 
Entfernung  der  Stimmfortsätze  von  der  Medianebene  hervorrufeu 
würden,  falls  die  Stimmbänder  mit  den  medialen  Rändern  der 
Stellknorpelgrundflächen  einen  nach  außen  offenen  Winkel  bilden. 

Vom  Standpunkte  der  Physik  aus  konnte  nur  auf  die  Folge- 
rungen eingegangen  werden,  welche  den  beiden  Voraussetzungen 
entsprechen.  Dies  war  um  so  nötiger,  als  denselben  in  physiolo- 
gischen Werken  nicht  immer  konsequent  Rechnung  getragen  wird, 
indem  Angaben  über  die  Wirkungen  der  Kehlkopfmuskeln  anzu- 
treffen sind,  welche  mit  den  gleichzeitig  gemachten  Annahmen 
über  die  möglichen  Bewegungen  in  den  Ringstellkuorpelgelenken 
direkt  im  Widerspruch  stehen.  Man  vergleiche  in  dieser  Hinsicht 
u.  a.  die  Behandlung  des  Gegenstandes  in  Nagels  Handbuch  der 
Physiologie  des  Menschen. 

4.  Über  die  Schwingung  der  Stimmlippen. 

Wie  schon  oben  (auf  S.  576)  hervorgehoben  wurde,  kann  ein 
künstlicher  Kehlkopf  von  der  durch  Fig.  167  veranschaulichten 
Art  auch  in  rein  physikalischer  Beziehung  dem  Kehlkopfe  des 
Lebenden  nicht  vollkommen  gleichwertig  angesehen  werden.  Nach 
den  Auseinandersetzungen  über  den  anatomischen  Bau  des  Kehl- 
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kopfes  und  die  Wirkung  der  inneren  Kehlkopfmuskeln  ist  nun 
leicht  einzusehen,  daß  die  Hauptunterschiede  in  der  Dicke  der 
Stimmlippen  des  lebenden  Kehlkopfes  und  der  Möglichheit  der 
Längen*  und  Gestaltsänderung  der  schwingenden  Teile  derselben 
zu  suchen  sind.  Wie  ein  Blick  auf  Fig.  173  lehrt,  müßte  man 
beim  künstlichen  Kehlkopfe  die  einander  gegenüberstehenden  ela- 
stischen Teile  nach  außen  hin  verdicken,  um  sie  in  ihrem  (Quer- 
schnitte den  Stimmlippen  ähnlicher  zu  machen.  An  der  Art  und 
Richtung  der  Schwingung  wrürde  durch  diese  Vergrößerung  der 
schwingenden  Masse  wenig  geändert,  so  daß  schon  hieraus  zu 
schließen  ist,  daß  die  Schwingungen  der  Stimmlippen  in  mehr 
horizontaler  als  vertikaler  Richtung  vor  sich  gehen  werden,  worauf 
Ewald*)  zuerst  aufmerksam  gemacht  hat,  und  was  durch  strobo- 
skopische Beobachtungen  und  Photographien  der  schwingenden 
Stimmlippen  durch  Ürtel  und  neuerdings  Musehold**)  am  Le- 
benden sehr  wahrscheinlich  gemacht  ist.  Außerdem  erscheint  es 
angesichts  des  anatomischen  Baues  der  Stimmlippen  als  ausge- 
schlossen, daß  dieselben  nach  Art  sog.  durchschlagender  Zungen 
schwingen;  sie  müssen  vielmehr  in  ihrer  gegenseitigen  Berührung 
eine  Grenze  in  der  Bewegung  nach  der  Medianebene  zu  finden. 
Dies  wird  u.  a.  durch  die  Museholdschen  Untersuchungen  durch- 
aus bestätigt.  Die  Stimmlippen  verhalten  sich  demnach  ähnlich 
wie  die  Mundlippen  beim  Anblasen  einer  Trompete,  welche  dabei 
auch  nahezu  senkrecht  zum  Luftstrome  schwingen  und  dadurch 
die  spaltförmige  Zugangsöffnung  periodisch  erweitern  und  ver- 
engern bzw.  verschließen. 

Durch  die  Tätigkeit  des  Schildstellknorpelmuskels  kann  der 
Querschnitt  der  schwingenden  Teile  der  Stimmlippen  innerhalb  be- 
stimmter Grenzen  geändert  werden.  Man  nimmt  auf  Grund  von 
Versuchen  mit  künstlichen  Kehlköpfen  an,  daß  die  Stimmlippen 
zum  Zwecke  der  Hervorbringung  der  Falsettstimme  besonders 
stark  zugeschärft  werden;  es  wird  dadurch  nicht  nur  die  Masse 
der  schwingenden  Teile  geringer,  und  demnach  der  Ton  unter 
sonst  gleichen  Umständen  höher,  sondern  die  Richtung  der  Schwin- 
gung wird  auch  steiler,  indem  sich  die  beiden  Stimmlippen  dann 
wie  elastische  Membranen  verhalten,  welche  unter  viel  stumpferem 
Winkel  gegeneinander  geneigt  sind  wie  in  dem  durch  Fig.  167 
dargestellten  Falle. 

*)  Vgl.  Heymanns  Handbuch  der  Laryngologie. 

**)  Archiv  für  Laryngologie  7 (1898). 
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Abgesehen  von  der  Änderung  der  schwingenden  Masse  durch 
Umgestaltung  des  Querschnittes  der  Stimmlippen  hat  man  im 
wesentlichen  noch  dreierlei  verschiedene  Mittel  zur  Beeinflussung 
der  Tonhöhe,  nämlich  die  Änderung  der  Länge  der  schwingenden 
Teile,  die  Änderung  der  Spannung  der  Stimmlippen  und  die  Ände- 
rung des  Druckes,  unter  dem  die  Luft  von  der  Lunge  aus  durch 
die  Stimmritze  gepreßt  wird.  Man  könnte  noch  an  einen  Einfluß 
des  Ansatzrohres  auf  die  Tonhöhe  denken;  derselbe  kann  aber 
trotz  der  membranösen  Beschaffenheit  der  Stimmlippen  aus  physi- 
kalischen Gründen  nicht  sehr  groß  sein,  weil  die  Wandungen  des 
Ansatzrohres  zu  wenig  starr  sind. 

Was  zunächst  die  Länge  der  schwingenden  Teile  der  Stimm- 
lippen anlangt,  so  kann  dieselbe  bis  auf  den  Abstand  der  Stimm- 
fortsätze der  Stellknorpel  von  dem  vorderen  Ansätze  der  Stimm- 
bänder am  Schild  knorpel  verringert  werden.  Es  ist  durch  Ver- 
suche an  Kehlkopfpräparaten  und  durch  Beobachtung  mittels  des 
Kehlkopfspiegels  festgestellt  worden,  daß  die  Stimmlippen  nur 
dann  ansprechen  können,  wenn  die  Stellknorpel  miteinander  zur 
Berührung  gebracht  worden  sind.  Findet  diese  Berührung  an  den 
hinteren  Endpunkten  der  medialen  Ränder  der  Stellknorpelgrund- 
flächen statt,  so  sind  die  schwingenden  Stimmlippen  am  längsten; 
sie  bestehen  dann  je  aus  einem  rein  membranösen,  bis  zu  den 
Stimmfortsätzen  der  Stellknorpel  reichenden,  und  einem  die  Stell- 
knorpel selbst  enthaltenden  Teile.  Dies  ist  aus  Fig.  172  auf  S.  581 
deutlich  zu  erkennen ; es  ist  nur  dabei  zu  beachten,  daß  zum  Zwecke 
der  Hervorbringung  der  Stimme  die  hinteren  Ecken  E und  'JS'  der 
Stellknorpelgrundflächen  bis  zur  Berührung  einander  genähert 
werden  müssen,  während  die  Stimmfortsätze  V und  V‘  noch  einen, 
allerdings  nur  geringen  Abstand  voneinander  haben  können.  Die 
Stimmritze  stellt  dann  einen  schmalen  lanzettförmigen  Spalt  von 
der  Länge  AE  dar.  Durch  Drehen  der  Stellknorpel  kann  nun  die 
Berührungsstelle  derselben  sukzessiv  von  hinten  nach  vom  ver- 
legt werden,  was  einer  allmählichen  Verkürzung  des  schwingen- 
den Teiles  der  Stimmlippen  von  der  Länge  AE  bis  zu  der  Länge 
AV  entspricht,  so  daß  schließlich  nur  noch  der  rein  membranöse 
Teil  derselben  für  die  Schwingungen  in  Betracht  kommt  Bleibt 
dabei  die  Spannung  ungeändert,  so  wrird  die  Schwingungszahl 
dieser  Verkürzung  der  schwingenden  Stimmlippen  annähernd  um- 
gekehrt proportional  wachsen. 

Uber  die  Mittel  zur  Vergrößerung  der  Spannung  und  der  da- 
durch bedingten  Erhöhung  der  Schwingungszahl  der  Stimmlippen 

Fischer,  Medizin.  Physik.  38 
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ist  oben  bei  der  Erörterung  der  Muskelvvirkungen  schon  berichtet 
worden.  Durch  Versuche  an  Kehlkopfpräparaten,  welche  schon 
Liskovius  und  Joh.  Müller  angestellt  haben,  ist  festgestellt 
worden,  daß  die  Spannung  etwa  auf  das  13  bis  14  fache  gesteigert 
werden  muß,  um  Verdoppelung  der  Schwingungszahl,  also  Er- 
höhung des  Tones  um  eine  Oktave,  hervorzubringen,  während  die 
vierfache  Spannung  den  Ton  ungefähr  nur  um  eine  Quarte  bis 
Quinte  erhöht.  Natürlich  lassen  sich  die  Resultate  dieser  Versuche 
hinsichtlich  ihrer  quantitativen  Verhältnisse  nicht  ohne  weiteres 
auf  den  Lebenden  übertragen,  da  ja  die  Elastizität  der  lebenden 
Gewebe  sicher  anders  als  an  einem  Präparate  sein  wird,  und  der 
Einfluß  außer  Betracht  geblieben  ist,  welchen  die  mit  der  Kon- 
traktion verbundene  Gestaltsänderung  der  spannenden  Muskeln 
auf  die  Schwingung  der  Stimmlippen  ausübt. 

Mit  entsprechender  Vorsicht  sind  die  Ergebnisse  von  Versuchen 
an  Kehlkopfpräparaten  für  den  Lebenden  zu  verwenden,  welche 
den  Einfluß  des  Anblasedruckes  der  Luft  auf  die  Tonhöhe  fest- 
stellen sollten.  Es  hatte  sich  dabei  herausgestellt,  daß  zur  Er- 
höhung des  Tones  um  eine  Oktave  eine  Steigerung  des  Luft- 
druckes auf  das  Fünf-  bis  Achtfache  genügt,  und  bei  doppeltem 
bis  dreifachem  Drucke  der  Ton  schon  um  eine  Quarte  bis  Quinte 
höher  wird. 

Es  wird  durch  diese  Versuche  u.  a.  wahrscheinlich  gemacht’ 
daß  beim  Creszendo-Singen  eines  bestimmten  Tones  die  Spannung 
der  Stimmlippen  bei  gleichbleibender  Länge  derselben  in  viel 
höherem  Grade  herabgesetzt  werden  muß,  als  der  Luftdruck  zur 
Hervorbriugung  der  größeren  Tonintensität  verstärkt  wird. 

Schließlich  mag  noch  erwähnt  werden,  daß  man  unter  be- 
stimmten Umständen,  z.  B.  beim  Falsett-Singen,  den  Stimmlippen 
ein  Schwingen  in  aliquoten  Teilen  zugeschrieben  hat;  dieselben 
sollen  sich  dabei  der  Länge  nach  in  einzelne  von  vorn  nach 
hinten  verlaufende  Streifen  zerlegen,  welche  durch  Knotenlinien 
voneinander  getrennt  sind,  so  daß  zwei  Nachbarstreifen  stets  die 
entgegengesetzte  Schwingungsrichtung  aufweisen.  Man  hat  sogar 
die  über  den  Stimmlippen  befindlichen  Taschenbänder  dafür  ver- 
antwortlich gemacht,  durch  leise  Berührung  der  Stimmlippen  eine 
derartige  Schwingung  in  aliquoten  Streifen  hervorzubringen,  ähn- 
sich  wie  der  an  geeigneter  Stelle  leise  auf  eine  Saite  aufgelegte 
Finger  diese  zum  Schwingen  in  aliquoten  Teilen  veranlaßt.  Der 
anatomische  Bau  der  Stimmlippen  sowie  auch  die  Beobachtung 
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der  Schwingungsvorgänge  im  lebenden  Kehlkopfe  mit  Hilfe  des 
Kehlkopfspiegels  machen  es  jedoch  sehr  unwahrscheinlich,  daß 
eine  derartige  Schwingung  ausgeführt  wird. 

5.  Erzeugung  der  Vokale  und  Konsonanten. 

Eis  entspricht  nicht  der  Aufgabe  dieses  Buches,  eine  Physio- 
logie der  Sprache  wiederzugeben,  sondern  es  sind  hier  nur  die 
bei  der  Hervorbringung  der  verschiedenen  Elemente  der  Sprache 
in  Frage  kommenden  rein  physikalischen  Momente  in  Betracht  zu 
ziehen.  Von  ausschlaggebender  Bedeutung  ist  dabei  das  Verhalten 
des  aus  dem  Vorhofe  des  Kehlkopfes,  der  Rachen-,  Mund-  und 
Nasenhöhle  bestehenden  Ansatzrohres.  Dieses  modifiziert  bei  den 
Vokalen  den  Klang  der  im  Kehlkopfe  erzeugten  Stimme.  Bei  den 
eigentlichen  Konsonanten  spielt  es  dagegen  eine  viel  aktivere  Bolle, 
indem  es  die  für  die  verschiedenen  Konsonanten  charakteristischen 
Geräusche  durch  Bilden  einer  Enge,  welche  der  Luftstrom  passieren 
muß,  oder  durch  Bilden  bzw.  Lösen  eines  Verschlusses  an  irgend- 
einer Stelle  direkt  erzeugt;  ob  dabei  gleichzeitig  die  Stimme  tönt, 
wie  bei  den  sog.  „phonischen“  Konsonanten,  oder  die  Stimmlippen 
sich  ganz  passiv  verhalten,  wie  bei  den  sog.  „aphonisehen“  Kon- 
sonanten, ist  für  die  Entstehung  der  Konsonanten  von  untergeord- 
neter Bedeutung. 

Was  zunächst  den  rein  akustischen  Charakter  der  Vokalo  an- 
langt,  so  existieren  über  denselben  in  der  Hauptsache  zwei  ver- 
schiedene Theorien,  die  sich  kurz  als  Obertontheorie  und  For- 
mantentheorie bezeichnen  lassen. 

Die  Obertontheorie  ist  zuerst  von  Graßmann  aufgestellt  und 
dann  von  Helmholtz  und  seinen  Schülern,  insbesondere  von 
Pipping,  ausgebaut  worden.  Dieselbe  behauptet,  daß  sich  die 
Vokalklänge  von  den  Klängen  der  meisten  anderen  Instrumente 
dadurch  wesentlich  unterscheiden,  daß  die  Stärke  ihrer  Obertöno 
nicht  von  ihrer  Ordnungszahl,  sondern  überwiegend  von  ihrer  ab- 
soluten Tonhöhe  abhängt.  Es  ist  also  in  dem  Klange  eines  jeden 
Vokales  mindestens  ein  Oberton  von  konstanter  Höhe  in  hervor- 
ragender Stärke  vorhanden,  der  seine  Tonhöhe  beibehält  oder  doch 
nur  ganz  wenig  ändert,  wenn  der  Vokal  auf  die  verschiedensten 
Töne  angegeben  wird.  Absolut  fest  können  diese  bevorzugten 
Töne  natürlich  nicht  bleiben,  wenn  sie  unter  dem  Wechsel  des 
Grundtones  immer  mit  einem  Obertone  desselben  zusammenfallen 
sollen;  es  muß  daher  eine  gewisse  Schwankungsbreite  für  die- 
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selben  vorhanden  sein,  wenn  keine  Dissonanz  entstehen  soll,  aber 
die  Breite  dieses  Verstärkungsgebietes  braucht  nicht  beträchtlich 
zu  sein.  Nach  Helmholtz  sind  bei  den  Vokalen  Ä,  E,  I,  ö und 
Ü zwei  derartige  verstärkte  Obertöne  von  nahezu  absoluter  Ton- 
höhe nachweisbar,  während  die  Vokale  U,  0 und  A durch  nur 
einen  derartigen  Oberton  charakterisiert  sind.  Diese  Obeitöne  sind 
für  U das  kleine  f,  für  0 das  eingestrichene  h und  für  A das 
zweigestrichene  b,  ferner  für  .1  das  zweigestrichene  d und  das 
dreigestrichene  g,  für  E das  eingestrichene  f und  das  dreigestri- 
chene h , für  / das  kleine  f und  das  viergestrichene  d , für  ö das 
eingestrichene  f und  das  dreigestrichene  cis  und  endlich  für  ü das 
kleine  f und  das  dreigestrichene  g. 

Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen,  daß  schon  die  An- 
gabe eines  dieser  Töne  bzw.  der  beiden  Töne  allein  mit  Hilfe 
einer  Stimmgabel  eine  dem  betreffenden  Vokale  annähernd  ent- 
sprechende Gehörsempfindung  verursacht. 

Der  Grund,  weshalb  einem  jeden  Vokale  ein  oder  zwei  be- 
sonders starke  feste  Obertöne  zukommen,  liegt  in  dem  Verhalten 
des  Ansatzrohres.  Dieses  formt  sich  bei  den  Vokalen  U,  0 und  A 
zu  einem  Resonanzraume  mit  den  betreffenden  Tönen  als  Eigen- 
ton, während  es  sich  bei  den  anderen  Vokalen  in  zwei  Resonanz- 
räumo  zerlegt.  Die  Zunge  nähert  sich  im  letzteren  Falle  mit 
ihrem  Rücken  mehr  oder  weniger  dem  harten  Gaumen  und 
trennt  dadurch  einen  vorderen  Raum  von  einem  hinteren,  über 
dem  Kehlkopfe  liegenden  Raume  ab,  den  Purkine  zuerst  nach- 
gewiesen und  als  „Kehlraum“  bezeichnet  hat.  Dabei  entspricht 
der  höhere  Ton  dem  vorderen,  der  tiefere  Ton  dem  Kehl- 
raume *). 

Mit  dieser  in  groben  Umrissen  wiedergegebenen  Oberton- 
theorie hat  die  im  Grunde  zuerst  von  Willis  aufgestellte  und 
dann  vor  allem  von  L.  Hermann  ausgebildete  Formantentheorio 
gemeinsam,  daß  auch  sie  Mundtöne  von  bestimmter  absoluter 
Höhe  annimmt.  Diese  Mundtöne  sollen  aber  nicht  als  Resonanz- 
töne bestimmter,  schon  im  Klange  der  Stimme  enthaltener  Ober- 
töne zum  Vorscheine  kommen,  sondern  sie  werden  nach  Her- 
mann durch  die  Stimme  intermittierend  oder  oszillierend  angc- 


*)  Cher  die  Lage  und  Gestalt  dieser  Resonanzräume  vergleiche  man  u.  a. 
1’.  Griitzner,  Physiologie  der  Stimme  und  Sprache.  Hermanns  Handbuch  d. 
Physiologie,  lid.  I,  TI.  11. 
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blasen.  Infolge  der  Schwingungen  der  Stimmlippen  gelangt  in 
die  Mundhöhle  ein  intermittierender  Luftstrom,  welcher  anblasend 
auf  die  verschiedenen  Mundräume  wirkt  Infolgedessen  soll  der 
Mundton  immer  nur  auf  ganz  kurze  Zeit  in  jeder  Periode  der 
Stimme  erklingen,  und  zwar  voraussichtlich  in  jedem  Momente,  in 
welchem  der  intermittierende  Luftstrom  ein  Maximum  erreicht 
hat.  Einen  jeden  derartigen  durch  die  Luftstöße  der  Stimme 
intermittierend  hervorgerufenen  Mundton  nennt  Hermann  einen 
„Formanten“  des  betreffenden  Vokales.  Bei  der  Art  der  Erzeu- 
gung der  Formanten  kommt  es  nicht  mehr  darauf  an,  ob  diesel- 
ben mit  Obertönen  des  Stimmklanges  genau  übereinstimineu 
oder  nicht. 

Für  die  Formanten  ist  nun  keine  solche  Schwankungsbreite 
ei  forderlich,  wie  sie  die  Obertontheorie  für  die  charakteristischen 
Obertöne  der  Vokale  annehmen  mußte.  Es  kommt  daher  in  der 
Formantentheorie  noch  mehr  wie  in  der  Obertontheorie  zum  Aus- 
drucke, daß  das  Hauptcharakteristikum  für  die  Vokale  in  Teil- 
tönen des  Klanges  von  absolut  fester  Höhe  liegt.  Nur  stimmen 
die  von  Hermann  auf  dem  Wege  der  Klanganalyse  gefundenen 
charakteristischen  Töne  nicht  genau  mit  den  von  Helmhol tz  an- 
genommenen überein,  sowie  auch  die  letzteren  teilweise  außerhalb 
der  Verstärkungsgebiete  liegen,  welche  Pipping  gefunden  hat.  In 
bezug  auf  die  charakteristischen  Töne  lassen  sich  nach  Hermann 
die  Vokale  in  folgende  Gruppen  einordnen*): 

Der  Vokal  U ist  ausgezeichnet  durch  einen  Ton  in  der  ein- 
gestrichenen und  einen  in  der  zweigestrichenen  Oktave. 

Die  Vokale  0,  Ao  und  A haben  ihren  charakteristischen  Ton 
in  der  zweigestrichenen  Oktave,  derselbe  rückt  mit  dem  Übergange 
von  0 zu  A allmählich  in  die  Höhe. 

Die  Vokale  A und  E haben  einen  Ton  in  der  zweigestriche- 
nen und  einen  in  der  dreigestrichenen  Oktave.  Beide  liegen  bei 
A etwas  tiefer  als  bei  E. 

Die  Vokale  (),  O und  / haben  nur  einen  hohen  charakte- 
ristischen Ton,  welcher  bei  Ö am  tiefsten,  bei  1 am  höchsten 
liegt;  er  rückt  von  der  Mitte  der  dreigestrichenen  Oktave  (ö) 
nach  deren  Ende  (ü)  und  endlich  weit  in  die  viergestrichene 
Oktave  (I). 

*)  Vgl.  L.  Hermann,  I'honophotographischo  Untersuchungen  IV.  Archiv 
für  die  gesamte  Physiologie,  lld.  63,  S.  1 t.1893). 
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Eh  haben  also  nach  Hermann  alle  drei  Zwischen-  oder  Ver- 
mittelungsvokale Ä,  ö und  Ü wie  E einen  charakteristischen 
Ton  in  der  dreigestrichenen  Oktave. 

Neben  den  charakteristischen  Tönen  müssen  nun  aber  auch 
noch  andere,  bisher  noch  nicht  genügend  aufgeklärte  Momente  in 
Frage  kommen,  durch  welche  sich  die  verschiedenen  Vokale  von- 
einander unterscheiden.  Darauf  weisen  Versuche  von  Grützner 
und  Sauberschwarz  hin,  welche  zu  dem  Zwecke  angestellt 
waren,  irgendeinem  Vokale  mit  Hilfe  eines  geeigneten  Interferenz- 
apparates das  eine  oder  andere  charakteristische  Tonelement  zu 
nehmen.  Es  zeigte  sich  dabei,  daß  die  verschiedenen  Vokale  gegen 
derartige  äußere  Eingriffe  verschieden  widerstandsfähig  sind;  denn 
beseitigt  man  aus  dem  Vokalklange  .4  durch  Interferenz  den 
charakteristischen  Ton,  so  büßt  derselbe  viel  weniger  seinen  be- 
sonderen Charakter  ein,  als  wenn  man  die  gleiche  Prozedur  mit 
den  Vokalklängen  U oder  I vornimmt. 

Was  nun  die  Konsonanten  anlangt,  so  hat  man  zwischen 
Verschluß-  und  Explosivlauten  einerseits  und  Reibungs-  oder 
Zischlauten  andererseits  zu  unterscheiden*).  Die  ersteren  werden 
hervorgebracht,  indem  man  an  irgendeiner  Stelle  des  Ansalzrohres 
oder  auch  durch  die  Stimmlippen  selbst  einen  Verschluß  bildet 
und  dadurch  den  Exspirationsstrom  abschneidet,  oder  indem  man 
einen  schon  bestehenden  Verschluß  sprengt  und  dadurch  dem  Ex- 
spirationsstrome plötzlich  den  Ausgang  frei  macht;  sie  sind  natür- 
lich nur  von  sehr  kurzer  Dauer.  Je  nach  der  Stelle,  an  welcher 
der  Verschluß  gebildet  oder  gesprengt  wird,  unterscheidet  man 
zwischen  Lippenverschlußlauten  (P  und  Bl,  vorderen  Zungeuver- 
schlußlauten  (T  und  DJ,  hinteren  Zungenverschlußlauten  (K  und  (!) 
und  dem  Verschlußlaute  der  Stimmlippen  (in  der  deutschen  Sprache 
nicht  als  besonderer  Konsonant  verwendet).  Die  Reibungs-  oder 
Zischlaute  werden  dadurch  hervorgebracht,  daß  man  irgendwo  im 
Ansatzrohre  oder  mit  den  Stimmlippen  eine  Enge  bildet,  durch 
welche  der  Exspirationsstrom  gepreßt  wird;  sie  dauern  so  lange, 
wie  der  Exspirationsstrom  anhält.  Auch  hier  unterscheidet  man 
zwischen  Lippenreibungslauten  (F  und  W),  vorderen  Zungenrei- 
bungslauten (Th  der  Engländer.  S,  Sch),  hinteren  Zungenreibungs- 
lauten  (Ch  und  J)  und  dem  Reibungslaute  des  Kehlkopfes  (H). 


*)  Vgl.  hierzu  lJ.  («rüt/.ner,  Physiologie  der  Stimme  und  Sprache. 
Hermanns  Handbuch  d.  Physiologie,  Bd.  I,  TI.  11. 
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Zwischen  diesen  eigentlichen  Konsonanten  und  den  Vokalen 
stehen  die  sog.  Halbvokale,  unter  denen  man  nach  Hermann  die 
„glatten  Halbvokale“  (M,  N,  L)  von  den  „remittierenden“  oder 
„Ä-Lauten“  unterscheidet.  Vom  rein  akustischen  Standpunkte 
gehören  dieselben  zu  den  Vokalen,  indem  auch  bei  ihnen  charak- 
teristische Obertöne  nachzu weisen  sind;  sie  treten  aber  in  der 
deutschen  Sprache  nur  selten  vokalisch,  d.  h.  als  kontinuierliche 
Träger  der  Stimme  oder  (nach  Sievers)  der  Akzente  auf,  sondern 
finden  sich  meist  konsonantisch  verwendet,  indem  sie  nur  sehr 
kurze  Zeit  hervorgebracht  werden. 
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Optik. 

Der  Mediziner  hat  in  vielfacher  Beziehung  Veranlassung,  sich 
eingehendere  optische  Kenntnisse  anzueignen,  als  sie  durch  physi- 
kalische Experimentalvorlesungen  vermittelt  werden  können.  Schon 
der  optische  Apparat  des  Auges  stellt  ein  in  verschiedener  Hin- 
sicht nicht  ganz  einfaches  optisches  System  dar,  so  daß  zum  Ver- 
ständnis desselben  z.  B.  die  Kenntnis  der  Gesetze  der  Bilderzeu- 
gung an  Linsen  allein  nicht  ausreicht.  In  noch  viel  höherem  Maße 
gilt  das  aber  für  die  künstlichen  Apparate,  die  der  Mediziner  für 
Studium,  Untersuchung  und  Forschung  zur  Unterstützung  des 
Auges  nötig  hat,  um  Einblick  in  Gestaltsverhältnisse  und  Struk- 
turen zu  gewinnen,  die  sich  der  direkten  Beobachtung,  sei  es  in- 
folge ihrer  geringen  Dimensionen,  sei  es  infolge  der  versteckten 
Lagerung  im  Innern  von  Körperhöhlen,  entziehen.  Um  bei  der 
Benutzung  dieser  Apparate,  an  deren  Spitze  das  Mikroskop  steht, 
nicht  unter  Umständen  großen  Täuschungen  unterworfen  zu  sein, 
muß  man  sich  von  der  Wirkungsweise  und  der  Leistungsfähigkeit 
derselben  Rechenschaft  geben  können.  Dies  ist  aber  nur  bei  ein- 
gehender Kenntnis  ihrer  wissenschaftlichen  Grundlagen  möglich. 

Unter  Voraussetzung  der  Bekanntschaft  mit  den  fundamen- 
talen optischen  Gesetzen  und  Erscheinungen,  wie  dem  Keflexions- 
gesetze,  dem  Brechungsgesetze,  dem  in  beiden  zum  Ausdrucke  kom- 
menden Prinzipe  der  Umkehrbarkeit  der  Lichtwege,  dem  Gesetze 
der  geradlinigen  Ausbreitung  des  Lichtes  innerhalb  eines  Bündels 
von  Lichtstrahlen,  dem  Gesetze  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit 
der  Strahlen  eines  Lichtbündels,  der  Wellennatur,  der  Farbenzer- 
streuung, der  Beugung,  der  Polarisation  des  Lichtes  u.  a.  m.,  sollen 
nun  im  folgenden  die  für  den  Mediziner  hauptsächlich  in  Betracht 
kommenden  Gesetze  der  Bilderzeugung  selbstleuchtender  und  be- 
leuchteter Objekte  und  deren  Anwendung  auf  die  für  ihn  wichtig- 
sten optischen  Systeme  in  einer  Weise  abgeleitet  und  dargestellt 
werden,  welche  einerseits  tunlichst  elementar  und  anschaulich  ge- 
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halten  ist,  andererseits  aber  nicht  nur  einen  klaren  Einblick  in 
dieselben,  sondern  auch  ihre  volle  Beherrschung  ermöglichen  dürfte. 
Dementsprechend  sollen  z.  B.  die  Abbildungsgesetze  zunächst  an 
dem  einfachen  Falle  einer  einzigen  brechenden  Kugelfläche  ent- 
wickelt und  ihnen  dabei  eine  Form  gegeben  werden,  welche  ihre 
Verwendung  für  zusammengesetzte  optische  Systeme  unmittelbar 
zuläßt,  während  natürlich  vom  rein  theoretischen  Standpunkte 
aus  der  zuerst  konsequent  von  Abbe  eingeschlagene  Weg,  diese 
Gesetze  aus  den  allgemein  gütigen  Gesetzen  der  kollinearen  Ver- 
wandtschaft abzuleiten,  den  Vorzug  verdiente.  Für  den  Mediziner 
handelt  es  sich  aber  weniger  darum,  allgemeine  geometrische  Be- 
ziehungen kennen  zu  lernen,  als  vielmehr  das  Verständnis  für  die 
Vorgänge  an  den  speziellen  optischen  Systemen  zu  gewinnen, 
deren  eingehendes  Studium  sein  Beruf  erfordert.  Aus  diesem 
Grunde  sollen  auch  zunächst  nur  zentrierte  optische  Systeme  in 
Betracht  gezogen  werden. 


I.  Brechung  bzw.  Reflexion  eines  homozentrischen 
Strahlenbündels  an  einer  Kugelfläche. 

1.  Über  die  Erhaltung  der  HoiuozentrlzitUt  der  Strahlen- 
blinde]. 

Unter  einem  homozentrischen  Strahlenbündel  versteht  man 
ganz  allgemein  einen  Komplex  von  Lichtstrahlen , bei  welchem 
alle  Strahlen  entweder  durch  ein  und  denselben  Punkt  hindurch- 
gehen, oder  doch  wenigstens  nach  der  einen  oder  anderen  Seite 
verlängert  sich  in  einem  einzigen  Punkte  schneiden.  Wenn  nun 
ein  solches  Strahlenbündel  an  der  kugelförmigen  Grenzfläche 
zwischen  zwei  verschiedenen  Mitteln  gebrochen  wird,  so  ist  das- 
selbe im  allgemeinen  nach  der  Brechung  nicht  mehr  genau  homo- 
zentrisch;  man  redet  dann  bekanntlich  von  „sphärischer  Aber- 
ration“. Von  dieser  Tatsache  kann  man  sich  sowohl  auf  dem 
Wege  der  Rechnung  als  auch  auf  konstruktivem  Wege  Rechen- 
schaft geben.  Während  der  analytische  Beweis  im  nächsten 
Kapitel  erbracht  werden  wird,  soll  hier  zunächst  auf  die  einfachste 
Konstruktion  der  an  einer  Kugelfläche  gebrochenen  Strahlen  ein- 
gegangen werden. 

In  Fig.  174  bedeute  CHI)  den  Durchschnitt  durch  eine  Halb- 
kugelfläche mit  dem  Radius  r , welche  zwei  optisch  verschiedene 
Mittel  von  den  absoluten  Brechungsindizes  n und  n‘  voneinander 
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trennt.  D<as  rechts  von  der  Halbkugelfläche  befindliche  Mittel  vom 
Index  n'  setze  sich  in  einem  zylindrischen  Raume  ins  Unbegrenzte 
fort.  Der  Scheitel  der  Halbkugel  sei  H und  werde  als  „ Haupt- 
punkt“, der  Kugelmittelpunkt  K dagegen  als  „Knotenpunkt“ 
der  brechenden  Fläche  bezeichnet,  während  die  Gerade,  welcher 
der  Radius  HK  angehört,  die  optische  Axe  darstellen  soll.  Es 
läßt  sich  nun  durch  folgende  einfache  von  Weierstraß  ange- 
gebene, in  Fig.  174  angedeutete  Konstruktion  zu  einem  in  der 
Ebene  des  Halbkreises  CHI)  liegenden  Strahl  PE  des  ersten  Mittels 
der  zugehörige  gebrochene  Strahl  EP  im  zweiten  Mittel  finden. 


Zu  der  brechenden  Kugelfläche  denke  man  sich  zwei  kon- 
zentrische Kugelflächen  mit  den  Radien  ",  r und  — r konstruiert; 

n n 

diese  werden  von  der  Ebene  des  Halbkreises  <’HI)  in  zwei  (in 
Fig.  174  punktiert  angegebenen)  zu  diesem  konzentrischen  Kreisen 
mit  den  angegebenen  Radien  geschnitten.  Verlängert  man  nun  den 
einfallenden  Strahl  PE  bis  zum  Schnittpunkt.!  mit  dem  Kreis  vom 

Radius  r,  zieht  den  Radius  KA , welcher  den  anderen  Hülfs- 

ii 

kreis  vom  Radius  ",  r im  Punkte  A'  schneiden  möge,  und  ver- 
bindet E mit  .4',  so  ist  EA'  der  Anfang  des  gebrochenen  Strahles, 
welcher  bei  genügender  Verlängerung  die  Axe  im  Punkte  P 
schneiden  möge.  Würde  der  Punkt  P nicht,  wie  es  in  der  Figur 
der  Einfachheit  halber  angenommen  ist,  auf  der  Axe  liegen,  so 
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hätte  man  nur  P mit  K zu  verbinden  und  auf  dieser  Geraden 
den  Schnittpunkt  P mit  dem  gebrochenen  Strahle  aufzusuchen. 

Die  Richtigkeit  der  angegebenen  Konstruktion  des  gebrochenen 
Strahles  läßt  sich  auf  folgende  Weise  leicht  einsehen.  Die  Drei- 
ecke EAK  und  A‘EK  sind  ähnlich,  da  sie  den  Winkel  bei  K ge- 
meinsam haben  und  außerdem  sowohl 

AK : EK  — - r:r  — n' : n , als  auch 
n 

EK : Ä'K  =r:  ",r  = n‘ : » , d.  li.  also 

AK : EK  = EK : A'K  ist. 

Hieraus  folgt  aber,  daß  zj  EA'K  gleich  dem  Einfallswinkel  i,  und 
2$.  EAK  gleich  dem  Brechungswinkel  i‘  ist;  denn  das  Einfallslot 
ist  im  Falle  einer  kugelförmigen  Trennungsfläche  beider  Mittel 
der  nach  dem  Einfallspunkte  E führende  Radius  KE.  Aus  A EA'K 
folgt  aber  nach  dem  Sinussatz  der  ebenen  Trigonometrie,  daß  für 
jede  Lage  von  E 

sin  i : « n i'  = r:  U . r oder 

ii 

u • »in  i = n'  • sin  i'  ist,  d.  h.  also, 

daß  die  Strahlen  PE  und  EP  dem  Brechungsgesetze  genügen. 

In  der  unteren  Hälfte  von  Fig.  174  finden  sich  zu  einem 
Büschel  von  zur  Axe  parallelen  Strahlen  die  gebrochenen  Strahlen  in 
der  angegebenen  Meise  konstruiert.  Bei  einigermaßen  exakter 
Ausführung  der  Konstruktion  erkennt  man  leicht,  daß  diese  ge- 
brochenen Strahlen  nicht  sämtlich  durch  denselben  Punkt  auf  der 
Axe  hindurchgehen,  sondern  eine  Kurve  einhüllen,  welche  als  der 
geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  je  zweier  benachbarter  Strahlen 
des  gebrochenen  Büschels  aufgefaßt  werden  kann.  Diese  Kurve 
bezeichnet  man  bekanntlich  als  eine  kaustische  Kurve  und  ins- 
besondere im  vorliegenden  Falle  der  Brechung  eines  Strahlen- 
büschels als  „Diakaustika“.  Denkt  man  die  kaustische  Kurve  um 
die  Axe  herumgedreht,  so  erhält  man  die  zu  dem  räumlichen,  der 
Axe  parallelen  Strahlenbündel  gehörende  kaustische  Fläche.  Wie 
man  aus  der  Gestalt  der  kaustischen  Kurve  in  Fig.  174  leicht 
ableitet,  besitzt  die  kaustische  Fläche  eine  in  der  Axe  liegende, 
nach  rechts  gewendete  scharfe  Spitze,  ln  dieser  Spitze  vereinigen 
sich  die  gebrochenen  Strahlen,  welche  zu  einfallenden  Strahlen 
gehören,  die  in  unmittelbarer  Nähe  der  Axe  bzw.  des  durch  den 
Kugelmittelpunkt  K hindurchgehenden  Slrahles  PK  verlaufen  und 
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als  „paraxiale  Strahlen“  bezeichnet  werden.  Man  gewinnt  so 
das  Resultat,  daß  zwar  das  ganze  Bündel  der  gebrochenen  Strahlen 
im  allgemeinen  nicht  homozentrisch  ist;  beschränkt  man  sich  aber 
auf  „Zentralstrahlen“  oder  „Nullstrahlen“,  d.  h.  auf  ein  Elementar- 
bündel (unendlich  dünnes  Bündel)  von  paraxialen  Strahlen,  so 
gehen  deren  gebrochene  Strahlen  doch  mit  meist  genügender  Ge- 
nauigkeit durch  einen  einzigen  Funkt,  nämlich  die  Spitze  der 
kaustischen  Fläche,  hindurch.  Diesen  Punkt  bezeichnet  man  dann 
als  den  Bildpunkt  zu  dem  Zentrum  des  einfallenden  Strahlen- 
bündels, welches  den  Objektpunkt  darstellt. 

Es  gibt  nun  aber  drei  besondere  Fälle,  in  denen  nicht  nur 
die  Zeutralstrahlen,  sondern  die  sämtlichen  Strahlen  eines  homo- 


zentrischen  Strahlenbündels  auch  nach  der  Brechung  au  einer 
Kugelfläche  noch  ein  genau  homozentrisches  Strahlenbündel  dar- 
stellen. 

Dies  ist  erstens  der  Fall,  wenn  die  einfallenden  Strahlen  nach 
einem  Punkto  der  brechenden  Fläche,  etwa  dem  Hauptpunkte  H 
konvergieren  (vgl.  Fig.  175);  dann  ist  II  zugleich  auch  das  Zentrum 
für  das  Bündel  der  gebrochenen  Strahlen.  Das  nach  der  Berech- 
nung vorhandene  homozentrische  Strahlenbündel  unterscheidet  sich 
dabei  von  dem  einfallenden  nur  durch  den  Grad  der  Divergenz 
bzw.  Konvergenz  der  äußersten  Strahlen,  oder,  wie  man  es  ge- 
wöhnlich  ausdrückt,  durch  seine  „Öffnung“.  Bezeichnet  inan  den 
Winkel  der  äußersten  Strahlen  als  „Öffnungswinkel  eines  Strahlen- 
bündels“, so  kann  man  im  vorliegenden  Falle  aus  dem  Brechungs- 
gesetze leicht  ableiten,  daß  die  Sinus  der  halben  Öffnungswinkel 
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des  einfallenden  und  des  gebrochenen  Strahlenbündels  sich  um- 
gekehrt wie  die  absoluten  Brechungsindizes  der  beiden  Mittel 
verhalten,  in  denen  sie  verlaufen. 

Zweitens  werden  auch  sämtliche  nach  dem  Krümmungsmittel- 
punkte K (Knotenpunkte)  der  brechenden  Fläche  konvergierenden 
Strahlen  nach  der  Brechung  ein  homozentrisches  Strahlenbündel 
bilden;  denn  auf  K hinzielende  Strahlen  werden  überhaupt  nicht 
gebrochen,  da  sie  ja  senkrecht,  d.  h.  in  der  Richtung  des  Einfalls- 
lotes auf  die  brechende  Fläche  auffallen  (vgl.  Fig.  176).  Die  Öff- 
nung de3  Strahlenbündels  wird  daher  in  diesem  Falle  ebensowenig 
geändert  wie  das  Zentrum  desselben. 

Der  dritte  und  wichtigste  Fall  von  Erhaltung  der  Homo- 


Fig.  176. 


zentrizität  des  Strahlenbündels  nach  der  Brechung  tritt  ein,  wenn 
die  einfallenden  Strahlen  nach  irgendeinem  Punkte  der  hinteren 
Hälfte  der  oben  eingeführten,  zur  brechenden  Fläche  konzentrischen 


Hilfskugelfläche  mit  dem  Radius 


etwa  nach  dem  Schnitt- 


punkte P0  derselben  mit  der  Axe  konvergieren.  Dann  müssen, 


wie  sich  unmittelbar  aus  der  Weierstraßschen  Konstruktion 


ergibt,  die  gebrochenen  Strahlen  sämtlich  durch  den  Schnittpunkt  P'„ 
der  Axe  mit  der  hinteren  Hälfte  der  Hilfskugelfläche  vom  Radius 


71 

,r  hindurchgehen  (vgl.  Fig.  177).  Diese  beiden  ausgezeichneten 
n 

Punkte  auf  der  Axe  bezeichnet  man  als  deren  „aplanatische  Punkte“. 
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Konvergieren  die  Strahlen  des  einfallendon  Bündels  nach  irgend- 
einem anderen,  der  optischen  Axe  nicht  angehörenden  Punkte  der 

• fl* 

Hilfskugelfläche  mit  dem  Radius  — r,  z.  B.  dem  Punkte  .1  in 

Fig.  174,  so  ist  das  gebrochene  Strahlenbündel  ebenfalls  homo- 
zentrisch; das  Zentrum  des  letzteren  bildet  dann  den  Schnitt- 
punkt A'  (vgl.  Fig.  174)  des  nach  dem  Zentrum  des  einfallenden 
Bündels  gehenden  Radius  mit  der  anderen  Hilfskugelfläche.  In- 


Fig.  177 


folgedessen  bezeichnet  man  die  beiden  zur  brechenden  Fläche  kon- 

tl  11 

zentrischen  Kugelflächen  von  den  Radien  — r und  — r als  „apla- 

natische  Kugelflächen“.  Man  kann  daher  in  diesem  Falle  ohne 
alle  Einschränkung  den  Punkt  auf  der  zweiten  aplanatischen  Kugel- 
fläche, also  z.  B.  den  Punkt  P'0  der  Axe,  als  Bildpunkt  des  zu- 
geordneten Punktes  der  ersten  aplanatischen  Kugelfläche,  also 
z.  B.  des  Punktes  P„  der  Axe,  auffassen.  Da,  wie  man  aus  der 
Weierstraßsehen  Konstruktion  in  Fig.  174  erkennt,  z.  B.  jeder 
nach  einem  Punkte  A der  einen  aplanatischen  Kugelfläche  zielende 
Strahl  des  einfallenden  Bündels  gegen  den  Radius  A’4  um  den 
Brechungswinkel  i\  und  der  zugehörige,  durch  A‘  hindurchgehende 
Strahl  des  gebrochenen  Bündels  gegen  denselben  Radius  um  den 
Einfallswinkel  i geneigt  ist,  so  stehen  die  Sinus  dieser  Winkel  für 
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irgend  zwei  durch  A und  A‘  gehende  Strahlen  immer  in  einem 
konstanten  Verhältnis,  nämlich  dem  Verhältnis  n:n‘  der  beiden 
Brechungsindizes.  Das  gilt  insbesondere  auch  für  die  Winkel, 
welche  zwei  nach  P„  und  P'„  zielende  zugeordnete  Strahlen  mit 
der  Axe  bilden.  Damit  ist  aber  von  den  aplanatischen  Punkten 
der  Axe  eine  Eigenschaft  fest  gestellt,  welche  wir  später  (vgl.  IV  2) 
als  die  Abbesche  Sinusbedingung  kennen  lernen  werden,  und  die 
als  Kennzeichen  dafür  gilt,  daß  nicht  nur  der  Punkt  1\  in  den 
Punkt  P'0  auf  der  Axe,  sondern  ein  durch  P0  gehendes  und  auf 
der  Axe  senkrecht  stehendes  unendlich  kleines  Flächenelement 
durch  weit  geöffnete  homozentrische  Strahlenbündel  scharf  in  ein 
entsprechendes  unendlich  kleines  Flächenelement  an  der  Stelle 
abgebildet  wird.  Erst  wenn  dies  erreicht  ist,  redet  man  nach 
Abbe  von  „Aplanatismus“. 

Macht  man  umgekehrt  P‘„  zum  leuchtenden  Punkte,  indem 
man  von  P„  aus  in  entgegengesetzter  Richtung  wie  bisher  die 
Strahlen  von  innen  auf  die  halbkugelförmige  Grenzfläche  zwischen 
den  beiden  Mitteln  auffallen  läßt,  so  treten  nach  dem  Prinzip  der 
Umkehrbarkeit  der  Strahlenwege  die  Strahlen  nach  der  Brechung 
in  das  Mittel  mit  dem  Index  n so  aus,  als  ob  sie  vom  Punkte  P0 
herkämen.  Da  sich  nach  dem  genannten  Prinzip  allgemein  das 
Verhältnis  zwischen  Objektpunkt  und  Bildpunkt  bei  jedem  optischen 
System  umkehren  läßt,  so  nennt  man  dieselben  auch  „ zuge- 
ordnete“ oder  „konjugierte  Punkte“.  In  diesem  Sinne  können 
auch  die  beiden  aplanatischen  Kugelflächen  als  konjugiert  be- 
zeichnet werden;  denn  jeder  Radius  von  ihrem  gemeinsamen  Mittel- 
punkt K aus  schneidet  dieselben  in  konjugierten  Punkten. 

Die  aplanatischen  Punkte  einer  brechenden  Kugelfläche  finden 
eine  wichtige  Verwendung  beim  Mikroskop,  insbesondere  bei  den 
Immersionssystemen.  Die  erste  Linse  eines  Mikroskopobjektivs 
von  stärkerer  Vergrößerung,  die  sogenannte  Frontlinse,  besitzt  in 
der  Regel  die  Form  einer  Halbkugel,  deren  ebene  Basis  dem  Objekte 
zugekehrt  ist  Bei  den  sogenannten  Immersionssystemen  bringt 
man  bekanntlich  zwischen  das  Deckgläschen  des  mikroskopischen 
Objekts  und  die  ebene  Fläche  der  Frontlinse  eine  durchsichtige 
Flüssigkeit,  deren  absoluter  Brechungsindex  mit  dem  des  Materials 
der  Frontlinse  und  des  Deckgläschens  wenigstens  bei  der  soge- 
nannten „homogenen  Immersion“  übereinstimmt  Dies  ist  z.  B. 
beim  Zedernholzöl  mit  genügender  Genauigkeit  der  Fall,  da  das- 
selbe den  Brechungsindex  1,51  besitzt.  Durch  diese  Einrichtung 
wird  es  erreicht,  daß  die  von  einem  Punkte  P des  Objektes  aus- 
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gehenden  Strahlen  ohne  Brechung  bis  zur  oberen  halbkugel- 
förmigen Grenzfläche  der  Frontlinse  gelangen,  wie  es  in  Fig.  178 
dargestellt  ist  Wenn  nun  P mit  dem  der  brechenden  Fläche  zu- 
nächst liegenden  aplanatischen  Punkte  auf  der  Axe  (P„  in  Fig.  177) 

zusammenfällt,  was  einer  Entfernung  -r  von  der  planen  Fläche 


Fig.  178 


der  Frontlinse  entspricht  (unter  r den  Radius  und  it  den  absoluten 
Brechungsindex  des  Frontlinsenglases  verstanden),  so  werden  die 
Strahlen  an  der  oberen  Fläche  der  Frontlinse  so  gebrochen,  als  ob 
sie  sämtlich  von  P'  (in  Fig.  178)  herkämen,  wo  P'  von  der  Plan- 
fläche der  Frontlinse  die  Entfernung  nr  besitzt.  Das  aus  der 
Frontlinse  in  die  Luft  ausgetretene  Strahlenbündel  ist  also  noch 
streng  homozentrisch.  Läßt  man  dasselbe  nun  weiter  auf  eine 
Konkavkonvexlinse  auffallen,  deren  konkave  Fläche  der  Frontlinse 
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zugekehrt  und  so  gestellt  ist,  daß  ihr  Krümmungsmittelpunkt  ge- 
rade mit  P'  zusammenfällt  (vgl.  Fig.  178),  so  werden  die  Strahlen 
an  dieser  Fläche  ohne  Brechung  in  die  Linse  eintreten.  Hat  ferner 
die  andere,  konvexe  Fläche  eine  solche  Krümmung,  daß  der  nähere 
ihrer  beiden  aplanatischen  Punkte  gerade  nach  P'  fallen  würde, 
sofern  das  Medium  der  Linse  sich  genügend  weit  von  der  oberen 
Linsenfläche  aus  nach  unten  erstrecken  würde,  so  treten  schließ- 
lich die  Strahlen  oben  aus  dieser  zweiten  Linse  in  die  Luft  so 
aus,  als  ob  sie  vom  entfernteren  aplanatischen  Punkte  P“  der 
oberen  Fläche  (vgl.  Fig.  178)  herkämen.  Das  austretende  Strahlen- 
bündel ist  daher  immer  noch  genau  homozentrisch. 

Handelte  es  sich  nicht  um  ein  Immersionssystem,  so  würde 
an  der  unteren,  planen  Fläche  der  Frontlinse  allerdings  eine 
Brechung  eintreten  und  dadurch  von  vornherein  die  Homozentrizität 
gestört  werden.  Dies  ließe  sich  vermeiden,  wenn  man  die  untere 
Fläche  nicht  eben,  sondern,  wie  in  Fig.  178  durch  eine  punktierte 
Linie  innerhalb  der  Frontlinse  angedeutet  ist,  sphärisch  mit  P als 
Krümmungsmittelpunkt  gestaltet. 

Man  könnte  nun  daran  denken,  durch  beliebige  Wiederholung 
des  zuerst  von  Ainici  angewendeten  Prinzips  der  Berücksichtigung 
der  aplanatischen  Punkte  für  die  Krümmung  der  Linsenflächen 
schließlich  durch  das  ganze  Mikroskop  hindurch  strenge  Homo- 
zentrizität der  Strahlenbündel  zu  erreichen.  Dies  ist  aber,  wie 
hier  nur  vorläufig  angedeutet  werden  mag,  deshalb  nicht  tunlich, 
weil  die  Homozentrizität  sich  auf  diese  Weise  immer  nur  für 
Strahlen  von  einer  bestimmten  Wellenlänge  hersteilen  ließ.  Bei 
weißem  Lichte,  welches  ja  aus  Strahlen  von  unzählig  viel  ver- 
schiedenen Wellenlängen  zusammengesetzt  ist,  würden  sich  da- 
gegen die  chromatischen  Aberrationen  so  häufen,  daß  der  Vorteil 
der  Homozentrizität  für  eine  bestimmte  Farbe  dagegen  gar  nicht 
mehr  in  Betracht  käme. 

In  Fig.  174  ist  angenommen  worden,  daß  «<«'  ist  und  die 
brechende  Kugelfläche  ihre  konvexe  Seite  dem  Mittel  mit  dem 
Index  n zuwendet.  In  diesem  Falle  soll  der  Krümmungsradius  r 
positiv  gerechnet  werden.  Es  sind  nun  noch  drei  andere  Fälle 
möglich,  welche  durch 

it<n'  und  negatives  r, 
n^>  n'  und  positives  r und 
«>«'  und  negatives  r 

charakterisiert  sind.  Wie  sich  in  diesen  Fällen  die  Weierstraß  sche 

Fischer,  Medizin,  l’hysik.  39 


Digitized  by  Google 


610 


Optik. 


Konstruktion  gestaltet,  und  wo  die  aplan&tischen  Funkte  /»  und 
/’„  auf  der  Axe  liegen,  ist  aus  den  folgenden  drei  Figg.  179  bis  181 
ersichtlich,  in  denen  sich,  wie  in  Fig.  174,  unterhalb  der  Axe  zu- 
gleich das  zu  einem  parallel  der  Axe  einfallenden  Strahlenbünde] 


gehörende  gebrochene  Bündel  mit  der  von  ihm  eingehüllten  kausti- 
schen Kurve  konstruiert  findet. 

Im  Grunde  ist  der  durch  Fig.  180  veranschaulichte  Fall 
(n^>n'  und  r positiv)  die  Umkehrung  des  durch  Fig.  179  dar- 
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gestellten  Falles  (/<<!«'  und  r negativ).  In  entsprechender  Weise 
sind  die  durch  die  Figg.  181  und  174  veranschaulichten  Fälle 
(«>«'  und  r negativ  bzw.  n <C  n ' und  r positiv)  einander  in  dem 
Sinne  reziprok,  als  bei  ihnen  nur  die  Richtung  der  Strahlen  um- 
gekehrt ist.  Der  letzte  Fall  (Fig.  181)  ist  es,  wie  oben  schon  aus- 
einandergesetzt wurde,  welcher  beim  Amici’sehen  Prinzip  im 
Mikroskopobjektive  Verwendung  findet 

Die  aplanatischen  Punkte  liegen  in  allen  Fällen  auf  der  kon- 
kaven Seite  der  brechenden  Fläche;  sie  befinden  sich  daher  vor 
oder  hinter  derselben,  je  nachdem  r negativ  oder  positiv  ist  Dabei 
ist  der  zu  den  gebrochenen  Strahlen  gehörende  aplanatische 
Puokt  PJ  der  brechenden  Fläche  näher  oder  weiter  von  derselben 


entfernt  als  das  aplanatische  Zentrum  /'„  der  einfallenden  Strahlen, 
je  nachdem  der  Brechungsindex  n des  ersten  Mittels  kleiner  oder 
größer  als  der  Index  n‘  des  zweiten  Mittels  ist.  Da  bei  posi- 
tivem r die  aplanatischen  Punkte  hinter  der  brechenden  Fläche 
liegen,  so  müssen  die  im  ersten  aplanatischen  Punkte  sich  schneiden- 
den einfallenden  Strahlen  auf  die  brechende  Fläche  konvergent  auf- 
fallen; sie  werden  dann  von  derselben  noch  konvergenter  oder 
weniger  konvergent  gemacht,  je  nachdem  in  diesem  Falle  «<«' 
oder  n j>  n ' ist.  Bei  negativem  r fallen  dagegen  die  vom  ersten 
aplanatischen  Punkte  ausgehenden  Strahlen  divergent  auf  die 
brechende  Fläche  und  werden  durch  dieselbe  noch  divergenter  oder 
weniger  divergent  gemacht,  je  nachdem  oder  n j>  h ' ist 

Die  nach  dem  Hauptpunkte  H konvergierenden  Strahlen, 
welche  in  allen  vier  Fällen  nach  der  Brechung  noch  ein  homo- 
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zentrisches  Strahlenbüschel  bilden,  treten  in  das  zweite  Mittel 
immer  divergent  ein.  Der  Divergenzwinkel  (Öffnungswinkel)  des 
gebrochenen  Strahlenbündels  ist  dabei  kleiner  oder  größer  als  der 
Konvergenzwinkel  des  einfallenden  Bündels,  je  nachdem  n <C  n‘ 
oder  m>n'  ist,  wobei  das  Vorzeichen  von  r keine  Rolle  spielt. 

Endlich  behalten  die  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte 
(Knotenpunkte)  konvergierenden  Strahlen  in  allen  Fällen  ihren 
Öffnungswinkel  bei. 

Die  Brechung  an  einer  ebenen  Fläche  kann  als  spezieller 
Fall  der  Brechung  an  einer  Kugelfläche  aufgefaßt  werden.  Da 
hierbei  r den  Wert  oo  angtenommen  hat,  so  fallen  die  beiden 
aplanatischen  Punkte  ebenso  wie  die  in  Ebenen  übergegangenen 
aplanatischen  Kugelflächen  ins  Unendliche.  In  der  Tat  bleibt  ein 
Bündel  von  parallel  auf  die  ebene  Fläche  auffallenden  Strahlen 
nach  der  Brechung  parallel,  also  homozentrisch.  Gleichzeitig  fällt 
auch  der  Knotenpunkt  K ins  Unendliche,  so  daß  die  parallel  und 
senkrecht  auf  die  brechende  Fläche  auffallenden  Strahlen  sich 
auch  als  Spezialfall  des  nach  dem  Knotenpunkte  hinzielenden 
Bündels  darstellen.  Der  Hauptpunkt  H bleibt  dagegen  im  End- 
lichen; das  nach  ihm  bzw.  irgendeinem  Punkte  der  ebenen  Grenz- 
fläche konvergierende  Strahlenbündel  ist  daher  nach  der  Brechung 
in  gleicher  Weise  wie  bei  der  Kugelfläche  homozentrisch  und  er- 
fährt dabei  auch  genau  die  gleiche  Konvergenzänderung. 

Abgesehen  von  den  angeführten  Ausnahmefällen  ist  ein  homo- 
zentrisches Strahlenbündel  nach  der  Brechung  an  einer  einzigen 
Kugelfläche  nicht  mehr  homozentrisch,  sondern  dasselbe  hüllt  eine 
kaustische  Fläche  ein.  Dies  ist  mit  Ausnahme  der  Brechung  an 
einer  ebenen  Fläche  sogar  schon  der  Fall,  wenn  das  einfallende 
Strahlenbündel  sich  aus  lauter  parallelen  Strahlen  zusammensetzt, 
also  sein  Zentrum  im  Unendlichen  besitzt.  Um  dies  deutlich  zu 
machen,  ist  auch  wenigstens  in  der  unteren  Hälfte  der  Figg.  179 
bis  181  die  kaustische  Kurve  für  ein  Parallelbündel  wie  in  Fig.  174 
angegeben  worden,  so  daß  man  sich  die  Gestalt  der  durch  Rotation 
dieser  Kurve  um  die  Axe  entstehenden  kaustischen  Fläche  leicht 
veranschaulichen  kann.  Kennt  man  in  einer  durch  die  Axe  gehen- 
den Ebene  die  kaustische  Kurve,  welche  zu  den  zur  Axe  parallelen 
Strahlen  gehört,  so  kann  man  sich  mit  Hilfe  derselben  die  Rich- 
tung eines  jeden  der  zugehörigen  gebrochenen  Strahlen  leicht  ver- 
gegenwärtigen, indem  man  von  dem  Schnittpunkte  des  axen- 
parallelen  Strahles  mit  der  brechenden  Fläche  aus  die  Tangente 
an  die  kaustische  Kurve  gezogen  denkt. 
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Wie  aus  den  Figg.  174,  179,  180  und  181  zu  erkennen  ist, 
wendet  bei  einem  Bündel  von  Parallelstrahlen  die  kaustische  Fläche 
in  jedem  Falle  ihre  Spitze  von  der  brechenden  Fläche  ab.  Daraus 
geht  hervor,  daß  die  von  der  Axe  entfernteren  Randstrahlen  nach 
der  Brechung  die  Axe  (eventuell  in  ihrer  Rückwärts  Verlängerung) 
immer  in  einem  Punkte  treffen,  welcher  dem  Hauptpunkte  H näher 
liegt  als  der  Schnittpunkt  der  gebrochenen  Zentralstrahlen.  Nun 
nennt  man  ein  nicht  homozentrisches  Strahlenbündel  überkorri- 
giert  oder  unterkorrigiert,  je  nachdem  der  Schnittpunkt  der 
Randstrahlen  auf  der  Axe  von  dem  Schnittpunkte  der  Zentral- 
strahlen  in  der  Richtung  oder  entgegengesetzt  der  Richtung  der 
einfallenden  Strahlen  abliegt.  Man  kann  daher  an  der  kaustischen 
Fläche  die  Überkorrektion  daran  erkennen,  daß  ihre  Spitze  dem 
einfallenden  Lichte  zugekehrt  ist,  während  Unterkorrektion  besteht, 
wenn  die  Spitze  von  dem  einfallenden  Lichte  abgewendet  ist. 
Demnach  besitzt  das  ursprünglich  parallele  Strahlenbündel,  wie 
man  leicht  aus  den  Figuren  erkennt,  nach  der  Brechung  Über- 
korrektion für  n <Cw'  und  negativem  r (Fig.  179)  sowie  für  •«>»' 
und  positivem  r (Fig.  180),  dagegen  Unterkorrektion  für  «<!«' 
und  positivem  r (Fig.  174)  sowie  für  u'>n‘  und  negativem  r 
(Fig.  181). 

Während  bei  einem  Bündel  zur  Axe  paralleler  Strahlen  die 
kaustische  Fläche  der  gebrochenen  Strahlen  ihre  Spitze  immer  von 
der  brechenden  Kugelfläche  abwendet,  kann  sie  bei  Strahlen- 
bündeln, welche  von  einem  im  Endlichen  liegenden  Zentrum  aus- 
gehen, sehr  wohl  das  entgegengesetzte  Verhalten  zeigen,  d.  h.  also, 
ihre  Spitze  nach  der  brechenden  Fläche  hin  richten.  Dies  ist  z.  B. 
schon  bei  der  Brechung  an  einer  ebenen  Fläche  der  Fall,  wenn  n <C  «' 
ist,  während  im  Falle  n n ' die  Spitze  von  der  Grenzfläche  ab- 

gekehrt ist.  Da  auf  die  Beziehung  zwischen  dem  Orte  des  Strahlen- 
zentrums vor  der  Brechung  und  der  Art  der  sphärischen  Aberration 
nach  der  Brechung  später  (vgl.  IV  1)  noch  genauer  eingegangen 
wird,  so  mag  es  vorläufig  bei  den  bisherigen  Angaben  sein  Be- 
wenden haben. 

Während  bei  beliebig  weit  geöffneten  homozentrischen  Strahlen- 
bündeln nach  der  Brechung  an  einer  Kugelfläche  mit  Ausnahme 
der  angeführten  Sonderfälle  keine  Homozentrizität  mehr  vorhanden 
ist,  gilt  dies  mit  genügender  Genauigkeit  für  sehr  enge  Strahlen- 
bündel, sog.  Elementarstrahlenbündel  oder  Nullstrahlenbündel, 
welche  entweder  der  Axe  dicht  anliegen  (Zentralstrahlen  oder  par- 
axiale  Nullstrahlen),  oder  deren  mittlerer  Strahl,  der  als  Hauptstrahl 
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bezeichnet  sein  soll,  wenigstens  durch  den  Krümmungsmittelpunkt 
(Knotenpunkt)  der  brechenden  Kugelfläche  hindurchgeht.  Es  findet 
daher  in  diesen  Fällen  eine  genügend  scharfe  Abbildung  eines 
leuchtenden  Punktes  statt  Da  die  Abbildung  mittelst  Zentral- 
strahlen von  größter  Bedeutung  ist,  so  sollen  zunächst  die  für 
dieselben  geltenden  allgemeinen  Gesetze  im  Falle  der  Brechung  an 
einer  einzigen  Kugelfläche  entwickelt  werden.  Die  für  Objekt- 
und  Bildpunkt  sich  ergebenden  Beziehungen  können  zugleich  als 
solche  zwischen  den  Objektpunkten  und  den  Spitzen  der  von  ihnen 
durch  die  Brechung  hervorgerufenen  kaustischen  Flächen  an- 
gesehen werden. 

2.  Abbildung  mittelst  Zentralstrahlen. 

a)  Ableitung1  der  allg-eineing-Ultlgen  Beziehungen  und  Formeln. 

Von  einem  Punkte  P der  Axe,  welcher  im  ersten  Mittel  liegt 
und  vom  Hauptpunkte  11  den  Abstand  $ besitzt,  gehe  ein  Strahlen- 
bündel aus,  welches  vorläufig  beliebig  große  Öffnung  besitzen,  also 
nicht  bloß  aus  Zentralst rahlen  bestehen  möge.  Flin  bestimmter 
Strahl  desselben  treffe  die  brechende  Fläche  im  Punkte  E (vgl. 
F'ig.  182),  der  von  P um  die  Strecke  e entfernt  sein  soll;  sein 
Einfallswinkel,  den  er  mit  der  Verlängerung  des  Radius  KE  bildet, 
sei  i.  Der  zugehörige  gebrochene  Strahl,  welcher  gegen  KE  um 
den  Winkel  i‘  geneigt  ist,  treffe  die  Axe*in  einem  Punkte  P',  der 
vom  Hauptpunkte  H den  Abstand  s‘  und  von  E die  Entfernung  <•' 
besitzen  möge.  Die  Abstände  der  Punkte  P und  P'  vom  Knoten- 
punkte K seien  c und  c‘.  Dann  besteht  als  Folge  des  Brechungs 
gesetzes  n sin  i = u'  sini'  zunächst  zwischen  den  zum  ersten  Mittel 
gehörenden  Größen  /<,  e undc  und  den  entsprechenden  Größen  n\  e‘ 
und  c'  für  das  zweite  Mittel  eine  sehr  einfache  Beziehung.  Die- 
selbe läßt  sich  am  anschaulichsten  dadurch  gewinnen,  daß  man 
die  kürzesten  Abstände  der  Punkte  P und  P'  von  der  durch  den 
Radius  KE  bestimmten  Geraden  einführt  (vgl.  F'ig.  182).  Unter 
Berücksichtigung  der  beiden  in  E zusammenstoßenden  rechtwink- 
ligen Dreiecke  erhält  man  zunächst  für  diese  Abstände  die  Größen 
f»/»i  und  e'sini“.  Andererseits  treten  diese  Abstände  als  ent- 
sprechende Katheten  in  zwei  im  Knotenpunkte  K zusammen- 
stoßenden ähnlichen  rechtwinkligen  Dreiecken  auf,  wie  man  leicht 
aus  der  F'igur  erkennt.  Man  hat  daher  die  Beziehung 

c:  c'  — e sin  i : e'  sin  i‘. 

Da  die  Sinus  der  Winkel  / und  V sich  nach  dem  Brechungsgesetz 
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umgekehrt  wie  die  absoluten  Brechungsindizes  der  beiden  Mittel 
verhalten,  so  kann  man  dieser  Beziehung  schließlich  die  Form 
geben : 

«c  n'c'  ^ e‘  n‘  c.‘ 

e e‘  e n c 

Diese  Beziehung  gilt  ganz  allgemein  für  jede  Lage  des  Einfalls* 
punktes  E.  Aus  derselben  folgt  zur  Berechnung  des  Knotenpunkts- 
abstandes c‘  des  Punktes  P‘,  in  welchem  der  gebrochene  Strahl 
die  Axo  durchschneidet,  die  Formel: 


Hieraus  ist  zu  erkennen,  daß  der  zu  irgendeinem  von  P aus- 


Fig.  182 

gehenden  Strahle  gehörende  Schnittpunkt  P*  seines  gebrochenen 

e • 

Strahles  mit  der  Axe  in  seiner  Lage  durch  das  Verhältnis  — 

bestimmt  wird;  nur  wenn  das  letztere  konstant  ist,  hat  c'  für 
alle  von  P ausgehenden  Strahlen  den  gleichen  Wert,  so  daß 
das  gebrochene  Strahlenbündel  wieder  homozentrisch  ist.  Das  ist 
aber  im  allgemeinen  nicht  der  Fall,  wovon  man  sich  leicht  auf 
folgende  Weise  Rechenschaft  geben  kann. 

Nach  einem  Satze  der  elementaren  Geometrie  liegen  alle 
Punkte  E,  die  von  zwei  festen  Punkten  P und  P‘  einer  Ebene 
das  gleiche  Abstandsverhältnis  r:e‘  besitzen,  auf  einem  der  Ebene 
angehörenden  Kreise,  welcher  seinen  Mittelpunkt  auf  der  durch  P 
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und  P'  gehenden  Geraden  hat  und  die  Strecke  PP'  sowohl  innen 
wie  außen  im  Verhältnis  e:e‘  teilt;  man  bezeichnet  denselben  als 
„Apollonischen  Kreis“  (derselbe  ist  in  Fig.  182  gestrichelt  angedeutet). 
Die  beiden  Schnittpunkte  N und //des  Apollonischen  Kreises  mit  der 
Geraden  PP'  bilden  nach  dem  obigen  mit  den  beiden  Punkten  P undP' 
vier  harmonische  Punkte.  Da  immer  der  äußere  Teilpunkt  von  dem 
ihm  zunächst  liegenden  Endpunkte  der  Strecke  PP'  weiter  entfernt 
ist  als  der  innere  Teilpunkt,  so  liegt  der  Mittelpunkt  M des  Apol- 
lonischen Kreises  außerhalb  der  Strecke  PP'.  Cberträgt  man  dieses 
Resultat  auf  den  Raum,  so  erhält  man  als  geometrischen  Ort  aller 
Punkte  E,  welche  von  den  festen  Punkten  P und  P'  das  gleiche 
Abstandsverhältnis  c:o‘  besitzen,  eine  Kugelfläche,  die  man  sich 
durch  Rotation  des  zu  P und  P'  in  einer  Ebene  gehörenden  Apol- 
lonischen Kreises  erzeugt  denken  kann;  sie  möge  kurz  als  die  zu  P 
und  P'  gehörende  „Apollonische  Kugelfläche“  bezeichnet  sein. 

e“ 

Aus  dem  Gesagten  ist  ersichtlich,  daß  der  Quotient  — in  der 

Formel  für  den  Knotenpunktsabstand  c'  des  Punktes  P'  nur  dann 
für  alle  von  P ausgehenden  Strahlen  in  Fig.  182  denselben  Wert 
besitzen,  und  damit  das  gebrochene  Strahlenbündel  nur  dann  streng 
homozentrisch  sein  kann,  wenn  die  brechende  Fläche  mit  der  Apol- 
lonischen Kugelfläche  zusammenfällt.  Dies  findet  z.  R.  statt, 
wenn  die  Punkte  P und  P'  die  beiden  aplanatischen  Punkte  der 
brechenden  Kugelfläche  bedeuten.  Denkt  man  in  Fig.  177  auf 
S.  606  den  die  brechende  Fläche  darstellenden  Kreis  durch  H 
vervollständigt,  wie  es  dort  punktiert  angedeutet  ist,  so  schneidet 
derselbe  die  Axe  zum  zweiten  Male  in  einem  zwischen  P„  und  P„ 
liegenden  Punkte,  welcher  auch  hier  durch  den  (in  Fig.  177  nicht 
eingetragenen)  Buchstaben  N bezeichnet  sein  möge.  Nun  hat 

H von  P„  und  P,‘  die  Abstände  r -f  — r und  r -f-  ",  r.  während 

u n 

N von  denselben  beiden  Punkten  bzw.  um  — -r — r und  r — n-  r 

n n 

entfernt  ist.  Man  bestätigt  leicht,  daß  sowohl  die  ersteren  als 
auch  die  letzteren  beiden  Abstände  in  dem  Verhältnisse  »' : n 
zueinander  stehen,  so  daß  in  der  Tat  die  Punkte  H und  N die 
Strecke  P„P„  harmonisch  teilen,  und  die  brechende  Fläche  mit  der 
zu  P0  und  P‘„  gehörenden  Apollonischen  Kugelfläche  identisch  ist 
Auch  in  dem  Falle,  daß  die  Punkte  P und  P‘  im  Hauptpunkte  H 
zusammenfallen,  kann  die  brechende  Fläche  als  die  zu  der  ver- 
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schwindenden  Strecke  PP'  gehörende  Apollonische  Kugelfläche  auf- 
gefaßt werden,  wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  daß  es  in  diesem 
Spezialfalle  unzählig  viel  verschiedene  Apollonische  Kugelflächen 
gibt.  In  dem  dritten  speziellen  Falle  der  Erhaltung  der  Homo- 
zentrizität,  in  welchem  Objekt-  und  Bildpunkt  im  Knotenpunkte  K 
zusammenfalh  n,  deckt  sich  nun  allerdings  die  zugehörige  Apollo- 
nische Kugelfläche  nicht  mit  der  brechenden  Fläche;  da  aber  hier- 
bei gar  keine  Brechung  stattgefunden  hat,  so  kann  von  sphärischer 
Aberration  natürlich  keine  Hede  sein. 

In  allen  anderen  Fällen  ist  die  brechende  Fläche  von  der  zu 
den  Schnittpunkten  P und  P'  zweier  konjugierter  Strahlen  mit  der 
Axe  gehörenden  Apollonischen  Kugelfläche  verschieden,  so  daß 
auch  hieraus  sich  das  Resultat  ergibt,  daß  das  gebrochene  Strahlen- 
bündel im  allgemeinen  nicht  mehr  homozentrisch  sein  kann,  wenn 
es  das  einfallende  ist,  und  umgekehrt. 

Wie  später  (IV  1)  gezeigt  werden  soll,  läßt  sich  die  Apollo- 
nische Kugelfläche  zu  einem  anschaulichen  Kriterium  verwenden, 
ob  das  nicht  homozentrische,  an  einer  einzigen  Kugelfläche  ge- 
brochene Strahlenbündel  überkorrigiert  oder  unterkorrigiert  ist,  so 
daß  man  sich  bei  einer  brechenden  Kugelfläche  auf  sehr  einfache 
Weise  von  der  Art  der  sphärischen  Aberration  Rechenschaft  geben 
kann,  sobald  man  erst  den  Ort  des  Vereinigungspunktes  der  Zentral- 
strahlen nach  der  Brechung  gefunden  hat. 

Schließt  man  nun  aber  die  Randstrahlen  aus,  venvendet  also 
nur  Zentralstrahlen,  so  bleibt  nach  dem  Gesagten  die  Homozentri- 
zität  des  Strahlenbündels  auch  nach  der  Brechung  erhalten.  Die 
Beziehung  zwischen  c und  c'  geht  dann  über  in 

»ic n'c' 

s #' 

und  ist  demnach  von  der  Lage  des  Einfallspunktes  E innerhalb 
des  allerdings  nur  kleinen  Bezirkes  der  brechenden  Fläche  unab- 
hängig. Dem  Objektpunkte  P entspricht  also  in  diesem  Falle  ein 
ganz  bestimmter  Bildpunkt  P'.  Da  sich  die  Bedeutung  dieser 
beiden  Punkte  nach  dem  Prinzip  der  Umkehrbarkeit  der  Strahlen- 
wege auch  umkehren  läßt,  so  bezeichnet  man  zwei  in  der  Beziehung 
von  Objekt-  und  Bildpunkt  zueinander  stehende  Punkte  allgemein 
als  zwei  „konjugierte  Punkte“. 

Wenn  man  die  letzte  und  die  später  folgenden  Formeln  bei 
der  Zusammensetzung  der  Brechungen  an  verschiedenen  brechen- 
den Kugelflächen  verwenden  will,  so  muß  man  von  vornherein 
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die  Bedeutung  der  einzelnen  Strecken  genau  feststellen,  ferner  für 
alle  eine  bestimmte  Richtung  als  positiv  annehmen  und  dann  im 
weiteren  Verlaufe  der  Rechnung  konsequent  an  diesen  Abmachungen 
festhalten.  Es  soll  daher  folgendes  festgesetzt  werden:  Die  Größen  s 
und  $'  sollen  Strecken  bedeuten,  die  vom  Hauptpunkte  H aus  nach 
den  beiden  konjugierten  Punkten  P und  P'  gerichtet  sind,  ln 
entsprechender  Weise  mögen  die  Strecken  c und  c'  vom  Knoten- 
punkte ausgehen.  Nimmt  man  dann  außerdem  als  positive  Rich- 
tung aller  Strecken  die  Richtung  des  in  der  Axe  verlaufenden 
einfallenden  Strahles,  also  in  Pig.  182  die  Richtung  von  links  nach 
rechts,  so  ist  zu  erkennen,  daß  in  dem  durch  diese  Figur  ver- 
anschaulichten Falle  nur  s'  und  c‘  positive  Richtung  besitzen, 
während  die  Richtungen  von  s und  c negativ  sind;  dio  Werte  von 
s und  c sind  demnach  durch  negative  Zahlen  auszudrücken.  Es 
ist  leicht  ersichtlich,  daß  dadurch  die  Gültigkeit  der  letzten  Formel 
nicht  beeinträchtigt  wird,  trotzdem  bei  der  Ableitung  derselben 
zunächst  auf  das  Vorzeichen  der  einzelnen  Größen  nicht  geachtet 
worden  war. 

Wenn  die  Strahlen  nach  der  Brechung  nicht  gegen  einen 
Punkt  P4  konvergieren,  sondern  noch  divergent  verlaufen,  so  wer- 
den in  diesem  Falle  auch  die  Strecken  s'  und  c'  negative  Werte 
besitzen;  denn  der  Punkt  P',  in  welchem  sich  alle  Zentralstrahlen 
nach  der  Brechung  bei  ihrer  Rückwärtsverlängerung  schneiden 
müßten,  läge  dann  links  vom  Hauptpunkte  H und  in  der  obigen 
Fig.  182  daher  auch  links  vom  Knotenpunkte  K.  Andererseits  ist 
auch  der  Fall  nicht  ausgeschlossen,  daß  der  Objektpunkt  P rechts 
vom  Hauptpunkte  H liegt,  und  demnach  die  Größe  * einen  posi- 
tiven Wert  annimmt.  Derselbe  tritt  ein,  wenn  die  Zentralstrahlen, 
etwa  durch  vorangegangene  Brechung  an  einer  anderen  Kugel- 
fläche bzw.  einer  Linse,  so  konvergent  gemacht  sind,  daß  sie  einem 
hinter  H liegenden  Punkte  P zustreben.  Je  nachdem  dieser  Punkt 
zwischen  H und  K,  oder  ebenfalls  rechts  von  K zu  suchen  ist, 
wird  gleichzeitig  der  Größe  c ein  negativer  oder  positiver  Weit 
zukommen  usf. 

Es  ist  schließlich  noch  nötig,  der  durch  die  beiden  Punkte  H 
und  K begrenzten  Strecke,  deren  Länge  mit  dem  Radius  r der 
brechenden  Kugelfläche  übereinstimmt,  und  welche  als  Krümmungs- 
radius derselben  bezeichnet  wird,  eine  bestimmte  Richtung  zu 
geben.  Dies  ist  in  eindeutiger  Weise  erreicht,  wenn  man  die 
Strecke  im  Hauptpunkte  H beginnen  und  im  Knotenpunkte  K 
endigen  läßt.  Dann  kommt  dem  Krümmungsradius  r das  positive 
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Vorzeichen  zu,  wenn  die  brechende  Fläche  wie  in  Fig.  182  den 
einfallenden  Strahlen  ihre  konvexe  Seite  zukehrt;  dagegen  ist  der 
Fall,  daß  die  Strahlen  auf  die  konkave  Seite  der  Fläche  auffallen, 
durch  einen  negativen  Wert  von  r charakterisiert. 

Nach  diesen  Festsetzungen  über  die  Vorzeichen  der  bisher  in 
Betracht  gezogenen  Strecken  hat  man  zwischen  denselben  noch 
die  Beziehungen 

c = s — r und  c'  = *'  — r. 

Setzt  man  diese  Werte  von  c in  die  vorhergehende  Formel  ein,  so 
erhält  man  nach  einer  leicht  zu  übersehenden  Umformung  der  zu- 
nächst entstehenden  Beziehung  schließlich 

n'  u n' — n 

s‘  s r ’ 

wofür  auch  nach  dem  Vorgang  von  Abbe  kurz 


geschrieben  werden  kann. 

Diese  Formel  läßt  für  jede  Lage  des  Objektpunktes  P die- 
jenige des  zugehörigen  Bildpunktes  berechnen  und  umgekehrt  Der 
Bildpunkt  rückt  insbesondere  ins  Unendliche,  so  daß  also  s'  einen 
unendlich  großen  Wert  annnimmt,  für  einen  Objektpunkt  F, 

n t 

dessen  Abstand  s vom  Hauptpunkte  den  Wert , besitzt; 

diesen  Punkt  bezeichnet  man  gewöhnlich  als  den  „vorderen 
Brennpunkt“  des  Systems.  Vorzuziehen  ist  der  Name  „erster 
Brennpunkt“  oder  „Brennpunkt  des  Objektraumes“,  da 
dieser  Punkt  auch  hinter  der  brechenden  Fläche  liegen  kann. 
Hierzu  wäre  bei  positivem  r nur  erforderlich,  daß  der  Brechungs- 
index n des  vorderen  Mediums  größer  ist  als  der  Brechungsindex  n ' 
des  hinteren  Mediums;  ist  dagegen  n < so  braucht  der  Krüm- 
mungsradius r nur  negativ,  also  die  brechende  Fläche  nach  links 
konkav  zu  sein,  damit  dieser  Brennpunkt  rechts  vom  Haupt- 
punkte H fällt 

Die  Bezeichnung  „Brennpunkt  des  Objektraumes“  setzt  voraus, 
daß  man  alsObjektraum  nicht  nur  den  vor  der  brechenden  Fläche 
befindlichen  Raum  aufzufassen,  sondern  denselben  auch  unbegrenzt 
über  die  brechende  Fläche  hinaus  fortgesetzt  zu  denken  hat,  wie 
ja  auch  tatsächlich  der  Objektpunkt  P scheinbar  hinter  diese  Fläche 
tritt,  wenn  die  Zent rahlstrah len  konvergent  auf  die  Fläche  auf- 
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treffen.  Man  kann  die  beiden  Teile,  in  welche  demnach  der  Objekt- 
raum durch  die  brechende  Kugelfläche  zerlegt  wird,  in  der  Weise 
unterscheiden,  daß  man  den  vor  der  Fläche  liegenden  Teil  als 
reellen,  und  den  hinter  derselben  befindlichen  als  virtuellen 
Teil  des  Objektraumes  bezeichnet.  Entsprechend  nennt  man 
die  Objektpunkte  reell  oder  virtuell,  je  nachdem  sie  vor  oder  hinter 
der  brechenden  Fläche  liegen.  Man  kann  es  also  bei  der  Brechung 
an  einer  einzigen  Kugelfläche  demnach  ebensogut  mit  einem  reellen 
wie  mit  einem  virtuellen  Brennpunkte  des  Objektraumes  zu  tun 
haben.  Ist  dieser  Brennpunkt  virtuell,  so  geht  daraus  hervor,  daß 
die  Zentralstrahlen  konvergent  auf  die  Fläche  auffalien  müssen, 
wenn  sie  nach  der  Brechung  sämtlich  parallel  der  Axe  weiter 
gehen  sollen. 

Vom  Objektraume  zu  unterscheiden  ist  der  Bildraum,  d.  h. 
der  Raum,  in  welchem  sich  die  Bildpunkte  befinden.  Auch  dieser 
ist  nicht  bloß  auf  einer  Seite  der  brechenden  Fläche  zu  suchen, 
sondern  er  erstreckt  sich  wie  der  Objektraum  nach  beiden  Seiten 
ins  Unendliche.  Er  liegt  daher  nicht  neben  dem  Objektraume, 
sondern  durchdringt  denselben  vollkommen,  so  daß  jeder  Punkt 
des  Raumes  sowohl  dem  Objektraume  als  auch  dem  Bildraume,  und 
schließlich  auch  allen  beiden  gleichzeitig  angehören  kann.  Auch 
beim  Bildraum  unterscheidet  man  einen  reellen  und  einen  virtuellen 
Teil  und  nennt  demnach  auch  die  Bildpunkte  entweder  reell  oder 
virtuell.  Während  aber  der  reelle  Teil  des  Objektraumes  vor  der 
Fläche  lag,  ist  der  reelle  Teil  des  Bildraumes  bei  einer  einzigen 
brechenden  Kugelfläche  hinter  derselben  zu  suchen,  weil  man  einen 
Bildpunkt  nur  dann  reell  nennen  kann,  wenn  die  gebrochenen 
Strahlen  tatsächlich  durch  ihn  hindurchgehen.  Verlaufen  dagegen 
die  Strahlen  nach  der  Brechung  divergent,  so  kreuzen  sie  sich 
überhaupt  nicht  mehr  in  einem  Punkte,  sondern  scheinen  nur  von 
einem  solchen  herzukommen;  dieser  Punkt  liegt  aber  dann  vor 
der  brechenden  Fläche,  so  daß  also  die  Bezeichnung  „virtueller 
Teil  des  Bildraumes“  für  den  vor  der  Fläche  liegenden  Teil  des 
Raumes  gerechtfertigt  erscheint.  Es  fällt  demnach  der  reelle  Teil 
des  Objektraumes  mit  dem  virtuellen  Teile  des  Bildraumes  zusammen 
und  umgekehrt. 

Von  dem  Brennpunkte  des  Objektraumes  ist  bei  der  Brechung 
der  „zweite  Brennpunkt“  oder  „Brennpunkt  des  Bild- 
raumes“ zu  unterscheiden.  Es  ist  derjenige  Bildpunkt  F,  welcher 
zu  einem  unendlich  fern  auf  der  Axe  gelegenen  Obiektpunkte  ge- 
hört; seine  Entfernung  »'  vom  Hauptpunkte  H ergibt  sich,  wenn 
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man  in  der  letzten  Formel  s unendlich  groß  annimmt  Man  erhält 
dann  als  Abstand  des  Brennpunktes  des  Bildraumes  vom  Haupt- 

punkte  den  Wert  -f~  — • Dieser  Brennpunkt  führt  in  der 

Regel  den  Namen  „hinterer  Brennpunkt“,  eine  Bezeichnung, 
welche  ebenfalls  nicht  glücklich  gewählt  ist,  weil  der  Funkt  auch 
vor  die  brechende  Fläche  und  damit  gleichzeitig  vor  den  Brenn- 
punkt des  Objektraumes  fallen  kann.  Hierzu  ist  nur  erforderlich, 
daß  entweder  bei  positivem  r der  vordere,  oder  bei  negativem  r 
der  hintere  Brechungsindex  der  größere  ist  In  beiden  Fällen 
nimmt  der  Abstand  des  Brennpunktes  vom  Hauptpunkte  einen 
negativen  Wert  an;  der  Brennpunkt  fällt  also  dann  in  den  vir- 
tuellen Teil  des  Bildraumes  und  ist  daher  selbst  virtuell.  Man 
bezeichnet  ihn  in  diesem  Falle  auch  zuweilen  als  „Zerstreuungs- 
punkt“, weil  die  der  Axe  parallelen  Strahlen  dabei  so  gebrochen 
werden,  daß  sie  nach  der  Brechung  nicht  konvergieren,  sondern 
divergieren,  also  nicht  gesammelt,  sondern  zerstreut  werden. 

Wie  sich  weiter  unten  ergeben  wird,  nehmen  die  Beziehungen 
zwischen  den  Strecken,  welche  die  verschiedenen  Lagen  des  Objekt- 
punktes  und  die  zugehörigen  Lagen  des  Bildpunktes  auf  der  Axe 
bestimmen,  besonders  einfache  Form  an,  wenn  man  die  Brenn- 
punkte des  Systems  von  vornherein  festgelegt  denkt  und  nun  die 
Lage  eines  Objektpunktes  durch  seinen  Abstand  vom  Brennpunkte  F 
des  Objektraumes,  und  gleichzeitig  die  Lage  des  zugehörigen  Bild- 
punktes durch  seinen  Abstand  vom  Brennpunkte  F'  des  Bild- 
raumes angibt.  Man  führt  also  zur  eindeutigen  Bestimmung  der 
Lage  eines  dem  Obiektraume  oder  dem  Bildraume  angehörenden 
Punktes  der  Axe  eine  Strecke  ein,  welche  im  Brennpunkte  des 
betreffenden  Raumes  ihren  Anfang  nimmt.  Nun  ist  der  Haupt- 
punkt H ein  Punkt,  welcher  mit  seinem  Bildpunkte  zusammen- 
fällt (vgl.  Fig.  175  auf  S 004).  Faßt  man  ihn  als  Punkt  des  Objektraumes 
auf,  so  wird  er  in  der  angegebenen  Weise  durch  eine  Strecke  fest- 
gelegt, welche  vom  Brennpunkte  F des  Objektraumes  ausgeht 
Diese  von  F nach  H hin  ziehende  Strecke  bezeichnet  man  zweck- 
mäßigerweise als  die  „erste  Brennweite“  oder  „Brennweite 
des  Objektraumes“  oder  auch  als  die  „vordere  Brennweite“. 
Nimmt  man  dagegen  H als  Punkt  des  Bildraumes,  so  wird  er 
durch  eine  von  F'  ausgehende  Strecke  festgelegt;  dieselbe  stellt 
dann  die  „zweite  Brennweite“  oder  „Brennweite  des  Bild- 
raumes“  oder  die  „hintere  Brennweite“  dar.  Für  beide 
Brennweiten  gilt  natürlich  wieder  die  ein  für  allemal  getroffene 
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Festsetzung  über  das  Vorzeichen.  Liegt  F vor  und  F'  hinter  der 
brechenden  Fläche,  sind  also  beide  Brennpunkte  reell,  so  ist  dem- 
nach die  Brennweite  des  Objektraumes  positiv  und  die  des  Bild- 
raumes  negativ  zu  rechnen.  Sind  dagegen  die  beiden  Brennpunkte 
virtuell,  so  kommt  der  Brennweite  des  Objektraumes  das  negative, 
der  des  Bildraumes  dagegen  das  positive  Vorzeichen  zu.  Bezeich- 
net man  die  erste  Brennweite  mit  f,  die  zweite  mit  f so  hat  man 
folglich  zu  ihrer  Berechnung  die  Formeln 


/■= 


und  f‘  = — 


n r 
n'  — n 


71  r 

n — n‘ 


woraus  sich  zwischen  beiden  Brennweiten  die  Beziehung  ergibt: 

r «' 

Diese  Formeln  gelten,  ebenso  wie  die  früheren,  ganz  allgemein 
für  alle  Fälle,  welche  bei  der  Brechung  an  einer  Kugelfläche  und 
der  hierdurch  ermöglichten  Abbildung  mittelst  Zentralstrahlen  ein- 
treten  können. 

Aus  der  letzten  Beziehung  ist  zunächst  zu  erkennen,  daß  die 
beiden  Brennweiten  stets  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen: 
denn  n und  n'  sind  ihrer  Natur  nach  positive  Größen.  Es  sind 
daher  nur  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  daß  entweder  f posi- 
tiv und  f‘  negativ,  oder  f negativ  und  f‘  positiv  ist 

Ist  f positiv  und  f negativ,  so  nennt  man  das  brechende 
System  „kollektiv“;  die  Brennpunkte  sind  bei  ihm  beide  reell. 
Dieser  Fall  tritt  bei  »<»'  ein,  wenn  die  brechende  Kugelfläche 
den  einfallenden  Strahlen  dio  konvexe  Seite  zuwendet,  so  daß  also 
r positiv  ist;  er  ist  aber  auch  möglich,  wenn  die  brechende  Fläche 
gegen  die  einfallenden  Strahlen  konkav,  r also  negativ  ist;  nur 
muß  dann  der  Brechungsindex  des  ersten  Mittels  größer  als  der 
des  zweiten  sein. 

Ist  dagegen  f negativ  und  f“  positiv,  so  nennt  man  das 
brechende  System  „dispansiv“;  dio  Brennpunkte  sind  bei  ihm 
beide  virtuell.  In  diesem  Falle  muß  r negativ  oder  positiv  sein, 
je  nachdem  » < n‘  oder  ist. 

In  Rücksicht  auf  die  Werte  der  beiden  Brennweiten  lassen 
sich  die  früheren  Formeln  in  der  Form  schreiben: 


// ' ii  . v n n ' 

~8  ' s ‘ f ~ v f' ' 

Dieser  Formel  kann  man  eine  sehr  einfache  und  anschauliche 
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Deutung  geben,  welche  die  Wirkungsweise  der  brechenden  Fläche 
besonders  klar  hervortreten  läßt  Sobald  ein  homozentrischos 
Strahlenbündel  aus  einem  Mittel  in  ein  anderes  Übertritt,  ändert 
sich  im  allgemeinen  der  Grad  seiner  Konvergenz  bzw.  Divergenz. 
Die  Größe  und  Art  dieser  Konvergenzänderung  hängt  einerseits 
von  der  Verschiedenheit  des  Brechungsindexes  beider  Mittel  und 
andererseits  von  der  Krümmung  der  brechenden  Fläche  ab. 

Um  zunächst  den  letzteren  Einfluß  auszuschließen,  braucht 
man  nur  die  Brechung  an  einer  ebenen  Fläche  in  Betracht  zu 
ziehen.  Die  hierfür  geltenden  Formeln  stellen  sich  als  spezielle 
Fälle  der  bisher  abgeleiteten  Formeln  dar;  man  hat  in  denselben 
nur  den  Krümmungsradius  r unendlich  groß  anzunehmen.  Es  er- 
gibt sich  dann,  daß  auch  die  Brennweiten  unendlich  groß  werden, 
und  demnach  die  Brennpunkte  ins  Unendliche  rücken;  das  Ver- 

fl 

hältnis  derselben  behält  dagegen  den  endlichen  Wert  — - , bei. 

Man  hat  damit  in  der  brechenden  Ebene  den  einfachsten  Fall 
eines  sogenannten  „ teleskopischen  Systems“,  welches  all- 
gemein dadurch  charakterisiert  wird,  daß  die  Brennweiten  unendlich 
große  Werte,  aber  dabei  doch  ein  endliches  Verhältnis  besitzen. 
Die  Beziehung  zwischen  den  Hauptpunktsabständen  konjugierter 

fl  m 

Punkte  nimmt  dann  die  einfache  Gestalt  ,==  an,  welche  natür- 

H S 

lieh  auch  nur  wieder  strenge  Gültigkeit  besitzt  für  ein  Bündel  von 
Zentralstrählen,  d.  h.  in  diesem  Falle  von  solchen  Strahlen,  die 
nur  wenig  von  einer  Normalen  zur  ebenen  brechenden  Fläche  ab- 
weichen; als  optische  Axe  ist  dabei  diese  Normale,  und  als  Haupt- 
punkt ihr  Schnittpunkt  mit  der  ebenen  Fläche  aufzufassen. 

Würde  das  erste  Mittel  der  luftleeie  Raum  oder  vielmehr  der 

Lichtäther  sein,  so  hätte  man  insbesondere  — , = — Es  bedeutet 

S 6*0 

8* 

daher  — , die  Entfernung  s0l  welche  ein  leuchtender  Punkt  P0 

(vgl.  Fig.  183)  im  luftleeren  Raume  von  der  ebenen  Fläche  bzw. 
dem  Hauptpunkte  H besitzen  müßte,  um  durch  die  Brechung  an 
der  ebenen  Grenze  zwischen  dem  luftleeren  Räume  und  dem  Mittel 
mit  dem  absoluten  Brechungsindex  n'  das  Bild  P‘  in  der  Ent- 
fernung s'  vom  Hauptpunkte  H zu  erzeugen.  Da  infolge  der  obigen 

fl  \ m 

Beziehung  auch  = ist,  so  würde  ein  im  luftleeren  Raume 

8 6‘o 
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von  P0  ausgehendes  Bündel  von  Zentralstrahlen  an  der  ebenen 
Grenze  von  einem  Mittel  mit  dem  absoluten  Breehungsindex  n so 
gebrochen  werden,  als  ob  es  von  P herkäme,  an  der  Grenze  von 
einem  Mittel  mit  dem  Index  n'  dagegen  so,  als  ob  es  von  1“  her- 
käme (vgl.  Big.  183).  Es  sind  daher  /*  und  P konjugierte  Punkte, 
wenn  die  Indizes  1 und  n , P0  und  P'  konjugierte  Punkte,  wenn 
die  Indizes  1 und  und  P und  P'  konjugierte  Punkte,  wenn 
die  Indizes  « und  »'  betragen.  Aus  dem  Abstande  s erhält  man 
den  für  den  luftleeren  Raum  geltenden  Abstand  s0  des  Zentrums 
des  Strahlenbündels  von  der  Grenzfläche  durch  Division  mit  dem 


Brechungsindex  des  Mediums,  zu  welchem  s gehört.  Man  kann 

daher  als  dio  auf  den  luftleeren  Raum  bzw.  den  Lichtäther 
n 

«reduzierte“,  oder  einfach  als  „die  reduzierte  Entfernung“  des 
Zentrums  des  Strahlenbündels  von  der  ebenen  Grenzfläche  auf- 
fassen. Je  größer  für  einen  bestimmten,  nicht  zu  großen  Haupt- 
punktsabstand  des  Einfallspunktes  E der  am  meisten  gegen  die 
Axe  geneigten  Strahlen  (vgl.  Fig.  183)  die  Entfernung  des  Zentrums 
eines  homozentrischen  Strahlenbündels  von  der  ebenen  Fläche  ist, 
um  so  geringer  ist  dio  Konvergenz  bzw.  Divergenz  des  Strahlen- 
bündels. Im  Falle  von  Zentralstrahlen  (aber  nur  für  diese),  bei 
welchen  die  halben  Konvergenzwinkel  bzw.  Divergenzwinkel  infolge 
der  Kleinheit  des  Abstandes  HE  so  klein  sind,  daß  sie  gleich  gut  durch 
ihre  Sinus  wie  durch  ihre  Tangenten  zu  ersetzen  sind,  können  die 
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reziproken  Entfernungen  -i  \ und  1 direkt  als  Maß  für  die  Kon- 

8 S 80 

vergenz  oder  Divergenz  der  drei  mit  genügender  Genauigkeit 
homozentrischen  Strahlenbündel  mit  den  Zentren  P,  P‘  und  7,  in 
den  drei  verschiedenen  Medien  aufgefaßt  werden.  Entsprechend 
der  Festsetzung  über  das  Vorzeichen  der  Strecken  s.  s0  ergibt 
sich  dabei  für  das  Konvergenzmaß  positives,  und  für  das  Divergenz- 
maß negatives  Vorzeichen,  so  daß  man  also  allgemein  die  Diver- 
genz als  negative  Konvergenz  in  Rechnung  zu  ziehen  hat.  Da 

nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  die  Konvergenz  durch 

Multiplikation  mit  dem  Brechungsindex  «,  und  die  Konvergenz  ^ 
durch  Multiplikation  mit  dem  Brechungsindex  n‘  in  die  Konver- 
genz * des  im  luftleeren  Raume  verlaufenden  Strahlenbündels 

So 

übergeführt  wird,  so  kann  man  den  Quotienten  " bzw.  ",  als  Maß 

o 

für  die  auf  den  luftleeren  Raum  reduzierte  Konvergenz  des  im 
Medium  mit  dem  Index  n bzw.  n‘  verlaufenden  Strahlenbündels, 
oder  kuiz  als  „die  reduzierte  Konvergenz  des  Strahlen- 
bündels“ bezeichnen.  Demnach  sagt  die  obige,  für  die  Brechung 
an  einer  ebenen  Fläche  gültige  Formel  aus,  daß  die  Brechung 
an  einer  ebenen  Fläche  stets  so  stattfindet,  daß  die  redu- 
zierte Konvergenz  der  Zentralstrahlen  in  beiden  Medien 
die  gleiche  ist.  Bezeichnet  man  die  reduzierten  Konvergenzen 

fl  ff  * 

und  . durch  S und  *S'\  so  hat  man  also  für  eine  ebene 

8 8 

brechende  Fläche  S = S‘. 

Die  Konvergenzen  und  reduzierten  Konvergenzen  lassen  sich 
als  reziproke  Werte  von  Längen  in  „Dioptrien“  messen.  Unter 
1 Dioptrie  versteht  man  den  reziproken  Wert  der  Länge  von  1 m. 
Der  reziproke  Wert  einer  Länge  von  2 m ist  daher  gleich  1 Dioptrie, 
und  die  reziproken  Werte  von  50  cm,  40  cm,  25  cm,  20  cm,  10  cm, 
1 cm  sind  bzw.  gleichbedeutend  mit  2 Diopl,  21  Diopt.,  4 Diopt., 
5 Diopt.,  10  Diopt.,  100  Diopt  Hat  man  nun  eine  ebene  Grenz- 
fläche zwischen  Wasser  (n  = |)  und  Glas  (w'  = |),  und  fällt  auf 
dieselbe  ein  divergentes  Bündel  von  Zentralstrahlen  auf,  dessen 
Zentrum  25  cm  vor  ihr  gelegen  ist,  so  beträgt  die  (negative)  Kon- 
vergenz desselben  — - Diopt.  oder  — 4 Diopt.;  dio  reduzierte 
Konvergenz  dieses  im  Wasser  verlaufenden  Bündels  hat  dagegen 

Fischer,  Medizin.  Physik.  40 
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den  Wert  von  — Diopt.  oder  — 5i  Diopt.  Ebensogroß  muß 
nach  dem  obigen  Satze  die  reduzierte  (negative)  Konvergenz  des 
Strahlenbündels  nach  der  Brechung  sein.  Die  (nicht  reduzierte) 
Konvergenz  des  im  Glas  verlaufenden  Bündels  besitzt  daher  den 
Wert  von  — ö|  • $ Diopt.  oder  — 3$  Diopt,  woraus  sich  unmittel- 
bar für  s‘  der  Wert  von  — 28i  cm  ergibt.  Für  parallele  Zentral- 
strahlen ist  s = oo;  folglich  beträgt  für  dieselben  die  Konvergenz 
sowohl  vor  als  nach  der  Brechung  an  der  ebenen  Fläche  0 Diopt, 
was  darauf  hinweist,  daß  die  Strahlen  auch  nach  der  Brechung 
noch  parallel  sind. 

Handelt  es  sich  nun  um  eine  kugelförmige  brechende  Fläche,  so 
sind  nach  der  untersten  Formel  auf  Seite  622  die  reduzierten  Konver- 
genzen und  " nicht  mehr  gleich  groß,  sondern  sie  haben  eine 


von  Null  verschiedene  Differenz,  deren  Wert  durch  j bzw.  — an- 
gegeben wird,  also  von  der  Lage  der  Brennpunkte  und  damit  von 
der  Krümmung  der  brechenden  Fläche  abhängt.  Man  bezeichnet 
nun  den  mit  dem  absoluten  Brechungsindex  eines  der  beiden 
Mittel  multiplizierten  reziproken  Wert  der  zu  dem  gleichen  Mittel 
gehörenden  Brennweite  als  die  „ Brechkraft  der  brechenden 
Fläche“,  welche  natürlich  ebenfalls  in  Dioptrien  zu  messen  ist 

Yl  fj 

Bezeichnet  man  dieselbe  mit  D , so  ist  also  Z>  = ^.  = — — , und 

man  kann  die  frühere  Formel  über  die  Beziehung  zwischen  den 
Hauptpunktsentfernungen  zweier  konjugierter  Punkte  demnach  in 
der  einfachen  Form  schreiben:  S'  — SA-D.  Man  bat  daher  den 
Satz:  „Bei  der  Brechung  an  einer  Kugelfläche  ist  die 
reduzierte  Konvergenz  des  gebrochenen  Bündels  gleich 
der  reduzierten  Konvergenz  des  einfallenden  Bündels 
von  Zentralstrahlen  vermehrt  um  die  Brechkraft  der 
brechenden  Fläche.“  (Gullstrand.) 

Die  Brechkraft  hat  bei  einem  Kollektivsystem  positiven, 
bei  einem  Dispansivsystem  dagegen  negativen  Wert;  bei  einem 
Kollektivsystem  ist  daher  die  reduzierte  Konvergenz  des  ge- 
brochenen Strahlenbündels  größer,  bei  einem  Dispansivsystem 
dagegen  kleiner  als  die  reduzierte  Konvergenz  des  einfallenden 
Strahlenbündels.  Ein  Kollektivsystem  erhöht  also  die  reduzierte 
Konvergenz  der  Zentralstrahlen,  ein  Dispansivsystem  setzt  sie  da- 
gegen herab.  Zwischen  beiden  steht  das  teleskopische  System  mit 
seinen  unendlich  großen  Brennweiten;  bei  diesem  tritt  weder  eine 
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Erhöhung  noch  eine  Verminderung  der  reduzierten  Konvergenz 
infolge  der  Brechung  ein.  Dies  gilt,  wie  sich  herausstellen  wird, 
nicht  nur  für  die  brechenden  Kugelflächen  bzw.  die  ebene  brechendo 
Fläche,  sondern  allgemein  für  alle  zentrierten  optischen  Systeme. 
Aus  der  Formel  auf  Seite  622  erhält  man  durch  Division 

Yl  * — 71 

mit in  Rücksicht  auf  die  Werte  der  Brennweiten  die 

r 

weitere  Formel 

f f 

- -f-  = — 1 (Hauptpunktsgleichung) 


und  hieraus  wiederum  zur  Berechnung  eines  der  beiden  Haupt- 
punktsabstände aus  dem  anderen 


8 


s'-Vf' 


und 


±fL. 

*-t-f 


Bezeichnet  man  mit  x den  Abstand  des  Objeklpunktes  P vom 
Brennpunkte  F des  Objektraumes,  und  mit  x'  den  Abstand  des 
Bildpunktes  P'  vom  Brennpunkte  F'  des  Bildraumes  und  läßt  jede 
der  beiden  Strecken  in  dem  betreffenden  Brennpunkte  beginnen, 
so  hat  man  in  Rücksicht  auf  die  Festsetzung  über  die  Vorzeichen 
aller  Strecken,  wie  man  leicht  aus  Fig.  182  auf  S.  615  erkennt: 

x — s-\-f  und  x,  = 8,-\-f‘. 


Man  kann  daher  die  zuletzt  angegebenen  Beziehungen  auch  schreiben 


8 


f 


r 

X 


Durch  Multiplikation  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man  dem- 
nach zwischen  den  Größen  x , x',  f und  f‘  die  besonders  einfache 
Beziehung 

xx‘  = ff'  (Brennpunktsgleichung). 


Außerdem  ergibt  sich  aus  den  Werten  der  beiden  Brenn- 
weiten für  diese  die  Beziehung 


f+f‘  = -r. 


Die  bisherigen  Erörterungen  bezogen  sich  nur  auf  die  Ab- 
bildung eines  Punktes  P der  Axe  mittelst  Zentralstrahlen.  Handelt 
es  sich  dagegen  um  einen  Punkt  außerhalb  der  zunächst  als  Axe 
herausgegriffenen  Geraden  des  Systems,  so  braucht  man  nur  die 
von  diesem  Punkte  ausgehende  Zentrale  durch  den  Krümmungs- 
mittelpunkt K zu  ziehen  und  dieselbe  als  Axe  aufzufassen,  um 
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auf  ganz  die  gleiche  Weise  wie  bisher  den  Bildpunkt  zu  finden, 
sofern  die  Abbildung  wieder  nur  durch  ein  genügend  enges  Bündel 
von  Zentralstrahlen  in  bezug  auf  die  neue  Axe  hergestellt  wird. 
Liegt  eine  Reihe  von  Objektpunkten  auf  einer  Kugelfläche  durch  P 
mit  dem  Mittelpunkte  K (vgl.  Fig.  184),  so  werden  demnach  die 
zugehörigen  Bildpunkte  ebenfalls  auf  einer  Kugelfläche  um  K liegen, 
welche  zugleich  den  Bildpunkt  P'  des  Punktes  P enthält.  Da- 
gegen wird  eine  durch  P gehende  Ebene,  welche  auf  der  Axe 
senkrecht  steht,  nicht  genau  in  eine  durch  V gehende  Ebene, 
sondern  in  eine  gekrümmte  Fläche  abgebildet  wrerden,  sofern  der 
abzubildende  Teil  der  Ebene  verhältnismäßig  groß  ist.  Dem- 
entsprechend erhält  auch  eine  in  P auf  der  Axe  senkrecht  stehende 
gerade  Strecke  bei  einiger  Ausdehnung  als  Bild  ein  Stück  einer 


Kurve.  Nimmt  man  dagegen  von  P aus  nur  einen  so  kleinen  Teil 
einer  zur  Axe  senkrechten  Ebene,  daß  derselbe  mit  genügender 
Annäherung  als  Teil  der  durch  P gehenden  Kugelfläche  um  K 
aufgefaßt  werden  kann,  so  wird  derselbe  ebenfalls  in  ein  kleines 
zur  Axe  senkrechtes  Ebenenstück  durch  P'  abgebildet,  sofern  man 
zur  Abbildung  nur  Zentralstrahlen  verwendet.  Desgleichen  wird 
unter  dieser  Voraussetzung  auch  eine  sehr  kleine  axensenkrechte 
Strecke  wieder  in  eine  solche  abgebildet.  In  beiden  Fällen  ist 
die  Bildebene  bzw.  Bildstrecke  der  Objektebene  bzw.  Objektstrecke 
in  allen  Teilen  ähnlich  und  liegt  auch  zu  derselben  ähnlich  oder 
perspektivisch  mit  dem  Krüinmungsmittelpunkte  K als  Ähnlich- 
keitspunkt. 

Die  Bedingungen,  daß  nur  Zentralstrahlen  die  Abbildung  ver- 
mitteln, und  daß  die  abzubildenden  Punkte  sich  nur  wenig  von 
der  Axe  entfernen  sollen,  bringen  es  mit  sich,  daß  auch  von  der 
brechenden  Kugelfläche  nur  ein  so  kleines  Stück  bei  der  Brechung 
zur  Verwendung  kommen  darf,  daß  dasselbe  als  Teil  einer  in  H 


Digitized  by  Google 


Abbildung  mittelst  Zentralstrahlen. 


629 


auf  der  Axe  senkrecht  stehenden  Ebene  aufgefaßt  werden  kann. 
Diese  Ebene  .ft  führt  den  Namen  „Hauptebene“.  Wie  der  Haupt- 
punkt H als  sein  eigenes  Bild  aufgefaßt  werden  konnte,  so  gilt 
dies  auch  für  alle  anderen  Punkte  der  Hauptebene.  Bezeichnet 
man  allgemein  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  das  Bild  der 
anderen  ist  und  umgekehrt,  als  zwei  „konjugierte  Ebenen“,  so 
kann  man  sagen,  daß  die  Hauptebene  sich  selbst  konjugiert  ist, 
und  daß  auch  jeder  Punkt  derselben  mit  seinem  konjugierten 
Punkte  zusammenfällt  Dabei  ist  aber  nicht  außer  acht  zu  lassen, 
daß  dies  nur  für  einen  sehr  kleinen  Teil  dieser  Ebene  gilt  Wenn 
daher  in  den  späteren  Figuren  die  Hauptebenen  (wie  auch  die 
gleich  zu  erwähnenden  Brennebenen)  in  größerer  Ausdehnung 
dargestellt  und  zu  Konstruktionen  verwendet  werden,  so  geschieht 
das  nur  im  Interesse  der  größeren  Anschaulichkeit  und  Deutlichkeit, 
ohne  daß  den  gezeichneten  Strahlen  mehr  als  bloß  konstruktive 
Bedeutung  zuzuschreiben  wäre. 

Die  im  Brennpunkte  F des  Objektraumes  auf  der  Axe  senk- 
recht stehende  Ebene  3 bezeichnet  man  als  „Brennebene  des 
Objektraumes“  oder  auch  als  „vordere  Brennebene“;  die- 
selbe ist,  soweit  man  sich  wieder  auf  einen  kleinen  Teil  derselben 
beschränkt,  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Bildraumes  konjugiert 
In  entsprechender  Weise  ist  die  im  Brennpunkte  des  Bildraumes 
(hinteren  Brennpunkte)  F‘  auf  der  Axe  senkrecht  stehende  „Brenn- 
ebene des  Bildraumes“  oder  „hintere  Brennebene“  5'  der 
unendlich  fernen  Ebene  des  Objektraumes  konjugiert.  Hieraus 
folgt,  daß  Strahlen,  welche  im  Objektraume  durch  irgendeinen 
Punkt  B der  Brennebene  3 hindurchgehen  (vgl.  Fig.  185),  im  Bild- 
raume  nach  einem  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  hinzielen, 
also  einander  parallel  laufen.  Umgekehrt  vereinigen  sich  Strahlen, 
welche  im  Objektraume  einander  parallel  laufen,  nach  der  Brechung 
in  einem  Punkte  B‘  der  dem  Bildraume  angehöreuden  Brennebene  3'. 
Es  gehört  zu  jedem  Punkte  einer  Brennebene  eine  bestimmte  Rich- 
tung der  im  anderen  Raume  parallel  laufenden  Strahlen.  Diese 
läßt  sich  leicht  dadurch  finden,  daß  man  den  betreffenden  Punkt 
der  Brennebene  mit  dem  Knotenpunkte  K verbindet;  denn  jeder 
Strahl,  welcher  in  dem  einen  Raume  durch  den  Knotenpunkt 
hindurchgeht  bzw.  nach  demselben  hinzielt,  setzt  sich  in  den 
anderen  Raum  ungebrochen  fort.  Anstatt  einen  Strahl  durch  den 
Knotenpunkt  zu  ziehen,  kann  man  auch  von  dem  betreffenden 
Punkte  der  Brennebene  aus  zunächst  parallel  der  Axe  bis  zur 
Haupt  ebene  gehen  und  von  da  aus  durch  den  Brennpunkt  des 
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anderen  Raumes  ziehen  und  erhält  auf  diese  Weise  ebenfalls  die 
Richtung  der  parallelen  Strahlen  im  anderen  Raume.  Fig.  185  ver- 
anschaulicht diese  Konstruktionen. 

Die  Eigenschaften  der  Brennebenen  kann  man  auch  dazu 
verwenden,  um  zu  einem  beliebigen  Strahle  im  Objekt  raume  den 
konjugierten  Strahl  im  Bildraume  zu  gewinnen.  Entweder  (vgl. 
Fig.  1861  konstruiert  man  zu  diesem  Zwecke  unter  Zuhilfenahme 
von  F‘  und  K die  zum  Schnittpunkte  B dieses  Strahles  mit  der 
vorderen  Brennebene  gehörende  Strahlenrichtung  im  Bildraume 
und  zieht  von  dem  Schnittpunkte  des  einfallenden  Strahles  mit 


Fig.  185 


der  Hauptebene  aus  den  gebrochenen  Strahl  in  dieser  Richtung 
weiter,  oder  (vgl.  Fig.  187)  man  sucht  mit  Hilfe  von  F oder  K 
den  Punkt  IV  in  der  hinteren  Brennebene  o'  auf,  welcher  der 
Richtung  des  einfallenden  Strahles  konjugieit  ist,  und  zieht  dann 
vom  Schnittpunkte  des  einfallenden  Strahles  mit  der  Hauptebene 
aus  den  gebrochenen  Strahl  durch  IV  weiter. 

Bezeichnet  man  die  Abstände  der  Schnittpunkte  zweier  kon- 
jugierter Strahlen  mit  der  vorderen  Brennebene,  der  Hauptebene 
und  der  hinteren  Brennebene  von  der  Axe  bzw.  mit  z,  h und  z\ 
so  leitet  man  aus  den  Figg.  186  und  187  unmittelbar  ab,  daß 
zwischen  diesen  sogenannten  Schnitthöhen  immer  die  einfache 
Beziehung  besteht: 

z 4-  r'  = h. 
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Bezeichnet  man  mit  u und  u‘  die  Winkel,  unter  welchen  der 
einfailende  und  der  gebrochene  Strahl  gegen  die  Axe  geneigt  sind, 


so  ergeben  sich  aus  den  beiden  Figuren  weiterhin  die  Beziehungen 

f = — und  f'  = -Z  - , 
tan  u tan  u 

sofern  man  die  Größen  z und  z'  positiv  rechnet,  wenn  sie  wie  in 
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den  Figuren  von  der  Axe  aus  nach  oben  gerichtet  sind,  und  ferner 
den  Winkeln  u und  «'  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  bei- 
legt, je  nachdem  der  betreffende  Strahl  im  entgegengesetzten  Sinne 
oder  im  Sinne  des  Uhrzeigers  von  der  positiven  Richtung  der  Axe 
um  diesen  Winkel  geneigt  erscheint.  Demnach  ist  in  dem  durch  die 
Figuren  18ß  und  187  dargestellten  Falle  u positiv,  u‘  dagegen 
negativ,  so  daß  das  Vorzeichen  bei  beiden  Brennweiten  richtig 
wird.  Da  die  beiden  Winkel  bei  Zentralstrahlen  sehr  klein  sind, 
so  können  sie  mit  genügender  Annäherung  selbst  an  Stelle  der 
Tangenten  in  die  obigen  Formeln  eingesetzt  werden,  so  daß  die- 
selben auch  in  der  Form  geschrieben  werden  können 

f—~  und  f'  = L.- 

H U 

Man  kann  also  die  Brennweiten  aus  der  Richtung  und  Lage 
eines  beliebigen  Strahles  des  Objektrauines  und  seines  konjugierten 
Strahles  im  Bildraume  ableiten.  Die  Brennweite  des  Objektraumes 
wird  bestimmt  durch  das  Verhältnis  des  Abstandes  von  der  Axe, 
in  welchem  der  Strahl  des  Bildraunies  die  hintere  Brennebene 
schneidet,  zu  der  Tangente  des  Neigungswinkels  (bzw.  dem  Winkel 
selbst)  des  konjugierten  Strahles  im  Objektraume  gegen  die  Axe. 
Umgekehrt  wird  die  Brennweite  des  Bildraumes  bestimmt  durch 
das  Verhältnis  des  Abstandes  von  der  Axe,  in  welchem  der  Strahl 
des  Objektraumes  die  vordere  Brennebene  schneidet,  zu  der  Tangente 
des  Neigungswinkels  (bzw.  dem  Winkel  selbst)  des  konjugierten 
Strahles  im  Bildrauine  gegen  die  Axe. 

Beachtet  man,  daß  z'  als  das  Bild  einer  unendlich  fernen, 
zur  Axe  senkrechten  Strecke  aufgefaßt  werden  kann,  und  daß 
diese  Strecke  dem  unbewaffneten  Auge  unter  dem  Winkel  n er- 
scheint, so  kann  man  nach  Gauß  auch  die  Brennweite  des  Objekt- 
raumes definieren  als  das  Verhältnis  der  Bildgröße  eines  unendlich 
entfernten  Objektes  zur  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels, 
unter  welchem  dieses  Objekt  einem  Auge  direkt  erscheint  Da 
ferner  z als  ein  in  der  vorderen  Brennebene  liegendes  Objekt  auf- 
gefaßt werden  kann,  dessen  Bild  im  Unendlichen  liegt  und  dem 
Auge  unter  dem  Gesichtswinkel  u‘  erscheint,  so  kann  man  weiter- 
hin die  Brennweite  des  Bildraumes  definieren  als  das  Verhältnis 
der  Größe  eines  in  der  vorderen  Brennebene  befindlichen  Gegen- 
standes zu  der  trigonometrischen  Tangente  der  scheinbaren  Größe 
seines  im  Unendlichen  entworfenen  Bildes. 

Mit  Hilfe  eines  Punktes  B der  vorderen  oder  eines  Punktes  />' 
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der  hinteren  Brennebene  kann  man  leicht  auch  die  zu  verschiede- 
nen Lagen  des  Objektpunktes  P auf  der  Axe  gehörenden  Bilder  P‘ 
konstruieren,  wie  aus  den  folgenden  beiden  Figuren  188  und  189 
ersichtlich  ist.  Würde  inan  im  ersten  Falle  den  Abstand  des  Punktes 


B von  der  Axe  gleich  dem  Abstande  des  Hauptpunktes  H vom 
hinteren  Brennpunkte  F\  d.  h.  also  gleich  der  hinteren  Brenn- 
weite f\  und  irn  zweiten  Falle  den  Abstand  des  Punktes  B'  von 
der  Axe  gleich  dem  Abstande  des  Hauptpunktes  II  vom  vorderen 
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Brennpunkte  F,  d.  h.  also  gleich  der  vorderen  Brennweite  f nehmen, 
so  würden  die  parallelen  Strahlen  in  beiden  Fällen  einen  Winkel 
von  45°  mit  der  Axe  bilden,  und  man  könnte  dann  diese  Parallelen 
durch  konzentrische  Kreise  um  den  Hauptpunkt  H ersetzen,  um 
die  verschiedenen  Bildpunkte  auf  der  Axe  abzuleiten. 

Will  man  zu  einem  Punkte  Q außerhalb  der  Axe  den  Bild- 
punkt Q'  konstruieren,  so  hat  man  hierzu  verschiedene  Möglich- 
keiten. Zunächst  kann  man  von  Q aus  einen  Strahl  parallel  der 
Axe  bis  zum  Schnittpunkte  M mit  der  Hauptebene  ziehen  (vgl. 
Fig.  190);  derselbe  geht  dann  im  Bildraume  von  M aus  durch  den 
hinteren  Brennpunkt  F‘.  Man  kann  ferner  einen  Strahl  von  Q durch 


den  vorderen  Brennpunkt  F bis  zum  Schnittpunkte  iVmit  der  Haupt- 
ebene ziehen;  dieser  verläuft  im  Bildraume  parallel  zur  Axe. 
Weiterhin  kann  man  einen  Strahl  von  Q durch  den  Knoten- 
punkt K ziehen,  welcher  dann  ungebrochen  weitergeht.  Und 
schließlich  kann  man  durch  Q auch  eitlen  ganz  beliebigen  Strahl 
ziehen  und  auf  die  oben  angegebene  Weise  seinen  konjugierten 
Strahl  im  Bildraume  konstruieren.  Alle  auf  diese  Weise  im  Bild- 
raume erhaltenen  Strahlen  gehen  durch  den  Bildpunkt  Q‘  hindurch, 
so  daß  schon  zwei  derselben  zur  Konstruktion  des  letzteren  aus- 
reichen, wie  man  aus  Fig.  190  deutlich  erkennt.  Mit  Hilfe  der 
drei  zuerst  angegebenen  (in  der  Figur  durchbrochen  eingezeich- 
neten) Konstruktionsstrahlen  lassen  sich  ohne  alle  Rechnung  die 
oben  angegebenen  Beziehungen  zwischen  den  Hauptpunktsabständen 
bzw.  den  Brennpunktsabständen  der  zu  Q und  Q‘  gehörenden 
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konjugierten  Axenpunkte  P und  P'  und  den  Brennweiten  auf  rein 
geometrischem  Wege  ableiten. 

Da  die  Dreiecke  NFH  und  NQM  in  Fig.  190  ähnlich  sind,  so 
folgt  zunächst  für  das  Verhältnis  f : s unter  Berücksichtigung  der 

NH 

Vorzeichen  dieser  Strecken  der  Wert  — • Aus  der  Ähnlichkeit 


der  Dreiecke  MF'H  und  MQ'N  ergibt  sich  weiter  für  das  Ver- 

//!/ 

hältnis  f‘ : s'  der  Wert  — y\f'  s*c^  ^frecken(juotienten 
V/jT  H \f 

und  y.-  zu  1 ergänzen,  so  folgt  unmittelbar  die  Beziehung 


f + f'  = - 
s ' s‘ 


1.  Beachtet  man  weiter,  daß  sowohl  die  Dreiecke 


NFH  und  QFP  als  auch  die  Dreiecke  Q'F'P'  und  MF'H  ähn- 
lich sind,  und  daß  beide  Paare  ähnlicher  Dreiecke  das  gleiche 
Ähnlichkeitsverhältnis  y':y  besitzen,  unter  y und  y'  die  zur  Axe 
senkrechten  Strecken  I‘Q  und  P'Q'  verstanden,  so  erhält  man  die 
Proportion  f\x  = x':f\  welche  nichts  anderes  als  die  früher 
(Seite  627)  angegebene  Brennpunktsgleichung  bedeutet  Unter  Be- 
rücksichtigung der  Vorzeichen  der  Strecken  gelangt  mau  aber 

s f s'  f‘ 

außerdem  zu  den  Gleichungen  - , = — — , und  — = — — 

S VC  S Cb 

Nachdem  man  das  Bild  Q'  von  Q konstruiert  hat,  ist  auch 
zugleich  das  Bild  P‘Q‘  der  zur  Axe  senkrechten  Strecke  PQ  ge- 
wonnen. Das  Verhältnis  y':y  von  Bildgröße  und  Objektgröße  be- 
zeichnet man  als  „Lateralvergrößerung“  oder  auch  „Linear- 
vergrößerung“ des  Objektes;  dieselbe  hängt  nur  von  der  Lage, 
nicht  aber  von  der  Größe  des  Objektes  bzw.  des  Bildes  ab.  In 
dem  durch  Fig.  190  veranschaulichten  Falle  hat  sie  einen  negativen 
Wert,  weil  »/'  sich  als  negative  Strecke  darstellt,  sofern  man  für 
die  in  vertikaler  Richtung  verlaufenden  Strecken  die  Richtung 
nach  oben  als  positive  wählt.  Man  kann  die  Strecken  ,r,  y auf 
der  einen,  und  x\  y‘  auf  der  anderen  Seite  auch  ab  Koordinaten 
der  beiden  konjugierten  Punkte  Q und  Q“  auffassen,  wobei  die- 
selben aber  auf  zwei  verschiedene  Koordinatensysteme  bezogen 
sind.  Das  eine,  dem  Objektraume  angehörende  System  hat  seinen 
Anfangspunkt  im  Brennpunkte  F des  Obiektraumes,  während  das 
andere,  dem  Bildraume  angehörende  Koordinatensystem  ihn  im 
Brennpunkte  F‘  des  Bildraumes  besitzt.  Die  Abszissenaxen  beider 
Systeme  fallen  mit  der  optischen  Axe  zusammen  und  werden  in 
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der  Richtung  des  einfallendeu  Lichtes  positiv  gerechnet.  Die  auf 
diesen  senkrecht  stehenden  Ordinatenaxen  sind  dagegen  nach  oben 
positiv  genommen. 

Man  bezeichnet  die  oben  definierte  Lateral  Vergrößerung  ge- 
wöhnlich durch  den  Buchstaben  ß.  Aus  Fig.  190  ergeben  sich 
für  dieselbe  unter  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  der  einzelnen 
Strecken  die  Werte: 


ß = 


?/ 

V 


f 


x 

r 


(Lateralvergrößerung). 


Für  die  verschiedenen  vom  Axenpunkte  P des  Objektes  aus- 
gehenden und  im  Bild  raume  durch  P“  hindurchgehenden  Zentral-  * 
strahlen  hat  ferner  das  Verhältnis  der  trigonometrischen  Tangenten 
der  Winkel  n‘  und  »,  welche  ein  gebrochener  und  der  zugehörige 
einfallende  Strahl  mit  der  Axe  bilden,  einen  konstanten,  nur  von 
der  Lage  des  Objektes  bzw.  des  Bildes  abhängigen  Wert,  wie  sich 
ohne  weiteres  aus  der  Eigenschaft  der  Hauptebene,  sich  selbst 
konjugiert  zu  sein,  ergibt.  Man  nennt  dieses  Verhältnis  „Angu- 
larvergrößerung“ oder  „Winkelvergrößerung“  und  bezeich- 
net dasselbe  gewöhnlich  durch  den  Buchstaben  y.  Aus  Fig.  190, 
in  welcher  sich  ein  beliebiger  von  P ausgehender  Strahl  nebst 
seinem  Bildstrahle  eingezeichnet  findet,  und  aus  dem  Umstande,  daß 
F die  Strecke  PH  in  demselben  Verhältnis  (nämlich  dem  Verhält- 
nis y : y')  teilt,  wie  F'  die  Strecke  HP',  ergeben  sich  für  die 
Angularvergrößerung  die  Werte: 


tau  ii ' s 

tan  u s' 


x 


f 


, (Angularvergrößerung). 


In  dem  durch  Fig.  190  dargestellten  Falle  hat  y einen  nega- 
tiven Wert,  weil  u‘  hierbei  für  jedes  durch  P und  P'  gehendes 
Paar  konjugierter  Strahlen  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  u 
besitzt,  gleichgültig,  ob  der  von  P ausgehende  Strahl  oberhalb 
oder  unterhalb  der  Axe  verläuft. 

Unter  Berücksichtigung  der  Werte  der  beiden  bisher  ein- 
geführten Vergrößerungen  läßt  sich  die  früher  (vgl.  Seite  617)  ab- 

HC  il*C* 

geleite  Beziehung  = — auch  in  der  Form  schreiben: 


»!/ 

bzw 


l tan  u — n'y'  tan  u‘  \ 

. . . 1 (Satz  von  Lagrange), 

r.  ni/u  — u y u I 


da  ja  die  Formeln  alle  zur  Voraussetzung  haben,  daß  die  Winkel  u 
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und  u‘  sehr  klein  sind.  Für  die  beiden  Vergrößerungen  selbst 
erhält  man  demnach  die  wichtige  Beziehung: 

n 1 

y " * ß 

Aus  derselben  ist  u.  a.  zu  erkennen,  daß  bei  der  Brechung  an 
einer  Kugelfläche  die  beiden  Vergrößerungen  stets  dasselbe  Vor- 
zeichen aufweisen. 

Den  beiden  Vergrößerungen  gesellt  sich  noch  eine  dritte  Ver- 
größerung hinzu,  die  sich  auf  die  Tiefehausdehnung  eines  abzu- 
bildenden Objektes  bezieht.  Geht  man  vom  Funkte  P auf  der 
Axe  zu  einem  um  die  kleine  Strecke  ä in  positiver  Richtung  ent- 
fernten Axenpunkte  P,  über,  so  wird  P'  seinen  Ort  auf  der  Axe 
ebenfalls  ändern  und  zu  einem  Punkte  P\  übergehen.  Dieser 
liegt  in  dem  durch  Fig.  190  dargestellten  Falle  ebenfalls  in  posi- 
tiver Richtung  von  P‘  entfernt;  der  kleine  Abstand  sei  mit  <F 
bezeichnet.  Zwischen  den  Brennpunktsabständen  x -j-  S und  x'  -f  <F 
der  neuen  Punkte  Px  und  P\  gilt  dann  natürlich  wieder  die  Be- 
ziehung: 

Zieht  man  hiervon  die  Gleichung  xx’  — ff  ab,  so  erhält  man 
x <F  -j-  x“  d -f-  63'  — 0. 

Wenn  man  d sehr  klein  genommen  hat.  so  ist  auch  <F  klein  und 
demnach  das  Produkt  <1<F  so  klein,  daß  es  in  der  Regel  gegen  die 
beiden  anderen  Glieder  auf  der  linken  Seite  der  letzten  Gleichung 
vernachlässigt  werden  kann.  Daher  gilt  mit  genügender  Annäherung 

x&‘  -\-x‘d  — 0 oder 

o x 

Das  Verhältnis  ist  unter  der  gemachten  Voraussetzung 

wiederum  nur  noch  von  der  Lage  des  Objektes  bzw.  Bildes  ab- 
hängig, nicht  aber  von  der  Größe  der  Verschiebung  <J,  solange  die- 
selbe eben  nur  eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreitet.  Da  dieses 
Verhältnis  angibt,  in  welchem  Maße  ein  räumliches,  aber  dünnes 
Objekt  in  der  Richtung  der  Axe  vergrößert  w’ird,  so  nennt  man 
dasselbe  „ Axial  Vergrößerung“  oder  auch  „Tiefen  Vergröße- 
rung“; man  bezeichnet  es  gewöhnlich  mit  dem  Buchstaben  «. 
Aus  den  bisherigen  Formeln  ergeben  sich  für  die  Axialvergrößerung 
die  Werte: 
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Da  für 


cP  _ x' 

ff ' 

<f  X 

o 

X 

ff, 

o auch 

-f~a 

X‘ 

f\x 

x'* 

fr 


— — — ist,  so  hat  man  zwischen  der  Axialvergrößerung  und  der 
Lateralvergrößerung  die  Beziehung: 

• n 


Hieraus  ergibt  sich  aber  unmittelbar,  daß  bei  der  Brechung  an 
einer  Kugelfläche  die  Axial  Vergrößerung  stets  positiven  Wert  be- 
sitzt, was  z.  B.  darauf  hindeutet,  daß  bei  einer  kleinen  Verschiebung 
eines  Objektes  auf  der  Axe  das  zugehörige  Bild  sich  in  jedem  Falle 
in  derselben  Richtung  verschiebt. 

Endlich  lehrt  ein  Vergleich  der  Formeln  für  die  drei  Ver- 
größerungen, daß  zwischen  allen  die  Beziehung  besteht: 


ay  — ß oder 


ay 

ß 


= 1. 


Da  a sich  bei  der  Brechung  an  einer  Kugelfläche  als  positiv  heraus- 
gestellt hat,  so  geht  auch  hieraus  hervor,  daß  die  Angularver- 
größerung stets  das  gleiche  Vorzeichen  wie  die  Lateralvergrößerung 
besitzt. 


b)  Beispiele  für  die  Anwendung'  der  gewonnenen  Formeln. 

1.  Beispiel: 

3 

r = -f-  1 0 cm ; n — 1 ; «'  = - • 

Hieraus  folgt: 

f=--\  20<:m;  f=  — 30  cm, 

also  Kollektivsystem  von  der  Brechkraft  -}-5  Dioptrien. 
Hauptpunktsgleichung : 

20Ji0_ 

s s‘ 

Brennpunktsgleichung: 

x-r'=—  600. 

Für  einen  Punkt  im  Abstande  x~ — 5 cm  vom  vorderen 
Brennpunkte  beträgt  der  Abstand  des  Bildpunktes  vom  hinteren 
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Brennpunkte  x!  — -(-120  cm , und  ferner  ist  s = — 25  et»;  s‘~- 
-j-150ct»;  c=  — 35cm;  c'— -{-140cm. 

Lateral  Vergrößerung: 

ß — — 4; 

Angularvergrößerung: 


A x ial  vergrößerun  g : 


«==24. 


2.  Beispiel: 


r = — 6 et»;  n = l;  w'  = = 


Hieraus  folgt: 

f — — 9ct»;  Z’  ==  -f- 15 cw , 

also  Dispansivsystein ; die  Breehraft  desselben  beträgt  — 11  V# 
Dioptrien. 

Hauptpunktsgleichung: 

« s 

Brennpunktsgleichung : 

x'x‘  — — 135. 

Für  x — — 27  cm  ist  x‘  — -f-  5 cm 
g=  — 18  cm  s'  = — 10  cm 
c — — 12  cm  c'  = — 4ct»  und 


die  Lateral  Vergrößerung: 


ß=  + fi 


die  Angularvergrößerung: 

r=+l  *1*1 

die  Axial  Vergrößerung: 


I o 


3.  Beispiel: 


, - 3,4 

r—  j-o cm;  v = ~9;  n = = • 
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Hieraus  folgt: 

f — — 45  cm]  f=-\~i0cm, 

also  ebenfalls  Dispansivsystem , dessen  Brechkraft  — 3 
optrien  beträgt 

Hauptpunktsgleichung: 

Bronnpunktsgleichung: 

x-x'  — — 1800. 

Für  x = — 90  an  ist  x'  = -|-  20  cm 
s = — 45  an  s'  — — 20  cm 

c = — 50  cm  c‘  = — 25  cm. 

Lateralvergrößeiung: 


Angularvergrößerung: 


Axialvergrößerung: 


r-=+ 2'A; 


n 


4.  Beispiel: 


5 4 

r = — 8 cm\  n — 0 ; « = — 
o o 


Hieraus  folgt: 

f=  -j-  40  c/n ; f — — 32  cm  , 

also  Kollektivsystem  mit  der  Brechkraft  -f-  4 ]/n  Dioptrien. 
Hauptpunktsgleichung: 

40  _ 32  _____ 
s s* 

Brennpunktsgleichung: 

x.x‘  = — 1280. 


Für  Xi  — —bau  ist  .r,'  = + 256 an 
s i = — 45  cm  »i  = -f-  288  cm 

c,  = — 37  cm  Ci  — \-  296  an 


f,  Di- 
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Lateralvergrößerung : 
Angularvergrößerung : 


A = -8; 
5 

7l  32’ 


Axialvergrößerung: 


Für  x.  = -)-  5 cm  ist  xJ  = — 256  cm 
s*  — — 35  cm  g .}  — 224  cm 

Cä=  — 27  cm  Cj  ’ — — ~ 216  cm 

Lateral  Vergrößerung : 

A = + 8; 

A ngularvergrößerung : 

_ i 5 
n +32’ 


A xial  Vergrößerung : 


5.  Beispiel: 

»=  + 15  mm ; n = ^ ; n‘  — 1 


Hieraus  folgt: 

f—  — 45  mm;  /* = + 30  mm , 
also  Dispansivsystem  von  der  Brechkraft  — 3 '/8 
Hauptpunktsgleichung: 

45  . 30__^ 

8 ‘ S* 

Brennpunktsgleichung : 

x-x'  — — 1350. 

Für  Xi  = -fl0»m  ist  Xi=  — 135  mm 
.«i  = + 55  mm  = — 165  mm 

= + 40  mm  . cl'  = — 180  mm 
Lateralvergrößerung : 


Fischer,  Mediiin.  Physik. 


Dioptrien. 


41 
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Angularvergrößerung : 


Axialvergrößerung: 


®1  = + 


27 


Für  Xi  — — 50  min  ist  x%  = -f-  27  mm 
Kt  = — b mm 
c%  = — 20  mm 

Lateral  vergrößerug : 

An  gular  vergößerung ; 

Axialvergrößerung: 

6.  Beispiel: 

Fällt  der  leuchtende  Punkt  P mit  dem  Hauptpunkte,  d.  h. 
also  mit  dem  Scheitelpunkte  H der  Kugelfläche  zusammen,  so  tut 
dies  auch  sein  Bildpunkt  /*,  wie  schon  oben  angeführt  wurde. 
Dies  geht  auch  aus  der  Brennpunktsgleichung  hervor;  denn  für 
den  Hauptpunkt  H ist  x = + /’,  also  = Es  ergibt  sich 

dann  für  die 

Lateralvergrößerung : 

/*=  + !; 

Angularvergrößerung: 


Axial  Vergrößerung: 


Dabei  hat  also  auch  hier  « numerisch  einen  positiven  Wert.  Der 
Hauptpunkt  ist  vor  allen  Dingen  dadurch  vor  anderen  Punkten 


Sf  = — 3 mm 
i'i=  — 18  m m 


Ä-+J5; 


'•  = + 3; 


«4  = -1- 


50 
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ausgezeichnet,  daß  für  ihn  die  Lateralvergrößerung  den  Wert  -f- 1 
hat,  d.  h.  also,  daß  das  Bild  eines  in  ihm  befindlichen  Gegen- 
standes nicht  nur  an  der  Stelle  des  Gegenstandes  sich  befindet, 
sondern  auch  mit  demselben  gleich  groß  ist. 


7.  Beispiel: 

Fällt  P mit  dem  Knotenpunkte,  d.  h.  also  mit  dem  Krüm- 
mungsmittelpunkte K zusammen,  so  fällt  auch  nach  dem  früheren 
sein  Bild  P nach  K.  Dies  wird  auch  wiederum  durch  die  Brenn- 
punktsgleichung bestätigt;  denn  für  den  Knotenpunkt  K ist 


folglich 


x=f+r, 


f+r' 

oder,  da  f-\~r=  — f'}  also  x = — /’  ist:  x‘  — — f.  Man  erhält 
nun  hierbei  für  die 

Lateralvergrößerung: 


ß 


Angularvergrößerung: 


Axial  Vergrößerung: 


_ _ f _ » . 

r «'  ’ 

r — h 1; 


it  = 


Der  Knotenpunkt  ist  dadurch  ausgezeichnet,  daß  für  ihn  die  An- 
gularvergrößerung den  Wert  +1  besitzt,  d.  h.  also,  daß  Strahlen, 
welche  im  Objektraume  nach  ihm  hinzielen,  im  Bildraume  einfach 
in  der  Verlängerung  derselben  liegen. 


8.  Beispiel: 

Fällt  P mit  dem  einen  aplanatischen  Punkte  zusammen,  so  ist 
x=f+r+  ^r  = — r + ^rund.c'=/’-f-r-}-^r=  — 

(Für  x’x‘  ergibt  sich  hieraus  f-f‘ — ”,  f i — r*  oder 

ff  ‘\-fr-\-f  r-\-  r*  oder  f • f‘  |-  (/'  + f)  r -f-  r*  oder  /'•  . Fer- 

ner ist 
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n — x — f — 


II  + «' 


•r: 


* _n‘-\-n 
n‘ 


Man  erhält  infolgedessen  in  diesem  Falle  für 
die  Lateral  Vergrößerung: 


die  Angularvergrößerung: 

Y = — und 
n 


die  Axialvergrößerung: 


9.  Beispiel: 

Fragt  man  allgemein,  für  welche  Lage  des  Objektpunktes  P 
die  Lateralvergrößerung  den  Wert  -f- 1 besitzt,  so  erhält  man  aus 

f 

ß=  'r ; — *{-l  das  Resultat,  daß  dies  nur  für  x = f,  d.  h.  nur  für 
den  Hauptpunkt  H eintritt. 

Untersucht  man  dagegen,  für  welchen  Ort  von  P die  Angular- 


vergrößerung -j- 1 wird,  so  ergibt  sich  aus  y — — = -j-  1 das 

Resultat,  daß  dies  nur  für  ,r  — — f — d.  h.  also  für  den 

Knotenpunkt  K eintritt 

Fragt  man  endlich,  für  welche  Lage  von  P die  Axialvergröße- 

ff 

rung  den  Wert  -(-1  annimmt,  so  ergibt  sich  aus  « = — y = — j-  1, 


daß  dieser  Fall  sowohl  für  x = -\-]f—ff  als  auch  für 
x = — V — ff  eintritt.  Es  gibt 'also  zwei  Punkte  von  dieser  Eigen- 
schaft, welche  in  gleichem  Abstande  vom  vorderen  Brennpunkte 
F,  der  eine  vor  demselben,  der  andere  hinter  demselben,  liegen; 
dieser  Abstand  ist  das  geometrische  Mittel  zu  den  absoluten  Wer- 
ten der  beiden  Brennweiten. 


10.  Beispiel : 

Wenn  auch  das  menschliche  Auge  ein  ziemlich  kompliziertes 
optisches  System  darstellt,  indem  die  in  dasselbe  eintretenden 
Lichtstrahlen  an  drei  annähernd  kugelförmigen  Trennungsflächen 
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zwischen  Medien  von  verschiedenem  Brechungsindex  gebrochen 
werden,  bevor  sie  in  das  letzte  Mittel,  den  Glaskörper,  welcher 
in  der  Netzhaut  seine  Begrenzung  findet,  gelangen,  so  kann  man 
dasselbe  doch  mit  einer  für  viele  praktischen  Zwecke  genügenden 
Genauigkeit  durch  eine  einzige  brechende  Kugelfläche  ersetzen. 
Das  Mittel  vor  derselben  ist  die  Luft,  das  zweite  Mittel  besitzt 
den  Brechungsindex  des  Glaskörpers.  Der  Krümmungsradius  dieses 
zuerst  von  Listing  eingeführten  sog.  reduzierten  Auges  beträgt, 
wie  später  noch  ausführlich  abgeleitet  wird,  nur  wenig  mehr  als 
5 mm,  und  der  Brechungsindex  n‘  des  Glaskörpers  nur  wenig  mehr 


Fig.  191 


als  4/a.  Man  kann  daher  in  erster  Annäherung  nach  Donders 
r = + 0,5  cm  und  n‘  = 4/3  setzen.  Dann  erhält  man  (vgl. 
Fig.  191) 

f—-\~\,b  cm-,  /*=  — 2,0  cm. 

Ein  solches  Auge  stellt  daher  ein  Kollektivsystem  von  der  Brech- 
kraft -f-665/s  Dioptrien  dar.  Ferner  ist  die 
Hauptpunktsgleichung: 

3 2 

s . — — 1 und  die 

2 8 s 

Brenn  punktsgleichung : 

T-'J*  — — ?,. 

Für  x — — 24  cm  (ungefährer  Punkt  in  der  deutlichen  Seh- 
weite) 

ist  x'  = — f Vs  cm  (F  würde  gerade  auf  die  Netzhaut  fallen, 
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wenn  der  hintere  Brennpunkt  */»  cm  oder 
1 ljt  mm  vor  der  Netzhaut  liegt); 

s — — 25 1/i  rm  ist  s'  = 4-  2 Vs  «» 
c = — 26  cm  c'  = -{-  1 5/s  cm. 

Also  ist 

die  Lateral  Vergrößerung: 

1 

16 

(d.  h.  das  Netzhautbild  ist  verkehrt  und  nur  1/le  mal  so  groß  als 
das  Objekt); 

die  Angularvergrößerung: 

— 12 

und  die  Axialvergrößerung: 


11.  Beispiel: 

Der  optische  Apparat  des  menschlichen  Auges  setzt  sich,  so- 
fern man  die  Dicke  der  Hornhaut  vernachlässigt,  im  wesentlichen 
aus  drei  brechenden  Flächen  zusammen,  welche  zwar  nicht  im 
streng  geometrischen  Sinne  kugelförmig  sind,  aber  doch  mit  meist 
genügender  Annäherung  als  Kugelflächen  aufgefaßt  werden  können. 
Die  erste  Fläche  stellt  die  Hornhaut,  die  zweite  die  Vorderfläche 
und  die  dritte  die  Hinterfläche  der  Augenlinse  dar.  Die  beiden 
ersten  Flächen  sind  gegem  die  in  das  Auge  fallenden  Strahlen 
konvex,  die  dritte  ist  dagegen  konkav  gekrümmt.  Daher  sind  die 
Krümmungsradien  für  die  ersten  beiden  Flächen  positiv  zu  rechnen, 
während  der  Krümmungsradius  der  hinteren  Linsenfläche  negativ 
zu  nehmen  ist  Insbesondere  hat  sich  nach  Helmholtz  für  den 
Krümmungsradius  der  Hornhaut  der  Wert  r=-j- 7,829  mm  heraus- 
gestellt. Sieht  man  von  der  Dicke  der  Hornhaut  ab,  so  trennt 
dieselbe  die  Luft  von  dem  Kammerwasser,  zwei  Mittel,  deren 
Brechungsindizes  n = 1 und  n'  = 1,3365  sind.  Als  Brennweiten 
dieses  optischen  Systems  erhält  man 

/"=-{-  23,266  mm  und  f — — 31,095  mm 

(vgl.  die  später  ausführlich  mitgeteilte  Berechnung).  Man  hat  es 
daher  in  der  Hornhaut  allein  mit  einem  Kollektivsystem  von  der 
Brechkraft  von  abgerundet  — f-  43  Dioptrien  zu  tun. 

Da  die  hintere  Brennweite  über  31  nun  lang  ist,  während  die 
Entfernung  auf  der  Axe  des  Auges  vom  Hornhautscheitel  bis  zur 
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Netzhaut  nur  etwa  23  mm  beträgt,  so  fällt  also  der  hintere  Brenn- 
punkt P bei  alleiniger  Brechung  an  der  Hornhaut  noch  zirka  8 mm 
hinter  die  Netzhaut  (vgl.  Fig.  192).  Der  die  hintere  Augenkammer 
ausfüllende  sog-  Glaskörper  besitzt  nach  Helmholtz  den  gleichen 
Brechungsindex  wie  das  Kammerwasser.  Wäre  die  Linse  nicht 
vorhanden,  oder  ist  dieselbe  aus  Anlaß  von  Star  entfernt  worden, 
so  reduziert  sich  das  optische  System  eines  solchen  sog.  aphaki- 
schen  Auges  in  der  Tat  auf  die  brechende  Hornhautfläche  allein. 
Da  aber  der  hintere  Brennpunkt  sich  noch  hinter  der  Netzhaut 
befindet,  so  ist  die  Brechkraft  der  Homhautfläche  zu  gering,  um 
von  einem  Gegenstände  der  Außenwelt  auf  der  Netzhaut  ein  Bild 
zu  erhalten.  Die  Bilder  werden  alle  hinter  die  Netzhaut  fallen, 
da  sie  ja  noch  weiter  von  der  brechenden  Fläche  entfernt  sein 
müssen  als  der  hintere  Brennpunkt.  Man  erkennt  hieraus  schon, 
daß  die  Wirkung  der  Augenlinse  darin  bestehen  wird,  die  Brech- 
kraft des  optischen  Systems  noch  mehr  zu  erhöhen.  Daß  dies 
der  Fall  ist,  geht  ja  auch  aus  den  Angaben  über  die  Brechkraft 
des  reduzierten  Auges  (vgl.  das  vorige  Beispiel)  hervor.  Will  man 
nach  einer  Staroperation  die  normalen  optischen  Verhältnisse  her- 
steilen,  so  hat  man  demnach  dem  Individuum  eine  Brille  zu  ver- 
ordnen, welche  die  Brechkraft  so  weit  erhöht,  daß  die  Bilder 
äußerer  Gegenstände  auf  die  Netzhaut  fallen  können.! 

Die  Brechung  der  Strahlen  an  der  kugelförmigen  Homhaut- 
fläche bedingt  es,  daß  man  die  Iris  bzw.  die  Pupille  im  Auge 
eines  anderen  nicht  an  der  richtigen  Stelle  sieht,  sondern  da,  wo 
sich  das  von  der  Hornhaut  erzeugte  Bild  derselben  befindet.  Um 
die  Lage  dieses  Bildes  zu  berechnen,  muß  man  die  Strahlen  von 
innen  nach  außen,  d.  h.  also  in  Fig.  192  von  rechts  nach  links 
verlaufend  annehmen  und  die  Strecken  in  dieser  Richtung  positiv 
rechnen.  Dabei  kehrt  sich  auch  die  Bedeutung  der  beiden  Brenn- 
punkte um,  so  daß  P dem  übjektraume  und  F dem  Bildraume 
angehört.  Beachtet  man  dies,  so  erhält  man  für  den  Abstand  x 
des  Pupillenmittelpunktes  P vom  Brennpunkte  F‘  des  Objekt- 
raumes den  Wert  x = 31,095  — 3,6,  da  nach  den  Messungen  von 
Helmholtz  die  Pupillenmitte  3,6  mm  hinter  dem  Hornhaut- 
scheitel liegt.  Zur  Berechnung  des  Abstandes  a:'  des  Bildes  von 
P vom  Brennpunkte  F des  Bildraumes  hat  man  demnach  die 
Formel 

31,095 -(—23,266) 

31,095  — 3,6  ’ 

woraus  sich  für  x'  der  Wert  — 26.312  ergibt.  Da  der  Hornhaut- 
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Scheitel  Hi  von  F (vgl.  Fig.  192)  den  Abstand  — 23.266  besitzt, 
so  ist  also  das  Bild  der  Pupille  3,05  mm  hinter  dem  Homhaut- 
scheitel;  es  liegt  demnach  dem  letzteren  um  0,55  mm  näher  als 
die  Pupille  selbst.  Außerdem  erscheint  es  im  Verhältnis 

26,312:23,266  oder  1,13:1 

vergrößert  und  dabei  aufrecht.  Dieses  Bild  der  Pupille,  welches 
also  sowohl  in  seinem  Orte  wie  auch  in  seiner  Größe  nur  wenig 
von  der  Pupille  selbst  abweicht  und  nicht,  wie  sich  in  der  neun- 


Fig.  192 


ten  Auflage  von  Müller-Pouillets  Lehrbuch  der  Physik  auf  S.  662 
der  ersten  Abteilung  des  zweiten  Bandes  angegeben  findet,  vor 
dem  Auge  liegt,  stellt  die  sog.  „Eintrittspupille  des  Auges“ 
dar,  worauf  später  noch  näher  eingegangen  werden  soll.  In  Fig.  192 
ist  die  Eintrittspupille  eingezeichnet  und  zugleich  angedeutet  wor- 
den, wie  man  auch  auf  dem  Wege  der  Konstruktion  zu  dem  an- 
gegebenen Resultate  über  ihre  Lage  und  Größe  geführt  wird. 

e)  Zusammenhang  der  Formeln  filr  die  Breebung  an  einer  KugrelflUche 
mit  denen  fUr  die  Reflexion  an  einem  sphärischen  Spiegel. 

Die  Reflexion  eines  Lichtstrahles  kann  ebenso  wie  die  Brechung 
nur  an  der  Grenze  zwischen  zwei  optisch  verschiedenen  Mitteln 
stattfinden,  wenn  auch  der  reflektierte  Strahl  immer  wieder  in  das 
erste  Mittel  zurückkehrt.  Denkt  man  sich  denselben  in  das  zweite 
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Mittel  hinein  verlängert,  so  bildet  diese  Rückwärtsverlängerung 
des  reflektierten  Strahles  mit  dem  Einfallslot  einen  Winkel  i\ 
welcher  gleich  dem  Einfallswinkel  i ist,  dabei  aber  auf  der  anderen 
Seite  des  Einfallslotes  liegt  wie  der  zu  einem  in  das  zweite  Mittel 
hinein  gebrochenen  Strahl  gehörende  Brechungswinkel.  Im  Ver- 
gleich zu  letzterem  ist  daher  jetzt  dem  Winkel  i'  das  negative 
Vorzeichen  beizulegen,  so  daß  man  hat  i‘  = — i.  Da  dann  auch 
sini'  — — sin i ist,  so  kann  man  das  Reflexionsgesetz  aus  dem 
Brechungsgesetze  und  alle  Formeln  für  die  Bilder  an  sphärischen 
Spiegeln  aus  den  für  die  Brechung  an  einer  Kugelfläche  ableiten, 
indem  man  — — n setzt  \ 

Bezeichnet  man  wieder  den  Krümmungsmittelpunkt  K eines 
sphärischen  Spiegels  (vgl.  Fig.  193)  als  den  Knotenpunkt,  den 


Scheitelpunkt  H der  spiegelnden  Kugelkalotte  als  Haupt- 
punkt, und  die  durch  K und  H gehende  Gerade  als  Axe  des 
optischen  Systems,  ferner  die  Knotenpunktsabstände  zweier  kon- 
jugierter Punkte  P und  P auf  der  Axe  mit  c und  c',  deren  Haupt- 
punktsabstände mit  s und  den  Hauptpunktsabstand  HK  des 
Knotenpunktes,  welcher  gleich  dem  Krümmungsradius  des  Spiegels 
ist,  mit  r,  so  erhält  man  demnach  aus  den  früheren  Formeln  die 
zunächst  nur  für  Zentralstrahlen  geltenden  Beziehungen. 

c 

s s‘ 

c = s — r und  c'  = s‘  — r. 

Hierbei  sind  wieder  alle  Strecken  positiv  oder  negativ  voraus- 
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gesetzt,  je  nachdem  sie  in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes 
oder  umgekehrt  verlaufen.  Insbesondere  besitzt  daher  der  Haupt- 
punktsabstand s eines  leuchtenden  Punktes  P stets  negatives  Vor- 
zeichen, so  lange  P vor  dem  Spiegel  liegt;  ein  positiver  Wert 
kommt  s nur  dann  zu,  wenn  die  Lichtstrahlen  konvergent  auf  den 
Spiegel  auffallen,  so  daß  sie  nach  einem  hinter  dem  Spiegel  be- 
findlichen Punkte  hinzielen.  Die  Größe  r ist  bei  Konvexspiegeln 
positiv,  bei  Konkavspiegeln  dagegen  negativ  in  Rechnung  zu 
ziehen. 

Für  Strahlen,  welche  größere  Winkel  mit  der  Axe  bilden  und 
daher  nicht  mehr  als  Zentralstrahlen  gelten  können,  verliert  die 
erste  Formel  ihre  strenge  Gültigkeit;  an  ihre  Stelle  tritt  dann  die 
Formel 


wobei  man  unter  e und  e‘  die  zwischen  Axe  und  Einfallspunkt  E 
auf  dem  Spiegel  liegenden  Strecken  EP  und  EP  zweier  konju- 
gierter Strahlen  (vgl.  Fig.  193)  zu  verstehen  hat  Diese  Beziehung 
gilt  wiederum  ganz  allgemein  für  jede  Lage  des  Einfallspunktes  E. 
Schreibt  man  sie  in  der  Form 


e 


f 

und  beachtet,  daß  — für  verschiedene  Lagen  von  E in  der  Regel 

verschiedene  Werte  annimmt,  so  erkennt  man  wiederum,  daß  der 
zu  einem  von  P ausgehenden  Strahle  gehörende  Schnittpunkt  P 
seines  reflektierten  Strahles  mit  der  Axe  entsprechend  dem  Orte  des 
Einfallspunktes  E auf  der  Kugelfläche  im  allgemeinen  seine  Lage 
auf  der  Axe  ändert.  Auch  das  reflektierte  Strahlenbündel  ist  da- 

e‘ 

her  nicht  mehr  homozentrisch.  Das  Verhältnis  — würde  nur  dann 

e 

für  zwei  Punkte  P und  P konstant  bleiben,  in  welchem  Punkte 
E auch  der  einfallende  Strahl  die  Kugelfläche  trifft,  wenn  die 
letztere  die  zu  P,  P gehörende  Apollonische  Kugelfläche  darstellen 
würde.  Da  die  Apollonische  Kugelfläche  nach  den  früheren  Aus- 
einandersetzungen die  Strecke  PP  harmonisch  teilt,  so  geht  sie 
außer  durch  H zugleich  durch  den  Knotenpunkt  K ; denn  aus  der 
für  die  Axenstrecken  geltenden,  oben  angeführten  Beziehung 

ff  g*  - - — ^ 

— = erkennt  man , daß  H und  K die  Strecke  PP  innen  und 

c .v 
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außen  in  gleichem  Verhältnis  teilen  (vgl.  Fig.  193).  Die  Apol- 
lonische Kugelfläche  hat  daher  bei  der  Reflexion  stets  den  halben 
Durchmesser  wie  die  Spiegelfläche  und  kann  mit  derselben  nicht 
identisch  sein,  so  lange  der  Krümmungsradius  r endlich  ist  Hieraus 
folgt,  daß  es  bei  der  Reflexion  an  einer  Kugelfläche  nicht,  wie 
bei  der  Brechung,  zwei  aplanatische  Punkte  geben  kann,  so  daß 
also  nur  die  beiden  Strahlenbündel  nach  der  Reflexion  noch 
homozentrisch  sind,  welche  ihr  Zentrum  entweder  im  Hauptpunkte  H 
oder  im  Knotenpunkte  K besitzen.  Nur  in  dem  Falle  r = oo,  d.  h. 
also  bei  der  Reflexion  an  einer  ebenen  Fläche,  geht  auch  die  Apol- 
lonische Fläche  in  diese  Ebene  über,  so  daß  hierbei  stets  die  Homo- 
zentrizität  nach  der  Reflexion  noch  vorhanden  ist.  Es  ergibt  sich 
weiterhin  für  die  Apollonische  Kugelfläche  bei  der  Reflexion  an  sphä- 
rischen Spiegeln  das  bemerkenswerte  Resultat,  daß  dieselbe  von  der 
Lage  der  konjugierten  Axenpunkte  P und  P'  ganz  unabhängig  ist, 
während  sie  bei  der  Brechung  an  einer  Kugelfläche  sich  mit  dem  Orte 
des  Objektpunktes  P bzw-  des  Bildpunktes  l*  änderte  und  nur  immer 
durch  den  Hauptpunkt  H auf  der  Axe  hindurchging.  Der  Mittel- 
punkt der  unveränderlichen  Apollonischen  Kugelfläche  eines  sphä- 
rischen Spiegels  fällt  dabei  immer  mit  dessen  Brennpunkte  F zu- 
sammen; denn  dieser  halbiert,  wie  sich  herausstellen  wird,  die 
Strecke  HK.  Die  Apollonische  Kugelfläche  bietet  auch  für  die 
Reflexion  an  Kugelfläehen  ein  sehr  einfaches  und  anschauliches 
Hilfsmittel,  sich  von  der  Form  der  kaustischen  Fläche,  insbeson- 
dere der  Richtung  ihrer  Spitze,  und  damit  von  der  Art  der  Kor- 
rektion des  nicht  homozentrischen  reflektierten  Strahlenbündels 
Rechenschaft  zu  geben. 

Sieht  man  nun  aber  von  der  sphärischen  Aberration  ab  und 
berücksichtigt  nur  Zentralstrahlen,  so  erhält  man  bei  der  Reflexion 
aus  der  früheren  Formel  zwischen  s,  s'  und  r die  Beziehung 


und  hieraus  für  die  beiden  Brennweiten  die  Werte 

f—~\  und  f — — \' 

sofern  man  dieselben  auch  hier  wieder  als  Strecken  auffaßt,  die 
im  betreffenden  Brennpunkte  beginnen  und  im  Hauptpunkte 
endigen.  Da  beide  Brennweiten  nicht  nur  der  Größe,  sondern 
auch  der  Richtung  nach  gleich  sind,  so  fallen  bei  der  Reflexion 
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an  irgendeinem  sphärischen  Spiegel  die  beiden  Brennpunkte  in 
einen  zusammen,  und  zwar  liegt  der  gemeinsame  Brennpunkt  für 
die  Zentralstrahlen  immer  genau  in  der  Mitte  zwischen  dem 
Hauptpunkte  und  dem  Knotenpunkte.  Durch  Elinführen  der  Brenn- 
weite f geht  die  zuletzt  angeführte  Beziehung  über  in 


1 

s‘ 


(Hauptpunktsgleichung). 


Im  Falle  eines  ebenen  Spiegels  ist  infolge  von  r = oo  auch 
die  Brennweite  unendlich  groß,  so  daß  die  Hauptpunktsgleichung 
in  die  einfache  Beziehung  s'  = — s übergeht.  Es  liegt  also  das 
Spiegelbild  eines  leuchtenden  Punktes  in  gleicher  Entfernung  vom 
ebenen  Spiegel  aber  (infolge  des  negativen  Zeichens)  auf  der 
anderen  Seite  desselben. 

In  der  Hauptpunktsgleichung  für  sphärische  Spiegel  ist  die 


rechte  Seite 


positiv  oder  negativ,  je  nachdem  es  sich  um 


einen  Konvexspiegel  oder  einen  Konkavspiegel  handelt;  denn  beim 
Konvexspiegel  hat  r einen  positiven  und  f infolgedessen  einen 
negativen  Wert,  während  es  beim  Konkavspiegel  gerade  umge- 
kehrt ist 

Da  s für  Objekte  vor  dem  Spiegel  negativ  ist,  so  muß  bei 
einem  Konvexspiegel  s‘  stets  positiv  sein  und  einen  absoluten 
Wert  besitzen,  welcher  nicht  nur  kleiner  wie  der  absolute  Wert 
von  s,  sondern  auch  kleiner  als  der  für  die  Brennweite  f ist;  denn 
nur  dann  kann  der  reziproke  Wert  von  s'  so  stark  positiv  sein, 
daß  die  linke  Seite  der  Hauptpunktsgleichung  trotz  des  negativen 


Vorzeichens  von  s positiv  und  gleich  — - wird.  Sphärische  Kon- 
vexspiegel geben  daher  nur  virtuelle  Bilder,  welche  näher  dem 
Spiegel  liegen  wie  das  Objekt  und  auch  wie  der  hinter  dem  Spiegel 
befindliche  Brennpunkt,  welcher  hier  gewöhnlich  als  Zerstreuungs- 
punkt bezeichnet  wird. 

Zu  diesem  Resultat  gelangt  man  noch  einfacher,  wenn  man 
die  Brennpunktsgleichung  berücksichtigt,  die  infolge  der  Gleichheit 
von  f und  /*  bei  sphärischen  Spiegeln  lautet 

■j — (Brennpunktsgleichung). 


Trotzdem  bei  einem  Konvexspiegel  die  Brennweite  f negativ  ist, 
so  hat  doch  die  rechte  Seite  der  Brennpunktsgleichung  infolge  des 
Quadrates  von  f einen  positiven  Wert.  Die  Brennpunktsabstände 
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x und  x‘  konjugierter  Punkte  müssen  daher  stets  das  gleiche  Vor- 
zeichen besitzen.  Da  für  ein  vor  dem  Spiegel  befindliches  Objekt 
x negativ,  aber  in  seinem  absoluten  Werte  größer  wie  der  absolute 
Wert  von  f ist  (vgl.  Fig.  193),  so  muß  x“  auch  negativ  sein,  aber 
mit  einem  absoluten  Werte,  der  kleiner  wie  der  von  f ist.  Das 
Bild  liegt  also  zwischen  Hauptpunkt  und  Brennpunkt. 

Ein  Konkavspiegel  hat  positives  f,  so  daß,  wie  schon  oben 
angeführt  wurde,  die  rechte  Seite  der  Hauptpunktsgleichung 
negativ  ist.  Daher  kann  s‘  sowohl  positiv  w'ie  negativ  sein.  Es 
ist  positiv,  und  demnach  das  Bild  hinter  dem  Spiegel,  wenn  der 
absolute  Wert  von  s kleiner  wie  f ist,  das  Objekt  sich  also  inner- 
halb der  Brennweite  befindet:  und  es  ist  negativ,  wenn  der  abso- 
lute Wert  von  s größer  wie  f ist,  das  Objekt  also  außerhalb  der 
einfachen  Brennweite  liegt.  Im  letzteren  Falle  ist  dann  der  abso- 
lute Wert  von  s'  größer  oder  kleiner  wie  der  von  s,  je  nachdem 
der  letztere  kleiner  oder  größer  wie  die  doppelte  Brennweite  ist; 
für  8 = — 2 f ergibt  sich  auch  für  s‘  der  Wert  — 2 f,  so  daß  dann 
Objekt  und  Bild  sich  an  derselben  Stelle,  nämlich  am  Knoten- 
punkte befinden.  Legt  man  der  Betrachtung  die  Brennpunkts- 
gleichung zugrunde,  so  ergibt  sich  zunächst  wieder,  daß  x und  x' 
stets  das  gleiche  Vorzeichen  aufweisen  müssen.  Der  Brennpunkts- 
abstand x des  Objekts  kann  hierbei  auch  positiv  sein,  sofern  er 
nur  kleiner  wie  die  Brennweite  f ist;  in  diesem  Falle  ist  dann 
auch  x'  positiv,  aber  größer  wie  f,  so  daß  das  Bild  hinter  dem 
Spiegel  liegt.  Befindet  sich  aber  das  Objekt  außerhalb  der  ein- 
fachen Brennweite,  so  ist  x negativ  und  folglich  auch  x‘  negativ 
so  daß  auch  das  Bild  noch  außerhalb  der  Brennweite  liegt  Für 
x— — /"  ist  dann  auch  x'  — — während  der  absolute  Wert 
von  x'  kleiner  oder  größer  wie  der  von  x ist,  je  nachdem  der 
letztere  sich  als  größer  oder  kleiner  wie  f herausstellt. 

Man  kann  also  sowohl  aus  der  Form  der  Hauptpunktsgleichung 
wie  aus  der  der  Brennpunktsgleichung  die  bekannten  Gesetze  über 
die  Lage  der  Bilder  bei  sphärischen  Spiegeln  unmittelbar  ablesen. 
Natürlich  kann  man  zu  ihrer  Ableitung  auch  wiederum  den  Weg 
der  Konstruktion  beschreiten.  Dieselbe  gestaltet  sich  genau  so 
wie  bei  einer  brechenden  Fläche.  Um  zu  einem  außerhalb  der 
Axe  liegenden  Punkte  Q den  Bildpunkt  1/  zu  konstruieren,  hat  man 
auch  hier  drei  spezielle  Strahlen  zur  Verfügung,  deren  Verlauf 
nach  der  Reflexion  unmittelbar  gegeben  ist  (vgl.  Fig.  194,  welche 
die  Verhältnisse  für  einen  Konkavspiegel  vviedergibt),  nämlich  eineTi 
Strahl  parallel  der  Axe,  einen  Strahl  durch  den  Knotenpunkt  A' 
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und  einen  Strahl  durch  den  Brennpunkt  f’;  der  erste  geht  nach 
der  Reflexion  durch  den  Brennpunkt  F,  der  zweite  verläuft  nach 
der  Reflexion  auf  derselben  Geraden  wie  der  einfallende  Strahl 
und  der  dritte  wird  parallel  der  Axe  reflektiert.  Da  alle  ange- 
gebenen Beziehungen  nur  für  Strahlen  gelten,  die  der  Axe  sehr 
nahe  liegen,  so  muß  für  die  Konstruktion  die  spiegelnde  Fläche 
wieder  durch  eine  Ebene  ersetzt  werden;  außerdem  können  dann 
die  zur  Konstruktion  verwendeten  Strahlen  keine  physikalische, 


Fig.  194 


sondern  nur  geometrische  Bedeutung  für  die  Auffindung  von  Q‘ 
beanspruchen. 

Zwischen  den  Hauptpunksabständen  s'  und  den  Brenn- 
punktsabständen x,  x'  bestehen  bei  sphärischen  Spiegeln  die  Be- 
ziehungen x.  — s-\-f  und  x'  = s‘-\-f 

Was  weiterhin  die  Lateral  Vergrößerung  anlangt,  so  wird  die- 
selbe nicht  bloß  durch  dieselben  Verhältnisse  wie  bei  der  Brechung 
an  einer  Kugelfläche  bestimmt,  sondern  es  tritt  infolge  von 

C ~ noch  das  Verhältnis  — — hinzu,  so  daß  man  hat 

s $ s 

i = 'f  = = ^-  = ->  • = — — (Lateralvergrößerung). 

y c x f s 
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Ferner  ergeben  sich  nach  dem  früheren  für  die  Angularver- 
größerung die  Werte 

/ = £f  = 7 = “S  = “7  (Angularvergrößerung), 

woraus  zu  ersehen  ist,  daß  die  eine  dieser  beiden  Vergrößerungen 
den  negativen  reziproken  Wert  der  anderen  besitzt. 

Schließlich  hat  man  für  die  Axialvergrößerung  bei  der  Reflexion 
an  sphärischen  Spiegeln  die  Werte 


so  daß  hier  « = — ß“-  ist.  Während  bei  der  Brechung  an  einer 
Kugelfläche  die  Axialvergrößerung  für  alle  Lagen  des  Objekt- 
punktes P auf  der  Axe  positiven  Wert  besaß,  ist  dieselbe  also  bei 
der  Reflexion  an  einer  Kugelfläche  stets  negativ,  so  daß  sich  bei 
der  Verschiebung  eines  Gegenstandes  auf  der  Axe  das  Bild  immer 
in  entgegengesetzter  Richtung  bewegt.  Optische  Systeme,  bei  denen 
das  letztere  eintritt,  bezeichnet  man  allgemein  als  „rückläufige 
Systeme“,  während  die  brechende  Kugelfläche  einen  besonderen 
Fall  von  „rechtläufigen  Systemen“  darstellt. 

Zwischen  den  drei  Vergrößerungen  besteht  auch  bei  der  Re- 
flexion die  einfache  Beziehung  n-y  = ß. 

Es  ist  besonders  zu  beachten,  daß  die  angegebenen  Formeln 
für  die  Reflexion  an  einer  Kugelfläche  zur  Voraussetzung  haben, 
daß  alle  Strecken  in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes  positiv 
gerechnet  werden.  Zieht  man  die  Konvergenzen  der  Strahlenbündel 
in  Rücksicht,  welche  bei  der  Beschränkung  auf  Zentralstrahlen 
wiederum  durch  den  reziproken  Wert  der  Hauptpunktsentfernungen 
ihrer  Zentren  gemessen  werden  können,  so  ist  aber  zu  berück- 
sichtigen, daß  bei  einem  reflektierten  Strahlenbündel  Konvergenz 
oder  Divergenz  besteht,  je  nachdem  die  Hauptpunktsentfernung 
von  P‘  negativ  oder  positiv  ist,  während  bei  dem  einfallenden 
Strahlenbündel  gerade  das  Umgekehrte  der  Fall  ist.  Aus  diesem 

Grunde  ist  für  das  reflektierte  Strahlenbündel  — ^ als  Maß  S‘ 

s 


der  Konvergenz  zu  nehmen. 
Bündels  wird  dagegen  durch 


1 


Die  Konvergenz  S des  einfallenden 


, und  die  Reflexionskraft  D durch 


1 

7 


bestimmt.  Die  Hauptpunktsgleichung  läßt  sich  daher  wieder  in 


der  Form  schreiben 


&=S- \-l), 
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wobei  die  drei  Größen  in  Dioptrien  auszudrücken  sind.  Die  Re- 
flexionskraft D ist  positiv  bei  Konkavspiegeln  und  negativ  bei 
Konvexspiegeln;  dementsprechend  stellen  die  ersteren  Kollektiv- 
systeme und  die  letzteren  Dispansivsysteme  dar;  jene  machen  die 
Strahlen  konvergenter,  diese  divergenter.  Die  zwischen  beiden 
Spiegelarten  stehenden  ebenen  Spiegel  rufen  dagegen  keine  Än- 
derung der  Konvergenz  hervor;  denn  für  sie  ist  f=  oo,  1)  also 
gleich  Null,  so  daß  die  Konvergenz  S“  des  reflektierten  Strahlen- 
bündels immer  gleich  der  Konvergenz  S des  einfallenden  Strahlen- 
bündels ist  Dies  gilt  bei  ebenen  Spiegeln  sogar  für  ganz  beliebig 
geöffnete  Strahlenbündel,  weil  ja  hier  die  Homozentrizität  ohne 
alle  Einschränkung  bei  der  Reflexion  erhalten  bleibt. 

d)  Verwendung:  der  Splegelformeln  ltlr  die  Bestimmung  der  Hornhaut- 
krUmmting  am  lebenden  Menschen.  Ophthalmometer. 

Um  den  Krümmungsradius  r an  irgendeiner  Stelle  der  Horn- 
haut zu  bestimmen,  verwendet  man  nach  Helmholtz*)  das  von 
der  Hornhaut  hinter  derselben  erzeugte  virtuelle,  verkleinerte  Bild 
eines  äußeren  Objektes  von  bekannter  Größe,  welches  so  weit  vom 
beobachteten  Auge  entfernt  sein  muß,  daß  die  unvermeidlichen 
kleinen  Schwankungen  in  der  Stellung  des  Auges  gegen  diese 
Entfernung  vernachlässigt  werden  können.  Da  hierzu  ein  Abstand 
des  Objektes  von  mehreren  Metern  erforderlich  ist,  so  ist  die  Öff- 
nung der  auf  die  Hornhaut  auffallenden  Strahlenbündel  klein 
genug,  daß  die  für  Zentralstrahlen  abgeleiteten  Formeln  mit  voll- 
kommen genügender  Genauigkeit  die  Beziehungen  zwischen  der 
Lage  des  Objektes  und  des  Bildes  einerseits  und  dem  Krümmungs- 
radius der  Hornhaut  andererseits  wiedergeben.  Um  dieselben  zur 
Bestimmung  des  Krümmungsradius  verwenden  zu  können,  hat  man 
daher  nur  am  lebenden  Auge  die  zu  einem  gegebenen  Objekte  ge- 
hörende Bildgröße  zu  messen.  Dies  läßt  sich  mit  ausreichender 
Genauigkeit  mit  Hilfe  des  von  Helmholtz  zum  vorliegenden 
Zwecke  konstruierten  Ophthalmometers**)  ausführen,  welches 
übrigens  ganz  allgemein  zu  Messungen  optischer  Bilder,  sowie 
überhaupt  kleiner  Strecken  verwendet  werden  kann.  Eis  soll  nun 
zunächst  das  Prinzip  dieses  Instrumentes  erläutert  werden. 

Das  Ophthalmometer  verwendet  die  scheinbare  seitliche  Ver- 
schiebung, welche  ein  Objekt  erfährt,  wenn  man  dasselbe  durch 

*)  Vgl.  H.  von  Helmholtz.  Handbuch  der  physiologischen  Optik.  2.  Aufl. 
Seite  1 5 f f. 

**)  a.  a.  0.  Seite  11  ff. 
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eine  planparallele  Glasplatte  in  schiefer  Richtung  betrachtet.  Trifft 
ein  von  einem  Punkte  P ausgehender  Lichtstrahl  die  eine  Fläche 
einer  solchen  Glasplatte  senkrecht,  so  wird  er  durch  dieselbe  un- 
gebrochen hindurchgelassen;  fällt  er  dagegen  auf  die  Glasplatte 
unter  einem  Einfallswinkel  i auf  (vgl.  Fig.  195),  so  wird  er  zu- 
nächst an  der  ersten  Fläche  dem  Einfallslote  im  Einfallspunkte  E 


zugebrochen,  wobei  für  den  Brechungswinkel  i‘  nach  dem  Brechungs- 
gesetze gilt 

sin  i = n • sin  i‘. 

Unter  diesem  Winkel  i‘  fällt  er  dann  an  der  anderen,  der 
ersten  parallelen  Fläche  der  Glasplatte  in  einem  Punkte  E1  auf 
und  erfährt  bei  seinem  Austritte  in  die  Luft  eine  Brechung  von 

Pisoher,  Medisin.  Physik.  42 
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dem  zu  E‘  gehörenden  Einfallslote  ab  in  der  Weise,  daß  bei  ge- 
nauer Parallelität  der  beiden  Flächen  der  Brechungswinkel  in  der 
Luft  gleich  dem  ursprünglichen  Einfallswinkel  i ist  Der  Strahl 
ist  also  dem  einfallenden  Strahle  wieder  parallel  geworden;  er  ist 
aber  gegen  denselben  um  eine  Strecke  e seitlich  verschoben,  so 
daß  er  annähernd  von  einem  von  P um  e seitlich  abliegenden 
Punkte  lv  herzukommen  scheint.  Denkt  man  die  Glasplatte  aus 
der  (in  Fig.  195  punktiert  angedeuteten)  Stellung,  in  welcher  der 
Strahl  senkrecht  auffällt,  um  einen  Punkt  C im  Sinne  des  Uhr- 
zeigers gedreht,  ohne  dabei  die  Richtung  des  einfallenden  Strahles 
im  Raume  zu  ändern,  so  verschiebt  sich  derselbe  nach  links;  bei 
Drehung  der  Glasplatte  im  umgekehrten  Sinne  des  Uhrzeigers 
findet  dagegen  die  Verschiebung  des  Strahles  nach  rechts  statt. 
Der  Winkel,  um  welchen  die  Glasplatte  aus  der  zum  Strahle  senk- 
rechten Stellung  ihrer  Flächen  gedreht  worden  ist,  gibt  dabei  in 
jedem  Falle  den  Einfallswinkel  i des  Strahles  an.  Die  Beziehung, 
welche  zwischen  dem  Drehungswinkel  i und  der  Größe  e der  Ver- 
schiebung besteht,  läßt  sich  mit  Hilfe  von  Fig.  195  leicht  ableiten. 

Bezeichnet  d die  Dicke  der  Glasplatte,  so  ergibt  sich  zunächst 
für  die  innerhalb  der  Glasplatte  verlaufende  Strecke  des  Strahles 

EE  — —rr  Bezeichnet  man  den  Winkel,  um  welchen  der  Strahl 

COS  l 

bei  der  Brechung  an  den  beiden  Glasflächen  von  seiner  bisherigen 
Richtung  abgelenkt  wird,  mit  e,  so  hat  man  weiter  e — EE -sine. 
Dieser  Winkel  e ergibt  sich  aus  der  Figur  unmittelbar  als  Differenz 
der  Winkel  i und  i\  so  daß  man  unter  Berücksichtigung  des  Wertes 
von  EE  schließlich  erhält 


Hat  man  vorher  den  Brechungsindex  » des  Glases  genau  bestimmt, 

so  kann  man  mit  Hilfe  der  Formel  sin  i‘~  sin  i zunächst  den 

n 


zu  einem  bestimmten  Worte  von  i gehörenden  Winkel  i'  berechnen 
und  seinen  Wert  in  die  Formel  für  <■  einsetzen.  Man  kann  aber 
natürlich  auch  von  vornherein  mit  Hilfe  der  Beziehung  zwischen  i 
und  i‘  den  letzteren  Winkel  aus  der  Formel  eliminieren.  Man  er- 
hält dann  nach  einer  leicht  zu  übersehenden  Umformung  für  e die 
Formel 


/,  cos  i \ 

( — dsim\l  / , . r:)> 

\ V w — sw  i / 
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dieselbe  gestattet  unmittelbar  c aus  i zu  berechnen,  sofern  n und  d 
bekannt  sind. 

Ein  vom  Punkte  P in  Fig.  195  ausgehendes  Bündel  von  Zen- 
tralstrahlen, dessen  mittlerer  Strahl  der  in  der  Figur  gezeichnete 
ist,  wird  auch  nach  der  doppelten  Brechung  nahezu  homozentrisch 
sein  und  sein  Zentrum  in  dem  von  P links  annähernd  in  der  Ent- 
fernung e liegenden  (aber  etwas  nach  vom  gerückten)  Punkte  I“ 
besitzen. 

Das  Helmholtzsche  Ophthalmometer  besteht  nun  aus  zwei 
aneinander  gestellten  planparallelen  Glasplatten,  welche  um  eine 
den  brechenden  Flächen  parallele  Axe  durch  eine  besondere  Vor- 
richtung gleichzeitig  um  denselben  Winkel,  aber  in  entgegen- 
gesetzem  Sinne,  gedreht  werden  können.  In  der  Normalstellung 
liegen  sowohl  die  Vorderflächen  als  auch  die  JJinterflächen  beider 
Platten  in  je  einer  Ebene,  so  daß  sie  dann  gewissermaßen  eine 
einzige,  durch  einen  zu  der  Drehungsaxe  senkrechten  Schnitt  in 
zwei  Hälften  zerlegte  Glasplatte  darstellen.  Fig.  196  deutet  mit 
punktiertem  Umrisse  diese  Normalstellung  an,  wobei  die  Drehungs- 
axe C auf  der  Ebene  der  Zeichnung  senkrecht,  die  Trennungsfläche 
beider  Platten  demnach  parallel  zu  der  Zeichenebene  zu  denken 
ist  Durch  gleichzeitige  Drehung  um  einen  Winkel  i in  entgegen- 
gesetztem Sinne  sollen  die  beiden  Glasplatten  in  die  durch  stärkere, 
ununterbrochene  Konturen  angedeuteten  Stellungen  gebracht  sein, 
wobei  die  mit  1 numerierte  Platte  über  der  mit  der  Zahl  2 ver- 
sehenen angenommen  ist  Ein  von  einem  verhältnismäßig  weit 
entfernten  Punkte  P herkommendes  Bündel  von  Zentralstrahlen0) 
falle  in  der  Normalstellung  so  auf  die  Glasplatten,  daß  der  mitt- 
lere Strahl  auf  die  in  einer  Ebene  liegenden  Vorderflächen  gerade 
senkrecht  an  der  Trennungsstelle  beider  auftrifft,  und  daher  die 
obere  Hälfte  der  Strahlen  durch  die  Plattei,  die  untere  durch  die 
Platte  2 hindurchgeht.  Dann  wird  nach  der  entgegengesetzten 
Drehung  beider  Platten  die  erste  ein  Bild  P\  links,  und  die  zweite 
ein  gleich  weit  von  P entferntes  Bild  P\  rechts  in  der  Entfernung  e 
erzeugen,  welche  sich  mittelst  der  oben  angeführten  Formel  aus 
dem  Drehungswinkel  i berechnen  läßt.  Ist  in  derselben  zur  Drehungs- 
axe C senkrechten  Ebene  ein  zweiter  Punkt  Q vorhanden,  der 
die  gleiche  großeJEntfernung  von  den  Platten  haben  soll  wie  P,  und 
daher  auch  wie  dieser  Punkt  nur  ein  Bündel  von  Zentralstrahlen 


*)  Io  Fig.  196  ist  P absichtlich  viel  zu  nahe  an  den  Platten  gezeichnet, 
um  die  Ausdehnung  der  Figur  nicht  zu  groß  zu  machen. 
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auf  dieselben  auffallen  läßt,  so  ergeben  sich  von  diesem  Punkte 
ebenfalls  zwei  Bilder  Q\  und  (/,  auf  beiden  Seiten  im  Abstande  e. 
Hat  man  nun  den  Drehungswinkel  i der  beiden  Platten  so  be- 
messen, daß  die  Bilder  P‘  und  Q\  gerade  aufeinander  fallen,  wie 
es  in  der  Figur  angedeutet  ist,  so  stimmt  die  Verschiebung  e mit 
dem  halben  Abstande  der  beiden  Punkte  P und  Q überein.  Es 


läßt  sich  daher  in  diesem  Falle  auch  dieser  Abstand  u aus  dem 
Drehungswinkel  berechnen  vermöge  der  Formel 


a = 2 d»in  i 


cos  i 

— siiri 


)' 


Nach  dem  angedeuteten  Prinzipe  ist  das  Ophthalmometer  ein- 
gerichtet. Da  es  sich  um  Bilder  in  beträchtlicher  Entfernung  han- 
delt, so  werden  dieselben  mit  Hilfe  eines  zum  Sehen  auf  die 
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betreffende  Entfernung  eingerichteten  Fernrohrs  betrachtet,  dessen 
Axe  auf  den  Flächen  der  Glasplatte  in  der  Normalstellung  senk- 
recht steht  Durch  geeignete  Drehung  werden  dann  die  Bilder 
einer  zu  messenden  Sl  recke  PQ  so  aufeinander  eingestellt,  daß  sie 
sich  gerade  mit  ihren  Enden  berühren;  dann  ist  die  Länge  der 
Strecke  gleich  dem  Abstande  a ihrer  beiden  Bilder  P\  Q',  und  P%Q't 
(siehe  Fig.  196).  Um  denselben  nach  der  obigen  Formel  berechnen 
zu  können,  muß  man  zunächst  nicht  nur  den  Brechungsindex  u 
des  Glases,  sondern  auch  die  Dicke  d der  Glasplatten  für  das  In- 
strument genau  festgestellt  haben.  Der  Winkel  i,  um  welchen  die 
beiden  Platten  gedreht  werden  müssen,  um  die  Berührung  der 
beiden  Bilder  der  Strecke  zu  erzielen,  ist  dann  an  einem  Teilkreise 
abzulesen.  Fehler  in  der  Teilung  desselben  sowie  im  Parallelismus 
der  Platten  in  der  Normalstellung  kann  man  eliminieren,  indem 
man  eine  derartige  Messung  zum  zweiten  Male  bei  Drehung  der 
Platten  in  entgegengesetztem  Sinne  wie  bei  der  ersten  Messung 
ausführt,  und  dann  aus  den  gefundenen  Werten  von  i das  arith- 
metische Mittel  nimmt  Wesentlich  ist  für  die  Genauigkeit  der 
Angaben  des  Ophthalmometers,  daß  die  Glasplatten  sehr  exakt 
planparallel  geschliffen  sind.  Ist  dies  der  Fall,  so  spielt  die  Ent- 
fernung des  auszumessenden  Objektes  von  dem  Instrumente  keine 
Rolle,  so  daß  man  dieselbe  gar  nicht  zu  kennen  braucht.  Natür- 
lich muß  man  in  jedem  Falle  das  Fernrohr  scharf  auf  die  Bilder 
einstellen. 

Zur  Messung  der  Größe  des  von  der  menschlichen  Hornhaut 
entwoifenen  Bildes  eines  Gegenstandes  eignet  sich  das  Ophthal- 
mometer deshalb  ganz  besonders,  weil  man  dabei  durch  die  un- 
vermeidlich kleinen  Schwankungen  des  Kopfes,  und  Auges  des 
Beobachters  gar  nicht  gehindert  wird;  denn  beide  Bilder  bewegen 
sich  bei  diesen  Schwankungen  immer  in  derselben  Weise,  so  daß 
ihre  gegenseitige  Stellung,  auf  die  es  bei  der  Messung  doch  allein 
ankommt,  unverändert  bleibt 

Als  Objekt,  welches  von  der  Hornhaut  abgebildet  werden  soll, 
verwendet  man  nach  Helmholtz  eine  auf  der  Augenaxe  senk- 
rechte Strecke  BQ  (vgl.  Fig.  197),  deren  Enden  durch  leuchtende 
Punkte  markiert  werden.  Es  ist  zweckmäßig,  das  eine  Ende  der 
Strecke  durch  einen,  und  das  andere  Ende  durch  zwei  nebenein- 
anderliegende Lichtpunkte  darzustellen,  so  daß  im  Ophthalmometer 
das  Zusammenfallen  der  beiden  Bilder  des  von  der  Hornhaut  ent- 
worfenen Bildes  K‘Q‘  (vgl.  die  Figur)  der  Strecke  daran  erkannt 
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werden  kann,  daß  das  Bild  des  einen  Lichtpunktes  gerade  zwischen 
die  Bilder  der  beiden  nebeneinanderliegenden  Lichtpunkte  getreten 
ist.  Die  Strecke  RQ  soll  so  liegen,  daß  sie  durch  die  Axe  im 
Punkte  P gerade  halbiert  wird,  und  ihre  halbe  Länge  PQ  möge 
entsprechend  der  früher  eingefübrten  Bezeichnung  durch  y dar- 
gestellt werden;  das  Bild  P'Q1  dieser  halben  Strecke  ist  dann  y‘. 
Die  spiegelnde  Hornhaut  stellt  ein  Dispansivsystem  dar;  ihr  Krüm- 
mungsradius r ist  positiv,  und  daher  die  Brennweite  /'  negativ,  da 


Fig.  107 

v 

sie  durch  — bestimmt  wird.  Das  Bild  R‘(/  von  RQ  liegt  zwischen 

H und  F,  ist  virtuell  und  aufrecht.  Zur  Konstruktion  desselben 
kann  man  von  Q und  R durch  den  Krümmungsinittelpunkt  K 
ziehen,  dann  hat  man  zunächst  je  einen  geometrischen  Ort  für  Q' 
und  R‘.  Einen  zweiten  Strahl  ziehe  man  dann  durch  den  in  der 
Mitte  zwischen  H und  K liegenden  Brennpunkt  (Zerstreuungspunkt) 
F,  wie  es  in  der  Figur  wenigstens  vom  Punkte  Q aus  geschehen 
ist  Im  Durchschnittspunkt  E mit  der  Hornhaut  (bzw.  der  in  H 
auf  der  Axe  senkrecht  stehenden  Hauptebene)  wird  dieser  nach  F 


v 
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zielende  Strahl  parallel  der  Axe  zurückgeworfen;  verlängert  man 
diesen  reflektierten  Strahl  über  E hinaus,  so  schneidet  er  den 
Strahl  QK  im  Bildpunkte  Q‘  von  Q.  Das  Lot  von  Q‘  auf  die  Axe 
trifft  dann  den  Strahl  RK  in  dem  zu  R gehörenden  Bildpunkte 
R‘.  Nach  den  früher  eingeführten  Bezeichnungen  ist  nun  HP—s, 
FP=x  und  FH  = f,  welche  drei  Strecken  hier  sämtlich  negative 
Werte  besitzen,  während  die  als  Krümmungsradius  r eingeführte 


Strecke  HK  positiv  ist.  Die  Lateralvergrößerung  , die  im 

vorliegenden  Falle  ebenfalls  positives  Vorzeichen  besitzt,  ist 
f r 

ß—~  = — - , woraus  für  r unmittelbar  folgt: 

J“  6 X 


r=  — 2ß.r  = — 2 x. 


Wollte  man  dem  Umstande  Rechnung  tragen,  daß  der  nach 
F zielende  Strahl  nicht  schon  an  der  Hauptebene,  sondern  erst 
an  dem  dicht  dahinterliegenden  Punkte  E auf  der  Homhautfläche 
reflektiert  wird,  so  hätte  man  den  Winkel  QFP  zu  Hilfe  zu 
nehmen,  für  den  unter  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  von  x 

gilt  tan  QFP—  — so  daß  der  Winkel  selbst  sich  als  arctan  ( — 

darstellt.  Die  gleiche  Größe  hat  der  Winkel,  welchen  der  in  E 
zur  Axe  parallel  reflektierte  Strahl  mit  QE  bildet.  Der  von  K 
nach  E gezogene  Radius,  welcher  das  Einfallslot  im  Punkte  E 
darstellt,  halbiert  nach  dem  Reflexionsgesetze  diesen  Winkel;  es 

ist  daher  auch  der  Winkel  EKH  gleich  ^ arctan  ^ Da  EQ' 

der  Axe  parallel  ist,  so  gibt  die  Größe  y‘  zugleich  den  Abstand 
des  Einfallspunktes  E von  der  Axe  an.  Da  andererseits  dieser 

Abstand  gleich  r • »in  ^ arctan  (-5)1 

die  Formel 


ist,  so  hat  man  für  r auch 


sin 


y 

arctan 


K) 


Ich  würde  diese  für  die  Rechnung  viel  umständlichere  Formel, 
welche  in  Anbetracht  der  bei  der  Messung  des  Abstandes  des 
Auges  vom  Objekte  RQ  überhaupt  nur  erreichbaren  Genauigkeit 
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kaum  zu  besseren  Resultaten  führen  kann  wie  die  zuerst  ange- 
gebene Formel  für  r,  gar  nicht  abgeleitet  haben,  wenn  sie  nicht 
von  Helmholtz  tatsächlich  als  die  genauere  Formel  angeführt 
worden  wäre*).  Daß  die  beiden  hier  angeführten  Formeln  für  r 
keine  andern  sind  wie  die  Helmholtzschen,  bestätigt  man  leicht, 
wenn  man  beachtet,  daß  Helmholtz  die  Größe  des  ganzen  Ob- 
jektes mit  b,  die  des  Bildes  mit  ß und  den  Abstand  des  Auges 

vom  Objekte  mit«  bezeichnet;  man  braucht  demnach  nur  y durch  , 


O 

?/  durch  - und  — x durch  a zu  ersetzen,  um  die  Formeln  mit 

den  Helmholtzschen  in  Übereinstimmung  zu  bringen. 

Die  angeführten  Formeln  zur  Berechnung  des  Krümmungs- 
radius der  Hornhaut  setzen  die  Kenntnis  des  Abstandes  des  Ob- 
jektes vom  Brennpunkte  des  Auges  voraus.  Hierin  liegt  ihre 
Schwäche  und  die  Quelle  für  Fehler  in  dem  abzuleitenden  Resul- 
tat; denn  so  lange  der  Krümmungsradius  noch  nicht  gefunden  ist, 
kennt  man  ja  auch  noch  nicht  die  genaue  Lage  des  Brennpunktes 
F und  kann  daher  den  Brennpunktsabstand  des  Objektes  nur  mit 
einer  gewissen  Annäherung  angeben.  Aus  diesem  Grunde  ist  es 
im  Interesse  der  größeren  Genauigkeit  der  Resultate  nicht  nur 
geboten,  sondern  geradezu  unerläßlich,  den  Krümmungsradius  mit 
Hilfe  des  Hauptpunktsabstandes  HP  des  Objektes  zu  bestimmen; 
denn  dieser  läßt  sich  mit  einer  der  Sicherstellung  des  Auges  voll- 
kommen entsprechenden  Genauigkeit  messen.  Beachtet  man, 
daß  der  Hauptpunktsabstand  s zu  dem  Brennpunktsabstand  x in 


der  Beziehung  x = 8 — 


r 

2 


steht,  so  erhält  man  nach  Einsetzen 


dieses  Wertes  in  die  erste  Gleichung  und  Auflösen  derselben  nach 


r die  Formel 


Diese  relativ  einfache  Formel  gibt,  soweit  man  es  überhaupt  mit 
einem  scharfen  Bild  hinter  der  Hornhaut  zu  tun  hat,  die  genauesten 
Werte  für  den  Krümmungsradius  r und  ist  der  zweiten  Helm- 
holtzschen Formel  in  jeder  Hinsicht  vorzuziehen. 


*)  a.  a.  0.  S.  16. 
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JI.  Zentrierte  optische  Systeme  brechender 
Kugelflächen. 

1.  Allgemein  gültige  Beziehungen  und  Formeln. 

Man  bezeichnet  ein  System  von  beliebig  vielen  brechenden 
Kugelflächen  als  „zentriert“,  wenn  deren  Krümmungsmittelpunkte 
auf  einer  gemeinsamen  Geraden,  der  „Axe  des  Systems“,  liegen. 
In  Fig.  198  findet  sich  ein  solches  zentriertes  System  angedeutet. 
Die  zwischen  den  einzelnen  kugelförmigen  Trennungsflächen  liegen- 
den Medien  mögen  durchaus  verschieden  sein  und  ganz  beliebige 
Brechungsindizes  besitzen.  Der  Index  des  Mittels  vor  der  ersten 
Kugelfläche  sei  w,  derjenige  des  letzten  Mittels,  welches  also  hinter 
der  letzten  Kugelfläche  liegt,  n‘.  Die  Indizes  der  übrigen,  zwischen 


Fig.  198 


den  brechenden  Flächen  liegenden  Mittel  sollen  dagegen  der  Reihe 
nach  mit  n1(  »a  usf.  bezeichnet  sein. 

Bei  großem  Offnungswinkel  eines  einfallenden  homozentrischen 
Strahlenbündels  sind  die  gebrochenen  Strahlenbündel  in  der  Regel 
nicht  mehr  genau  homozentrisch.  Berücksichtigt  man  dagegen 
nur  Zentralstrahlen,  so  bleibt  die  Homozentrizität  bei  jeder  Brechung, 
also  von  Fläche  zu  Fläche  erhalten,  so  daß  schließlich  auch  das 
in  das  letzte  Mittel  austretende  Strahlenbündel  noch  mit  genügen- 
der Annäherung  homozentrisch  ist.  Es  findet  also  dann  auch  an 
dem  zusammengesetzten  zentrierten  optischen  System  zunächst 
eine  Abbildung  von  Axenpunkten  in  andere  Axenpunkte  im  Sinne 
der  geometrischen  Optik  statt 

Man  kann  sich  aber  weiterhin  auch  leicht  davon  Rechen- 
schaft geben,  daß  unter  der  Voraussetzung  genügend  enger  Strahlen- 
bündel auch  die  Punkte  einer  zur  Axe  senkrechten,  allerdings 
ziemlich  eng  begrenzten  Ebene  schließlich  wieder  in  Punkte  einer 
anderen,  ebenfalls  zur  Axe  senkrechten  Ebene  abgebildet  werden, 
wenn  man  nur  beachtet,  daß  dies  stets  von  einer  brechenden 
Fläche  zur  anderen  geschieht. 
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Die  bei  der  Brechung  von  einer  einzigen  KugelDäche  gegen- 
seitig abgebildeten  Ebenen  waren  nun  perspektivisch  aufeinander 
bezogen,  da  die  Verbindungslinien  konjugierter  Punkte  dieser  beiden 
Ebenen  sämtlich  durch  einen  einzigen  Punkt  der  Axe,  den  Krüm- 
mungsmittelpunkt der  brechenden  Kugelfläche,  hindurchgingen. 
Eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  @ wird  daher  durch  die  Brechung 
an  der  ersten  Fläche  zunächst  in  eine  Ebene  abgebildet,  welche 
zu  @ ähnlich  ist  und  in  bezug  auf  einen  bestimmten  Punkt  der 
Axe  ähnlich,  oder,  wie  man  es  auch  nennt,  perspektivisch  liegt. 
Sind  also  P,  Q,  P drei  Punkten  in  der  Ebene  (S  und  P,,  Qu  R, 
ihre  Bilder  in  der  Ebene  von  (vgl.  Fig.  199),  so  gehen  die  drei 


Fig.  199 


Verbindungsgeraden  PP,,  QQt  und  PP,  durch  einen  einzigen  Punkt, 
der  mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  der  ersten  brechenden 
Fläche  identisch  ist.  Die  Ebene  (5,  wird  nun  weiterhin  durch  die 
Brechung  an  der  zweiten  Flüche  in  eine  Ebene  (£.,  abgebildet, 
welche  ihrerseits  zu  (S,  in  bezug  auf  einen  Punkt  der  Axe  per- 
spektivisch ist.  Sind  P„  Qt  und  P.,  in  der  Ebene  G\>  die  Bilder 
der  drei  in  6,  liegenden  Punkte  P,,  Q,  und  Pj,  so  müssen  dem- 
nach auch  die  Verbindungslinien  P,  1\,  Q.:  und  P,  P,  durch  einen 

einzigen  Punkt  hindurchgehen,  welcher  auf  der  Axe  liegt  und 
mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  der  zweiten  brechenden  Fläche 
zusammenfällt  Es  läßt  sich  nun  sehr  leicht  einsehen,  daß  dann 
auch  die  drei  Verbindungslinien  PP».  und  PPS  sich  in  einem 


Digitized  by  Google 


Abbildung  mittelst  Zentralstrahlen. 


667 


Punkte  C auf  der  Axe  schneiden  müssen.  Wie  aus  der  Figur 
unmittelbar  hervorgeht,  gelten  zunächst  die  beiden  Proportionen 

PQ : Pli  = 1\  Vi : I\  Ri  und 
1\Q[:  1\ % = Po  Q« : P.  R« . 

Daraus  ergibt  sich  aber,  daß  auch  gilt 

PQ : PR  = Po  Qt:  P«  R« . 

Diese  letztere  Proportion  ist  aber  in  der  Figur  nur  möglich,  wenn 
QQi  und  RR«  sich  mit  der  Axe  PP«  in  einem  Punkte  schneiden. 
Da  die  Punkte  Q und  R ganz  beliebig  angenommen  waren  und 
daher  durch  alle  anderen  Punkte  der  Ebene  © ersetzt  werden 
können,  so  ergibt  sich  also,  daß  auch  die  Ebene  ©>  mit  der 
Ebene  © hinsichtlich  eines  Punktes  C der  Axe  durch  die  Abbildung 
in  perspektivische  Beziehung  gebracht  worden  ist;  dieses  Zentrum  C 
der  Perspektive  fällt  aber  dann  im  allgemeinen  nicht  mehr  mit 
einem  der  beiden  Krümmungsmittelpunkte  zusammen. 

Dehnt  man  diese  Betrachtungen  auf  die  Brechungen  an  allen 
anderen  Flächen  des  zentrierten  optischen  Systems  aus,  so  gelangt 
man  schließlich  zu  dem  Resultat,  daß  das  im  letzten  Mittel  mit 
dem  Brechungsindex  «'  entstehende  Bild  @'  einer  im  ersten  Mittel 
mit  dem  Index  « liegenden  Ebene  G dieser  ebenfalls  ähnlich  ist 
und  zu  ihr  perspektivisch  liegt,  wobei  das  Zentrum  der  Perspek- 
tive wieder  mit  irgendeinem  Punkte  der  Axe  zusammenfällt. 

Unterscheidet  man  wie  früher  zwischen  Objektraum  und  Bild- 
raum, indem  man  alle  Ebenen  ©',  welche  die  Bilder  von  zur  Axe 
senkrechten  Ebenen  G darstellen,  als  einem  besonderen,  den  Objekt- 
raum durchdringenden  Bildraum  angehörend  auffaßt,  so  kann  man 
also  sagen,  daß  durch  ein  zentriertes  optisches  System  im  all- 
gemeinen eine  Abbildung  von  Punkten  des  Objektraumes  in  Punkte 
des  Bildraumes  vermittelst  Zentralstrahlen  in  der  Weise  verwirk- 
licht wird,  daß  Punkten  einer  zur  Axe  senkrechten  Ebene  wieder- 
um Punkte  einer  ebenfalls  zur  Axe  senkrechten  Ebene  entsprechen, 
und  daß  konjugierte  Punktsysteme  und  Figuren  in  diesen  Ebenen 
in  bezug  auf  einen  Punkt  der  Axe  perspektivisch  liegen. 

Verschiebt  man  die  zur  Axe  senkrechte  Ebene  © des  Objekt- 
raumes,  so  wird  auch  die  konjugierte  Ebene  6'  im  Bildraume  ihren 
Ort  ändern.  Verlegt  man  schließlich  © ins  Unendliche,  so  kann 
man  nach  den  bei  der  Brechung  an  einer  einzigen  Kugelfläche  ge- 
sammelten Erfahrungen  von  vornherein  sagen,  daß  ©'  im  all- 
gemeinen nicht  auch  gleichzeitig  ins  Unendliche  wandern  wird, 
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obgleich  dieser  Fall  nicht  ausgeschlossen  ist  (vgl.  den  im  nächsten 
Abschnitte  besprochenen  speziellen  Fall  der  teleskopisehen  Ab- 
bildung). Die  im  Endlichen  liegende  Ebene  6'  des  Bildraumes, 
welche  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Objektraumes  konjugiert 
ist,  bezeichnet  man  auch  im  Falle  eines  allgemeinen  zentrierten 
Systems  als  die  „Brennebene  des  Bildraumes“,  „zweite 
Brennebene“  oder  zuweilen  auch  kurz,  aber  nicht  immer  treffend 
als  die  „hintere  Brennebene“  des  ganzen  optischen  Systems; 
der  Punkt,  in  welchem  diese  Brennebene  die  Axe  schneidet,  wird 
dementsprechend  „Brennpunkt  des  Bildraumes“,  „zweiter 
Brennpunkt“  oder  „hinterer  Brennpunkt“  genannt.  Brenn- 
ebene und  Brennpunkt  das  Bildraumes  sollen  wie  früher  durch 
die  Buchstaben  3'  und  F‘  bezeichnet  sein.  In  entsprechender 
Weise  wird  es  nun  auch  eine  bestimmte  Lage  3 der  Ebene  G 
des  Objektraumes  geben,  für  welche  die  konjugierte  Ebene  des 
Bildraumes  ins  Unendliche  gerückt  ist.  Diese  bezeichnet  man  auch 
beim  allgemeinen  zentrierten  optischen  Systeme  als  die  „Brenn- 
ebene des  Objektraumes“,  „erste  Brennebene“  oder  „vor- 
dere Brennebene“,  und  den  Punkt  F,  in  welchem  sie  die  Axe 
schneidet,  als  den  „ Brennpunkt  des  Objektraumes“,  „ersten 
Brennpunkt“  oder  „vorderen  Brennpunkt“. 

Es  ergeben  sich  also  in  dieser  Beziehung  beim  allgemeinen 
zentrierten  System  ganz  entsprechende  Verhältnisse  wie  bei  einer 
einzigen  brechenden  Fläche.  Strahlen,  die  im  Objektraume  parallel 
laufen,  vereinigen  sich  im  Bildraume  schließlich  in  einem  be- 
stimmten Punkte  der  hinteren  Brennebene,  wie  auch  im  übrigen 
ihr  Verlauf  im  Innern  des  optischen  Systems  gewesen  sein  mag. 
Ferner  werden  Strahlen  des  Objektraumes,  welche  von  einem 
Punkte  der  vorderen  Brennebene  ausgehen,  oder  wenigstens  sich 
in  ihrer  Verlängerung  in  einem  Punkte  der  vorderen  Brennebene 
schneiden  würden,  nach  den  vielfachen  Brechungen  an  den  ver- 
schiedenen KugelDächen  des  Systems  schließlich  unter  sich  parallel 
in  den  Bildraum  austreten.  Insbesondere  werden  Strahlen,  welche 
im  Objektraume  zur  Axe  parallel  laufen,  im  Bildraume  durch  den 
hinteren  Brennpunkt  gehen,  und  Strahlen,  welche  im  Objektraume 
sich  im  vorderen  Brennpunkte  schneiden,  im  Bildraume  zur  Axe 
parallel  laufen. 

Bei  einer  einzigen  brechenden  Kugelfläche  besaß  das  Zentrum 
der  Perspektive  für  alle  Paare  konjugierter  Ebenen  die  gleiche 
Lage  auf  der  Axe,  indem  es  stets  mit  dem  Krümmungsraittelpunkte 
der  Fläche  zusamincnfiel.  Dies  ist  nun  schon  nicht  mehr  der 
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Fall,  wenn  das  optische  System  sich  nur  aus  zwei  brechenden 
Flächen  zusammensetzt.  Von  dieser  für  das  Verständnis  der 
späteren  Entwickelungen  wichtigen  Tatsache  kann  man  sich  leicht 
auf  rein  anschauliche  Weise  Rechenschaft  geben. 

Fig.  200  veranschauliche  den  Fall,  daß  drei  aufeinander- 
folgende. Medien  von  verschiedenem  Brechungsindex  durch  zwei 
Kugelflächen  voneinander  getrennt  sind.  Hx  und  Kx  seien  Haupt- 
punkt und  Knotenpunkt  der  ersten  brechenden  Fläche,  während 
//»  und  K„  die  entsprechenden  Punkto  für  die  zweite  Fläche  be- 


deuten sollen.  Die  beiden  Brennpunkte  seien  für  die  erste  Fläche 
F , und  i’j,  für  die  zweite  Fläche  F,  und  F‘t.  Von  einem  im 
ersten  Medium  gelegenen  Objekte  PQ  von  der  Größe  y werde  nun 
durch  die  erste  brechende  Fläche  das  Bild  PXQX  von  der  Größe  //,, 
und  von  diesem  wiederum  durch  die  zweite  brechende  Fläche  das 
Bild  Pi  Qi  von  der  Größe  >/■.  erzeugt,  so  wie  es  aus  der  Figur  er- 
sichtlich ist,  in  welcher  die  Bildkonstruktionen  mit  Hilfe  der  Haupt- 
ebenen und  $.»  der  beiden  Flächen  ausgeführt  sind.  Bei  dieser 
Lage  von  Objekt  PQ  und  Bild  Ps Q,  ist  der  in  der  Figur  mit  C 
bezeichnete  Axenpunkt  das  Zentrum  der  Perspektive  für  die  Ab- 
bildung durch  das  ganze  System.  Dasselbe  liegt  in  diesem  Falle 
rechts  von  Pt Q» , weil  yä  positiv,  aber  kleiner  wie  y ist.  Denkt 
inan  nun  das  Objekt  PQ  etwas  nach  rechts  verschoben,  so  wird 
nach  den  früheren  Erörterungen  Px  Qx  ebenfalls  nach  rechts  wan- 
dern, weil  bei  der  Brechung  an  einer  Kugelfläche  die  Axial- 
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Vergrößerung  stets  einen  positiven  Wert  besitzt  Gleichzeitig  wird 
in  dem  durch  die  Figur  veranschaulichten  Falle  das  Bild  P, 
sich  vergrößern.  Ferner  ergibt  sich,  wie  man  an  der  Hand  der 
Figur  leicht  bestätigt,  daß  auch  gleichzeitig  1\Q»  weiter  nach 
rechts  rückt  und  dabei  ebenfalls  stetig  größer  wird.  Die  Ver- 
größerung von  P.Qi  kann  so  stark  werden,  daß  es  PQ  an  Größe 
nicht  nur  gleichkommt,  sondern  dasselbe  weit  übertrifft  Man 
braucht  ja  nur  die  Verrückung  des  Objektes  I'Q  so  groß  zu  wählen, 
daß  P{  Q,  bis  dicht  an  den  vorderen  Brennpunkt  F>  der  zweiten 
brechenden  Fläche  heranrückt;  dann  wird  P»Q»  schließlich  über 
alle  Grenzen  wachsen  und  außerdem  unendlich  weit  auf  der  Axe 
fortrücken. 

Aus  diesem  Verhalten  des  Bildes  P,y..  ist  ohne  weiteres  zu 
erkennen,  daß  das  Zentrum  C der  Perspektive  bei  einer  Verrückung 
des  Objektes  Ify  im  allgemeinen  seinen  Ort  nicht  beibehalten 
kann.  Es  wird  im  vorliegenden  Falle  bei  einer  Verrückung  des 
Objektes  nach  rechts  ebenfalls  nach  rechts  wandern  und,  sobald  ;/■> 
größer  als  y geworden  ist,  endlich  auf  der  linken  Seite  der  Axe 
auftauchen.  Mau  bestätigt  auch  leicht,  daß  das  Wachstum  des 
Bildes  und  damit  die  Wanderung  des  Zentrums  der  Perspektive 
nicht  sprungweise,  sondern  stetig  vor  sich  gehen  ward,  und  daß 
das  letztere  infolgedessen  für  eine  bestimmte  Stellung  von  PQ 
und  Pi  Qi  gerade  im  Unendlichen  liegen  wird;  dies  tritt  nämlich 
in  dem  Momente  ein,  in  welchem  y gleich  y geworden  ist. 

Dieses  im  Falle  von  nur  zwei  brechenden  Flächen  erhaltene 
Kesultat  läßt  sich  ohne  weiteres  auf  den  Fall  eines  aus  beliebig 
vielen  brechenden  Flächen  zusammengesetzten  zentrierten  Systems 
übertragen.  Es  gilt  ganz  allgemein,  daß  bei  einem  solchen  System 
das  Zentrum  der  Perspektive  für  konjugierte  Ebenen  in  der  Regel 
keine  feste  Lage  auf  der  Axe  besitzt,  sondern  bei  Verschiebung 
der  Objektebene  auf  der  Axe  wandert,  wobei  es  für  eine  be- 
stimmte Stellung  der  Obiektebene  ins  Unendliche  gerückt  sein 
wird.  Der  Fall,  daß  für  ein  Paar  konjugierter  Ebenen  das  Zentrum 
der  Perspektive  im  Unendlichen  liegt,  ist  für  eine  anschauliche 
Darstellung  der  Abbildungsgesetze  optischer  Systeme  von  ganz  be- 
sonderer Wichtigkeit  Die  beiden  einander  konjugierten  Ebenen, 
welche  ein  unendlich  entferntes  Zentrum  der  Perspektive  besitzen, 
bezeichnet  man  als  die  „Hauptebenen  des  optischen  Systems“. 
Die  Hauptebenen  sind  also  vor  allen  anderen  Paaren  konjugierter 
Ebenen  dadurch  ausgezeichnet,  daß  zu  jedem  Punkte  der  Objekt- 
ebene ein  Punkt  der  Bildebene  gehört,  welcher  von  der  Axe  aus 
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in  derselben  Richtung  liegt  und  dabei  die  gleiche  Entfernung  von 
derselben  besitzt;  denn  man  erhält  infolge  der  angegebenen  Eigen- 
schaft der  Hauptebenen  den  zu  einem  Punkte  der  „Hauptebene 
des  Objektraumes1*  oder  „ersten  Hauptebene“  gehörenden 
Bildpunkt,  indem  man  von  demselben  aus  eine  Gerade  parallel 
zur  Axe  bis  zur  „Hauptebene  des  Bildraumes“  oder  „zwei- 
ten Hauptebene“  zieht. 

Von  dem  Vorhandensein  und  der  Lage  der  beiden  Haupt- 
ebenen kann  man  sich  bei  Kenntnis  der  Brennpunkte  eines  optischen 
Systems  leicht  auf  folgende  Weise  Rechenschaft  geben. 

Einem  Strahl  des  Objektraumes,  welcher  durch  den  vorderen 


Brennpunkt  F geht,  entspricht  im  Bildraume  ein  Strahl,  welcher 
zur  Axe  parallel  läuft  (vgl.  Fig.  201).  Der  letztere  bzw.  dessen 
Verlängerung  wird  den  ersteren  in  einem  Punkte  (Q  in  der  Figur) 
schneiden,  da  ja  beide  Strahlen  in  der  gleichen  durch  die  Axe. 
gehenden  Ebene  liegen.  Durch  diesen  Schnittpunkt  Q geht  nun 
unter  anderen  auch  ein  Strahl  des  Objektraumes,  der  zur  Axe 
parallel  läuft  (in  der  Figur  durchbrochen  gezeichnet),  so  daß  er 
sich  mit  der  Rückwärtsverlängerung  des  eben  erwähnten,  zur  Axe 
parallelen  Strahles  des  Bildraumes  deckt.  Diesem  Strahl  entspricht 
im  Bildraume  ein  solcher,  der  durch  den  hinteren  Brennpunkt  F‘ 
geht.  Der  letztere  schneide  den  zur  Axe  parallelen  Strahl  bzw. 
dessen  Verlängerung  in  einem  Punkte  Q‘\  derselbe  wird  sich  im 
allgemeinen  nicht  mit  Q decken,  obgleich  dieser  Fall  sehr  wohl 
eintreten  kann  (z.  B.  bei  der  Brechung  an  einer  einzigen  Kugel- 
fläche). Da  nun  durch  Q‘  zwei  Bildstrahlen  hindurchgehen,  welche 
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zwei  durch  den  Punkt  Q gehenden  Strahlen  des  Objektraumes 
konjugiert  sind,  so  ist  Q'  das  Bild  von  Q.  Dann  ist  aber  auch 
die  ganze  Ebene  |j',  welche  den  Punkt  Q‘  enthält  und  auf  der 
Axe  senkrecht  steht,  die  Bildebene  zu  derjenigen  Ebene  $ des 
Objektraumes,  welche  durch  Q geht  und  ebenfalls  zur  Axe  senk- 
recht ist  Da  Q und  Q‘  auf  einer  Parallelen  zur  Axe  liegen,  so 
befindet  sich  das  Zentrum  der  Perspektive  für  diese  beiden  Ebenen 
im  Unendlichen.  Die  Ebenen  .£>  und  £>'  sind  daher  die  beiden 
Hauptebenen  des  zusammengesetzten  optischen  Systems. 

Die  Schnittpunkte  H und  H'  der  beiden  Hauptebenen  mit 
der  Axe  eines  Systems  bezeichnet  man  als  dessen  „ Haupt- 
punkte“. Zum  Unterschied  von  dem  Falle  einer  einzigen  brechen- 
den Kugelfläche  hat  man  also  bei  einem  zusammengesetzten 
optischen  System  nicht  nur  eine  einzige  Hauptebene  und  einen 
einzigen  Hauptpunkt,  welche  gemeinsam  beiden  Räumen  Eingehören, 
sondern  es  gibt  für  jeden  Raum  eine  besondere  Hauptebene  und 
einen  besonderen  Hauptpunkt 

In  entsprechender  Weise  wie  bei  einer  einzigen  brechenden 
Kugelfläche  geben  die  beiden  Hauptebenen  in  Verbindung  mit  den 
Brennpunkten  eines  beliebigen  zentrierten  optischen  Systems  zu- 
nächst ein  sehr  einfaches  Mittel  an  die  Hand,  sowohl  zu  jedem 
vom  vorderen  Brennpunkte  ausgehenden,  als  auch  zu  jedem  zur 
Axe  parallelen  Strahle  des  Objektraumes  seinen  konjugierten  Strahl 
im  Bildraume  zu  konstruieren.  Einen  vom  vorderen  Brennpunkte 
ausgehenden  Strahl  hat  man  zu  diesem  Zwecke  nur  bis  zur  Haupt- 
ebene $ des  Objektraumes  zu  verlängern  und  von  da  an  zur  Axe 
parallel  weiter  zu  ziehen.  Einen  zur  Axe  parallelen  Strahl  muß 
man  dagegen  bis  zur  Hauptebene  ■£)'  des  Bildraumes  fortsetzen 
und  von  da  an  durch  den  hinteren  Brennpunkt  ziehen.  Man  be- 
zeichnet die  Haupt  ebene  des  Objektraumes  oft  auch  als  die  «vor- 
dere“ zum  Unterschied  von  der  Hauptebene  des  Bildraumes, 
welche  man  dann  die  «hintere  Hauptebene“  nennt  Damit 
soll  jedoch  nicht  ausgedrückt  sein,  daß  die  erstere  immer  vor  der 
letzteren  liegt,  wie  ja  auch  der  vordere  Brennpunkt  nicht  un- 
bedingt vor  dem  hinteren  zu  liegen  braucht.  Es  soll  damit  nur 
auf  die  Zugehörigkeit  der  einen  Hauptebene  zum  Objektraume  und 
der  anderen  zum  Bildraume  hingewiesen  werden,  indem  man  eben 
den  Objektraum  als  vorderen,  und  den  Bildraum  als  hinteren  Raum 
auffaßt,  trotzdem  sich  beide  überdecken.  Dementsprechend  redet 
man  auch  vom  „vorderen“  und  „hinteren  Hauptpunkte“. 

Es  ist  besonders  zu  beachten , daß  durch  die  beiden  Haupt- 
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ebenen  nur  eine  bequeme  Konstruktion  konjugierter  Strahlen  ermög- 
licht wird,  daß  aber  ihre  Bedeutung  nicht  etwa  so  aufzufassen  ist, 
als  ob  die  Strahlen  in  Wirklichkeit  bis  zur  ersten  Hauptebene,  auch 
wenn  sie  im  Innern  des  Systems  liegt,  ungebrochen  weitergingen 
und  erst  von  dieser  an  ihre  Richtung  plötzlich  änderten.  Die 
Hauptebenen  bieten  nur  ein  sehr  bequemes  Hilfsmittel  für  die 
Konstruktion  des  Strahlenverlaufs  außerhalb  dös  optischen  Systems 
dar,  sie  geben  dagegen  bei  komplizierten  Systemen  durchaus  keinen 
Hinweis  auf  den  Strahlenverlauf  im  Innern  des  optischen  Systems. 


Nur  bei  den  einfachen,  aus  zwei  brechenden  Flächen  zusammen- 
gesetzten Systemen  kann  man  wie  bei  einer  einzelnen  brechenden 
Fläche  mit  Hilfe  der  Hauptebenen  einen  Einblick  in  das  genaue 
Verhalten  der  Strahlen,  insbesondere  iin  Innern  des  Systems 
zwischen  den  beiden  brechenden  Flächen  gewinnen. 

Unter  diesem  Gesichtspunkte  sind  auch  alle  folgenden  Kon- 
struktionen konjugierter  Strahlen  aufzufassen. 

Alle  Strahlen,  welche  im  Objektraume  einander  parallel  sind, 
gehen  nach  den  obigen  Erörterungen  im  Bildraume  durch  ein  und 
denselben  Punkt  B‘  der  hinteren  Brennebene.  Dies  veranschau- 
licht für  einen  besonderen  Fall  Fig.  202.  Mit  Hilfe  der  Haupt- 
ebenen kann  man  leicht  die  Bildstrahlen  zu  einem  Bündel 
paralleler  Strahlen  des  Objektraumes  konstruieren.  Man  braucht 
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nur  die  letzteren  bis  zum  SehDitt  mit  der  vorderen  Hauptebene 
zu  verlängern,  von  da  aus  parallel  der  Axe  bis  zur  hinteren 
Hauptebene  weiter  zu  gehen,  und  nun  endlich  von  dieser  Haupt- 
ebene  aus  nach  dem  Punkte  B‘  der  hinteren  Brennebene  zu  ziehen, 
welcher  zu  der  ursprünglichen  durch  den  Winkel  u bestimmten 
Strahlenrichtung  gehört.  Den  Punkt  B'  findet  man  am  einfachsten, 
indem  man  denjenigen  Strahl  aus  dem  Parallelbündel  berücksich- 
tigt, welcher  durch  den  vorderen  Brennpunkt  F geht:  dieser 
schneidet  die  vordere  Hauptebeue  in  der  gesuchten  Entfernung 
z‘  des  Punktes  B'  von  der  Axe. 

In  ganz  entsprechender  Weise  verfährt  man  bei  der  Kon- 


struktion des  Parallelstrahlenbündels,  welches  dem  von  einem 
Punkte  B der  vorderen  Brennebene  ausgehenden  Strahlenbündel 
des  Objektraumes  konjugiert  ist.  Fig.  203  veranschaulicht  diese 
Konstruktion,  so  daß  dieselbe  wohl  nicht  weiter  erörtert  zu  werden 
braucht. 

Im  ersten  Falle  (Fig.  202)  gehört  zu  jedem  Werte  von  n ein 
ganz  bestimmter  Wert  von  z\  Wächst  u,  so  nimmt  auch  z‘  an 
Größe  zu  und  umgekehrt.  Wie  nun  auch  die  durch  den  Winkel 
u gegebene  Richtung  des  Parallelstrahlenbündels  im  Objektraume 

sich  ändern  mag,  so  behält  doch  das  Verhältnis  seinen  Wert 

tan  u 
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bei;  denn  dieses  Verhältnis  gibt  in  allen  Fällen  die  Entfernung 
des  vorderen  Hauptpunktes  H vom  vorderen  Brennpunkte  an,  wie 

T . Z* 

aus  Fig.  202  zu  erkennen  ist.  Dieses  konstante  Verhältnis  

tan  n 

bezeichnet  man  nun  beim  zusammengesetzten  optischen  System, 
sofern  nur  Zentralstrahlen  bzw.  Strahlen  von  genügend  enger  Öff- 
nung für  die  Bilderzeugung  in  Betracht  kommen,  als  die  Brenn- 
weite des  Objektraumes  oder  die  vordere  Brennweite  f 
desselben;  es  ist  also  die  vordere  Brennweite  auch  gleichbedeutend 
mit  der  Entfernung  des  vorderen  Hauptpunktes  vom  vorderen 
Brennpunkte.  Rechnet  man  z‘  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
der  Punkt  B'  über  oder  unter  der  Axe  liegt,  und  ferner  u positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  die  Richtung  des  einfallenden  Strahles 
entgegen  dem  Sinne  oder  im  Sinne  der  Uhrzeigerdrehung  von  der 
positiven  Richtung  der  Axe  abweicht,  so  erkennt  man  aus  Fig.  202 
leicht,  daß  z'  und  tan  u für  alle  Strahlen  gleiches  Vorzeichen  be- 
sitzen, solange  H rechts,  d.  h.  in  der  positiven  Richtung  der  Axe 
von  F liegt.  Würde  dagegen  H links  von  F liegen,  so  würden 
z‘  und  tan  u für  alle  Strahlen  entgegengesetztes  Vorzeichen  be- 
sitzen. Demnach  hat  die  vordere  Brennweite  f einen  positiven 
oder  negativen  Wert , je  nachdem  die  vordere  Hauptebene  rechts 
oder  links  vom  vorderen  Brennpunkte  liegt 

ln  dem  zweiten,  durch  Fig.  203  dargestellten  Falle  gehört  zu 
jedem  Werte  von  z ein  ganz  bestimmter  Wert  von  n'.  Ändert  sich 
z,  so  ändert  sich  auch  die  durch  »'  bestimmte  Richtung  der 
parallelen  Strahlen  im  Bildraume.  Es  bleibt  dabei  aber  stets  das 
z 

Verhältnis  — ^ konstant,  da  dasselbe  unter  der  Voraussetzung 

von  Zentralstrahlen  in  jedem  Falle  die  Entfernung  f des  hinteren 
Hauptpunktes  H'  vom  hinteren  Brennpunkte  F‘  mißt.  Man  be- 

• z 

zeichnet  dieses  Verhältnis  — • als  die  Brennweite  des  Bild- 

fan «' 

raumes  oder  die  hintere  Brennweite  des  zusammengesetzten 
optischen  Systems.  Wie  man  leicht  erkennt  ist  auch  diese  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  die  hintere  Hauptebene  rechts  oder  links 
vom  hinteren  Brennpunkt  des  Systems  liegt  In  dem  durch  die 
Figuren  202  und  203  dargestellten  Falle  besitzt  demnach  f einen 
negativen  Wert,  während  gleichzeitig  f positiv  ist 

Wie  man  sieht,  kann  man  beim  zusammengesetzten  zentrierten 
optischen  System  die  beiden  Brennweiten  in  ganz  entsprechender 
Weise  auffassen  wie  im  Falle  der  Brechung  an  einer  einzigen 
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brechenden  Fläche,  wenn  man  nur  beachtet,  daß  es  beim  zu- 
sammengesetzten System  im  allgemeinen  zwei  nicht  zusammen- 
fallende Hauptebenen  gibt.  Es  stellt  sich  nämlich  die  vordere 
Brennweite  als  das  Verhältnis  der  Bildgröße  eines  unendlich  ent- 
fernten Objektes  zur  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels  dar, 
unter  welchem  dieses  Objekt  einem  Auge  direkt  erscheint.  Die 
hintere  Brennweite  läßt  sich  dagegen  auffassen  als  das  Verhältnis 
der  Größe  eines  in  der  vorderen  Brennweite  befindlichen  Gegen- 
standes zu  der  trigonometrischen  Tangente  der  scheinbaren  Größe 
seines  im  Unendlichen  entworfenen  Bildes. 

Diese  Definition  der  Brennweiten  des  zusammengesetzten 
optischen  Systems,  welche  zunächst  jedoch  nur  unter  der  Voraus- 
setzung von  Zentralstrahlen  gilt,  ist  wiederum  zuerst  von  Gauß 
aufgestellt  worden : sie  gestattet  unter  anderem,  auf  verhältnis- 
mäßig einfache  und  genaue  Weise  bei  einem  gegebenen  optischen 
System  die  Brennweiten  zu  messen.  Für  die  praktische  Aus- 
führung dieser  Messung  ist  es  nicht  nötig,  ein  unendlich  weit  ent- 
ferntes Objekt,  wie  etwa  die  Sonne  oder  den  Abstand  zweier 
Sterne  zu  verwenden,  sondern  es  genügt,  von  einem  Objekt  auf 
der  Erde,  welches  nicht  zu  nahe  an  dem  optischen  System  liegt, 
einmal  den  Gesichtswinkel  mit  Hilfe  eines  Theodoliten  zu  bestimmen, 
und  dann  mittelst  eines  genügend  genau  funktionierenden  Instru- 
mentes die  Größe  seines  Bildes  in  der  hinteren  Brennebene  zu 
messen.  Dies  kann  man  auch  zur  Ableitung  der  hinteren  Brenn- 
weite ausführen,  indem  man  in  diesem  Falle  die  Strahlen  von 
der  anderen  Seite  aus  in  das  optische  System  eintreten  läßt. 

Die  beiden  Hauptebenen  und  Brennpunkte  führen  nun  infolge 
ihrer  Eigenschaften  auch  beim  zusammengesetzten  System,  in 
ähnlicher  Weise  wie  bei  einer  einzigen  brechenden  Fläche  die 
eine  Hauptebene  mit  den  Brennpunkten,  zu  einer  sehr  einfachen 
Konstruktion  des  zu  einem  Objekt  PQ  gehörenden  Bildes  1VQ‘. 
Im  Grunde  ist  es  dabei  nur  nötig,  das  Bild  Q‘  des  außerhalb  der 
Axe  liegenden  Objektpunktes  Q aufzusuchen.  Um  Q1  zu  finden, 
hat  man  zunächst  von  Q aus  einen  Strahl  parallel  der  Axe  zu 
konstruieren,  denselben  bis  zur  Hauptebene  £Y  des  Bildraumes 
fortzusetzeu  (vgl.  Fig.  204)  und  von  dem  Schnittpunkte  mit  dieser 
Hauptebene  aus  durch  den  Brennpunkt  F‘  des  Bildraumes  zu 
ziehen.  Darauf  muß  man  einen  zweiten  Strahl  von  Q durch  den 
Brennpunkt  F des  Objektraumes  legen,  denselben  bis  zur  Haupt- 
ebene des  Objektraumes  fortsetzen  und  von  seinem  Schnitt- 
punkte mit  dieser  Hauptebene  aus  parallel  zur  Axe  weiter 
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ziehen.  Die  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen  Bildstrahlen 
schneiden  sich  dann  in  dem  gesuchten  Bildpunkte  Q.  Die  Richtig- 
keit dieser  Konstruktion  folgt  einmal  aus  dem  Umstande,  daß  ein 
Strahl  im  einen  der  beiden  Räume  zur  Axe  parallel  läuft,  wenn 
er  im  anderen  durch  den  Brennpunkt  hindurchgeht,  und  ferner 
aus  der  Eigenschaft  der  beiden  Hauptebenen,  daß  die  Verbindungs- 
linie zweier  konjugierter  Punkte  innerhalb  derselben  stets  zur 
Axe  parallel  läuft  Die  angegebene  Konstruktion  des  Bildpunktes, 
welcher  zu  einem  außerhalb  der  Axe  liegenden  Objektpunkte  ge- 


hört, ist  immer  in  der  gleichen  Weise  auszuführen,  wie  auch  im 
speziellen  Falle  die  Hauptebenen  und  Brennpunkte  zueinander  liegen 
mögen. 

Aus  Fig.  204  erkennt  man  nun  ohne  Mühe,  daß  für  jedes 
zusammengesetzte  zentrierte  System  dieselben  Beziehungen  zwischen 
den  die  Lage  von  Objekt  und  Bild  bestimmenden  Größen  und  den 
Brennweiten  bestehen  wie  bei  einer  einzigen  brechenden  Fläche, 
sofern  man  nur  unter  s jetzt  die  Entfernung  des  Objektes  von  der 
Hauptebene  $ des  Objektraumes,  und  unter  *'  die  Entfernung  des 
Bildes  von  der  Hauptebene  W des  Bildraumes  versteht,  und  für 
diese  Strecken  in  der  gleichen  Weise  wie  früher  das  Vorzeichen 
bestimmt.  Man  hat  auch  hier  wieder  in  der  Figur 
jxfh  -v)  /aw  und  nrpjr 
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woraus  folgt 


f ft 

- + = — 1 (Hauptpunktsgleichung). 


Ferner  ist  JNFH^JQFP  und  JQTT  ^ iM'F'fT,  woraus  sich 
weiterhin  ergibt  für  die 


Lateral  Vergrößerung: 


f=* 

x r 


Die  letzten  beiden  Werte  von  ß führen  unmittelbar  zu 
x'rf  — f'f  (Brennpunktsgleichung). 

Denkt  man  vom  Axenpuukte  P des  Objektes  aus  einen  beliebigen 
Strahl  gezogen,  welcher  gegen  die  Axe  um  den  Winkel  w geneigt 
ist,  und  mit  Hilfe  der  Hauptebenen  seinen  durch  P*  gehenden 
konjugierten  Stmhl  konstruiert,  dessen  Neigung  gegen  die  Axe 
n‘  sein  möge  (vgl.  Fig.  204),  so  hat  das  Tangentenverhältnis  dieser 
beiden  Axenwinkel,  wie  man  ohne  weiteres  bestätigt,  für  jedes 
Paar  solcher  konjugierter  Strahlen  einen  konstanten  Wert,  den 
man  wiederum  als  Angularvergrößerung  bezeichnet  Aus  der  Figur 
ergibt  sich  leicht  als  Wert  der 


, , . „ tan  u s / 

Angularvergrößerung:  y~~. = , = — ' 

tanu  s xf 

Schließlich  erhält  man  auch  wieder  für  die 


x 

f 


Axialvergrößerung:  « = t 

d 


Man  kann  sich  auch  leicht  davon  Rechenschaft  geben,  daß 
der  bei  einer  einzigen  brechenden  Fläche  gefundene  Satz  von 
Lagrange  (vgl.  S.  636)  allgemein  für  jedes  zusammengesetzte 
zentrierte  optische  System  gilt  Verfolgt  man  nämlich  einen  Strahl, 
welcher  von  einem  Axenpunkte  P ausgeht,  durch  das  ganze 
System  hindurch,  indem  man  die  Winkel  «,  uu  «s.  »<s  . . . u‘  be- 
stimmt, um  welche  derselbe  beim  Durchgang  durch  die  aufeinander- 
folgenden Medien  mit  den  Brechungindizes  /«,  n ,,  iu,  >t3  . . . n‘ 
gegen  die  'Axe  geneigt  ist,  und  zieht  man  die  Größen  y,  yu  ;/*, 
r/s  . . . ij  eines  Objektes  in  P und  seiner  aufeinanderfolgenden 
Bilder  in  Betracht,  welche  nacheinander  durch  die  Brechung  der 
Zentralstrahlenbündel  an  den  aufeinanderfolgenden  Kugelflächen 
in  den  verschiedenen  Mitteln  entstehen  bzw.  entstehen  würden, 
wenn  die  Strahlen  nicht  vor  ihrer  Vereinigung  von  neuem  ge- 
brochen worden  wären,  so  muß  für  die  Brechung  an  jeder  Fläche 
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die  Lagrangeschen  Gleichung  Geltung  besitzen.  Man  hat  demnach 


n • y • tan u = • yt  • tan u t = n4  • //..  • tan iu  — Mj  • y s • tan  n3 
= . . . = n'  • y‘  • ton »«', 

wobei  infolge  der  vorausgesetzten  Kleinheit  der  Winkel  auch  diese 
selbst  für  ihre  trigonometrischen  Tangenten  gesetzt  werden  können. 
Aus  «•  ytanu  — ri  • y'  •tanu'  folgt  nun  zunächst  wieder,  daß 

ß~Y~  ",  auch  für  das  allgemeine  System  Geltung  hat.  Beachtet 


f oc  ( t 

man  ferner,  daß  ß—~  und  y— — so  folgt  weiterhin  die  allge- 
x f 

mein  gültige  wichtige  Beziehung  für  die  beiden  Brennweiten 


/*  n' 

Die  beiden  Brechungsindizes  n und  «'  sind  ihrer  Natur  nach 
positive  Größen,  so  lange  es  sich  nur  um  brechende  Flächen  in 
dem  System  handelt.  Man  wird  daher  durch  die  letzte  Formel 
zu  dem  Resultat  geführt,  daß  die  beiden  Brennweiten  stets  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen  besitzen,  und  außerdem  ihre  absoluten 
Werte  sich  wie  die  Brechungsindizes  des  ersten  und  letzten  Mittels 
verhalten.  Liegt  die  Hauptebene  des  Objektraumes  rechts  von 
dem  zugehörigen  Brennpunkte,  so  muß  im  Bildraume  die  Haupt- 
ebene sich  links  vom  Brennpunkte  befinden  und  umgekehrt.  Ins- 
besondere erkennt  man  auch  aus  der  Formel,  daß  die  absoluten 
Werte  der  beiden  Brennweiten  gleich  sind,  wenn  das  erste  und 
letzte  Mittel  gleichen  Brechungsindex  besitzen,  daß  dagegen  bei 
Verschiedenheit  der  Brechungsindizes  des  Objektraumes  und  Bild- 
raumes (wie  es  z.  B.  stets  bei  einer  einzigen  brechenden  Fläche 
der  Fall  ist)  niemals  Gleichheit  der  absoluten  Werte  der  beiden 
Brennweiten  eintreten  kann.  Diejenige  Brennweite  besitzt  immer 
die  größere  absolute  Länge,  welche  sich  auf  das  Mittel  mit  dem 
größeren  Brechungsindex  bezieht. 

Endlich  kann  man  sich  leicht  davon  Rechenschaft  geben,  daß 
auch  für  das  allgemeinste  zentrierte  optische  System  noch  die  Be- 
ziehungen 

« = ß'  und  - - = 1 
n . ß 

zwischen  den  drei  Vergrößerungen  Geltung 'besitzen. 

Da  die  Hauptebenen  stets  auf  entgegengesetzten  Seiten  der 
zugehörigen  Brennpunkte  bzw.  Brennebenen  liegen  müssen,  so  hat 
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man  im  allgemeinen  nur  zweierlei  verschiedene  zentrierte  brechende 
Systeme  mit  im  Endlichen  gelegenen  Brennebenen  und  Haupt- 
ebenen zu  unterscheiden.  Erstens  gibt  es  brechende  Systeme, 
bei  denen  die  Brennweite  des  Objektraumes  positiv,  die  Brennweite 
des  Bildraumes  dagegen  negativ  ist;  da  bei  denselben  die  Strahlen 
konvergenter  gemacht  werden,  indem  divergent  auf  das  System 
auffallende  Strahlen  entweder  konvergent,  parallel  oder  doch 
weniger  divergent,  konvergent  auffallende  Strahlen  dagegen  stets 
noch  konvergenter  aus  dem  Systeme  austreten,  so  bezeichnet  man 
derartige  Systeme  als  kollektive  brechende  Systeme,  oder 
auch  kurz  als  „Kollektivsysteme';  dieselben  sind  daran  zu  er- 
kennen, daß  die  Hauptebene  des  Objektraumes  in  der  Richtung 
der  einfallenden  Strahlen  von  der  Brennebene  des  Objektraumes 
entfernt  liegt.  Zweitens  hat  man  brechende  Systeme,  bei  denen 
die  Brennweite  des  Objektraumes  negativ,  die  Brennweite  des 
Bildraumes  dagegen  positiv  ist.  Da  bei  denselben  divergent  auf 
das  System  auffallende  Strahlen  noch  divergenter,  konvergent  auf- 
fallende Strahlen  dagegen  entweder  divergent,  parallel  oder  doch 
weniger  konvergent  aus  dem  Systeme  austreten,  die  Strahlen- 
bündel also  in  jedem  Falle  divergenter  gemacht  werden,  so  be- 
zeichnet man  derartige  Systeme  als  dispansive  brechende 
Systeme,  oderauch  kurz  als  „Dispansivsysteme“;  dieselben  sind 
daran  zu  erkennen,  daß  die  Hauptebene  des  Objektraumes  ent- 
gegen der  Richtung  der  einfallenden  Strahlen  von  der  Brennebene 
des  Objektraumes  entfernt  liegt. 

Außer  den  Brennpunkten  und  Hauptpunkten  eines  zusammen- 
gesetzten zentrierten  optischen  Systems,  welche,  wie  aus  den  bis- 
herigen Erörterungen  hervorgeht,  durch  ihre  gegenseitige  Lage  das 
System  schon  vollständig  charakterisieren,  kann  man  nun  nach 
dem  Vorgänge  von  Listing  noch  ein  drittes  Paar  von  Punkten 
einführen,  welche  für  die  Konstruktion  der  Bilder  in  manchen 
Fällen  besondere  Bequemlichkeit  und  Anschaulichkeit  mit  sich 
bringen.  Wie  die  Hauptpunkte  dadurch  ausgezeichnet  sind,  daß 
für  sie  die  Lateralvergrößerung  ß den  Wert  4*  1 besitzt,  was 
man  leicht  bestätigt,  so  gibt  es  im  allgemeinen  auch  ein  Paar 
von  Punkten,  für  welche  die  Angularvergrößerung  y den  Wert  -j- 1 
annimmt.  Aus  der  Formel  für  y folgt,  daß  dies  eintritt,  wenn 
x = — f und  dementsprechend  zugleich  x'  = — f ist.  Die  hier- 
durch bestimmten,  einander  konjugierten  Punkte  nennt  man  die 
„Knotenpunkte  des  optischen  Systems“.  Der  eine  der 
beiden  Knotenpunkte,  welcher  dem  Objektraume  angehört  und  in- 
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folgedessen  auch  als  „Knotenpunkt  des  Objektraumes“,  „er- 
ster Knotenpunkt“  oder  „vorderer  Knotenpunkt“  bezeich- 
net wird,  liegt  daher  zum  vorderen  Brennpunkte  genau  so  wie 
der  hintere  Brennpunkt  zum  hinteren  Hauptpunkte.  Der  „Knoten- 
punkt des  Bildraumes“,  „zweite  Knotenpunkt“  oder  „hin- 
tere Knotenpunkt“,  welcher  das  Bild  des  vorderen  Knoten- 
punktes darstellt,  liegt  dagegen  zum  hinteren  Brennpunkte  genau  so 
wie  der  vordere  Brennpunkt  zum  vorderen  Hauptpunkte.  In  Fig.  204 
auf  S.  677,  in  der  die  beiden  Knotenpunkte  eingetragen  und  mit 
K und  K'  bezeichnet  sind,  ist  also  . FK  — HF'  und  F'K'  — HF. 
Da  für  die  beiden  Knotenpunkte  die  Angularvergrößerung  den 
Wert  -f- 1 besitzt,  so  muß  jedem  Strahle,  welcher  im  Objektraume 
durch  den  vorderen  Knotenpunkt  geht  bzw.  nach  demselben  hin- 
zielt, im  Bildraume  ein  Strahl  entsprechen,  welcher  genau  dieselbe 
Richtung  besitzt  und  dabei  durch  den  hinteren  Knotenpunkt  geht 
bzw.  von  demselben  herzukommen  scheint.  Dies  ist  die  wichtigste 
Eigenschaft  der  beiden  Knotenpunkte,  welche  sie  als  bequemes 
Hilfsmittel  zur  geometrischen  Konstruktion  des  Bildpunktes  Q'  von 
einem  außerhalb  der  Axe  gelegenen  Punkte  Q ganz  besonders  ge- 
eignet erscheinen  läßt. 

Man  könnte  nun  auch  noch  ein  Paar  konjugierter  Punkte 
einführen,  welche  dadurch  charakterisiert  sind,  daß  für  sie  die 
Axialvergrößerung  a den  Wert  -j- 1 besitzt  Als  Brennpunktsab- 
stände derselben  würden  sich  aus  den  Formeln  für  a die  gleichen 
Werte  x=\- — ff  und  r‘  = Y — ff'  ergeben.  Diesen  Punkten 
kommt  aber,  ebenso  wie  den  von  Töpler  eingeführten  Punkt- 
paaren, welche  sich  aus  dem  Werte  — 1 für  die  Lateralvergröße- 
rung  und  die  Angularvergrößerung  ergeben  und  dementsprechend 
als  negative  Hauptpunkte  und  negative  Knotenpunkte  bezeichnet 
worden  sind,  eine  viel  geringere  Bedeutung  für  die  Bilderzeugung 
zu,  so  daß  man  sie  besser  ganz  außer  Betracht  läßt 

Die  drei  Paare  konjugierter  Punkte,  welche  als  die  Brenn- 
punkte, die  Hauptpunkte  und  die  Knotenpunkte  des  brechenden 
Systems  bezeichnet  worden  sind,  nennt  man  auch  die  „Kardinal- 
punkte“ desselben.  Wenn  auch  im  Grunde  zwei  von  diesen  drei 
Punktpaaren  ausreichen,  um  den  Ort  eines  Bildpunktes  auf  dem 
Wege  der  Konstruktion  zu  bestimmen,  so  ist  es  doch  oft  bequem, 
noch  eine  dritte  Möglichkeit  zur  Verfügung  zu  haben.  In  Fig.  204 
ist  denn  auch  tatsächlich  zur  Konstruktion  des  Bildpunktes  Q' 
von  diesen  drei  Möglichkeiten  Gebrauch  gemacht  worden. 
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Da  der  vordere  Knotenpunkt  K von  F den  Abstand  — f\  ' 
der  vordere  Hauptpunkt  H dagegen  von  F den  Abstand  -+-  f be- 
sitzt, so  ist  K von  H um  die  Strecke  — (f‘  f)  entfernt.  Der 
hintere  Knotenpunkt  K‘  hat  von  F‘  den  Abstand  — /',  der  hintere 
Hauptpunkt  H'  dagegen  von  F'  den  Abstand  -J -f'\  daher  ist  K‘ 
von  H'  um  die  gleiche  Strecke  — (f  -j-  f‘)  entfernt.  Hieraus  folgt 
aber,  daß  die  beiden  Knotenpunkte  voneinander  stets  denselben 
Abstand  besitzen  als  die  Hauptpunkte  voneinander.  Bezeichnet 
mau  den  Abstand  eines  Knotenpunktes  vom  Hauptpunkte  des 
gleichen  Raumes  mit  r,  so  hat  man  also 

r — — (f+f‘)  oder  f+f‘  = — r, 


eine  Beziehung,  welche  der  Form  nach  mit  der  Beziehung  zwischen 
den  Brennweiten  und  dem  Krümmungsradius  bei  einer  einzigen 
brechenden  Kugelfläche  übereinstimmt;  nur  hat  beim  allgemeinen 
System  r nicht  mehr  die  Bedeutung  des  Krümmungsradius  einer 
der  brechenden  Flächen. 

Bezeichnet  man  weiterhin  den  Abstand  des  Punktes  P im 
Objektraume  vom  vorderen  Knotenpunkte  mit  c,  und  den  Abstand 
des  konjugierten  Punktes  P‘  vom  hinteren  Knotenpunkte  mit  c*, 
und  rechnet  diese  Abstände  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  P 
bzw.  P'  in  der  Richtung  der  einfallenden  Stiahlen  oder  in  der 
dazu  entgegengesetzten  Richtung  von  K bzw.  K‘  entfernt  liegt, 
so  findet  man  weiter  leicht,  daß  c — s — r und  c‘  = s‘  — r ist. 
Diese  Beziehungen  wurden  auch  schon  für  eine  einzige  brechende 
Fläche  gefunden,  bei  welcher  jedoch  die  beiden  Knotenpunkte  in 
einem  Punkte,  nämlich  dem  Krümmungsmittelpunkte  der  Kugel- 
fläche, vereinigt  waren. 

Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  KPQ  und  K'P'Q ‘ in 
Fig.  204  folgt  ferner,  daß  auch  ß = = — ist.  Da  nun  die 


8 tl 

Formeln  7=  , und  ß'Y  = —.  auch  beim  allgemeinen  Svstein  Gel- 

s n 

tung  haben,  so  ergibt  sich  die  allgemeine  Gültigkeit  der  früheren 
Formel  sowie  der  hieraus  abgeleiteten  Formeln 

8 S 


n‘  v n‘  — n 

x‘  s r ' 

n‘ 

s‘  X 1 / X f 


f- 


: r - ; 

n — n n — n 


n 


n 


n 
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wobei  n und  n‘  die  Brechungsindizes  des  ersten  und  letzten  Mittels, 
und  r den  Abstand  eines  Knotenpunktes  von  dem  Hauptpunkte 
desselben  Raumes  bedeuten. 

Schließlich  kann  man  sich  an  der  Hand  von  Fig.  205  davon 
überzeugen,  daß  auch  für  das  zusammengesetzte  optische  System 
die  Beziehung  z-\-z‘  — h Geltung  besitzt,  sofern  man  unter  z und 
z r*  die  Abstände  von  der  Axe  versteht,  in  denen  irgendein  Strahl 
die  Brennebene  des  Objektraumes,  und  sein  konjugierter  Strahl  die 
Brennebene  des  Bildraumes  schneidet,  und  unter  h den  Abstand 


von  der  Axe,  in  welchem  die  beiden  konjugierten  Strahlen  ihro 
zugehörigen  Hauptebenen  treffen.  Gleichzeitig  läßt  Fig.  205  er- 
kennen, auf  welche  Weise  man  unter  Benutzung  seines  Schnitt- 
punktes B mit  der  Brennebene  des  Objektraumes  zu  einem  beliebigen 
Strahle  dieses  Raumes  seinen  konjugierten  Strahl  im  Bildraume 
finden  kann. 

Es  hat  sich  also  ergeben,  daß  sämtliche  Relationen,  welche 
unter  der  Beschränkung  auf  Zentralstrahlen  bei  einer  einzigen 
brechenden  Kugelfläche  gefunden  worden  waren,  auch  für  das 
aus  beliebig  vielen  brechenden  Kugelflächen  zusammengesetzte 
dioptrische  System  gelten,  sofern  dasselbe  nur  zentriert  ist,  d.  h. 
also  die  Mittelpunkte  seiner  sämtlichen  brechenden  Flächen  auf 
ein  und  derselben  geraden  Linie  liegen.  Nur  bedeutet  dabei  r 
nicht  den  Radius  einer  Kugelfläche,  sondern  den  Abstand  eines 
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Knotenpunktes  vom  Hauptpunkte  des  gleichen  Raumes.  Außer- 
dem sind  die  Abstände  s und  s'  konjugierter  Axenpunkte  jetzt 
nicht  von  demselben  Punkte,  sondern  jeder  von  dem  Hauptpunkte 
seines  Raumes  aus  zu  rechnen.  In  entsprechender  Weise  sind 
ihre  Abstände  c und  c'  von  den  zugehörigen  Knotenpunkten  zu 
nehmen. 

Während  es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  daß  die  Größe  r 
Bei  einer  einzigen  brechenden  Fläche  nicht  den  Wert  Null  an- 
nehmen kann,  ist  dies  beim  zusammengesetzten  Systeme  sehr  wohl 
möglich.  Hierzu  ist  infolge  von  r = — (f -)- f‘)  nur  nötig,  daß 
f‘  = — /'wird,  d.  h.  also  daß  die  absoluten  Größen  der  beiden 
Brennweiten  einander  gleich  sind.  Dieser  Fall  tritt  nach  der  Re- 
f 71 

lation  p = — , jedesmal  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  das  vor 

der  ersten  und  das  hinter  der  letzten  brechenden  Fläche  des 
Systems  befindliche  Medium  den  gleichen  Brechungsindex  besitzen. 
Dann  fällt  also  jeder  der  beiden  Knotenpunkte  mit  dem  Haupt- 
punkte des  gleichen  Raumes  zusammen. 

Liegen  dagegen  die  Knotenpunkte  von  den  zugehörigen  Haupt- 
punkten entfernt,  wie  es  stets  der  Fall  ist,  wenn  das  erste  und 
letzte  Mittel  verschiedene  absolute  Brechungsindizes  besitzen,  so 
haben  sie  wenigstens  untereinander  den  gleichen  Abstand  wie  die 
Hauptpunkte  bzw.  Hauptebenen. 

Der  Abstand  zwischen  den  beiden  Hauptebenen  kann  sehr 
verschieden  groß  sein.  Er  kann  so  groß  ausfallen,  daß  die  beiden 
Hauptebenen  die  Brennebenen  zwischen  sich  einschließen ; dies 
findet  z.  B beim  zusammengesetzten  Mikroskop  statt,  wie  sich 
später  heraussteilen  wird.  Der  Abstand  zwischen  den  Haupt- 
ebenen kann  aber  auch  verschwindend  klein  sein,  so  daß  sowohl 
die  beiden  Hauptpunkte  als  auch  die  beiden  Knotenpunkte  in  je 
einen  Punkt  zusammenfallen;  dies  findet,  wie  schon  oben  hervor- 
gehoben wurde,  u.  a.  bei  einer  einzigen  brechenden  Fläche  statt. 
Man  kann  nun  ein  jedes  zentrierte  dioptrische  System  zunächst 
genau  so  behandeln  wie  tune  einzige  brechende  Fläche.  Hierzu 
ist  nur  nötig,  daß  man  vor  der  Konstruktion  der  Bilder  den 
ganzen  Bildraum  um  den  Abstand  der  beiden  Hauptebenen  von- 
einander in  der  positiven  oder  negativen  Richtung  der  Axe  so 
weit  verschiebt,  bis  die  Hauptebene  des  Bildraumes  mit  der  Haupt- 
ebene des  Objektraumes  zusammenfällt,  wodurch  dann  natürlich 
auch  die  beiden  Knotenpunkte  zum  Zusammenfallen  gebracht  sind. 
Dann  hat  man  Verhältnisse  geschaffen,  wie  sie  einer  einzigen 
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brechenden  Fläche  zukommen,  deren  Scheitel  mit  dem  Hauptpunkte 
und  deren  Krümmungsmittelpunkt  mit  dem  Knotenpunkte  des  Ob- 
jektraumes des  zusammengesetzten  Systems  übereinstimmt.  Hat 
man  dann  zunächst  in  der  bei  der  Behandlung  einer  einzigen 
brechenden  Kugelfläche  beschriebenen  einfachen  Weise  die  Bilder 
konstruiert,  so  braucht  man  nur  hinterher  die  ursprüngliche  Ver- 
schiebung des  ganzen  Bildraumes  durch  eine  entgegengesetzt 
gleiche  Verschiebung  wieder  rückgängig  zu  machen,  um  die  rich- 
tige Lage  der  vom  Systeme  erzeugten  Bilder  zu  erhalten. 

Die  Größe  r = — (/'-j-/'1)  kann  nun  schließlich  auch  einen 
unendlich  großen  Wert  annehmen;  dann  muß  infolge  der  Bezieh- 
ung zwischen  Brennweiten  und  den  Brechungsindizes  des  ersten 
und  letzten  Mittels  jede  der  beiden  Brennweiten  unendlich  groß 
sein.  Wenn  bei  einem  derartigen  Systeme  gleichzeitig  die  beiden 
Brennpunkte  ins  Unendliche  gerückt  sind,  so  bezeichnet  man  das- 
selbe als  ein  „teleskopisches  System“.  Da  bei  den  teleskopi- 
schen  Systemen,  welche  übrigens  auch  für  die  Medizin  in  mehr- 
facher Hinsicht  Bedeutung  besitzen,  die  allgemeinen  Konstruktionen 
und  Formeln  nicht  angewendet  werden  können,  so  erfordern  die- 
selben eine  besondere  Behandlung. 

2.  Teleskoplsche  Systeme. 

a)  Sie  brechende  Ebene. 

Das  einfachste  teleskopische  System  stellt  eine  ebene  brechende 
Fläche  dar.  Daß  bei  dieser  die  Brennebenen  ins  Unendliche  ge- 
rückt sind,  erkennt  man  unmittelbar  daraus,  daß  einem  Bündel 
paralleler  Strahlen  in  dem  einen  Raume  infolge  der  gleichen 
Brechung  aller  Strahlen  stets  ein  eben  solches  Bündel  im  anderen 
Raume  entspricht.  Fallen  insbesondere  die  Strahlen  senkrecht  auf 
die  brechende  Ebene  auf,  so  gehen  sie  ungebrochen  in  dem  anderen 
Mittel  weiter.  Infolgedessen  wird  von  einem  leuchtenden  zur 
brechenden  Ebene  parallelen  Objekte  PQ  bei  Beschränkung  auf 
Zentralstrahlen  immer  ein  gleich  großes  und  aufrechtes  Bild  PQ' 
erzeugt  (vgl.  hierzu  Fig.  206).  Es  besitzt  demnach  bei  einer  ein- 
zigen brechenden  Ebene  die  Lateralvergrößerung  ß den  konstanten 
Wert  — f-  1,  wo  sich  auch  das  Objekt  befinden  möge.  Jedes  Paar 
konjugierter  Ebenen  hat  also  hier  die  Eigenschaft,  welche  beim 
allgemeinen  zentrierten  System  nur  den  beiden  Hauptebenen  bzw. 
bei  einer  einzigen  brechenden  Kugelfläche  der  zwei  zusammen- 
fallende konjugierte  Ebenen  darstellenden  Hauptebene  zukommt. 
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Die  brechende  Ebene  zeichnet  sich  vor  den  anderen  Paaren  von 
Hauptebenen  nur  dadurch  aus,  daß  auch  in  ihr  beide  Zusammen- 
fällen. 

Bestimmt  man  die  Lage  von  Objekt  und  Bild  durch  ihre  Ab- 
stände s und  s'  von  der  brechenden  Ebene,  so  hat  man  nach 
dem  früheren  (vgl.  S.  682  und  Fig.  204)  zwischen  beiden  die  Be- 

ziehung  ' so  daß  s'  = s ist.  Das  Bild  liegt  also  näher 

n n n 

an  der  brechenden  Ebene  oder  weiter  von  ihr  entfernt  als  das 
Objekt,  je  nachdem  der  Index  des  Bildraumes  kleiner  oder  größer 


Fig.  206 


w'ie  der  des  Objekt  raumes  ist.  Dabei  befindet  es  sich  stets  mit 
dem  Objekte  auf  der  gleichen  Seite  der  brechenden  Ebene,  ist  also 
virtuell,  wenn  das  Objekt  reell,  und  reell,  wenn  das  Objekt  virtuell  ist. 

Zu  der  gleichen  Beziehung  wie  der  zwischen  s'  und  s wird 
man  auch  geführt,  wenn  man  die  Abstände  I und  £'  des  Objektes 
und  Bildes  von  zwei  konjugierten  Ebenen  in  Betracht  zieht.  Sind 
nämlich  für  ein  bestimmtes  Paar  konjugierter  Ebenen  s,  und  s\ 
ihre  Abstände  von  der  brechenden  Ebene,  so  hat  man  dann  für 
die  Abstände  und  s'f  eines  anderen  Paares  konjugierter  Punkte 
bzw.  Ebenen  von  der  brechenden  Ebene  die  Werte  st  -f-  £ und 


i“.  Da  nun  sowohl  \ — Ä‘  als  auch  — 


s',  g|  4-  ? 


sein  muß. 
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£'  $ 

so  erhält  inan  durch  Subtraklion  die  Beziehung  . — ' , wodurch 

n n 

die  obige  Behauptung  erwiesen  ist. 

Faßt  man  die  beiden  Objekte  als  zwei  verschiedene  Lagen 

V 1 V 

desselben  Objektes  auf,  so  stellt  nach  dem  früheren  — — 1 , oder 

<ss  si 

£' 

- die  Axialvergrößerung  a dar.  Dieselbe  hat  also  bei  einer  ein- 


zigen brechenden  Ebene  den  konstanten  Wert  — , der  hier  sogar 
für  beliebige  endliche  Verrückungen  von  Objekt  und  Bild  gilt. 

Die  Angularvergrößerung  y = y~~  wird  auch  im  vorliegenden 

Falle  durch  den  Quotient  .gemessen,  wie  ohne  weiteres  aus  Fig.  206 
ersichtlich  ist.  Man  hat  daher  auch  für  y einen  konstanten  Wert, 
nämlich  y~ 

n 

Daß  zwischen  den  drei  Vergrößerungen  die  allgemeinen  Be- 
ziehungen = a = V ßi  und  * J = 1 noch  Geltung  besitzen, 

71  II  p 

ist  aus  den  Werten  derselben  ohne  weiteres  zu  erkennen. 


bi  Aus  mehreren  brechenden  Ebenen  zusammengesetzten  System. 

Wenn  sich  ein  optisches  System  aus  lauter  brechenden  Ebenen 
zusammensetzt,  so  ist  es  ebenfalls  teleskopisch.  Der  Beschränkung 
auf  zentrierte  Systeme  entsprechend  hat  man  dabei  anzunehmen, 
daß  sämtliche  brechende  Ebenen  einander  parallel  laufen;  als  Axe 
des  Systems  greift  man  dann  irgendeine  auf  den  sämtlichen  Ebenen 
senkrecht  stehende  Gerade  heraus. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ergibt  sich  zunächst  auch  bei 
diesem  komplizierteren  teleskopischen  System  für  die  Lateralver- 
größerung der  konstante  Wert  /?=-)-  1 bei  jeder  Lage  von  Objekt 
und  Bild. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  des  zu  einem  beliebigen  Objekte 
gehörenden  Bildes  wird  man  dann  weiterhin  zu  einer  entsprechenden 
Beziehung  geführt  wie  bei  einer  einzigen  brechenden  Ebene.  Handelt 
es  sich  z.  B.  um  ein  aus  drei  parallelen  Ebenen  bestehendes  System 
mit  den  aufeinander  folgenden  Brechungsindizes  n,  nl:  und 

so  wird  von  einem  Objekte  i%)  durch  die  erste  Ebene  (vgl. 
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Fig.  207)  zunächst  ein  Bild  P^Qi  erzeugt.  Dieses  Bild  stellt  für 
die  Brechung  an  der  zweiten  Ebene  (L  das  Objekt  dar  und  gibt 
zu  einem  weiteren  Bilde  PiQi  Veranlassung.  Schließlich  erzeugt 
die  dritte  brechende  Ebene®»  von  letzterem  das  Bild  lyQ',  welches 
dem  ursprünglichen  Objekte  PQ  in  bezug  auf  das  ganze  System 
koordiniert  ist.  Von  einer  zur  Axe  senkrechten  Ebene  53,  welche 
einen  beliebigen  anderen  Ort  im  Objektraume  besitzen  möge,  erzeuge 
das  aus  den  drei  brechenden  Ebenen  bestehende  System  durch 
Vermittlung  der  entsprechenden  Zwischenbilder  53j,53«  das  Gesamt- 
bild 53'  (vgl.  Fig.  207).  Bezeichnet  man  die  Abstände  des  Objekts 


Fig.  207 


PQ  bzw.  der  Bilder  desselben  von  der  Ebene  53  hzw.  deren  Bildern 
nacheinander  mit  £,£,,£»  und  wie  es  in  Fig.  207  angedeutet  ist, 

? t ? 

so  gilt  nach  dem  früheren  - 

ii  n,  n-2  n 

Man  hat  also  zwischen  I und  i"  genau  die  gleiche  Beziehung 
wie  bei  einer  einzigen  brechenden  Ebene  zwischen  den  Abständen 
konjugierter  Punkte  von  der  brechenden  Ebene  bzw.  von  zwei 
anderen  konjugierten  Ebenen.  Um  den  Ort  des  Bildes  eines  irgend- 
wo auf  der  Axe  gelegenen  Gegenstandes  ableiten  zu  können,  muß 
man  sich  daher  zunächst  zwei  für  das  ganze  System  konjugierte 
Ebenen  verschaffen,  welche  man  dann  für  alle  Lagen  von  Objekt 
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und  Bild  als  „ Bezugsebenen“  verwendet  Der  Einfachheit  halber 
empfiehlt  es  sich  z.  B.,  als  Bezugsebene  des  Objektraumes  die  erste 
brechende  Ebene  einzuführen,  dann  braucht  man  sich  nur  noch 
deren  Bilder  zu  verschaffen,  welche  durch  die  Brechung  an  den 
übrigen  Ebenen  entstehen.  Man  kann  auch  als  Bezugsebene  des 
Bildraumes  die  letzte  brechende  Ebene  verwenden,  dann  ist  die 
zugehörige  Ebene  des  Objektraumes  so  gelegen,  daß  ihr  durch  das 
ganze  System  erzeugte  Bild  mit  der  letzten  brechenden  Ebene  zu- 
sammenfällt, bzw.  daß  sie  das  Bild  der  letzteren  bei  entgegen- 
gesetzter Richtung  des  einfallenden  Lichtes  darstellt  Bei  nur 
zwei  brechenden  Ebenen  S,  und  ©.,  welche  den  Abstand  d be- 
sitzen und  drei  Mittel  von  den  Indizes  n,  nt  und  n voneinander 
trennen  mögen,  könnte  man  demnach  entweder  die  brechende 

Ebene  Gt  und  eine  im  Abstande  — d vor  (?..  liegende  Ebene,  oder 


eine  im  Abstande  — d hinter  6,  liegende  Ebene  und  die  brechende 

»i 

Ebene  G>  als  Bezugsebenen  verwenden. 

Denkt  man  in  Fig.  207  das  Objekt  PQ  ursprünglich  in  der 
Bezugsebene  93  gelegen  und  dann  nach  seinem  wirklichen  Ort 
verschoben,  so  rückt  auch  sein  Bild  aus  der  Bezugsebene  93'  nach 
der  Stellung  P“Q‘.  Daraus  geht  aber  unmittelbar  hervor,  daß 
auch  bei  einem  teleskopischen  System,  welches  sich  aus  beliebig 
viel  einander  parallelen  brechenden  Ebenen  zusammensetzt,  die 

Axialvergrößerung  1 den  konstanten  Wert  " besitzt,  wobei  auch 

hier  die  Verrückungen  der  konjugierten  Punkte  beliebig  ausgedehnt 
sein  können. 

Mit  Hilfe  der  Bezugsebenen  93  und  93'  kann  man  nun  auch 
leicht  zu  jedem  durch  einen  Axenpunkt  P gehenden  Strahl  den 
konjugierten  Strahl  durch  P konstruieren.  Man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  nur  von  dem  Schnittpunkte  B des  Obiektstrahles  mit 
der  Bezugsebene  93  eine  Gerade  parallel  der  Axe  bis  zum  Schnitt- 
punkte B'  der  anderen  Bezugsebene  93'  (vgl.  Fig. 207)  zu  ziehen; 
dann  sind  infolge  des  konstanten  Wertes  + 1 für  die  Lateralver- 
größerung auch  B und  B‘  konjugierte  Punkte;  der  zu  PB  konju- 
gierte Strahl  verbindet  daher  P‘  mit  B‘.  Bezeichnet  man  wieder 
die  Axenwinkel  beider  Strahlen  mit  u und  u\  so  folgt  hieraus 
weiter,  daß  das  als  Angularvergrößerung  y bezeichnete  Verhältnis 

H durch  t,  d.  h.  also  durch  den  konstanten  Wert  "/gemessen 


tan  u " £'  ’ 
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wird,  wie  es  schon  bei  einer  einzigen  brechenden  Ebene  gefunden 
wurde. 

In  dem  speziellen  Falle,  daß  das  erste  und  letzte  Mittel  gleichen 
absoluten  Brechungsindex  besitzen,  nehmen  alle  drei  Vergrößerungen 
den  konstanten  Wert  -)- 1 an , so  daß  dann  in  keiner  Hinsicht 
eine  Vergrößerung  durch  das  System  erzielt  wird.  Das  Bild  ist 
dem  Objekte  kongruent  und  unterscheidet  sich  von  dem  letzteren 
nur  durch  den  Ort  auf  der  Axe.  Da  in  diesem  Falle  £'  = £ ward, 
so  haben  Objekt  und  Bild  von  ihren  Bezugsebenen  gleiche  Ent- 
fernung und  besitzen  daher  für  alle  Lagen  des  Objektes  auf  der 
Axe  einen  gegenseitigen  Abstand,  welcher  dem  Abstande  der  beiden 
Bezugsebenen  gleich  ist.  Bei  einer  planparallelen  Platte  von  der 
Dicke  d und  dem  Brechungsindex  welche  sich  in  einem  Mittel 
vom  Brechungsindex  n eingebettet  findet,  beträgt  dieser  Abstand, 

71 T) 

wie  man  leicht  bestätigen  wird,  — d\  je  nachdem  n größer 

ni 

oder  kleiner  als  ist,  erscheint  also  das  Bild  um  diese  Strecke 
in  der  Richtung  oder  entgegengesetzt  der  Richtung  des  einfallen- 
den Lichtes  verschoben. 

e)  Zusammensetzung  nlchlteleskoplscher  Systeme  za  einem  tele- 
skopischen  System. 

Außer  durch  eine  Folge  brechender  Ebenen  kann  nun  auch 
bei  der  Zusammensetzung  nichtteleskopiseher  Systeme  unter  Um- 
ständen ein  teleskopisches  System  entstehen.  Handelt  es  sich 
zunächst  um  zwei  beliebige  zentrierte  nichtteleskopische  Systeme, 
so  wird  stets  aus  ihnen  ein  teleskopisches  System  hervorgehen, 
wenn  man  sie  so  gegeneinander  montiert,  daß  ihre  Axen  sich  decken 
und  außerdem  der  vordere  Brennpunkt  des  zweiten  Systems  mit 
dem  hinteren  Brennpunkte  des  ersten  Systems  zusammenfällt-  Denn 
es  werden  dann  auf  das  erste  System  auffallende  parallele  Strahlen 
durch  einen  Punkt  seiner  hinteren  Brennebene  geschickt  und,  da 
diese  zugleich  die  vordere  Brennebene  des  zweiten  Systems  dar- 
stellt, von  letzterem  wieder  parallel  gemacht  Insbesondere  werden 
parallel  der  Axe  in  d;is  Gesamtsystem  eintretende  Strahlen  auch 
parallel  der  Axe  aus  demselben  austreten.  Es  ist  aber  leicht 
ersichtlich,  daß  dabei  der  austretende  Strahl  in  diesem  Falle  nicht 
mehr,  wie  bei  den  parallelen  brechenden  Ebenen,  die  Fortsetzung 
des  eintretenden  Strahles  zu  bilden  braucht,  sondern  von  der  Axe 
in  einem  größeren  oder  kleineren  Abstande  verlaufen  kann  wie 
der  eintretende.  Daraus  geht  hervor,  daß  bei  einem  derartigen 
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Systeme  die  Lateralvergrößerung  zwar  ebenfalls  konstant  sein 
muß,  daß  sie  aber  in  der  Regel  nicht  mehr  den  Wert  -f- 1 haben 
wird. 

Fig.  208  veranschaulicht  den  Fall,  daß  zwei  mit  1 und  2 
numerierte  Kollektivsysteme  so  zu  einem  zentrierten  Systeme  zu- 
sammengesetzt sind,  daß  der  vordere  Brennpunkt  I\  des  zweiten 
Systems  mit  dein  hinteren  Brennpunkte  F\  des  ersten  Systems 
zusammenfällt,  und  demnach  auch  die  zugehörigen  Brennebenen 
5«  und  %\  sich  decken.  Um  zu  einem  Bündel  paralleler  Strahlen 


das  konjugierte  Bündel  im  Bildraume  zu  konstruieren,  braucht  man 
nur  den  Strahl  des  einfallenden  Bündels  herauszugreifen,  welcher 
durch  den  vorderen  Brennpunkt  Fy  des  ersten  Systems  geht.  Vom 
Schnittpunkte  desselben  mit  der  vorderen  Hauptebene  £> , des  ersten 
Systems  hat  man  dann  eine  Parallele  zur  Axe  zu  ziehen,  dieselbe 
bis  zur  hinteren  Hauptebene  des  zweiten  Systems  fortzusetzen, 
und  von  da  aus  durch  den  hinteren  Brennpunkt  F'.2  des  zweiten 
Systems  zu  ziehen  (vgl.  die  Figur);  dann  stellt  dieser  letzte  Strahl 
den  Bildstrahl  des  einfallenden,  durch  F{  gehenden  Strahl  dar  und 
gibt  zugleich  die  Richtung  des  konjugierten  Parallelbündels  im 
Bildraume  ab.  Weiterhin  wird  der  Schnittpunkt  C der  zur  Axe 
parallelen  Geraden  mit  der  gemeinsamen  Brennebene  in 
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einfacher  Weise  die  Konstruktion  der  übrigen  Bildstrahlen  des 
Bündels  ermöglichen.  Zu  diesem  Zwecke  braucht  man  nur  für 
jeden  Strahl  des  einfallenden  Parallelbündels  von  seinem  Schnitt- 
punkte mit  der  Hauptebene  §,  aus  parallel  zur  Axe  bis  zur  Haupt- 
ebene von  da  durch  C bis  zur  Hauptebene  nun  parallel 
zur  Axe  bis  zur  Hauptebene  •£>'.,  weiter  zu  gehen,  und  schließlich 
von  aus  parallel  der  vorher  gefundenen  Richtung  den  konjugierten 
Strahl  im  Bildraume  zu  ziehen.  Diese  Konstruktion  ist  in  Fig.  208 
für  zwei  weitere  Strahlen  ausgeführt  worden. 

Da  zwei  konjugieite  Strahlen  die  Axe  in  konjugieiten  Punkten 
schneiden  müssen,  so  gewinnt  man  auf  diese  Weise  zugleich  für 
irgendeinen  Punkt  P auf  der  Axe  (vgl.  die  Figur)  den  Bildpunkt  P\ 
Insbesondere  erkennt  man,  daß  der  vordere  Brennpunkt  Fx  des 
ersten  Systems  den  hinteren  Brennpunkt  F‘t  des  zweiten  Systems 
bei  einem  derartig  zusammengesetzten  teleskopischen  System  zum 
Bildpunkte  hat. 

Um  zu  einem  außerhalb  der  Axe  gelegenen  Punkte  (z.  B.  Q in 
Fig.  208)  den  Bildpunkt  zu  konstruieren,  kann  man  zwei  Strahlen 
verwenden,  von  denen  der  eine  zur  Axe  parallel  läuft  und  der 
andere  durch  den  vorderen  Brennpunkt  Ft  des  ersten  Systems 
geht.  Der  erste  Strahl  ist  von  seinem  Schnittpunkte  mit  der 
hinteren  Hauptebene  £>',  des  ersten  Systems  aus  durch  den  ge- 
meinsamen Brennpunkt  F\ , Fi  zunächst  bis  zum  Schnittpunkte 
mit  der  vorderen  Hauptebene  £)2  des  zweiten  Systems,  und  dann 
weiter  parallel  zur  Axe  zu  ziehen.  Der  zweite  Strahl  ist  dagegen 
von  seinem  Schnittpunkte  mit  der  vorderen  Hauptebene  .£),  des 
ersten  Systems  aus  parallel  zur  Axe  bis  zu  der  hinteren  Haupt- 
ebene .yV  des  zweiten  Systems  fortzuführen,  und  von  da  durch 
den  hinteren  Brennpunkt  F't  des  zweiten  Systems  zu  ziehen. 
Unter  Verwendung  dieser  beiden  Strahlen  findet  sich  in  Fig.  208 
der  zum  Punkte  Q konjugierte  Bildpunkt  Q\  und  damit  das  Bild 
P‘Q‘  des  Objektes  1*Q  konstruiert. 

Bezeichnet  man,  wie  bisher,  die  Größen  des  Objektes  I'Q  und 
des  zugehörigen  Bildes  PQ‘  bzw.  mit  >j  und  >j\  so  kann  man  aus 
der  Konstruktion  in  Fig.  208  unmittelbar  für  die  Lateralvergröße- 
rung ß bei  einem  derartigen  teleskopischen  System  den  Wert  ab- 
leiten: 


Weiter  erkennt  man  leicht  aus  der  Figur,  daß  das  als  Angular- 
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Vergrößerung  y bezeichnete  Verhältnis  der  trigonometrischen  Tan- 
genten der  Axenwinkel  «'  und  n zweier  konjugierter  Strahlen  durch 
P und  P den  Wert  besitzt: 

tan  u‘  f. 

7 = lcmü  = f%' 

Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  die  unter  den  gleichen  Winkeln 
gegen  die  Axe  geneigten  Strahlen  durch  Ft  und  Ft  in  Betracht 
zu  ziehen.  Beide  Vergrößerungen  haben  also  konstante  Werte, 
die  für  jedes  Paar  konjugierter  Punkte  gelten. 

Bezeichnet  man  die  von  den  Brennpunkten  F\  und  Ft  des 
ersten  und  zweiten  Systems  nach  P und  7"  gezogenen  Strecken 

bzw.  mit  i und  so  lehrt  die  Figur  ferner,  daß  . = tanQFlP 

und  ^7 =tanQ‘F',P‘ . Beachtet  man,  daß  2i  QF,  P und  2i Q‘F? P' 

die  Axenwinkel  konjugierter  Strahlen  darstellen,  und  daher  das 
Verhältnis  ihrer  trigonometrischen  Tangenten  den  oben  angegebenen 
konstanten  Wert  besitzt,  so  folgt  hieraus  durch  Division  für  § 
und  £*  die  Beziehung 

£'  = -?=  & ? (Bildgleichung). 

y /i/j 

Diese  Beziehung  sagt  aus,  daß  die  Abstände  konjugierter  Punkte  von 
den  ebenfalls  als  konjugierte  Punkte  sich  darstellenden  Brennpunkten 
Fi  und  F stets  einander  proportional  bleiben.  Dabei  ist  aber  zu 
beachten,  daß  diese  beiden  Punkte  nur  Brennpunkte  der  einzelnen 
Systeme,  nicht  aber  Brennpunkte  des  Gesamtsystems  darstellen; 
denn  die  letzteren  fallen  ja  ins  Unendliche. 

Zieht  man  zwei  verschiedene  Lagen  des  Objektes  PQ  in  Be- 
tracht und  subtrahiert  die  zugehörigen  Bildgleichungen,  so  ergibt 
sich  schließlich  für  die  Axialvergrößerung  a der  konstante  Wert 


Man  gelangt  daher  auch  zu  der  gleichen  Beziehung,  wenn  man 
unter  | und  2?  nicht  die  Abstände  der  konjugierten  Punkte  P und 
P'  von  den  Brennpunkten  Fy  und  F',.  sondern  von  irgendwelchen 
anderen  konjugierten  Punkten  auf  der  Axe  des  Systems  versteht. 

Es  sind  also  auch  bei  dem  vorliegenden  allgemeineren  tele- 
skopischen  System  alle  drei  Vergrößerungen  konstant.  Zwischen 
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denselben  besteht  zunächst  wieder  die  Beziehung 
hat  man 


Fenier 


falls  das  Mittel  zwischen  den  beiden  nichtteleskopischen  Systemen 
den  Brechungsindex  n,  besitzt,  und  die  Brechungsindizes  des  ersten 
und  letzten  Mittels  n und  n‘  sind.  Schließlich  bestätigt  man  leicht, 

fl* 

daß  auch  die  Beziehung  «=  ß “ für  das  teleskopische  System 

Geltung  besitzt. 

Die  für  den  Fall  der  Zusammensetzung  zweier  Kollektivsysteme 
zu  einem  teleskopischen  Systeme  gefundenen  Konstruktionen  und 
Formeln  finden  natürlich  auf  jede  andere  teleskopische  Kombination 
zweier  nichtteleskopischer  Systeme  ohne  weiteres  Anwendung, 
sofern  man  dabei  nur  die  richtigen  Vorzeichen  der  vier  Einzel- 
brennweiten in  Rechnung  zieht.  Hat  man  es  z.  B.  mit  der  Kom- 
bination eines  Kollektivsystems  mit  einem  Dispansivsystem  zu 
tun,  wie  es  beim  Gallileischen  Fernrohr  der  Fall  ist,  so  müssen 
f.,  und  f1  gleiche  Vorzeichen  besitzen,  so  daß  ß positiv  und  die 
Bilder  alle  aufrecht  werden;  auch  y hat  dann  positives  Vorzeichen. 
Die  Axialvergrößerung  a hat  dagegen  für  alle  teleskopischen  Kom- 
binationen dioptrischer  Systeme  das  positive  Vorzeichen;  nur  wenn 
eins  der  beiden  Systeme  katoptrisch  ist,  also  z.  B.  wie  bei  dem 
Spiegelteleskop  aus  einem  sphärischen  Spiegel  besteht,  nimmt  « das 
negative  Vorzeichen  an,  weil  die  Brennweiten  eines  sphärischen 
Spiegels  nicht  nur  der  absoluten  Größe,  sondern  auch  dem  Vor- 
zeichen nach  gleich  sind.  Die  Zusammensetzung  zweier  Dispansiv- 
Systeme  ergibt  wieder  negatives  ß,  also  umgekehrte  Bilder,  ferner 
negatives  y und  positives  a. 

ln  den  meisten  Fällen  der  Zusammensetzung  zweier  nichttele- 
skopischer Systeme  zu  einem  teleskopischen  ist  nicht  nur  das 
erste  und  letzte  Mittel,  sondern  auch  das  Zwischenmittel  mit  dem 
Index  n,  die  Luft,  so  daß  alle  drei  Brechungsindizes  den  gleichen 
Wert  1 annehmen.  Infolgedessen  ist  dann  f\  — — f,  und  /",  = — 
und  die  obigen  Formeln  vereinfachen  sich  zu 


uud  r=(£;)Y 


Die  Angularvergrößerung  stellt  sich  in  diesem 
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Falle  einfach  als  reziproker  Wert  der  Lateralvergrößerung  dar,  so 
daß  man  sie  auch  durch  das  Verhältnis  von  Objektgröße  zu  Bild- 
größe messen  kann. 

Das  für  die  Medizin  wichtigste  Beispiel  eines  zusammenge- 
setzten teleskopischen  Systems  stellt  das  dioptrische  Fernrohr  dar. 
Das  sogenannte  astronomische  Fernrohr  besteht  im  wesentlichen 
aus  zwei  Kollektivsystemen,  die  man  bekanntlich  als  Objektiv  und 
Okular  voneinander  unterscheidet,  und  von  denen  das  Objektiv  in 
der  Regel  eine  wesentlich  größere  Brennweite  besitzt  wie  das 
Okular;  dasselbe  liefert  infolgedessen  nur  umgekehrte  im  Verhält- 
nis der  Brennweiten  des  Okulars  und  Objektivs  verkleinerte  Bilder. 
Es  kann  daher  mit  einem  Fernrohr  nicht  etwa  von  einem  Objekt 
ein  vergrößertes  virtuelles  Bild  erzeugt  werden;  die  Aufgabe  des- 
selben besteht  vielmehr  darin,  den  Gesichtswinkel,  unter  dem  ein 
Objekt  dem  unbewaffneten  Auge  sich  darbietet,  zu  vergrößern,  so 
daß  das  Objekt  dem  Auge  näher  gerückt  erscheint  Die  annähernd 
parallelen  Strahlen,  welche  von  dem  äußersten  Punkte  eines  fernen 
Objektes  aus  in  das  Objektiv  des  Fernrohrs  einfallen,  mögen  gegen 
die  Axe  desselben  unter  einem  Winkel  u geneigt  sein;  dann 
gilt  für  den  Winkel  u‘,  unter  welchem  die  aus  dem  Okular  aus- 
tretenden konjugierten  Strahlen  gegen  die  Achse  geneigt  sind,  nach 

dem  früheren  (vgl.  Fig.  208)  die  Beziehung  = — ^ = Y-  Da 

nun  die  Winkel  u und  u'  klein  genug  sind,  daß  sie  an  Stelle 
ihrer  Tangenten  gesetzt  werden  können,  so  gibt  daher  die  kon- 
stante Angularvergrößerung  y zugleich  das  Verhältnis  der  Gesichts- 
winkel an,  unter  welchem  ein  entferntes  Objekt  einmal  mit  Hilfe 
des  Fernrohrs  und  dann  mit  bloßem  Auge  erscheint.  Dieses  Ver- 
hältnis bezeichnet  man  aber  als  die  Vergrößerung  des  Fernrohrs. 
Aus  dem  Werte  für  y ist  ersichtlich,  daß  dieselbe  um  so  größer 
ist,  je  größere  Brennweite  das  Objektiv,  und  je  kleinere  das  Oku- 
lar hat 

Das  Gallil eisehe  Fernrohr  unterscheidet  sich  von  dem  astro- 
nomischen dadurch,  daß  das  Okular  ein  Dispansivsystem  ist.  Die 
Brennweite  f,  nimmt  daher  einen  negativen  Wert  an,  so  daß  die 
Vergrößerung  des  Fernrohrs  positiv  wird  und  dementsprechend  die 
Bilder  aufrecht  erscheinen. 

Auch  das  sogenannte  terrestrische  Fernrohr,  welches  aus  dem 
astronomischen  durch  Hinzufügen  eines  weiteren  Kollektivsystems 
zur  Aufrichtung  der  Bilder  hervorgegangan  ist,  kann  als  Kombi- 
nation eines  Kollektivsystems  und  eines  Dispansivsystems  aufge- 


Digitized  by  Google 


696 


Optik. 


faßt  werden:  denn  die  beiden  Kollektivsysteme,  welche  außer  dem 
Objektiv  des  Fernrohres  vorhanden  sind,  sind  zusammen  einem 
Dispansivsysteme  äquivalent,  dessen  vorderer  Brennpunkt  mit  dem 
hinteren  Brennpunkte  des  Objektivs  zusammen  fällt. 

3.  Zusammensetzung  zentrierter  brechender  Systeme. 

Wie  die  früheren  allgemeinen  Betrachtungen  über  zusammen- 
gesetzte zentrierte  Systeme  gezeigt  haben,  ist  ein  optisches  System 
in  bezug  auf  die  Art  und  Lage  seiner  Bilder  vollständig  bestimmt, 
sobald  man  seine  Hauptebenen  und  Brennebenen  aufgefunden  hat. 
Wenn  dieselben  nicht,  wie  bei  den  teleskopischen  Systemen,  ins 
Unendliche  fallen,  hat  man  daher  bei  der  Zusammensetzung  zweier 
oder  mehrerer  Systeme  vor  allen  Dingen  die  Aufgabe  zu  lösen, 
aus  den  Hauptebenen  und  Brennebenen  der  einzelnen  Systeme 
die  des  Gesamtsystems  abzuleiten.  Es  genügt,  die  Behandlung 
dieser  Aufgabe  für  die  Kombination  zweier  Systeme  auseinander- 
zusetzen, da  bei  einer  aus  mehr  als  zwei  Einzelsystemen  be- 
stehenden Kombination  die  Zusammensetzung  sich  durch  wieder- 
holte Anwendung  der  Regeln  und  Formeln  für  ein  zweigliedriges 
System  durchführen  läßt.  Bei  der  folgenden  Vereinigung  zweier 
Systeme  soll  nur  vorausgesetzt  sein,  daß  beide  Systeme  die  op- 
tische Axe  gemeinsam  haben,  und  jedes  für  sich  allein  zentriert  ist 

Alle  Größen  und  Punkte,  welche  sich  auf  das  eine  der  beiden 
Systeme  beziehen,  sollen  mit  dem  Index  1,  und  die  zu  dem  anderen 
System  gehörenden  Größen  mit  dem  Index  2 versehen  sein.  Da- 
gegen sollen  alle  Größen,  welche  dem  aus  beiden  zusammenge- 
setzten System  angehören,  ohne  Index  geschrieben  werden,  wie 
es  aus  Fig.  209  zu  ersehen  ist. 

Zur  Konstruktion  des  hinteren  Brennpunktes  F‘  des  ganzen 
Systems  denke  man  sich  im  Objektraume  einen  Strahl  parallel 
der  Axe  gezogen  (vgl.  Fig.  209);  dieser  ist  vom  Punkte  M\  der 
hinteren  Hauptebene  des  ersten  Systems  an  nach  dem  hinteren 
Brennpunkte  F\  dieses  Systems  zu  ziehen  und  bis  zum  Punkte  A/Ts 
der  vorderen  Hauptebene  •£).,  des  zweiten  Systems  fortzusetzen.  Von 
dem  in  gleicher  Höhe  liegenden  Punkte  der  hinteren  Haupt- 
ebene aus  setzt  sich  dann  endlich  der  Strahl  so  fort,  daß  er 
die  Axe  im  hinteren  Brennpunkte  F‘  des  ganzen  Systems,  und  die 
Verlängerung  des  ursprünglich  einfallenden,  der  Axe  parallelen 
Strahles  in  einem  Punkte  M‘  der  hinteren  Hauptebene  des 
ganzen  Systems  schneidet.  Die  schließlich  erreichte  Richtung  des 
Strahles  im  Bildraume  läßt  sich  nach  dem  früheren  mit  Hilfe  des 
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Punktes  B « ermitteln,  in  welchem  der  Strahl,  während  er  zwischen 
den  beiden  Systemen  verläuft,  die  vordere  Brennebene  des  zweiten 
Systems  durchschneidet;  man  kann  aber  auch  den  zu  M\  .lfä 
parallelen  Strahl  F.Q.,  (vgl.  die  Figur)  dazu  verwenden,  indem 
man  den  Punkt  B‘«  aufsucht,  in  welchem  der  von  Vs  aus  parallel 
der  Axe  zu  ziehende  Strahl  die  hintere  Brennebene  des  zweiten 
Systems  schneidet. 

Ferner  denke  man  sich  in  umgekehrter  Richtung  vom  Bild- 
raume aus  einen  zur  Axe  parallelen  Strahl  einfallend,  und  zwar  in 
derselben  Entfernung  von  der  Axe,  wie  sie  der  zuerst  in  Betracht 


Fig.  209 


gezogene  Strahl  hatte,  und  verfolge  denselben  durch  das  System  hin- 
durch. Dieser  Strahl  wird  vom  Punkte  Nt  der  Hauptobene  f>.>  des 
zweiten  Systems  aus  durch  den  Brennpunkt  F<  desselben  gehen  und 
schließlich  in  seinem  Endverlauf  von  der  Hauptebene  <£>,  des  ersten 
Systems  an  sowohl  den  vorderen  Brennpunkt  F als  auch  die 
vordere  Hauptebene  ■'0  des  ganzen  Systems  bestimmen.  Für  diesen 
Strahl  ist  die  Endrichtung  wiederum  entweder  unter  Verwendung 
seines  Schnittpunktes  B\  mit  der  hinteren  Brennebene  des  ersten 
Systems,  oder  unter  Zuhilfenahme  des  parallelen  Strahles  F\Q\ 
durch  den  hinteren  Brennpunkt  des  ersten  Systems  und  den  Schnitt- 
punkt By  seiner  zur  Axe  parallelen  Fortsetzung  mit  der  vorderen 
Brennebene  des  ersten  Systems  leicht  zu  konstruieren  (vgl.  Fig.  209). 

Aus  Fig.  209  ist  nun  ohne  weiteres  zu  erkennen,  daß  sowohl 
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das  Dreieck  FHM  dem  Dreieck  Fx  Hx  Rx,  als  auch  das  Dreieck 
Ft  Ho_  yt  dem  Dreieck  F*  F\  B\  ähnlich  ist,  und  daß  beide  Paare 
von  Dreiecken  das  gleiche  Verhältnis  ihrer  entsprechenden  Seiten 
besitzen.  Fenier  ist  auch  sowohl  das  Dreieck  F'H'M'  dem  Drei- 
eck F‘tH'tR't,  als  auch  das  Dreieck  F,  H\  M\  dem  Dreieck  F\ F*  1L 
ähnlich,  wobei  wiederum  die  beiden  Paare  von  Dreiecken  das 
gleiche  Seitenverhältnis  aufweisen. 

Es  ist  üblich,  bei  der  Zusammensetzung  zweier  Systeme  den 
Abstand  des  vorderen  Brennpunktes  F%  des  zweiten  Systems  von 
dem  hinteren  Brennpunkte  F\  des  ersten  Systems  „das  optische 
Intervall  beider  Systeme“  zu  nennen.  Bezeichnet  man  das- 
selbe durch  den  Buchstaben  J (vgl.  die  Figur)  und  rechnet  es  po- 
sitiv oder  negativ,  je  nachdem  F » rechts  oder  links,  d.  h.  also  in 
der  Richtung  oder  entgegen  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes 
von  F\  entfernt  liegt,  so  führt  die  Ähnlichkeit  der  obigen  Dreiecks- 
paare zu  folgenden  Formeln  für  die  durch  die  Strecken  FH  und  F‘H‘ 
(vgl.  Fig.  209)  gegebenen  Brennweiten  f und  f‘  des  ganzen  Systems: 

und  f=- f^/;. 

Das  Vorzeichen  von  f ist  negativ,  weil  bei  den  durch  Fig.  209 
dargestellten  Verhältnissen  H links  von  F liegt  und  ft,  ft  wie 
auch  das  optische  Intervall  positive  Werte  haben.  Dagegen  muß 
in  der  Formel  für  f*  das  positive  Vorzeichen  stehen,  weil  H‘  rechts 
von  F'  liegt,  und  sowohl  der  Zähler  trotz  des  negativen  Vor- 
zeichens von  und  als  auch  der  Nenner  4 im  vorliegenden 
Falle  positiv  sind. 

Ferner  ist  aus  der  Figur  zu  ersehen,  daß  auch  noch 
weitere  Ähnlichkeiten  von  Dreiecken  bestehen,  nämlich  einerseits 
FF1B,^F1H,Rl  und  F\  H\  Q\  «'j  Ft  F\  B\ , sowie  anderer- 
seits F'F%B\  F‘tH‘tHt  und  Ft H%  Q%  «'•j  F\  F%  Bt , und  daß 
einerseits  das  erste  und  zweite  Dreieckspaar,  und  andererseits  das 
dritte  und  vierte  Dreieckspaar  gleiche  Verhältnisse  ihrer  Seiten 
aufweisen. 

Bezeichnet  man  die  Strecken,  welche  vom  vorderen  Brenn- 
punkte Fi  des  ersten  Systems  nach  dem  vorderen  Brennpunkte  F 
des  ganzen  Systems  einerseits,  und  vom  hinteren  Brennpunkte  F't 
des  zweiten  Systems  nach  dem  hinteren  Brennpunkte  F‘  des  ganzen 
Systems  andererseits  ziehen,  beziehungsweise  mit  a und  <r*,  so  erhält 
man  aus  der  Ähnlichkeit  der  letzteren  Dreiecke  die  weiteren  Formeln: 
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und 


fjy. 


Wie  man  sieht,  hängen  diese  Strecken  außer  von  dem  optischen 
Intervalle  nur  noch  von  den  beiden  Brennweiten  je  eines  der 
beiden  Einzelsysteme  ab;  jede  behält  demnach  bei  alleiniger  Än- 
derung der  optischen  Eigenschaften  des  anderen  Systems  ihren 
Wert  bei,  sofern  nur  das  optische  Intervall  dabei  das  gleiche  ge- 
blieben ist. 

Wenn  auch  die  Lage  der  Brennpunkte  und  die  Größe  der 
Brennweiten  des  ganzen  Systems  genügen,  um  die  Hauptebenen 
desselben  festzustellen  und  für  jede  Lage  eines  Objektes  den  Ort 
des  vom  ganzen  System  entworfenen  Bildes  zu  bestimmen,  so 
empfiehlt  es  sich  doch  für  manche  Fälle,  noch  Formeln  anzugeben, 
welche  die  Lage  der  Hauptebenen  des  ganzen  Systems  unmittelbar 
abzuleiten  gestatten.  Bezeichnet  man  den  Abstaod  der  vorderen 
Hauptebene  des  zweiten  Systems  von  der  hinteren  Haupt- 
ebene des  ersten  Systems  mit  d,  ferner  den  Abstand  der  vor- 
deren\Hauptebene  $ des  ganzen  Systems  von  der  vorderen  Haupt- 
ebene des  ersten  Systems  mit  e und  den  Abstand  der  hinteren 
Hauptebene  .£>'  des  ganzen  Systems  von  der  hinteren  Haupt- 
ebene des  zweiten  Systems  mit  «'  und  rechnet  d positiv, 
wenn  in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes  von  $>[  entfernt 
liegt,  ferner  e bzw.  e'  positiv,  wenn  bzw.  ■£>'  ebenfalls  in  der 
Richtung  des  einfallenden  Lichtes  von  •£>,  bzw.  £>,  abliegt,  so 
kann  man  wiederum  mit  Hilfe  von  Paaren  ähnlicher  Dreiecke 
zu  Formeln  für  die  Größen  e und  e‘  gelangen.  Es  ist  zu- 
nächst MMl  Ar,  cvi  Ft  H1  R,  und  N%  .1/,'  N[  Ft F\  B\ , und  beide 
Dreieckspaare  haben  das  gleiche  Seitenverhältnis.  Ferner  ist 
M‘  .V'  3/,  co  F'%  H'%  R‘,t  und  M\  N%  cj  F\  F%  Bt , wobei  wiederum 
beide  Paare  das  gleiche  Seitenverhältnis  aufweisen.  Aus  diesen 
Dreiecken  folgt  nun,  wie  man  leicht  bestätigen  wird: 


fid 

J 


und  e* 


f'J 

J 


Unter  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  der  einzelnen  Größen 
erhält  man  die  zwischen  d und  J einerseits  und  f,  o,  e anderer- 
seits geltenden  Beziehungen 

j =d+r,-f, 

0 Jrf=*+t\ 

«*  f r= *'+/;• 
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Unter  Verwendung  des  Wertes  von  J läßt  sich  nach  dem  Vor- 
gänge von  Gullstrand*)  den  Formeln  für  die  Brennweiten  eines 
aus  zwei  optischen  Systemen  zusammengesetzten  zentrierten 
Systems  noch  eine  sehr  anschauliche  Deutung  geben,  welche  ganz 
besonders  geeignet  ist,  den  Vorteil  der  Dioptrienrechnung  in  helles 
Licht  zu  stellen. 

Die  Formel  für  f läßt  sich  zunächst  in  der  Form  schreiben: 

1 1 _£.J  1 .1. 

f flU  U fi  ft  U 

Ist  n der  Brechungsindex  des  vorderen  Mittels  des  ersten 
Systems  und  n,  der  des  hinteren  Mittels  desselben,  welches  gleich- 
zeitig das  vordere  Mittel  des  zweiten  Systems  und  demnach  das 

Mittel  zwischen  den  beiden  Systemen  darstellt,  so  ist  j = — - • 

Setzt  man  dies  in  die  obige  Formel  ein  und  multipliziert  darauf 
beide  Seiten  mit  n,  so  erhält  man 

n n . n,  d n n, 

f — fi  ' 7t~n,'Ti'T* 

fl 

Drückt  man  die  Brennweiten  in  Metern  aus,  so  bedeutet  y 

fl 

die  Brechkraft  I)  des  ganzen  Systems,  ferner  — die  Brechkraft  Dv 

ti 

71 

des  ersten,  und  / die  Brechkraft  /).,  des  zweiten  Systems.  Durch 

/ 4 

Division  mit  n,  wird  weiterhin  der  Abstand  d der  vorderen  Haupt- 
ebene des  zweiten  Systems  von  der  hinteren  Hauptebene  des 
ersten  Systems,  welcher  ja  gewissermaßen  eine  dem  Zwischen- 
mittel angehörende  Strecke  darstellt,  auf  den  luftleeren  Raum  re- 
duziert. Bezeichnet  man  diesen  reduzierten  Abstand  — mit  <L  so 

nz 

nimmt  schließlich  die  obige  Formel  die  einfache  Gestalt  an: 

D 7>i  -j-  Dt  — <f  • Di  • 1)* . 

Dabei  ist  auch  das  letzte  Glied  auf  der  rechten  Seite  in  Dioptrien 
auszudrücken,  weil  es  ebenfalls  die  Dimension  des  reziproken  Wertes 
einer  Länge  besitzt;  natürlich  ist  dabei  vorausgesetzt,  daß  auch 
die  Strecke  d in  Metern  gemessen  ist.  Wie  man  leicht  bestätigt, 

*)  Vgl.  Gullstrand,  über  die  Bedeutung  der  Dioptrie.  Archiv  für 
Ophthalmologie.  B.  49.  S.  4t>. 
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gelangt  man  zu  derselben  Beziehung,  wenn  man  von  der  Formel 
für  die  hintere  Brennweite  des  ganzen  Systems  ausgeht. 

Man  hat  also  das  Resultat,  daß  die  Brechkraft  eines  aus 
zwei  brechenden  Systemen  zusammengesetzten  optischen  Systems 
gleich  ist  der  Summe  der  Brechkräfte  der  einzelnen  Systeme  ver- 
mindert um  das  Produkt  aus  den  Brechkräften  der  einzelnen 
Systeme  und  dem  reduzierten  Abstande  der  vorderen  Hauptebene 
des  zweiten  Systems  von  der  hinteren  Hauptebene  des  ersten 
Systems.  Ist  der  Abstand  d der  genannten  Hauptebenen  Null  oder 
doch  wenigstens  so  klein,  daß  er  ohne  großen  Fehler  gegenüber 
den  übrigen  Strecken  vernachlässigt  werden  kann,  so  geht  die 
Formel  über  in  D = Dt  -f-  D* , d.  h.  es  ist  dann  die  Brechkraft 
des  ganzen  Systems  einfach  gleich  der  Summe  der  Brechkräfte  der 
einzelnen  Systeme. 

Die  angeführten  Formeln  reichen  nun  vollkommen  aus,  um 
bei  wiederholter  Anwendung  für  ein  ganz  beliebiges  zentriertes 
System  brechender  Flächen  die  Gesamtbrennweiten,  oder,  wie  man 
sie  auch  nennt,  die  Äquivalentbrennweiten  sowie  die  Lage  der 
Brennpunkte,  Hauptpunkte  und  Knotenpunkte  zu  berechnen.  Im 
Grunde  kann  man  hierzu  sogar  entweder  die  Formeln  für  c und  er*, 
oder  die  Formeln  für  s und  e'  entbehren;  diese  bieten  aber  zu- 
sammen ein  willkommenes  Mittel  zur  Prüfung  der  erhaltenen  Re- 
sultate und  insbesondere  der  Verwendung  der  Vorzeichen,  denen 
bei  der  Rechnung  ganz  besondere  Aufmerksamkeit  zuzuwenden  ist. 


III.  Beispiele  für  die  Bestimmung  und  Verwendung 
der  Kardinalpunkte  zentrierter  optischer  Systeme. 

1.  Der  optische  Apparat  des  menschlichen  Auges. 

Das  Auge  des  Menschen  und  vieler  Tiere  kann  mit  genügender 
Annäherung  als  ein  aus  nur  drei  brechenden  Flächen  bestehendes 
zentriertes  dioptriscbes  System  aufgefaßt  werden;  man  hat  dabei 
nur  die  Dicke  der  Hornhaut  zu  vernachlässigen  und  außerdem  das 
Innere  der  Linse  trotz  der  Zunahme  des  Brechungsindex  nach  der 
Mitte  zu  als  homogenes  Mittel  mit  einem  mittleren  Brechungsindex 
aufzufassen.  Die  erste  der  drei  brechenden  Flächen  bildet  dann 
die  Hornhaut,  die  zweite  die  Vorderfläche  und  die  dritte  die  Hinter- 
fläche der  Augenlinse.  Die  beiden  ersten  Flächen  sind  gegen 
das  in  das  Auge  einfallende  Licht  konvex,  die  dritte  dagegen  kon- 
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kav  gekrümmt.  Daher  sind  die  ersten  beiden  Krümmungsradien 
positiv,  der  dritte  aber  negativ  in  Rechnung  zu  ziehen.  Da  die 
Krümmungsradien  und  sonstigen  Strecken  im  Auge  natürlich  in- 
dividuellen Schwankungen  unterworfen  sind,  so  hat  man  aus  zahl- 
reichen Messungen  den  Durchschnitt  genommen,  um  damit  Ver- 
hältnisse herzustellen,  welche  nicht  zu  sehr  von  den  einzelnen 
Fällen  abweichen.  Das  diesen  Durchschnittswerten  entsprechende 
Auge  bezeichnet  man  als  „schematisches  Auge“.  Nach  den 
Angaben  von  Helmholtz*)  beträgt  bei  dem  für  unendliche  Ferne 
eingestellten  schematischen  Auge  der  Krümmungsradius  für  die 
Hornhaut  7,829  mm,  für  die  vordere  Linsenfläche  10  mm  und  für 
die  hintere  Linsenfläche  6 mm.  Zwischen  Hornhaut  und  vorderer 
Linsenfläche  ist  die  wässerige  Flüssigkeit  oder  das  Kammerwasser 
mit  dem  Brechungsindex  1,3365  vorhanden.  Den  gleichen  Brechungs- 
index weist  der  zwischen  hinterer  Linsenfläche  und  Netzhaut  ein- 
gelagerte sogen.  Glaskörper  auf,  während  der  Durchschnittswert 
der  Brechungsindizes  für  die  verschiedenen  Schichten  der  Augen- 
linse 1,4371  beträgt.  Da  das  Bild  eines  äußeren  Gegenstandes  auf 
der  Netzhaut  erzeugt  werden  muß,  wenn  deutliches  Sehen  statt- 
finden soll,  so  hefindet  sich  dasselbe  nicht,  wie  das  Objekt,  in 
Luft,  sondern  in  einem  Medium  vom  Brechungsindex  1,3365. 
Schon  hieraus  ist  nach  dem  früheren  zu  schließen,  daß  die  ab- 
soluten Werte  der  beiden  Gesamtbrennweiten  des  Auges  nicht 
gleich  groß  sein  können,  sondern  daß  vielmehr  die  hintere  Brenn- 
weite eine  1 ,3365  mal  so  große  Länge  besitzen  muß  wie  die  vordere. 
Um  die  Kardinalpunkte  der  einzelnen  Teilsysteme  und  schließlich 
auch  des  ganzen  schematischen  Auges  bestimmen  zu  können,  muß 
man  noch  in  Rechnung  ziehen,  daß  der  Scheitel  der  vorderen 
Linsenfläche  von  dem  Hornhautscheitel  nach  Helmholtz  um 
3,6  mm  entfernt  ist  und  die  Dicke  der  Augenlinse  bei  Akkommo- 
dation für  die  Ferne  ebenfalls  3,6  mm  beträgt. 

Für  die  Durchführung  der  Rechnung  empfiehlt  es  sich  nicht, 
zunächst  die  Hornhaut  mit  der  vorderen  Linsenfläche  zu  kom- 
binieren, sondern  es  entspricht  den  optischen  Verhältnissen  im 
Auge  mehr,  wenn  man  die  Kardinalpunkte  der  Augenlinse  für  sich 
berechnet  und  dann  die  letztere  mit  der  Hornhaut  zusammensetzt. 
Man  gewinnt  dadurch  zugleich  einen  Einblick  in  das  optische  Ver- 
halten des  aphakischen  Auges,  wie  schon  früher  (vgl.  S.  647)  her- 
vorgehoben wurde. 

*)  Handbuch  der  physiologischen  Optik.  II.  Aufl.  S.  140. 
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Aus  den  obigen  Angaben  berechnet  sich  für  die 
Hornhaut 

IS, 1,3365  • 7 

' “ _ 0,336: 

1,3365-10 


j.  I 7,829  , n - ctn n 

f‘  — — 1'3?’a'.7’8?9  mm  = — 31,095  mm 

UjODOÖ 


vordere  Linsenfläche 


^=+-W  ”'m=+132'853  ”"‘ 

,,  1,4371-10 

^ ---Ö^ÖÖ6-W,W,=-142’853  mm 

. , 1,4371 -(—6)  , „10 

f=+  — 0,1006~m'w  = + 80'712  "* 


hintere  Linsenfläche 

J=  l3,6+( — 142,853) — 85,712]mm= — 224,965  mm 


,,  1,3365  •( — 6)  -riTio 

r=~  -0,1006  — <8,713 


ganze  Linse 


, 132,853-85,712  , 

f=~  - ään.air-  mm  = + 50,61 7 mm 


224, y65 


=+ 

- 224,965 

=+ 

132,853 -(—142,853) 

• 224,965 

__ 

85.712 -(—79,712) 

_ . mm 

— 224,965 


mm  ~ — 50,617  mm 


30,370  mm 


c _ 132,853  • 3,6  9 , 9r 

e ^224^65  ’””1  - + 2>12fi  mm 


, —79,712,3.«  , 

,=~  -224,966  1’276 


mm 


Die  beiden  Hauptebenen  der  Linse  sind  also  0,198  mm  von- 
einander entfernt. 

Der  vordere  Brennpunkt  der  Linse  ist  von  der  vorderen  Linsen- 
fläche um  die  Strecke  (—  132,853+84,362)  mm , also  um  — 48,491  mm 
entfernt  Der  hintere  Brennpunkt  der  Hornhaut  liegt  31,095  mm 
hinter  der  letzteren.  Da  nun  die  vordere  Linsenfläche  3,6  mm  von 
der  Hornhaut  absteht,  so  ist  die  Entfernung  des  vorderen  Brenn- 
punktes der  Linse  von  dem  hinteren  Brennpunkte  der  Horn- 
haut, wie  man  leicht  aus  der  umstehenden  Fig.  210  erkennt, 
absolut  genommen  (48,491  + 31,095  — 3,6)  mm  = 75,986  mm. 
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Da  der  vordere  Brennpunkt  der  Linse  vor  dem  hinteren 
Brennpunkte  liegt,  so  hat  das  optische  Intervall  für  das  aus  Horn- 
haut und  Linse  zusammengesetzte  System  den  Wert 

— 75.986  mm. 

Ferner  ist 


d — (3,6  -f-  2.1 26)  mm  = 5,726  mm. 

Man  hat  daher  für  das  ganze  Auge: 

, 23,206-50,617  , ,,  ino 

f= _nm  •»»  = + 10.498  «w 

,,  , (-31.095H—  50,617) 

f = + —55986  "»  =-'20, ,13  «• 

_ , 23,2ße-(— 31,095)  . 

°=  + — -7598«  = + 9'521  "» 


ff  = - 


50.617 -(—50.617) 
— 75,986 


mm  = — 33.718  mm 


23.266-5.726  , . 

e = ~ . — mm  — i 753  nun 

— 75,986  ' ’ 


-50,617-5,726 
— 75,986 


mm  — — 3,814  mm 


Da  der  vordere  Brennpunkt  der  Hornhaut  23,266  mm  vor  der- 
selben liegt,  so  befindet  sich  der  vordere  Brennpunkt  des  Auges 


mm 


Hornhaut 


(Vordere 
. linsen  flache 


F für  d Hornhaut 


F für  die  Linse 


Fig  210 


31. 093  IKK 


in  einer  Entfernung  von  ( — 23,266  -f-  9,52 1 ) mm  = — 13,745  mm 
von  der  Hornhaut,  also  13,745  mm  vor  dem  Scheitelpunkte 
der.  Hornhaut. 

Der  hintere  Brennpunkt  des  Auges  befindet  sich  33,718  mm 
vor  dem  hinteren  Brennpunkte  der  Linse;  der  letztere  liegt  aber 
30,370  mm  vor  dem  hinteren  Brennpunkte  der  hinteren  Linsen- 
fläche, welcher  seinerseits  79,712  mm  hinter  der  letzteren  liegt 
Man  hat  daher  das  Resultat,  daß  der  hintere  Brennpunkt  des 
ganzen  Auges  (79,712  — 33,718  — 30,370)  mm  = 15,624  mm  hinter 
der  hinteren  Linsenfläche  liegt  Da  der  Scheitelpunkt  der  letzteren 


Digitized  by  Google 


Der  optische  Apparat  des  menschlichen  Auges. 


705 


von  dem  Scheitelpunkte  der  Hornhaut  7,2  mm  entfernt  ist,  so  liegt 
also  der  hintere  Brennpunkt  des  ganzen  Auges  22,824  mm 
hinter  dem  Hornhautscheitel. 

Der  vordere  Hauptpunkt  liegt  (15,498  — 13,745)  mm,  also 
1,753  mm  hinter  dem  Hornhautscheitel,  wie  oben  schon  direkt 
berechnet  wurde.  Der  hintereHauptpunkt  befindet  sich  dagegen 
(22,824  — 20,713)  mm,  also  2,111  mm  hinter  dem  Hornhaut- 


Fig.  211  (Vergrößerung  10:1) 


scheitel;  aus  dem  Werte  von  e'  ergibt  sich,  wenn  man  beachtet, 
daß  die  hintere  Hauptebene  der  Linse  1,276  mm  vor  dem  Scheitel 
der  hinteren  Linsenfläche,  und  der  letztere  7,2  mm  hinter  dem  Horn- 
hautscheitel liegt,  hierfür  der  Wert  [7,2  — (3,814  -[-  1,276)]  mm 
oder  2,110  mm,  was  mit  dem  früheren  bis  auf  0,001  mm  überein- 
stimmt. Demnach  stehen  die  beiden  Hauptebenen  nur  0,358  mm 
voneinander  ab.  Die  gleiche  Entfernung  besitzen  die  beiden  Knoten- 
punkte voneinander.  Der  vordere  befindet  sich  (20,713  — 1 5,498)  mm 
= 5,215  mm  hinter  der  vorderen  Hauptebene,  also  6,968  mm 

Fischer,  Medizin.  Physik.  45 
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hinter  dem  Hornhautscheitel.  Der  hintere  Knotenpunkt,  welcher 
r = 5,215  mm  von  der  hinteren  Hauptebene  absteht,  befindet  sich 
dagegen  in  einer  Entfernung  von  7,326  mm  vom  Hornhautscheitel. 

Zur  Veranschaulichung  der  Verteilung  der  Hauptebenen,  Haupt- 
punkte und  Knotenpunkte  auf  der  Axe  des  ganzen  Auges  finden 
sich  in  Fig.  21 1 diese  in  ihrer  Lage  zu  den  drei  brechenden  Flächen 
im  Maßstab  10:1  vergrößert  dargestellt  und  zum  Unterschiede  von 
den  später  zu  erwähnenden  Hauptebenen,  Hauptpunkten  und 
Knotenpunkten  für  die  Nähe  durch  .£\,  Hp  H‘f  und  Kp  K';  be- 
zeichnet, um  damit  anzudeuten,  daß  sie  sich  auf  das  für  die 
Ferne  eingestellte  Auge  beziehen.  Wie  man  sieht,  liegen  die 


Fig.  212  (Vergrößerung  2: 1) 

Hauptpunkte  annähernd  in  der  Mitte  der  vorderen  Augenkammer, 
während  die  Knotenpunkte  den  Scheitelpunkt  der  hinteren  Linsen- 
fläche einschließen.  Da  der  große  Maßstab  der  Figur  es  nicht 
erlaubte,  auch  die  beiden  Gesamtbrennpunkte  des  Auges  in  ihrer 
richtigen  Lage  zur  Darstellung  zu  bringen,  ist  in  Fig.  212  das 
ganze  Auge  in  nur  doppelter  Größe  mit  allen  drei  Paaren  von  Kar- 
dinalpunkten abgebildet  worden.  Der  Voraussetzung  entsprechend, 
daß  das  schematische  Auge  normalsichtig  und  auf  unendliche 
Ferne  eingestellt  ist,  fällt  der  hintere  Brennpunkt  des  ganzen 
Auges  auf  die  Netzhaut;  der  vordere  Brennpunkt  desselben  liegt 
dagegen  außerhalb  des  Auges,  und  zwar  in  einer  Entfernung  von 
dem  Scheitelpunkte  der  Hornhaut,  welche  ungefähr  zwei  Drittel  der 
Ausdehnung  des  Auges  in  der  Richtung  der  Axe  beträgt 

Die  vorstehenden  Angaben  bezogen  sich  auf  den  Fall,  daß 
das  Auge  auf  einen  unendlich  fernen  bzw.  genügend  weit  ent- 
fernten Gegenstand  eingestellt  ist  Bei  der  Akkommodation  für 
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die  Nähe  ändern  sich  die  optischen  Verhältnisse  vor  allen  Dingen 
dadurch,  daß  di§  vordere  Linsenfläche  sich  mehr  vorwölbt  und 
dabei  stärker  gekrümmt  wird,  während  der  Scheitelpunkt  der 
hinteren  Linsenfläche  an  seiner  Stelle  bleibt,  und  auch  die  Krüm- 
mung derselben  sich  nur  wenig  ändert  Nach  den  Angaben  von 
Helmholtz  (a.  a.  0.  S.  140)  entspricht  bei  dem  schematischen 
Auge  der  Akkommodation  für  die  Nähe  ein  Radius  von  nur  6 mm 
für  die  vordere,  und  von  5,5  mm  für  die  hintere  Linsenfläche  und 
die  etwas  größere  Linsendicke  von  4 mm.  Da  die  Hornhaut  dabei 
in  ihrer  Lage  und  Krümmung  keine  Änderung  erfährt,  so  beträgt 
der  Abstand  zwischen  den  Scheitelpunkten  der  Hornhaut  und  der 
vorderen  Linsenfläche  jetzt  nur  noch  3,2  mm. 

Unter  Berücksichtigung  der  neuen  Werte  erhält  man  für  die 
optischen  Konstanten  des  auf  die  Nähe  eingestellten  Auges  folgende 
Werte:  Die  vordere  und  hintere  Brennweite  der  Hornhaut  betragen 
wie  bei  dem  auf  die  Ferne  eingestellten  Auge  -f-  23,266  m und 
— 31,095  mm.  Ferner  hat  man  für  die 


vordere  Linsenfläche 


hintere  Linsenfläche 


, , 1,3365  "6  . _ 

(=  + TlOÖtf  m™  = + ™,712  mm 


1,4371  • 6 
' 0,1006 


— 85,712  mm 


, ,1,4371 -(—5.5)  . 

f=  + ”—0^1006  "*  = + 

f = — mm  = — 73,069  mm 


/=  [4  -j-  (—  85,712)  — 78, 569 j mm  = — 160,281  »im 


ganze  Linse 


79,712  • 78.569  _ , 

f~ -“160,281"  mm  ~ + 39’075  mm 

, (-85,71 2) -(-73,069) 

f =-\ >»m  ==  — 39,07o  mm 


160,281 
85.71 
»0,281 
78,569  • (—  73,069) 


, ,79,7 12 -(—85.712)  , loclß 

' = + =160^1 = + J2’>>26 


— 160,281 
79/712-4 
- 160,281 


mm  = — 35,818  mm 
mm  — -j-  1,989  mm 


. <—  73.0691-4  , 

* = “ -180,01“””  =“  ,-824 
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Die  beiden  Hauptebenen  der  Linse  haben  also  jetzt  nur  einen 
Abstand  von  0,187  mm  voneinander.  Der  vojdere  Brennpunkt 
der  Linse  ist  von  der  vorderen  Linsenfläche  um  die  Strecke 
— 37,086  mm  entfernt,  während,  wie  vorher,  der  hintere  Brenn- 
punkt der  Hornhaut  31,095  mm  hinter  dem  Scheitelpunkte  der 
Hornhaut  liegt.  Da  die  vordere  Linsenfläche  jetzt  nur  noch  3,2  mm 
von  der  Hornhaut  absteht,  so  ist  die  Entfernung  des  vorderen 
Brennpunktes  der  Linse  von  dem  hinteren  Brennpunkte  der  Horn- 
haut, abgesehen  vom  Vorzeichen,  (37,086 -(-31,095  — 3,2)  mm 
= 64,981  mm.  Da  der  vordere  Brennpunkt  der  Linse  vor  dem 
hinteren  Brennpunkte  der  Hornhaut  liegt,  so  hat  das  optische 
Intervall  für  das  aus  Hornhaut  und  Linse  zusammengesetzte 
System  den  Wert  /=  — 64,981  mm.  Zu  dem  gleichen  Resultat 
gelangt  man,  wenn  man  beachtet,  daß  die  vordere  Haupt- 
ebene der  Linse  von  dem  Homhautscheitel  den  Abstand 
d = (3,2  -f-  1,989)  mm  =5,189  mm  besitzt;  dann  ergibt  sich  der 
Wert:  ^=(5,189  — 31,095  — 39,075)  mm  = — 64,981  mm.  Man 
hat  daher  für  das  ganze  Auge: 


, 23,266-39,075  , lonn1 

<=~  — 64,981  =+l3'0!l>  "" 

,,  , (—31 ,095) -(—39,076)  ,onnu 

f=-> -64,981  »«=-18, «W  — 

, 23,26# .(—81,095)  . ,,  ..... 

*”+ - -=6issr  - + 11133  mm 

, 39,075 -(-39,075) 

<r'  = — 64,981  mm  ==  "3’4^  ‘ 

23,266-5,189  , , __e 

e = _64981  mm  = + 1 ,858  mm 


e‘  = 


39,075) -5. 189 
-64,981 


mm 


= — 3,120  mm 


Der  vordere  Brennpunkt  des  ganzen  Auges  liegt  von  der 
Hornhaut  um  (—  23,266  -f- 1 1 ,133)  mm  = — 12,133  mm  entfernt, 
also  wieder  vor  derselben.  Der  hintere  Brennpunkt  des  ganzen 
Auges  befindet  sieh  jetzt  23,497  mm  vor  dem  hinteren  Brenn- 
punkte der  Linse;  der  letztere  liegt  aber  35,818  mm  vor  dem 
hinteren  Brennpunkte  der  hinteren  Linsenfläche,  welcher  seiner- 
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seits  73,069  mm  hinter  der  letzteren  liegt.  Man  hat  daher  das 
Resultat,  daß  der  hintere  Brennpunkt  des  ganzen  Auges 
(73,069  — 23,497—35,818)  mm  =13,754  mm  hinter  der  hinteren 
Linsenfläche,  und  infolgedessen  20,954  mm  hinter  dem  Scheitel- 
punkte der  Hornhaut  liegt,  I)a  bei  dem  Ruhezustände  des  Auges 
der  hintere  Brennpunkt,  welcher  in  diesen  Fällen  auf  die  Netz- 
haut fällt,  vom  Hornhautscheitel  einen  Abstand  von  22,824  mm 
hatte,  so  wird  also  bei  der  Akkommodation  für  die  Nähe  der 
hintere  Brennpunkt  des  ganzen  Auges  1,870  mm  vor  die  Netz- 
haut verlegt. 

Der  vordere  Hauptpunkt  des  ganzen  Auges  ist  durch  die 
Akkommodation  für  die  Nähe  auch  etwas  verschoben  worden,  und 
zwar  um  (1,858  — 1,753)  mm  = 0,105  mm  nach  hinten.  Der  hintere 
Hauptpunkt  hat  gleichzeitig  einen  Abstand  von  (20,954  — 18,698)  mm 
= 2,256  mm  von  dem  Hornhautscheitel  erlangt,  so  daß  jetzt  der  Ab- 
stand der  beiden  Hauptebenen  (2,256—  1,858)  vrm  = 0,398  mm,  also 
0,04  mm  mehr  als  wie  früher  beträgt.  Das  gleiche  gilt  natür- 
lich auch  für  den  Abstand  der  beiden  Knotenpunkte  voneinander. 
Dabei  ist  jeder  Knotenpunkt  von  dem  entsprechenden  Haupt- 
punkte bei  der  Akkommodation  für  die  Nähe  um  die  Strecke 
(18,698  — 13,991)  mm  =4,707  mm  entfernt,  welche  um  0,508  mm 
kleiner  wie  früher  geworden  ist  Der  vordere  Knotenpunkt  ist 
demnach  jetzt  (1,858-)-  4,707)  mm  = 6,565  mm,  und  der  hintere 
Knotenpunkt  (6,565  -f-  0,398)  mm  = 6,968  mm  von  dem  Hornhaut- 
scheitel entfernt,  so  daß  jetzt  beide  Knotenpunkte  noch  vor  der 
hinteren  Linsenfläche  liegen,  während  sie  bei  Akkommodation  des 
Auges  für  die  Feme  die  hintere  Linsenfläche  zwischen  sich  hatten. 
Gleichzeitig  ist  zu  ersehen,  daß  der  vordere  Knotenpunkt  durch 
die  Akkommodation  für  die  Nähe  eine  Verschiebung  von  (6,968 
— 6,565)  mm  — 0,403  mm  nach  der  Hornhaut  zu  erfahren  hat, 
und  daß  der  hintere  Knotenpunkt  jetzt  nahezu  an  die  Stelle  ge- 
rückt ist,  welche  früher  der  vordere  Knotenpunkt  innehatte.  In 
Fig.  21 1 auf  S.  705  finden  sich  die  Hauptebenen  und  Knotenpunkte  für 
die  Akkommodation  auf  die  größte  Nähe  mit  eingezeichnet,  und  zwar 
sind  die  durch  und  .£>'  bezeiclmeten  Ebenen  mit  durchbroche- 
nen Linien  angedeutet,  während  die  entsprechenden  Knoten- 
punkte Kn  und  K'n  durch  kleine  Kreise  von  den  anderen  unter- 
schieden sind.  Außerdem  findet  sich  auch  die  der  Nähe-Akkommo- 
dation  entsprechende  Form  der  Augenlinse  in  dieser  Figur  punktiert 
angedeutet 
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Da  bei  der  Akkommodation  für  die  Nähe  der  hintere  Brenn- 
punkt des  ganzen  Auges  1,870  mm  vor  der  Netzhaut  liegt,  und 
die  beiden  Brennweiten  des  ganzen  Auges  bzw.  -f-13,991  mm 
und  — 18,698  mm  betragen,  so  fällt  in  diesem  Zustande  des 
Auges  das  Bild  eines  Gegenstandes  gerade  auf  die  Netzhaut,  der 
nach  der  Brennpunktsgleichung  von  dem  vorderen  Brennpunkte 
den  Abstand 


13.991  -(—18.698) 
1,870 


mm  = — 139,89ö  mm 


besitzt  Beachtet  man,  daß  nach  der  obigen  Berechnung  der 
vordere  Brennpunkt  des  ganzen  Auges  12,133  mm  vor  dem  Scheitel- 
punkte der  Hornhaut  liegt,  so  ergibt  sich  also  für  den  Nahepunkt 
des  der  Rechnung  unterworfenen  Auges,  in  welchem  gerade  noch 
ein  Gegenstand  scharf  gesehen  werden  kann,  eine  Entfernung  von 
abgerundet  152  mm  von  der  Hornhaut.  Das  Auge  ist  daher  im- 
stande, alle  Gegenstände  scharf  zu  sehen,  welche  zwischen  152  mm 
und  unendlicher  Entfernung  liegen.  Dies  entspricht  nach  Helm- 
holtz  (a.  a.  0.  S.  141)  in  der  Tat  der  Akkommodationsbreite  eines 
normalen  Auges. — 

Im  Voraufgehenden  sind  die  Berechnungen  der  maßgebenden 
Strecken  ganz  ausführlich  in  allen  Einzelheiten  mitgeteflt  worden, 
um  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  die  im  vorhergehenden  Abschnitt 
abgeleiteten  allgemeinen  Formeln  für  die  speziellen  Verhältnisse 
des  optischen  Apparates  des  normalen  Auges  ihre  Verwendung 
finden.  Eis  wird  dadurch  jeder  in  den  Stand  gesetzt  worden  sein, 
auch  bei  anderen  Dimensionen  und  Brechungsverhältnissen  eines 
speziellen  Auges  die  Lage  der  Kardinalpunkte  selbständig  zu  be- 
rechnen. Die  Rechnung  ist  durchweg  auf  drei  Dezimalstellen 
durchgeführt  worden,  um  einen  Vergleich  mit  den  Resultaten  der 
auf  etwas  anderem  Wege  von  Helmholtz  durchgeführten  Rech- 
nung zu  ermöglichen.  Wie  man  sieht,  stimmen  die  Angaben  der 
Endresultate  auf  S.  140  des  Helmholtzschen  Buches  bis  auf  einige 
kleine  Abweichungen  in  der  dritten  Dezimalstelle  mit  den  oben 
gewonnenen  Resultaten  überein.  Abgesehen  hiervon  ist  aber  zu 
sagen,  daß  die  Genauigkeit  der  Angaben  von  Helmholtz  zu  weit 
getrieben  ist  und  in  Rücksicht  auf  die  Genauigkeit  der  angenom- 
menen Unterlagen  zum  Teil  keine  Berechtigung  hat.  Wenn 
beispielsweise  der  Abstand  des  Scheitelpunktes  der  vorderen  Linsen- 
fläche vom  Hornhautscheitel  ebenso  wie  die  Linsendicke  und  ferner 
auch  die  Krümmungsradien  der  beiden  Linsenflächen  nur  bis  auf 
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Zehntelmillimeter  genau  am  Lebenden  angegeben  werden,  so  ist 
es  nicht  erlaubt,  zu  diesen  Größen  andere  Strecken  zu  addieren 
oder  von  ihnen  zu  subtrahieren,  welche  bis  auf  Tausendstelmilli- 
meter bemessen  sind,  wie  es  bei  der  Berechnung  von  A geschehen 
ist  Der  zweiten  und  dritten  Dezimalstelle  in  dem  angegebenen 
Werte  von  A kommt  gar  keine  Berechtigung  zu,  weil  die  Berech- 
nung so  ausgeführt  werden  mußte,  als  ob  die  zweite  und  dritte 
Stelle  der  empirisch  gewonnenen  Strecken,  wie  z.  B.  der  Linsen- 
dicke, den  Wert  Null  hat  Dies  ist  aber  natürlich  im  allgemeinen 
durchaus  nicht  der  Pall;  könnte  man  die  Messung  der  Linsen- 
dicke bis  zu  der  Genauigkeit  von  Tausendstehnillimetem  durch- 
führen, so  würden  sich  sicher  irgendwelche  von  Null  verschiedene 
Werte  der  zweiten  und  dritten  Dezimalstelle  ergeben,  so  daß 
vielleicht  in  Wirklichkeit  die  Linsendicke  3,583  mm  oder  3,639  mm 
beträgt,  was  beides  dem  bei  der  Berechnung  verwendeten  ab- 
gerundeten Werte  von  3,6  mm  entsprechen  würde. 

Hieraus  geht  hervor,  daß  man  im  vorliegenden  Falle  die  be- 
rechneten Werte  für  Längen,  die  nicht  ausschließlich  von  dem 
bis  auf  drei  Dezimalstellen  gemessenen  Krümmungsradius  der  Horn- 
haut abhängen,  nur  auf  höchstens  eine  Dezimalstelle  angeben 
darf.  Es  finden  sich  daher  in  der  folgenden,  nach  Art  der 
Helm  hol  tz sehen  Tabelle  auf  Seite  140  der  physiologischen  Optik 
eingerichteten  Tabelle  diese  Größen  nur  mit  der  allein  berechtigten 
Genauigkeit  wiedergegeben.  Die  Längen  sind  wie  bei  Helmholtz 
in  Millimetern,  und  als  Ort  der  verschiedenen  Punkte  und  Flächen 
ist,  so  weit  sich  nichts  anderes  ausdrücklich  angeführt  findet, 
ihre  nach  hinten  positiv  gerechnete  Entfernung  vom  Hornhaut- 
scheitel angegeben. 


Akkommodation 


Angenommene  Durchschnittswerte: 

Brechungsindex  des  Kammerwassers  und  des  Glas- 
körpers   

Durchschnittswert  des  Brechungsindex  der  linse  . . 

Krümmungsradius  der  Hornhaut 

Krümmungsradius  der  vorderen  Linsenfläche . . . . 
Krümmungsradius  der  hinteren  Linsenfläche  . . . . 

Ort  der  vorderen  Linsenfläche 

Ort  der  hinteren  Linsenfläche 

Linsendicke 


für  die 


Ferne 

Nähe 

l,336ü 

1,3365 

1,4371 

1,4371 

7.829 

7,821) 

10,0 

6,0 

— 6,0 

— 6,5 

3,6 

3,2 

7,2 

7.2 

3.li 

4.0 
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Akkommodation 
für  die 

Ferne  Nähe 

Hieraus  berechnet: 

Vordere  Brennweite  der  Hornhaut 

+ 23,266 

+ 23,266 

Hintere  Brennweite  der  Hornhaut 

— 31,095 

— 31,095 

Vordere  Brennweite  der  Linse 

+ 50,6 

+ 39,1 

Hintere  Brennweite  der  Linse 

— 60,6 

— 39,1 

Abstand  des  vorderen  Hauptpunktes  der  Linse  von 
ihrer  Vorderfläche 

+ 2,1 

+ 2,0 

Abstand  des  hinteren  Hauptpunktes  der  Linse  von 
ihrer  Hinterfläche 

— 1,3 

— 1,8 

Abstand  beider  Hauptpunkte  der  Linse  voneinander  . 

0,2 

0,2 

Vordere  Brennweite  des  ganzen  Auges 

+ 15.5 

+ 14,0 

Hintere  Brennweite  des  ganzen  Auges 

— 20,7 

— 18,7 

Ort  des  vorderen  Hauptpunktes 

+ 1,8 

+ 1,9 

Ort  des  hinteren  Hauptpunktes 

Abstand  der  beiden  Hauptpunkte  voneinander  . . . 

+ 2,1 

+ 2,3 

0,35 

0,4 

Ort  des  vorderen  Knotenpunktes 

+ 7,0 

-j-  6,6 

Ort  des  hinteren  Knotenpunktes 

+ 7,3 

+ 7.0 

Abstand  eines  Knotenpunktes  von  dem  entsprechen- 
den Hauptpunkte 

— 5,2 

4.7 

Ort  des  vorderen  Brennpunktes 

— 13,7 

— 12,1 

Ort  des  hinteren  Brennpunktes 

! + 22,8 

1+21,0 

Der  Abstand  der  beiden  Hauptpunkte  bzw.  der  beiden  Knoten- 
punkte voneinander  beträgt  in  beiden  Akkommodationszuständen 
noch  nicht  einmal  die  Hälfte  eines  Millimeters.  Vernachlässigt 
man  diesen  geringen  Abstand,  indem  man  also  nur  einen  Haupt- 
punkt und  einen  Knotenpunkt  annimmt,  so  wird  man  auf  die 
schon  früher  erwähnte  Listing-Donderssche  Vereinfachung  des 
optischen  Systems  des  Auges  (vgl.  S.  645)  geführt.  Es  stellt  sich 
unter  dieser  Voraussetzung  das  Auge  als  optisch  äquivalent  einer 
einzigen  brechenden,  nach  dem  einfallendeu  Lichte  hin  konvexen 
Fläche  dar,  deren  Krümmungsradius  bei  Akkommodation  für  die 
Feme  5,2  mm,  und  für  die  Nähe  4,7  mm  beträgt,  und  welche  zwei 
Mittel  voneinander  trennt,  deren  Brechungsindizes  in  einem  Falle 
im  Verhältnisse  20,7:15,5,  im  anderen  Falle  iin  Verhältnisse 
18,7:14,0  zueinander  stehen.  Da  man  als  vorderes  Mittel  natür- 
lich Luft  annehmen  muß,  so  ergibt  sich  als  Brechungsindex  des 
Mittels  hinter  der  brechenden  Fläche  in  einem  Falle  1,3355,  im 
anderen  Falle  1,3357.  Man  trifft  demnach  mit  dem  sogen,  redu- 
zierten Auge  die  tatsächlichen  Verhältnisse  schon  ziemlich  genau, 
wenn  man  nach  dem  Vorgänge  von  Donders  für  die  brechende 
Fläche  den  Krümmungsradius  von  5 mm,  und  für  das  zweite  Mittel 
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den  Brechungsindex  ^ annimmt.  Noch  größere  Annäherung  erzielt 

man,  wenn  man  nach  Listing*)  den  Krümmungsradius  der  dem 
Auge  äquivalenten  brechenden  Fläche  gleich  5,1248  mm  und  als 

103 

Brechungsindex  des  letzten  Mittels  -==-= 1,338  annimmt,  wobei  man 

dem  Scheitel  der  i brechenden  Fläche  die  Entfernung  von  2,3448  mm 
vom  Hornhautscheitel  zu  geben  hat  Abgesehen  davon,  daß  dann 
die  Berechnung  der  einzelnen  Strecken  viel  unbequemer  wird, 
ist  auch  hier  zu  sagen,  daß  die  Angabe  des  Krümmungsradius  bis 
auf  Zehntausendstel  Millimeter  keinen  rechten  Sinn  hat. 

Die  Brechkraft  des  ganzen  Auges  beträgt  nach  den  obigen 
Befunden  bei  der  Akkommodation  für  die  Ferne,  (1  : 0,0155)  Diop- 
trien = 64,5  Dioptrien;  bei  der  Akkommodation  für  die  Nähe  wird 
dieselbe  auf  (1 : 0,0140)  Dioptrien  = 71,4  Dioptrien  erhöht. 


2.  Berechnung  von  Linsen  und  Brillen. 

Die  Linsen  sind  in  der  Regel  durch  zwei  brechende  Kugel- 
flächen begrenzt;  sie  unterscheiden  sich  von  anderen  zentrierten 
brechenden  Systemen  vor  allem  dadurch,  daß  bei  ihnen  das  erste 
und  letzte  Mittel  gleichen  Brechungsindex  besitzen.  Es  ist  dabei 
keineswegs  notwendig,  daß  die  beiden  äußersten  Mittel  Luft  sind; 
auch  braucht  der  Brechungsindex  des  zwischen  den  beiden  Kugel- 
flächen befindlichen  Mittels  nicht  immer  größer  zu  sein,  als  der 
der  Umgebung.  Man  hat  es  z.  B.  auch  mit  Linsenwirkung  zu  tun, 
wenn  sich  innerhalb  eines  Glaskörpers  ein  durch  zwei  Kugelflächen 
begrenzter  Luftraum  befindet,  oder  wenn  man  eine  Glaslinse  in 
eine  Flüssigkeit  einbettet,  deren  Brechungsindex  den  des  Glases 
übertrifft  u.  a.  m. 

Aus  der  Tatsache,  daß  bei  Linsen  das  erste  und  letzte 
Mittel  von  gleichem  Brechungsindex  sind,  folgt  zunächst  von  vorn- 
herein, daß  dieselben  immer  entgegengesetzt  gleiche  Brennweiten 
haben. 

Der  Brechungsindex  der  Linse  sei  «,  der  des  umgebenden 
Mediums  ri  und  der  Abstand  der  Scheitelpunkte  beider  brechen- 
den Flächen,  die  sogen.  Linsendicke,  <1.  Im  übrigen  mögen  wie 

*)  Man  vgl.  hierzu  C.  Hess,  Die  Refraktion  und  Akkommodation  des 
menschlichen  Auges  und  ihre  Anomalien.  Leipzig  1902,  S.  80,  in  welchem 
Werke  sich  auch  noch  andere  Angaben  über  die  Konstanten  des  schematischen 
und  des  reduzierten  Auges  niedergelegt  finden. 
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bisher  alle  Größen,  die  sicli  ausschließlich  auf  die  Brechung  an 
der  ersten  Kugelfläche  beziehen,  mit  dem  Index  1,  ferner  die  zur 
Brechung  an  der  zweiten  Kugelfläche  gehörenden  Größen  mit  dem 
Index  2,  und  die  auf  die  Brechung  an  der  ganzen  Linse  bezüg- 
lichen Größen  ohne  Index  bezeichnet  sein.  Demnach  bedeuten 
rlt  fi  und  f\  Krümmungsradius  und  Brennweiten  der  ernten  brechen- 
den Fläche,  r,,  f2  und  f‘t  die  entsprechenden  Größen  der  zweiten 
brechenden  Fläche,  f und  f‘  die  Brennweiten  der  ganzen  Linse  usw. 

Nach  dem  früheren  hat  man 


f=i  « !l  . r — nr> 

' n — n‘  ’ ' ‘ n — n‘ 

f nrt  n‘rt 

h ri  — n 


n (r,  — r»)  — (n  — n‘)  d 


« — n' 
nn‘r,r„ 


t=d  + f\-f».  = ~ 

1 J (w  — n‘)\n  (>■,  — r.)  — (n  — «')  d| 

nn‘rtrt 

'~r  . / ‘ (n  — n‘)  [« (»-,  — rt)  — (n  — n‘)  d]  ’ 


so  daß  . sich  also  in  der  Tat  für  die  beiden  Brennweiten  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werte  ergeben.  Es  genügt  daher  bei  einer  Linse, 
nur  die  vordere  Brennweite  anzugeben;  man  bezeichnet  diese  dann 
einfach  als  die  „Brennweite  der  Linse“.  Je  nachdem  die  Brenn- 
weite einer  Linse  positiv  oder  negativ  ausfällt,  hat  man  es  dann 
nach  dem  früheren  mit  einer  Kollektiv-  oder  Dispansivlinse  zu  tun. 

Es  ist  zu  beachten,  daß  in  den  obigen  Formeln  j-|  bzw.  r. 
positiv  oder  negativ  zu  rechnen  ist,  je  nachdem  die  betreffende 
Kugelfläche  den  einfallenden  Strahlen  ihre  konvexe  oder  konkave 
Seite  zuwendet.  Für  eine  bikonvexe  Linse  ist  demnach  r,  positiv 
und  r._.  negativ,  für  eine  bikonkave  Linse  umgekehrt  r,  negativ 
und  r*  positiv;  ferner  ist  bei  einer  plankonvexen  Linse,  deren 
ebene  Fläche  zuerst  kommt,  rj  = oo  und  r,  negativ,  bei  einer 
plankonkaven  Linse,  deren  ebene  Fläche  zuerst  kommt,  r,  = oo 
und  r*  positiv  in  Rechnung  zu  ziehen  usw. 

Die  Formeln  für  f und  f‘  ließen  sich  beispielsweise  zur  kürzeren 
Berechnung  der  Brennweiten  der  Augenlinse  verwenden;  man 
hätte  zu  diesem  Zwecke  nur  n—  1,4371,  n‘ — 1,3365,  r,  = -f-10 
r»  — — (1  und  d = 3,(3  in  dieselben  einzusetzen. 
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Für  die  Größen,  welche  die  Lage  der  Brennpunkte  und  Haupt- 
punkte der  Linse  bestimmen,  erhält  man  die  Formeln 


o = 


«r-  — 


t = 


f'  — 


,fj;. 

i 

nn'r* 

' / ■ 

(«- 

«')  l"  (ri  — »•-*) 

— (n- 

- n‘)  d\ 

un 

nn'r* 

4 

(«  — 

«')  |n  (r,  — rt) 

— (n  - 

-n‘)d\ 

f\d 

— 4- 

n‘rld 

” ' « (r  i 

1 

T 

i 

n‘)d 

— _i 

n‘r*d 

/t 

— rä)  — («  — 

n‘)  d 

Ist  das  die  Linse  umgebende  Mittel  Luft,  wie  es  meistens  der 
Fall  ist,  so  vereinfachen  sich  alle  diese  Formeln  nur  insofern,  als 
in  denselben  überall  für  n‘  der  Wert  1 einzusetzen  ist 

Bei  manchen  Linsen,  zu  denen  insbesondere  auch  die  Brillen 
gehören,  ist  die  Dicke  d so  gering,  daß  sie  gegenüber  den  anderen 
Strecken  und  in  Anbetracht  der  überhaupt  erreichbaren  Genauig- 
keit der  Resultate  vernachlässigt  werden  kann.  Derartige  Linsen 
bezeichnet  man  als  „unendlich  dünne  Linsen“.  Setzt  man 
d = 0,  so  tritt  eine  wesentliche  Vereinfachung  der  Formeln  ein; 
man  erhält  nämlich  für  unendlich  dünne  Linsen: 


i=f\ 


n (r,  — n.) 
n — n' 


und  demnach  für  ihre  Brennweite 


oder  auch 


ferner 


££____ n'rir* 

f,~U  (m  — »')  (r,  — r,) 


CT 


n r; 


(» »'){»!  — *•) 


n‘r\ _ 

(n  — n‘)  (r,  r.)  ’ 


während  e — e'  = 0 werden,  so  daß  beide  Hauptebenen  zusammen- 
fallen und  sich  an  dem  Ort  der  unendlich  dünnen  Linse  befinden. 

Bei  unendlich  dünnen  Linsen  können  folgende  verschiedenen 
Fälle  eintreten: 

1.  Fall:  n'<n;  r,  positiv  und  rä  positiv,  und  zwar  so,  daß 
(ril  [r*l>  wobei  die  eckigen  Klammern  den  absoluten  Wert  des 
betreffenden  Krümmungsradius  andeuten  sollen.  Eine  derartige 
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Linse  bezeichnet  man  als  Konvexkonkavlinse  (Fig.  213a);  /'  ist 
negativ;  man  hat  es  daher  mit  einer  Dispansivlinse  zu  tun. 
Spezieller  Fall  r,  = oo  Plan  konkavlinse  (Fig.  213h).  Mit  dem 

1.  Fall  ist  identisch  der  Fall  n‘  < n und  r,  negativ,  r*  negativ, 
wobei  [r,]  < [r.,].  Die  Linse  erscheint  dann  nur  umgekehrt  gestellt, 
beziehungsweise  das  Licht  ist  von  der  anderen  Seite  einfallend  zu 
denken,  wodurch  sich  natürlich  nach  dem  Gesetze  der  Umkehr- 
barkeit der  Strahlenwege  die  optischen  Konstanten  nicht  ändern. 

2.  Fall:  n'<«;  r,  positiv  und  r»  positiv,  aber  [r,]  < [r,|. 
Konkavkonvexlinse  (Fig.  213c);  f positv,  also  Kollektivlinse. 
Spezieller  Fall  rs  — oo.  Plankonvexlinse  (Fig.213d).  Mit  dem 

2.  Falle  ist  identisch  der  Fall  n'<n;  r,  negativ  und  r»  negativ, 


wobei  [r,]>[r4|.  Die  Linse  kehrt  dann  nur  ihre  konkave  Fläche 
den  einfallenden  Strahlen  zu. 

3.  Fall:  n'<«;  r,  positiv  und  r,  positiv,  und  zwar  [r,l  = [r-a) ; 
dann  ist  die  Brennweite  unendlich  groß,  so  daß  man  es  mit  einer 
teleskopischen  Linse  zu  tun  hat  (Fig. 213e).  Bei  genügender 
Ausdehnung  macht  eine  solche  Linse  den  Eindruck  einer  Kon- 
kavkonvexlinse, da  die  in  kleinem  Abstande  voneinander  ver- 
laufenden Linsenflächen  sich  schließlich  durchschneiden  würden 
(vgl.  die  Figur).  Identisch  mit  diesem  Falle  ist  der  Fall  n' <^n- 
r,  und  r.  negativ,  aber  (v,]  = [r4]. 

4.  Fall:  n'<«:  positiv  und  y2  negativ.  Bikonvexlinse 

(Fig.  21 3f).  Hierbei  ist  es  für  die  Art  der  Linsenwirkung  gleich- 
gültig, welcher  Krümmungsradius  die  größere  absolute  Länge  hat. 
f positiv,  also  Kollektivlinse.  Für  den  Fall,  daß  beide  Krüm- 
mungsradien gleiche  absolute  Länge  [r]  besitzen,  so  daß  die  Linse 
eine  symmetrische  Bikonvexlinso  darstellt,  folgt  hier 
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f 


n'\r] 

2 (n  — «') 


~7t  oder  auch 


1 _(n 
f \n' 


und  <r=-f- 


”'M  _ 

2 (n  — n ') 


= — & . 


Hieraus  ist  zu  schließen,  daß  in  diesem  Falle  die  Brennpunkte  der 
ganzen  Linse  in  der  Mitte  zwischen  dem  Brennpunkte  der  vorderen 
bzw.  hinteren  Linsenfläche  und  der  unendlich  dünnen  Linse  selbst 
liegen.  Im  speziellen  Falle,  daß  die  unendlich  dünne  symmetrische 


Bikonvexlinse  aus  Glas  vom  Brechungsindex 


3 

2 


besteht  und  sich 


in  Luft  befindet,  ergibt  die  obige  Formel,  daß  der  absolute  Wert 
der  Brennweite  gleich  dem  absoluten  Werte  des  Krümmungsradius 
der  brechenden  Flächen  ist 

5.  Fall:  n‘  <n;  r1  negativ  und  r9  positiv.  Bikonkavlinse 
(Fig.213g).  Auch  hier  ist  es  für  die  Art  der  Linsenwirkung  gleich- 
gültig, welcher  Krümmungsradius  die  größere  absolute  Länge  hat. 
f negativ,  also  Dispansi vlinse.  Für  den  Fall,  daß  beide  Krüm- 
mungsradien wieder  gleiche  absolute  Länge  [r]  besitzen,  so  daß 
man  es  mit  einer  symmetrischen  Bikonkavlinse  zu  tun  hat, 
vereinfachen  sich  die  Formeln  zu 


2 (w  — n'j 


oder  auch 


und  <r  = — 


_ ”'IrI_ 

2(n  — n‘) 


woraus  wiederum  zu  schließen  ist,  daß  die  Brennpunkte  der  ganzen 
Linse  in  der  Mitte  zwischen  dem  Brennpunkte  der  vorderen  bzw. 
hinteren  Linsenfläche  und  der  unendlich  dünnen  Linse  selbst  liegen. 
Auch  hier  ergeben  die  Formeln  das  spezielle  einfache  Resultat, 
daß  bei  einer  unendlich  dünnen  symmetrischen  Bikonkavlinse  aus 


einem  Material  vom  Brechungsindex 


3 

2 ’ 


welche  sich  in  Luft  be- 


findet, der  absolute  Wert  der  Brennweite  gleich  dem  absoluten 
Werte  des  Krümmungsradius  der  brechenden  Flächen  ist 

Diesen  fünf  Fällen  stehen  fünf  andere  gegenüber,  bei  denen 
n'>n  ist  Die  letzteren  unterscheiden  sich  von  den  ersteren  nur 
dadurch,  daß  durchweg  die  Brennweite  das  andere  Vorzeichen 
erhält  und  dadurch  eine  Kollektivlinse  jetzt  in  eine  Dispansivlinse 
übergeht  und  umgekehrt 
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Da  bei  unendlich  dünnen  Linsen  die  Dicke  vernachlässigt 
wird,  so  kann  eine  Kombination  zweier  solcher  Linsen,  wenn 
diese  direkt  in  Kontakt  miteinander  sind,  wieder  als  eine  unend- 
lich dünne  Linse  aufgefaßt  werden.  Die  Brennweite  f derselben 
hängt  mit  den  Brennweiten  /\  und  /'ä  der  beiden  in  Berührung 
befindlichen  Linsen  nach  dem  früheren  (vgl.  S.  700  und  701)  durch 
die  Beziehung  zusammen 


1 __  1 

f~fx 


welche  auch  kurz  in  der  Form 


D — Di  -f-  Di 

geschrieben  werden  kann,  sofern  man  unter  DXy  D .»  und  D die  in 
Dioptrien  ausgedrückten  Brechkräfte  der  ersten  und  zweiten  Linse 
und  der  Linsenkombination  versteht. 

Diese  einfache  Beziehung  kann  man  bekanntlich  dazu  ver- 
wenden, die  Brennweite  bzw.  die  Brechkraft  eines  Brillenglases 
zu  ermitteln,  indem  man  dasselbe  mit  anderen  dünnen  Linsen 
von  bekannter  Brechkraft  kombiniert.  Hat  man  eine  Kombination 
von  verschwindender  Brechkraft  gefunden,  was  sich  leicht  konsta- 
tieren läßt,  so  ist  die  Brechkraft  der  zu  untersuchenden  Linse  ent- 
gegengesetzt gleich  der  Brechkraft  der  Vergleichslinse.  Da  sich 
die  Brennweite  einer  dünnen  Kollektivlinse  leicht  mit  genügender 
Annäherung  empirisch  bestimmen  läßt,  während  dies  bei  Dispan- 
sivlinsen  nicht  so  einfach  und  nicht  mit  der  gleichen  Genauigkeit 
direkt  zu  erreichen  ist,  so  kann  man  die  obige  Beziehung  auch  in 
der  Weise  zur  Bestimmung  der  Brechkraft  einer  Dispansivlinse 
verwenden,  daß  man  dieselbe  mit  einer  stärkeren  Kollektivlinse 
kombiniert  Die  Linsenkombination  ergibt  dann  ein  Kollektiv- 
system, dessen  Brechkraft  D sich  ebensoleicht  wie  die  Brech- 
kraft Dt  der  benutzten  Kollektivlinse  bestimmen  läßt,  so  daß  man 
für  die  (negative)  Brechkraft  i»,  der  zu  messenden  Dispansivlinse 
den  Wert  D — D»  erhält;  derselbe  ist  negativ,  w’eil  die  Brech- 
kraft der  Kombination  natürlich  kleiner  ist  wie  die  der  hinzuge- 
fügten Kollektivlinse. 

Kombiniert  man  mehr  als  zwei  dünne  Linsen  durch  direktes 
Aneinanderfügen  derselben  zu  einem  wenigstens  nahezu  unend- 
lich dünnen  Linsensystem,  so  läßt  sich  die  obige  Beziehung  auf 
diesen  Fall  verallgemeinern,  indem  die  Brechkraft  der  Kombina- 
tion auch  hier  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Brechkräfte  der 
einzelnen  dünnen  Linsen  ist 
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Werden  unendlich  dünne  Linsen  miteinander  oder  mit  ande- 
ren optischen  Systemen  so  kombiniert,  daß  der  Abstand  d ihrer 
einander  zugekehrten  Hauptebenen  nicht  mehr  vernachlässigt  wer- 
den kann,  so  haben  natürlich  die  zuletzt  angeführten  Beziehungen 
keine  Geltung  mehr,  und  man  muß  daher  auf  die  allgemeinen 
Formeln  für  die  Zusammensetzung  beliebiger  optischer  Systeme 
zurückgreifen.  Ein  für  die  Wirkung  der  Brillen  besonders  wich- 
tiger Fall  ist  der,  daß  eine  unendlich  dünne  Linse  in  die  eine 
Brennebene  eines  anderen  optischen  Systems  gestellt  wird.  Denn 
die  zur  Korrektion  der  Refraktionsanomalien  des  menschlichen 
Auges  verwendeten  Brillengläser  befinden  sich  annähernd  in  der 
vorderen  Brennebene  des  ganzen  Auges,  welche  ja  nach  den  An- 
gaben im  vorigen  Abschnitte  je  nach  dem  Akkommodationszu- 
stande des  Auges  nur  12  mm  bis  14  mm  vor  der  Hornhaut  liegt. 

Fällt  allgemein  die  hintere  Hauptebene  des  ersten  zweier  be- 
liebiger zu  kombinierender  Systeme  mit  der  vorderen  Brennebene 
des  zweiten  Systems  zusammen,  wie  es  in  Fig.  214  angedeutet 
ist,  so  ist  d = -\-f*.  Demnach  wird  in  diesem  Falle  J=- \-f[ 
und 

f=~J-i  f‘  = + f*> 


so  daß  die  hintere  Brennweite  der  Kombination  mit  der  hinteren 
Brennweite  des  zweiten  Systems  übereinstimmt.  Ferner  wird 


t /'ii  = — 


6 £ 
r: 


e=-M=t. 

f.  7, 


und  f = — 


f 1 


Da  o—fi  ist,  so  fällt  der  vordere  Brennpunkt  F der  ganzen 
Kombination  in  den  vorderen  Hauptpunkt  Hx  des  ersten  Systems 
(vgl.  Fig.  214).  Es  stimmt  nun  zwrar  die  hintere  Brennweite  f‘ 
des  ganzen  Systems  mit  der  hinteren  Brennweite  des  zweiten 
Systems  überein;  damit  ist  aber  nicht  gesagt,  daß  auch  der 
hintere  Brennpunkt  des  ganzen  Systems  mit  dem  hinteren  Brenn- 
punkte des  zweiten  Systems  zusammenfällt.  Vielmehr  ergibt  sich 
aus  dem  Werte  von  a \ daß  der  erstere  gegen  den  letzteren,  ebenso 
wie  die  hintere  Hauptebene  des  ganzen  Systems  gegen  die  hintere 

f f 

Hauptebene  des  zweiten  Systems,  um  die  Strecke ver- 

J 1 

schoben  erscheint,  und  zwar  entgegen  der  Richtung  oder  in  der 
Richtung  des  einfallenden  Lichtes,  je  nachdem  das  erste  System 
ein  Kollektivsystem  oder  ein  Dispansivsystem  ist.  Dabei  kann 
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es  Vorkommen,  daß  die  hintere  Hauptebene  >£)'  des  ganzen  Systems 
vor  die  vordere  Hauptebene  desselben  zu  liegen  kommt. 

Fig.  214  entspricht  dem  speziellen  Falle  A = -j—  33 ; f[  = — 60 
#1.07  = 5;  fi  — 2* 0;  fi  = — 24  und  #.#.7  = 12.  Es  sind  also 
beide  Systeme  kollektiv.  Aus  den  Werten  der  Brennweiten  erhält 
man  /=  — 60;  a = +33;  •*—  8;  f=  + 11;  f‘  = — 24; 
e = -f-ll  und  e‘  = — 8,  so  daß  in  der  Tat  der  hintere  Brenn- 
punkt F‘  der  ganzen  Kombination,  welche  sich  wiederum  als 
Kollektivsystem  darstellt,  von  dem  hinteren  Brennpunkte  F 7 des 


y /' 
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F 
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i 
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Fig.  214 


zweiten  Systems  entgegen  der  Bichtung  des  einfallenden  Lichtes 
verschoben  erscheint,  und  zwar  um  die  Strecke  von  8 Längen- 
einheiten. 

Wenn,  wie  bei  einer  Linse,  das  erste  System  vorn  und  hin- 
ten gleichen  Brechungsindex  besitzt,  so  daß  fj  = — fx  ist,  so 
nehmen  die  obigen  Formeln  noch  einfachere  Gestalt  an;  es  ist 
nämlich  dann 

d—ft,  J—  — fx\  tf=  -}-/»;  d — -\ 

/ 1 

« = + /■*  und  e*  = + ^- 
fi 

Hieraus  erkennt  man,  daß  in  diesem  speziellen  Falle  die  Brenn- 
weiten des  zweiten  Systems  durch  das  Hinzutreten  des  ersten 
Systems  überhaupt  nicht  geändert  werden  und  der  ganze  Effekt 
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des  hinzugebrachten  ersten  Systems  nur  in  einer  Verlegung  der 
Hauptebenen  und  des  hinteren  Brennpunktes  besteht.  Insbesondere 
wird  dabei  die  vordere  Hauptebene  des  zweiten  Systems  um  den 
Abstand  der  beiden  Hauptebenen  des  hinzutretenden  ersten 
Systems  verschoben. 

Fig.  215  veranschaulicht  einen  solchen  Fall,  bei  welchem  vor 
ein  Kollektivsystem  mit  den  Brennweiten  f%  = - +-12;  /,'  = — 20 
und  dem  Hauptpunktsabstande  H.2H^  = S eine  Kollektivlinse  mit 
den  Brennweiten  /'1  = + 48;  f[  = — 48  und  dem  Hauptpunkts- 
abstande  H[  = 7 in  der  Weise  gestellt  ist,  daß  die  hintere 
Hauptebene  der  Linse  durch  den  vorderen  Brennpunkt  F%  des 


anderen  Systems  geht.  Aus  den  vereinfachten  Formeln  ergeben 
sich  die  Werte  ^ = — 48;  /’=  + 12;  f‘  — — 20;  tf=  + 48; 
er'  = — 5 ; e = -f-12;  e'  = — 5.  Daß  die  hintere  Hauptebene 
der  Kombination  gegen  die  hintere  Hauptebene  des  zweiten 
Systems  um  die  gleiche  Strecke  wie  der  hintere  Brennpunkt  F' 
der  Kombination  gegen  'den  hinteren  Brennpunkt  i>'j  des  zweiten 
Systems  verschoben  erscheint  (nämlich  um  5 Längeneinheiten  ent- 
gegen dem  einfallenden  Lichte),  ist  in  der  Figur,  wie  auch  schon 
in  Fig.  214,  durch  zwei  gleichlange  Pfeile  angedeutet  worden.  Es 
ist  aber  in  Fig.  215  durch  zwei  schraffierte  gleichlange  Pfeile 
auch  zum  Ausdrucke  gebracht,  daß  die  vordere  Hauptebene  £>  der 
Kombination  um  den  Hauptpunktsabstand  des  ersten  Systems  von 
der  vorderen  Hauptebene  £>..  des  zweiten  Systems  entgegen  der 
Richtung  des  einfallenden  Lichtes  entfernt  ist. 

Fischer,  Medizin.  Physik.  40 
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Der  durch  Fig.  216  veranschaulichte  Fall  unterscheidet  sich 
von  dem  in  Fig.  215  abgebildeten  ausschließlich  dadurch,  daß  die 
Vorgesetzte  Linse  eine  Dispansivlinse  mit  den  Brennweiten 
fx  = — 48  und  f[  = — f“  48  darstellt,  während  der  Hauptpunktsab- 
stand auch  bei  dieser  den  Wert  7 hat  Es  ergeben  sich  daher  in 
diesem  Falle  für  das  kombinierte  System  ^/=-|-48;  f=-\- 12; 
f‘  — — 20;  ff— — 48;  «r1  = -J-  5 ; e = -f-12;  e'  = -f-  5 , so  wie  es 
aus  Fig.  216  ersichtlich  ist  Die  hintere  Hauptebene  der  Kom- 
bination erscheint  jetzt  gegen  die  hintere  Hauptebene  des  zwei- 

ten Systems,  ebenso  wie  der  hintere  Brennpunkt  F‘  der  Kombi- 
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Fig.  216 


nation  gegen  den  hinteren  Brennpunkt  F%  des  zweiten  Systems 
um  5 Längeneinheiten  in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes 
verschoben,  während  die  vordere  Hauptebene  .£>  des  ganzen 
Systems  dieselbe  Stelle  wie  in  dem  vorhergehenden  Falle  ein- 
nimmt. 

Kann  das  erste  System  in  den  beiden  Fällen  der  Figg.  215 
und  216  mit  genügender  Annäherung  als  unendlich  dünne  Linse 
aufgefaßt  werden,  so  daß  die  Hauptebenen  •£),  und  zusammen- 
fallen, so  wird  in  beiden  Fällen  die  vordere  Hauptebene  Jp  der 
Kombination  sich  mit  der  vorderen  Hauptebene  £>«  des  zweiten 
Systems  decken.  Dieser  Fall  ist  aber  bei  der  Kombination  des 
menschlichen  Auges  mit  einer  Brille  nahezu  verwirklicht  Be- 
achtet man,  daß  hierbei  das  mit  dem  Index  2 versehene  System 
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den  optischen  Apparat  des  Auges,  und  das  System  1 die  Brille 
darstellt,  so  hat  man  also  folgendes  bemerkenswerte  Resultat, 
welches  für  fast  alle  Fälle  mit  genügender  Annäherung  Gültigkeit 
besitzt: 


Durch  das  Hinzufügen  einer  Brille  werden  an  dem  optischen 
Apparate  des  menschlichen  Auges  weder  die  Lage  der  vorderen 
Hauptebene,  noch  die  Brennweiten  des  Auges  geändert,  so  daß 
also  auch  seine  Brechkraft  unverändert  erhalten  bleibt.  Der 
ganze  Brilleneffekt  besteht  allein  darin,  daß  sowohl  die  hintere 
Hauptebene  als  auch  der  hintere  Brennpunkt  des  Auges  um  die 


Strecke 


fi  ft 
fi 


verschoben  werden,  unter  /', , /,'  die  beiden  Brenn- 


weiten des  Auges,  und  unter  fx  die  Brennweite  der  dem  Auge 
Vorgesetzten  Linse  verstanden.  Da  der  Zähler  dieses  Bruches  in- 
folge der  entgegengesetzten  Vorzeichen  der  beiden  Brennweiten 
eines  dioptrischen  Systems  negativ  ist,  so  findet  die  Verschiebung 
des  hinteren  Hauptpunktes  und  Brennpunktes  in  der  Richtung 
oder  entgegen  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes  statt,  je 
nachdem  die  Brennweite  der  Linse  negativ  oder  positiv,  die  Linse 
selbst  also  eine  Dispansivlinse  oder  eine  Kollektivlinse  ist 


Ist  die  Brille  so  dick,  daß  der  Abstand  ihrer  Hauptebenen 
nicht  vernachlässigt  werden  kann,  so  ändert  sich  an  dem  vor- 
stehenden Resultate  nur  wenig;  denn  es  tritt  dann  nur  noch  eine 
Verschiebung  der  vorderen  Hauptebene  des  Auges  nach  vorn  ein, 
welche  diesem  Abstande  der  beiden  Linsenhauptebenen  gleich  ist. 
Vernachlässigt  man  andererseits  von  vornherein  den  Abstand  der 
beiden  Hauptebenen  des  Auges,  wie  es  dem  reduzierten  Auge  ent- 
spricht, so  wird  dadurch  das  obige  Resultat  nicht  beeinflußt;  es 
deckt  sich  dann  nicht  etwa  auch  nach  dem  Vorsetzen  der  Brille 
die  hintere  Hauptebene  der  Kombination  mit  der  vorderen  Haupt- 
ebene derselben,  sondern  die  beiden  Hauptebenen  treten  um  die 

Strecke  —A  auseinander. 

/ 1 

Nach  dem  Gesagten  läßt  sich  leicht  berechnen,  um  welche 
Strecken  der  hintere  Brennpunkt  des  Auges  durch  Brillen  von  ver- 
schiedener Brennweite  nach  vorn  oder  hinten  verschoben  wird. 
Ist  Dx  die  Anzahl  der  Dioptrien  der  Vorgesetzten  Brille,  so  be- 
rechnet sich  hieraus  die  Brennweite  /’,  derselben  in  Millimeter 

1000 

durch  die  Formel  fx  = . Die  Verschiebung  des  hinteren 
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f • f*  • 2) 

Brennpunktes  des  Auges  kann  daher  auch  in  der  Form  ^(XX)  * 


geschrieben  werden.  Für  das  für  die  Feme  eingerichtete  sche- 
matische Auge,  hei  welchem  durch  die  früheren  Berechnungen 
/'»  = -}- 15,5  mm  und  f't  — — 20,7  mm  gefunden  wurde  (vgl.  S.  704), 
erhält  man  daher  als  Verschiebung  des  Brennpunktes  — 0,32  Dx  mm, 
also  für  jede  Dioptrie  0,32  nun  nach  vom  oder  hinten,  je  nachdem 
die  Brille  kollektiv  oder  dispansiv  ist  Diese  Verschiebungsgröße 
gibt  zugleich  den  Abstand  an,  in  welchem  sich  der  hintere  Brenn- 
punkt des  Auges  beim  myopischen  Auge  vor,  und  beim  hyper- 
metropischen  Auge  hinter  der  Netzhaut  befindet,  wenn  es  durch 
eine  Brille  von  l)t  Dioptrien  für  die  Ferne  korrigiert  wird.  Bei 
dem  für  die  Nähe  akkommodierten  schematischen  Auge,  welchem 
die  Brennweiten  14,0  mm  und  fi  = — 18,7»»»  entsprechen, 

beträgt  die  Verschiebung  — 0,20 />,  »»»,  also  für  jede  Dioptrie 
nur  0,20»im.  Schließlich  würde  sich  für  das  reduzierte  Auge  mit 
den  angenommenen  Brennweiten  von  +15»»»»  und  — 20  »i»»  eine 
Verschiebung  von  — 0,30  21,»»»,  d.  h.  also  für  jede  Dioptrie  von 
0,30»»»»  heraussteilen. 

Die  vorstehenden  Formeln  lassen  sich  nicht  mehr  anwenden, 
wenn  ein  aphakisehes  Auge  durch  eine  Brille  korrigiert  werden 
soll;  denn  beim  Fehlen  der  Augenlinse  befindet  sich  nach  dem 
früheren  der  vordere  Brennpunkt  des  Auges  in  einem  Abstande 
von  über  23  mm  vor  der  Hornhaut,  so  daß  es  nicht  mehr  erlaubt 
ist,  die  Brille  an  dem  Orte  des  vorderen  Brennpunktes  anzu- 
nehmen. Wie  in  diesem  Falle  die  Kardinalpunkte  und  die  Brech- 
kraft des  Auges  durch  die  Kombination  mit  einer  Brille  geändert 
werden,  läßt  sich  aber  nach  den  früher  angegebenen  allgemeinen 
Formeln  in  jedem  Falle  leicht  feststellen,  nachdem  man  die  Brille 
in  eine  bestimmte  Entfernung  von  der  Hornhaut  gebracht  hat. 


3.  Die  Lupen  und  das  Mikroskop. 

Die  dem  subjektiven  Gebrauche  dienenden  Vergrößerungsin- 
strumente, welche  man  je  nach  der  Kompliziertheit  ihrer  Zu- 
sammensetzung als  Lupen  oder  Mikroskope  bezeichnet,  sollen  dem 
Auge  einen  Gegenstand  unter  größerem  Sehwinkel  darbieten,  als 
es  mit  bloßem  Auge  möglich  ist.  Sie  lösen  also  im  Grunde  die- 
selbe Aufgabe  wie  die  Fernrohre,  indem  sie  eine  scheinbare  An- 
näherung des  betrachteten  Gegenstandes  hervorrufen;  wollte  man 
den  letzteren  mit  bloßem  Auge  unter  dem  gleichen  Sehwinkel 
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wie  durch  ein  Vergrößerungsinstrument  betrachten,  so  müßte  man 
ihn  so  nahe  an  das  Auge  heranbringen,  daß  er  noch  diesseits  des 
Nahpunktes  zu  liegen  käme;  dann  könnte  aber  kein  scharfes  Bild 
auf  der  Netzhaut  entstehen.  Während  also  das  Fernrohr  durch 
die  Vergrößerung  des  Sehwinkels  eine  scheinbare  Annäherung  des 
Gegenstandes  bewirkt,  welche  ohne  das  optische  Instrument  in 
der  Regel  praktisch  nicht  ausführbar  ist,  bringen  die  Vergrößerungs- 
gläser eine  so  große  Annäherung  des  Gegenstandes  an  das  Auge 
hervor,  wie  sie  sich  aus  physiologischen  Gründen  für  das  unbe- 
waffnete Auge  als  unmöglich  erweist. 

a)  Mali  der  Vergrößerung  und  des  VergrößerungSYermögeus. 

Die  Vergrößerung  des  Sehwinkels  hat  eine  Vergrößerung  des 
Netzhautbildes  zur  Folge.  Es  ist  üblich,  die  Vergrößerung  der 
Lupen  und  Mikroskope  durch  das  Verhältnis  der  linearen  Aus- 
dehnung der  Netzhautbilder  zu  messen,  welche  derselbe  Gegen- 
stand einmal  mit  dem  Vergrößerungsglase  und  dann  in  der  deut- 
lichen Sehweite  mit  bloßem  Auge  betrachtet  erzeugt.  Dieses  Ver- 


& — 

Auge 

Fig.  217 

hältnis  der  beiden  Netzhautbilder  läßt  sich  am  einfachsten  durch 
das  Verhältnis  der  trigonometrischen  Tangenten  der  zugehörigen 
halben  Sehwinkel  darstellen,  sofern  man  annimmt,  daß  in  beiden 
Fällen  die  Blicklinie  des  Auges  nach  der  Mitte  des  Gegenstandes 
bzw.  seines  Bildes  gerichtet  ist 

Bezeichnet  man  den  Sehwinkel,  unter  welchem  ein  zur  Blick- 
linie senkrechtes  lineares  Objekt  von  der  Länge  2 y in  der  deut- 
lichen Sehweite  d eines  Beobachters  erscheint,  mit  2 <»,  so  ist,  wie 
man  aus  Fig.  217  ohne  weiteres  bestätigt, 

tan  &)  = •'• 

O 

Der  Sehwinkel,  unter  welchem  der  Gegenstand  durch  das 
Vergrößerungsinstrument  erscheint,  hängt  natürlich  von  der  Lage 
des  Auges  gegenüber  dem  Instrument  ab.  Ohne  hier  schon  auf 
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die  später  zu  erläuternde  Bedeutung  der  Austrittspupille  des  In- 
strumentes einzugehen,  welche  dem  Auge  seinen  Ort  vorschreibt, 
soll  angenommen  werden,  daß  das  Auge  sich  in  nächster  Nähe 
des  hinteren  Brennpunktes  F‘  des  Vergrößerungsinstrumentes  be- 
findet, so  daß  F‘  den  Scheitelpunkt  des  Seh winkeis  darstellt. 
Diese  Annahme  entspricht  in  den  meisten  Fällen  mit  genügender 
Annäherung  dem  Gebrauche  der  Vergrößerungsinstrumente. 

Der  hintere  Brennpunkt  liegt  bei  den  Lupen  und  Mikroskopen 
in  der  Regel  nicht  zu  weit  von  der  letzten  brechenden  Fläche  ab; 


daher  muß  das  Bild  virtuell  sein,  um  von  dem  Auge  deutlich 
gesehen  zu  werden.  Da  dasselbe  zugleich  unter  einem  vergrößerten 
Sehwinkel  erscheinen  soll,  so  kommen  zwei  verschiedene  Fälle  in 
Betracht.  Entweder  das  optische  System  ist  kollektiv;  dann  können 
die  Hauptebenen  sowohl  zwischen  den  beiden  Brennpunkten  als 
auch  außerhalb  derselben  liegen;  die  eine  Möglichkeit  ist  durch 
Fig.  218  angedeutet,  für  die  andere  bietet  u.a.  die  spätere  Fig.  231 
auf  S.  740  ein  Beispiel.  Oder  das  optische  System  ist  dispansiv;  dann 
hat  aber  bis  jetzt  nur  der  Fall  praktische  Bedeutung  gewonnen, 
daß  die  Brennpunkte  in  dem  Raume  zwischen  den  beiden  Haupt- 
ebenen liegen;  diesen  Fall,  welcher  sich  beim  zusammengesetzten 
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Mikroskop  realisiert  findet,  veranschaulicht  Fig.  219.  Im  ersten 
Falle  muß  der  zu  betrachtende  Gegenstand  zwischen  dem  vorderen 
Brennpunkte  F und  der  vorderen  Hauptebene  $ (vgl.  Fig.  218), 
im  zweiten  Falle  dagegen  außerhalb  der  vorderen  Brennweite  FH 
auf  der  Seite  des  vorderen  Brennpunktes  (vgl.  Fig.  219)  aufgestellt 
werden,  damit  das  Instrument  von  ihm  ein  virtuelles  vergrößertes 
Bild  erzeugt  Beide  Arten  von  Vergrößerungsinstrumenten  unter- 
scheiden sich  außerdem  dadurch,  daß  das  Bild  im  ersten  Falle 
aufrecht,  im  zweiten  dagegen  umgekehrt  erscheint 


In  den  beiden  Figuren  findet  sich  die  Konstruktion  des  zu 
einem  geeignet  gelegenen  Gegenstände  PQ  gehörenden  Bildes  P'Q' 
unter  Verwendung  der  Eigenschaften  der  Hauptebenen  und  Brenn- 
punkte in  der  früher  ausführlich  begründeten  Weise  durchgeführt 
Es  ist  also  z.  B.  von  P aus  zunächst  ein  Strahl  parallel  der  Axe 
bis  zur  hinteren  Hauptebene  und  von  da  aus  durch  den 
hinteren  Brennpunkt  F‘  geführt  worden;  ferner  ist  durch  P ein 
zweiter  Strahl  durch  den  vorderen  Brennpunkt  F bis  zur  vorderen 
Hauptebene  £>,  und  von  dieser  an  parallel  zur  Axe  weiter  gezogen 
worden.  Im  Schnittpunkte  der  beiden,  nur  konstruktive  Bedeutung 
beanspruchenden,  Endstrahlen  liegt  der  Bildpunkt  P'.  Vergegen- 
wärtigt man  sich  diese  Konstruktion,  so  erkennt  man  leicht,  daß 
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unter  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  der  hinteren  Brennweite  f‘ 
in  jedem  Falle  für  den  halben  Sehwinkel  «'  des  entsprechenden 
Bildes  die  Beziehung  besteht 


sofern  man  den  halben  Sehwinkel  w'  positiv  oder  negativ  rechnet, 
je  nachdem  das  Bild  aufrecht  oder  umgekehrt  erscheint  Man 
erhält  daher  für  die  Vergrößerung  N des  Instrumentes  den  Wert 


tan  w‘ tan  «'  ^ 

tan  o>  y 


Es  ist  zu  beachten,  daß  bei  der  Ableitung  dieser  Formel  der 
Ort  und  die  lineare  Größe  2 y‘  des  Bildes  gar  nicht  in  Betracht 
gezogen  zu  werden  brauchten.  Das  hängt  damit  zusammen,  daß 
der  halbe  Sehwinkel  to'  bei  der  angenommenen  Lage  des  Auges 
sich  nicht  ändert,  wenn  der  Gegenstand  Pt}  beliebig  auf  der  Axe 
verschoben  wird,  weil  die  Bildpunkte  P‘  und  Q‘  dabei  auf  ihren 
festen  durch  F‘  gehenden  Bildstrahlen  wandern.  Es  ist  daher 
gar  nicht  unbedingt  nötig,  daß  man  etwa  das  virtuelle  Bild  P'Q' 
in  der  deutlichen  Sehweite  des  Auges  erzeugt  denkt,  wie  es  ge- 
wöhnlich angenommen  wird.  Das  normale  Auge,  dessen  Fernpunkt 
im  Unendlichen  liegt,  kann  auch  das  virtuelle  Bild  deutlich  sehen, 
wenn  es  im  Unendlichen  zu  suchen  ist,  wie  es  der  Lage  des 
Gegenstandes  PQ  in  der  vorderen  Brennebene  des  Vergrößerungs- 
instrumentes entspricht.  Denn  das  Auge  braucht  in  diesem  Falle 
nur  auf  unendliche  Ferne  eingestellt  zu  sein,  um  die  jetzt  aus 
dem  Instrumente  austretenden  Bündel  paralleler  Strahlen  auf  der 
Netzhaut  zu  vereinigen.  Da  die  Einstellung  für  die  Ferne  den 
Ruhezustand  des  Auges  darstellt,  indem  dieselbe  nicht  eine 
Folge  aktiver  Kontraktion  von  Muskeln  darstellt,  sondern  im  Gegen- 
teil durch  Entspannung  des  Ciliarmuskels  hervorgebracht  wird*),  so 
verwenden  in  der  Tat  geübte  Mikroskopiker  zur  Beobachtung  im 
Mikroskop  den  dom  Fernpunkt  ihres  Auges  entsprechenden  Ak- 
kommodationszustand, um  dadurch  einer  zu  schnellen  Ermüdung 
des  Auges  vorzubeugen. 

Der  Ausdruck  für  die  Vergrößerung  .V  enthält  die  individuell 
veränderliche  und  in  gewissem  Grade  willkürliche  deutliche  Seh- 
weite <J  als  Faktor;  er  stellt  daher  kein  absolutes  Maß  für  die 


*)  Vgl.  C.  Hess,  a.  a.  0.  S.  23C. 
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Leistung  eines  Vergrößerungsinstrumentes  dar.  Ein  absolutes  Maß 

. tan  w‘ . 

der  letzteren  erhält  man  dagegen  in  dem  ersten  raktor  — - — > 

denn  derselbe  hat  unter  der  mit  genügender  Genauigkeit  erfüllten 
Voraussetzung,  daß  das  Auge  sich  im  hinteren  Brennpunkte  des 

Instrumentes  befindet,  den  konstanten  Wert  — j,.  Aus  diesem 

Grunde  verwendet  man  nach  dem  Vorgänge  von  Abbe")  diesen 
Faktor  als  Maß  für  das  Vergrößerungsvermögen  V eines 
dem  subjektiven  Gebrauche  dienenden  optischen  Instrumentes.  Man 
hat  also 

r=(o».'  1 um|  N=y  J 

<J  1 

Es  stellt  demnach  das  Vergrößerungsvermögen  das  Verhältnis  der 
trigonometrischen  Tangente  der  scheinbaren  Größe  (des  Sehwinkels) 
des  im  Unendlichen  entworfenen  Bildes  zu  der  Größe  des  in  der 
vorderen  Brennebene  befindlichen  Objektes  dar.  Nach  der  Gauß- 
schen Definition  der  Brennweiten  ist  dasselbe  an  Größe  gleich 
dem  reziproken  Werte  der  hinteren  Brennweite  und  drückt  daher 
nichts  anderes  als  die,  in  Dioptrien  zu  messende  Brechkraft  oder 
Stärke  des  optischen  Systems  aus.  Zum  Unterschiede  von  N, 
welches  ein  konventionelles  Vergrößerungsmaß  angibt,  bezeichnet 
man  daher  auch  V als  die  „absolute  Vergrößerung  des  In- 
strumentes“. 

An  Stelle  der  hinteren  Brennweite  f‘  kann  man  auch  die 
vordere  Brennweite  f des  optischen  Instrumentes  in  die  Ausdrücke 
für  das  Vergrößerungsvermögen  und  die  Vergrößerung  einführen. 
Bei  Lupen  und  Mikroskopen  ist  mit  Ausnahme  der  Immersions- 
systeme  der  letzteren  f‘ — — f , so  daß  man  hat 

V—j  und  N=j- 

Ist  bei  einem  Immersionsmikroskop  der  Brechungsindex  der 
Flüssigkeit,  welche  sich  zwischen  Objekt  und  Frontlinse  des 

f 

Mikroskops  befindet,  gleich  n,  so  hat  man  f‘~ — - und  dement- 
sprechend 

, , n . _T  n „ 

V—  f und  N--  . <1. 


*)  E.  Abbe,  Xote  o»  the  proper  definition  of  the  amptifving  power  of 
a lens  or  lens-system.  Journ.  R.  Mier.  Soc.  1884.  4.  S.  348— 351. 
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b)  Einfache  Lupen. 

Wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  unterscheiden  sich  die 
Lupen  vom  zusammengesetzten  Mikroskop  dadurch,  daß  sie  Kollek- 
tivsysteme sind,  während  das  letztere  als  Dispansivsystem  aufzu- 
fassen ist.  Wenn  eine  Lupe  nur  in  einer  einzigen  Kollektivlinse 
bzw.  einer  achromatischen  Kombination  zweier  sich  berührender 
Linsen  besteht,  so  nennt  man  sie  „einfach“  zum  Unterschiede  von 
den  „zusammengesetzten  Lupen“,  die  durch  wenigstens  zwei 
sich  berührende  Linsen  gebildet  werden.  Da  die  Vergrößerung  der 
Brennweite  umgekehrt  proportional  ist,  so  müssen  die  Linsen- 
flächen bei  Erhaltung  der  Linsenform  um  so  mehr  gekrümmt 
werden,  je  stärker  die  Vergrößerung  sein  soll.  Eine  Verkleinerung 
der  Krümmungsradien  hat  aber  eine  Verkleinerung  der  ganzen 
Lupe  zur  Folge,  da  man  im  Interesse  der  Erhaltung  der  Form  der 
Linse  nicht  nur  deren  Dicke,  sondern  auch  ihren  Durchmesser  im 
gleichen  Verhältnis  verringern  muß. 

Um  nun  eine  Verstärkung  der  vergrößernden  Wirkung  der 
Linse  noch  zu  erreichen,  wenn  man  mit  ihrer  Größe  so  weit 
herabgegangen  ist,  daß  eine  weitere  Verkleinerung  ihres  Durch- 
messers nicht  mehr  tunlich  ist,  bieten  sich  zwei  verschiedene  Wege 
dar.  Entweder  man  fertigt  ohne  Änderung  ihrer  Dimensionen  die 
Lupe  aus  einem  Material  von  größerem  Brechungsindex  an,  z.  B.  aus 
Diamant,  dessen  Brechungsindex  nahezu  2,5  ist.  Dieser  Weg  ist 
nach  dem  Vorschläge  von  Brewster  auch  tatsächlich  beschritten, 
später  aber  wieder  verlassen  worden.  Oder  man  ändert  bei  Er- 
haltung des  Linsendurchmessers  die  Dicke;  dies  hat  natürlich  eine 
gleichzeitige  Änderung  der  Krümmungsradien  zur  Folge  in  der 
Weise,  daß  bei  Vergrößerung  der  Linsendicke  die  Krümmungsradien 
im  allgemeinen  kleiner  werden  müssen  und  umgekehrt,  so  daß 
also  dadurch  die  Form  der  Linse  geändert  wird.  Welchen  Einfluß 
eine  Änderung  der  Linsendicke  bei  gleichbleibendem  Linsendurch- 
messer auf  die  Größe  der  Brennweite  ausübt,  kann  man  mit  Hilfe 
der  früher  abgeleiteten  allgemeinen  Formeln  zur  Berechnung  der 
Kardinalpunkte  einer  Linse  leicht  feststellen. 

Handelt  es  sich  um  eine  in  Luft  befindliche  Linse,  wie  dies 
bei  den  Lupen  fast  ausschließlich  der  Fall  ist,  so  ist  in  den 
früheren  Formeln  auf  S.  714  und  715  n'=l  zu  setzen,  und  die- 
selben gehen  über  in: 

nrirj — — r 

' (»  — 1)1«  (»*1  — »*)  — (»  — l)d| 
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n rj  

(n  — 1)  [n  (r,  — r% ) — (n  — 1)  d\ 

nrl 

(n  — 1)  1«  (r,  — >•,)  — (n  — 1 ) rfj 

r,d 

n (r j — r4)  — (n  — l)rf 


Vod 

n^  — r,)  — {n  — 1)  d‘ 


Nimmt  man  ferner  an,  daß  die  Linse  symmetrisch  bikonvex  ist 
und  demnach  die  beiden  Krümmungsradien  die  gleiche  absolute 
Größe  r besitzen,  so  ist  r,  = -j-  r und  rt  = — r zu  setzen,  und 
die  Formeln  für  f,  ff  und  e vereinfachen  sich  zu 


n r 


(n — lj[2nr  — (n  — l)<f] 


und  f : 


rd 

Inr  — (n — l)rf 


Die  gleichen  Werte  gelten  infolge  der  Symmetrie  auch  für  f, 
ff'  und  e';  nur  sind  sie  mit  negativem  Vorzeichen  zu  versehen. 
Aus  der  Gleichheit  der  Werte  für  f und  ff  geht  hervor,  daß  all- 
gemein bei  einer  symmetrischen  Bikonvexlinse  der  vordere  Brenn- 
punkt F der  Linse  in  der  Mitte  zwischen  der  vorderen  Hauptebene 
.£>  der  Linse  und  dem  vorderen  Brennpunkte  der  ersten  Linsen- 
fläche liegt.  Entsprechendes  gilt  für  den  hinteren  Brennpunkt  der 
Linse. 

Zwischen  dem  Durchmesser  h der  Linse,  welcher  bei  verti- 
kaler Stellung  derselben  zugleich  ihre  Höhe  angibt,  der  Linsen- 
dicke d und  dem  Krümmungsradius  r besteht  bei  einer  sym- 
metrischen bikonvexen  Linse,  wie  man  aus  Fig.  220  leicht  bestätigt, 
die  Beziehung 


d 

2 


Setzt  man  das  Verhältnis  zwischen  der  Linsendicke  und  dem 
Linsendurchmesser  gleich  v,  so  daß 

d = vh 


ist,  so  erhält  man  aus  der  vorhergehenden  Formel  für  r den  Aus 
druck 


1 + » , 
r—  — 3 — n 
4v 

und  nach  Einsetzen  dieser  Werte  in  die  Formeln  für  f und, 

T 
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« u + i’-y'  , . v(i  +*•)  t 

' 8 (n  — 1 ) v [n  — n v- + 2 v3J  ' UD  2 [«  — n v2+  2 v*j  ' ' 

Aus  den  letzten  beiden  Formeln  ist  zunächst  ersichtlich,  daß 
die  Brennweite  und  die  Lage  der  Hauptebenen  einer  symmetrischen 
bikonvexen  Lupe  sich  den  linearen  Dimensionen  derselben  pro- 
portional ändern,  so  lange  neben  dem  Brechungsindex  n das  für 
die  Form  einer  derartigen  Lupe  maßgebende  Verhältnis  v zwischen 
Dicke  und  Durchmesser  erhalten  bleibt.  Eine  Verkleinerung  der 
Brennweite  bzw.  eine  Verstärkung  der  Lupenvergrößerung  kann 
daher,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  in  diesem  Falle  aus- 
schließlich durch  Verkleinerung  der  Lupe  erreicht  werden.  Ist 


Fig.  220 


man  mit  dieser  Verkleinerung  der  Dimensionen  an  der  Grenze  an- 
gelangt, welche  im  Interesse  der  exakten  Ausführung  und  der 
praktischen  Verwendbarkeit  der  Lupe  nicht  mehr  unterschritten 
werden  kann,  so  ist  bei  gleichbleibendem  Brechungsindex  eine 
weitere  Verkleinerung  der  Brennweite  dann  nur  noch  durch  Ände- 
rung des  Verhältnisses  v zwischen  Dicke  und  Linsendurchmesser 
und  damit  der  Linsenform  zu  erreichen. 

Um  den  Einfluß  einer  solchen  Änderung  besser  veranschau- 
lichen zu  können,  soll  der  weiteren  Betrachtung  der  spezielle  Fall 
zugrunde  gelegt  werden,  daß  die  Lupe  aus  Glas  vorn  Brechungs- 


index hergestellt  ist. 


Dann  erhalten  die  Gleichungen  für  f und 


f die  einfachere  Form 


, 3(1  + 1»*)*  . *(1  + **). 

f = — 75“T « und  e = . h , 

4W3  + v-  3 4-v2 
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Aus  diesen  Formeln  und  den  oben  angeführten  Ausdrücken 
für  d und  r berechnen  sich  die  folgenden  zusammengehörenden 
Werte  von  d,  f,  r und  e,  welche  zu  verschiedenen  um  je  0,1  zu- 
nehmenden Werten  von  v gehören. 


V 

d 

f 

r 

€ 

Freier 

Abstand  des 
Brenn- 
punktes vom 
Linsen- 
scheitel 

Lupen Vergrößerung 
unter  der 

Voraussetzung,  daß  h 
in  Zentimeter  ge- 
messen ist 

absolute  kon- 

Ver-  j ven  t ionelln 

größerung  Vor- 

(in  Dioptrien)  größerung 

0,1 

0.1  h 

2,542  h 

2.525  h 

0,034  h 

2.508  /. 

39,3  •’)/* 

9,8  •'//. 

0,2 

0.2  h 

1,334  h 

l,300/i 

0.068  /< 

1,266 /< 

75, 0 - */* 

18,7- »//» 

0.3 

0,3  h 

0.961  h 

0.908  h 

0,106  /< 

0,855  h 

104,1  • ’ h 

26,0-  1 h 

0,4 

0.4  h 

0,798  h 

0,725  h 

0,147  h 

0,651  h 

125,3  • '//i 

31,3  -'in 

0,5 

0,5  h 

0,721  h 

0,625  h 

0,192  A 

0,529  h 

138.7  • '//* 

34,7  • ' h 

0.6 

0.6/i 

0,688  h 

0,567  h 

0.243  h 

0,445  h 

146,4 -‘./i 

36,3  • 'lli 

0,7 

0,7  h 

0,682  h 

0.532  h 

0,299  /- 

0,383  h 

146,6  • '//< 

36,7  • '//« 

0,8 

0.8/i 

0,693  h 

0,513  h 

0,360  /< 

0,333  h 

1+4,3  ■ '//* 

36,1  • 1 h 

0,9 

0,1)  h 

0.716  h 

0,503  /< 

0.428  h 

0 28 8/» 

139,7  • 'in 

34.9  • ilh 

1 

h 

0,750  h 

0,500  h 

0,500/i 

0,250  It 

133,3  -'jh 

33,3  - *//» 

Da  die  Linsen  symmetrisch  vorausgesetzt  sind,  so  gelten  die 
in  der  dritten  bis  fünften  Spalte  der  Tabelle  angegebenen  Werte 
mit  negativem  Vorzeichen  auch  für  den  hinteren  Linsenradius  r\ 
für  den  Abstand  e'  der  hinteren  Hauptebene  von  dem  Scheitel- 
punkte der  hinteren  Linsenfläche  und  für  den  Abstand  des  hinteren 
Brennpunktes  vom  hinteren  Linsenscheitel;  die  hintere  Brennweite 
P ist  natürlich  wie  bei  jeder  Linse  immer  entgegengesetzt  gleich 
der  vorderen  Brennweite  f.  In  den  beiden  letzten  Spalten  sind 
außerdem  die  in  Dioptrien  ausgedrückte  absolute  Vergrößerung 
(Vergrößerungsvermögen)  und  die  konventionelle  Vergrößerung  ent- 
sprechend einer  deutlichen  Sehweite  von  25cm  angegeben  worden; 
die  Zahlen  haben  zur  Voraussetzung,  daß  der  Linsendurchmesser 
h in  Zentimetern  gemessen  ist 

Wie  aus  der  Tabelle  zu  ersehen  ist,  nimmt  in  der  Tat  die  Brenn- 
weite ab,  wenn  man  unter  Beibehaltung  des  Linsendurchmessers  h 
die  Linsendicke  bis  zu  einer  gewissen  oberen  Grenze,  die  in  der 
Nähe  von  0,7  h für  d liegt,  vergrößert;  erst  von  da  an  ist  wieder 
eine  kleine  Zunahme  der  Brennweite  zu  konstatieren,  die  bis  zu  der 
Erreichung  der  Kugelform  anhält.  Diese  Änderung  der  Brennweite 
mit  der  Linsendicko  bei  gleichbleibender  Größe  der  Linse  veran- 
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schaulicht  das  Diagramm  in  Fig.  221,  bei  welchem  die  Linsendicken 
als  Abszissen  und  die  zugehörigen  Brennweiten  als  Ordinaten  auf- 
getragen sind.  Dasselbe 


ist  im  Interesse  der  Deut- 
lichkeit für  einen  Linsen- 
durchmesser  von  5 cm 
konstruiert  worden;  es 
hat  aber  ohne  weiteres 
für  jeden  anderen  Lin- 
sendurchmesser Geltung, 
indem  es  dann  nur  als 
eine  entsprechende  Ver- 
größerung bzw.  Verkleine- 
rung des  Diagrammes  auf- 
zufassen  ist,  bei  welchen» 
die  Linsendicken  und 
Brennweiten  in  natür- 
licher Größe  als  Abszissen 
und  Ordinaten  verwendet 
sind.  Bei  einem  Linsen- 
durchmesser von  nur  5 mm 
oder  10  mm  hätte  man 
sich  demnach  die  ganze 
Figur  im  Verhältnis  1:10 
oder  1 : 5 verkleinert,  bei 
einem  Linsendurchmesser 
von  10  cm  dagegen  im 
Verhältnis  2: 1 vergrößert 
zu  denken  usf. 

Wie  aus  der  Figur  zu 
erkennen  ist,  nimmt  von 
einer  dünnen  Linse  an, 
deren  Dicke  nur  den 
zehnten  Teil  ihres  Durch- 
messers ausmacht,  die 
Brennweite  bei  Vergröße- 


Fiß.  221 


rung  der  Dicke  zunächst 
sehr  schnell  abunderreicht 


schließlich  ein  Minimum. 


Umgekehrt  würde  sic  entsprechend  stark  zunehmen,  wenn  die  Dicke 
noch  unter  den  zehnten  Teil  des  Durchmessers  verringert  würde.  Den 
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Wert  der  Linsendicke  d,  bei  welchem  die  Brennweite  am  kleinsten 
geworden  ist,  kann  man  schon  aus  der  Figur  ziemlich  genau  fest- 
stellen; er  liegt  etwa  hei  rf  = 0,68  /#.  Will  mau  ihn  ganz  genau 
bestimmen,  so  kann  man  dazu  die  obige  Formel  (auf  S.  732)  ver- 
wenden, welche  die  Brennweite  f als  Funktion  des  Verhältnisses 
v zwischen  Linsendicke  und  Linsendurchmesser  darstellt,  sofern 
man  dabei  den  Linsendurchmesser  h als  Konstante  betrachtet. 
Man  hat  zu  diesem  Zweck  nur  diese  Funktion  nach  v zu  diffe- 
renzieren und  dann  denjenigen  Wert  von  v zu  berechnen,  welcher 

j r 

den  Differentialquotienten  ^ zu  Null  macht.  Denn  dieser  Diffe- 
rentialquotient gibt  ja  für  jeden  Wert  von  v die  trigonometrische 
Tangente  des  Winkels  an,  welchen  die  geometrische  Tangente  in 
dem  entsprechenden  Punkte  der  Kurve  in  Fig.  221  mit  der  Ab- 
szissenaxe  bildet;  dieser  Winkel  ist  aber  im  tiefsten  Punkte  der 
Kurve  gleich  Null.  Die  Rechnung  ergibt  im  Falle  des  Minimums 

der  Brennweite  für  v den  Wert  1 2V 3 — 3 oder  auf  drei  Dezimal- 
stellen abgerundet  0,681.  Hieraus  folgt  für  d und  f der  überein- 
stimmende Wert  0,681  h,  ferner  für  r der  Wert  0,537  //,  für  s der 
Wert  0,288//  und  für  den  freien  Abstand  des  Brennpunktes  vom 
Linsenscheitel  der  Wert  0,393//. 

Man  hat  daher  das  Resultat,  daß  bei  einer  symmetrischen 
bikonvexen  Lupe  aus  Glas  vom  Brechungsindex  1,5  die  Brenn- 
weite bei  gegebenem  Linsendurchmesser  //  dann  am  kleinsten  ist, 

7 

wenn  ihre  Dicke  abgerundet  j des  Durchmessers  beträgt,  und 

daß  dann  die  Brennweite  mit  der  Linsendicke  genau  übereinstimmt. 

Um  sich  an  einem  speziellen  Beispiel  die  Lage  der  Brenn- 
punkte und  die  durch  die  Lupe  erzielten  Vergrößerungen  veran- 
schaulichen zu  können,  finden  sich  in  Fig.  222  zunächst  zehn 
Lupen  von  dem  gleichen  Durchmesser  von  1 cm  und  den  aus  der 
letzten  Tabelle  für  li  — 1 sich  direkt  in  Zentimetern  ergebenden 
Dicken  mit  ihren  Hauptebenen  und  Brennpunkten  untereinander 
gezeichnet.  Außerdem  ist  zuletzt  noch  die  Lupe  hinzugefügt, 
welche  unter  diesen  Umständen  die  kleinste  Brennweite  und  dem- 
nach die  stärkste  Vergrößerung  aufweist.  Die  beiden  Vergröße- 
rungen der  zehn  ersten  Linsen  sind  aus  der  Tabelle  auf  S.  733 
zu  ersehen;  da  h=  1 cm  angenommen  ist,  so  siud  sie  direkt  durch 
die  Zahlenfaktoren  vor  dem  Faktor  1/h  gegeben.  Für  die  abso- 
lute und  konventionelle  Vergrößerung  der  untersten  Lupe  in 
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Fig.  222  von  der  günstigsten  Form  erhält  man  allgemein  146,8  V/* 
Dioptrien  und  die  Vergrößerungszahl  36,7 1/h,  also  im  vorliegenden 

Falle  146,8  Dioptrien 
und  36,7. 

Es  hat  sich  also  er- 
geben, daß  man  mit 
einer  symmetrischen  bi- 
konvexen Lupe  von 
1 cm  Durchmesser  aus 
Glas  vom  Brechungs- 
index 1,5  bei  einer  deut- 
lichen Sehweite  von 
25  cm  höchstens  eine 
36  bis  37  fache  (konven- 
tionelle) Vergrößerung 
erzielen  kann.  Um  eine 
lOOfache  oder  eine  200- 
faclie  Vergrößerung  mit 
einer  einzigen  symme- 
trischen Bikonvexlupe 
zu  erreichen,  dürfte  die- 
selbe daher  nur  eine 


Größe  von 

1 


etwa  cm 

ö 


oder  — cm  besitze.  Hier- 
b 

zu  ist  jedoch  nicht  un- 
bedingt die  günstigste 
Linsenform,  bei  welcher 
das  Verhältnis  zwischen 
Linsendicke  und  Linsen- 
durchmesser abgerundet 
den  Wert  0,7  besitzt,  nö- 
tig; denn  aus  der  Tabelle 
ist  zu  erkennen,  daß  eine 
kugelförmige  Linse  bei 
1 cm  Durchmesser  schon 
die  nicht  viel  geringere  Vergrößerungszahl  33,3  liefert,  so  daß  eine 

solche  Kugellinse  von  dem  Durchmesser  ^ cm  gerade  eine  lOOfache, 


und  von  ~ cm  eine  200fache  Vergrößerung  hervorbringt. 


Da  nun 
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eine  kugelförmige  Linse  sich  viel  leichter  hersteilen  läßt,  wie  jede 
andere,  so  hat  man  in  dem  Bestreben,  die  Vergrößerung  mit  einer 
einfachen  Lupe  möglichst  zu  steigern,  u.  a.  auch  zu  kugelförmigen 
Linsen  gegriffen. 

Dies  ist  der  Fall  bei  den  Lupen  von  D.  Brewster  (Fig.  223), 
H.  Coddington  (Fig.  224)  und  W.  H.  Wollaston  (Fig.  225).  Der- 


Fig.  223 


Fig.  224 


artige  Lupen  würden  allerdings  große  sphärische  Aberration  und 
daher  keine  sehr  scharfen  Bilder  aufweisen,  wenn  man  das  ganze 
in  die  Kugel  eintretende  Strahlenbündel  zur  Bilderzeugung  ver- 
wenden wollte.  Daher  ist  bei  den  Lupen  von  Brewster  und 
Coddington  eine  Abblendung  der  Handstrahlen  durch  einen  seit- 
lichen Einschliff,  bei  der  Lupe  von  Wollaston  dagegen  durch 
eine  Blende  erreicht,  welche  zwischen  die  durch  Zerschneiden  der 

Fischer,  Mcdiziu.  Fliysiic.  47 
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Glaskugel  entstehenden  Halbkugeln  eingeschoben  ist,  so  wie  es  die 
Figuren  223  bis  225  andeuten.  Bei  der  Wollastonschen  Lupe 
hat  das  Auseinanderschieben  der  Halbkugeln,  welches  nötig  ist, 
um  Platz  für  die  Blende  zu  schaffen,  eine  geringe  Vergrößerung 
der  Brennweiten  im  Gefolge,  welche  aber  bei  dünner  Blende  nicht 
sehr  ins  Gewicht  fällt. 

Hat  das  Material,  aus  dem  die  Kugellupen  hergestellt  sind, 
einen  größeren  bzw.  kleineren  Brechungsindex  als  $,  so  stellt  sich 
natürlich  eine  entsprechend  kleinere  bezw.  größere  Brennweite, 
und  daher  ein  stärkeres  bzw.  geringeres  Vergrößerungs vermögen 
ein.  Die  Formel,  nach  der  sich  die  Brennweite  einer  Kugellinse 
berechnet,  ergibt  sich  aus  der  allgemeinen  Linsenformel  durch  Ein- 
setzen von  2r  für  die  Dicke  d (bzw.  durch  Einsetzen  von  v— 1 
in  die  Formel  auf  S.  732).  Man  erhält  für  die  Brennweite  den 
einfachen  Wert 

1 2(n— 1)  r’ 


während  sich  für  e der  Wert  r und  für  t‘  der  Wert  — r heraus- 
stellt Daraus  ist  zu  schließen,  daß  ganz  allgemein  bei  jeder 
Kugellinse  die  beiden  Hauptpunkte  mit  dem  Linsenmittelpunkte 
zusammenfallen,  ein  Resultat,  welches  unmittelbar  evident  ist. 
Gleichzeitig  ergibt  sich  allgemein  für  den  freien  Abstand  des 

2 — n 

Brennpunktes  von  der  Linse  der  Wert  2(u  ~ i)r>  woraus  ^er' 

vorgeht,  daß  der  Brennpunkt  auf  der  Kugeloberfläche  liegt,  wenn 
n = 2 ist,  während  er  für  2 in  die  Kugel  hineinfallen  würde. 
Einer  Lupe  au3  Diamant  dürfte  man  demnach  die  Kugelform  gar 
nicht  geben. 

Nebenbei  sei  bemerkt,  daß  die  Kugellinse  auch  bei  der 
Beleuchtung  mikroskopischer  Objekte  Verwendung  findet,  und 
zwar  in  Gestalt  der  sogenannten  Schusterkugel,  welche  nichts 
anderes  als  einen  mit  W'asser  gefüllten  kugelförmigen  Glaskolben 
darstellt  Man  kann  dabei,  ohne  große  Fehler  zu  begehen,  von 
der  Brechung  der  Strahlen  an  der  verhältnismäßig  dünnen  Glas- 
wand absehen  und  die  Annahme  machen,  daß  die  ganze  Kugel 
aus  Wasser  besteht  Da  der  Brechungsindex  des  Wassers  4 ist, 
so  erhält  man  aus  der  obigen  Formel  für  die  Brennweite  einer 
derartigen  Wasserkugel  den  Wert  2 »•.  Demnach  ist  der  freie  Ab- 
stand des  Brennpunktes  von  der  Kugel  hierbei  gleich  dem  Kugel- 
radius. Unter  Berücksichtigung  dieses  Ergebnisses  kann  man  in 
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jedem  Falle  leicht  die  Lage  bestimmen,  welche  der  Kugel  bzw. 
einer  Lichtquelle  zu  geben  ist,  damit  die  Beleuchtungsstrahlen  bei 
ihrem  Austritt  aus  der  Kugel  nach  dem  zu  beleuchtenden  Objekte 
konvergieren.  Bei  dieser  Verwendung  der  Kugellinse  braucht  man 
die  Randstrahlen  nicht  abzublenden,  da  es  ja  gar  nicht  auf  die 
Erzeugung  eines  scharfen  Bildes  der  Lichtquelle,  sondern  nur 
darauf  ankommt,  daß  möglichst  viel  Strahlen  auf  den  Gegenstand 
fallen. 

Die  bikonvexen  Lupen  weisen  zwar  unter  sonst  gleichen 
Umständen  die  relativ  stärkste  Vergrößerung  auf,  wenn  sie  sym- 
metrisch sind;  sie  geben  aber  in  diesem  Falle  bei  großer  Apertur 
der  einfallenden  Strahlen  infolge  der  sphärischen  Aberration  keine 
sehr  scharfen  Bilder.  Verringert  man  die  Apertur  durch  Blenden, 
so  werden  die  Bilder  zwar  schärfer,  aber  auch  lichtchw ächer . 
Außerdem  ist  das  Gesichtsfeld  nur  klein.  Um  sowohl  die  Aber- 
ration zu  verringern  als  auch  das  Gesichtsfeld  zu  vergrößern, 
empfiehlt  es  sich,  die  Symmetrie  der  brechenden  Flächen  aufzu- 
geben und  die  dem  Auge  zugekehrte  Fläche  nach  außen  schwächer 
konvex,  plan  oder,  was  noch  zweckmäßiger  ist,  konkav  zu  wählen. 
Allerdings  wird  dadurch  auf  der  anderen  Seite  die  Vergrößerung 
herabgesetzt. 

Bei  einer  halbkugelförmigen  Linse  erhält  man  z.  B.  für  die 
Brennweite  aus  don  allgemeinen  Formeln  auf  S.  730 


2 

also  einen  Wort,  der  das  } - fache  der  Brennweite  der  Vollkugel 
darstellt. 

Hat  dagegen  die  Linse  die  Form  eines  Meniskus,  dessen  hinterer 
Krümmungsradius  doppelt  so  groß  wie  der  vordere  ist,  und  dessen 
Dicke  die  Hälfte  dos  vorderen  Krümmungsradius  r beträgt,  so  erhält 

man  infolge  von  r1~-f-r;  rs  = -f-  2 r und  d~  als  Brennweite 

u 

f 4«r 

/ — («  — 1)  (3n  — 1)' 

3 

Für  n— - hätte  man  demnach  als  Brennweiten  der  Voll- 


3 24 

kugel,  der  Halbkugel  und  des  Meniskus  bzw.  r,  2 r und  — - r, 
woraus  die  starke  Herabsetzung  der  Vergrößerung  bei  der  Halb- 
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kugel  und  vor  allen  Dingen  bei  einem  Meniskus  gegenüber  der 
Vollkugel  zu  erkennen  ist. 

Zu  beachten  ist  jedoch,  daß  die  Unterschiede  in  den  Brenn- 
weiten der  drei  zuletzt  in  Betracht  gezogenen  Linsenformen  sich 
als  geringer  herausstellen,  wenn  man  den  Brechungsindex  größer 
nimmt  So  würde  für  n — 2 zwischen  der  Brennweite  der  Voll- 
kugel und  der  Halbkugel  überhaupt  kein  Unterschied  mehr  vor- 
handen sein,  indem  dann  in  beiden  Fällen  f=r  wäre;  für  die 


Brennweite  des  Meniskus  ergäbe  sich  dagegen  f=^  r , also  ein 


Wert,  der  den  anderen  viel  näher  kommt,  als  bei  Glaslinsen  vom 
Brechungsindex  j*  • Hätte  man  weiterhin  die  drei  Linsen  aus 

dt 


Diamant  vom  Brechungsindex  n = ' hergestellt,  so  wäre  in  den 


5 2 40 

drei  Fällen  die  Brennweite  bzw.  gleich  — r.  “ r und  r,  für  die 

b o d9 


Halbkugel  also  sogar  kleiner  wie  für  die  Vollkugel.  Abgesehen 
davon,  daß  der  Brennpunkt  des  Diamantkügelchens  gar  nicht  mehr 
außerhalb  desselben  zu  finden  ist,  so  daß,  wie  schon  oben  be- 
merkt, aus  diesem  Grunde  eine  Verwendung  desselben  als  Lupe 
ausgeschlossen  wäre,  würde  man  also  einer  Halbkugel  aus  Diamant 
den  Vor/.ug  zu  geben  haben;  bei  der  letzteren  hätte  man  außer- 
dem einen  freien  Brennpunktsabstand,  welcher  gleich  der  Brenn- 
weite ist,  weil  bei  einer  Halbkugel  aus  den  allgemeinen  Formeln 
für  e der  Wert  Null  folgt,  so  daß  die  vordere  Hauptebene  durch 
den  Scheitelpunkt  der  vorderen  Linsenfläche  geht. 

Eine  Verringerung  der  sphärischen  Aberration  läßt  sich  bis 
zu  gewissem  Grade  auch  dadurch  erreichen,  daß  man  die  Linsen- 
dicke verhältnismäßig  groß  gegenüber  dem  Linsendurchmesser  h , 
also  z.  B.  bei  einer  symmetrischen  Bikonvexlinse  größer  als  2 r 
nimmt.  Da  dann  die  beiden  brechenden  Flächen  sich  nicht  mehr 
schneiden  können,  so  ergibt  sich  von  selbst  für  eine  derartige  Lupe 
die  Form  eines  Zylinders  mit  sphärisch  abgeschliffenen  Grund- 
flächen. Fig.  226  veranschaulicht  eine  derartige  Lupe  wie  sie 
ebenfalls  von  Brewster  vorgeschlagen,  aber  von  Stanhope  zu- 
erst ausgeführt  und  unter  des  letzteren  Namen  bekannt  geworden 
ist.  Auch  hier  empfiehlt  es  sich  im  Interesse  der  Verminderung 
der  sphärischen  Aberration  den  beiden  nach  außen  konvexen 
brechenden  Flächen  verschiedene  Krümmung  zu  gehen,  und  zwar 
in  der  Weise,  daß  jetzt  die  stärker  gekrümmte  Fläche  dem  Auge 
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zugekehrt  ist.  Zur  Berechnung  der  Brennweite  einer  solchen 
Zylinderlupe  inuß  man  die  allgemeine  Linsenformeln  auf  S.  730 
verwenden.  Aus  denselben  ergibt  sich  zunächst,  daß  die  Linse 

nur  so  lange  ein  Kollektivsystem  darstellt,  als  d <C ~~ 
bleibt.  Für  eine  symmetrische  Bikonvexlinse  vom  Krümmungs- 
radius r und  Brechungsindex  n = ^ muß  demnach  die  Dicke  kleiner 
wie  6 r bleiben. 

Der  freie  Brennpunktsabstand,  d.  h.  also  der  Abstand  des 
vorderen  Brennpunktes  vom  vorderen  Linsenscheitel,  wird  durch 


die  Differenz  f — e gemessen,  für  welche  sich  der  Wert  ergibt 
_ _ rt[— «r,  — (w  — 1 ) d) 

Ui  — 1)  [« (r,  — r..) — («  — 1)  </|’ 

wobei  hier  — ars  eine  positive  Größe  darstellt  Damit  der  Brenn- 
punkt außerhalb  der  Linse  liegt,  muß  dieser  Abstand  größer  wie 

fl 

Null  sein.  Dies  ist  der  Fall,  so  lange  d <C — — r4  ist,  denn 

dann  sind  Zähler  und  Nenner  des  Ausdrucks  für  /’ — e positiv. 
Bei  der  oben  als  Beispiel  erwähnten  symmetrischen  Linse  müßte 
demnach  d kleiner  wie  3 r sein,  damit  dieselbe  als  Lupe  praktisch 
verwendet  werden  könnte. 

Für  d = — “ _ rt  fällt  der  vordere  Brennpunkt  mit  dem 

Scheitelpunkte  der  vorderen  Linsenfläehe  zusammen,  so  daß  die 
vordere  Brennebene  die  letztere  berührt.  Diesen  besonderen  Fall 
veranschaulicht  die  obige  Fig.  226.  Damit  die  Linse  als  Lupe 
wirken  kann,  muß  daher  in  diesem  Falle  das  zu  vergrößernde 
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Objekt  direkt  in  die  vordere  Linsenfläche  verlegt  werden,  wie  es 
z.  B.  bei  den  kleinen,  häufig  in  Federhaltern,  Nadelbüchsen  usw. 
angebrachten  Zylinderlupen  der  Fall  ist,  welche  kleine  auf  der 
Vorderfläche  angebrachte  Photogramme  vergrößern  sollen.  Ent- 
sprechend dem  Werte  von  d erhält  man  dann  für  die  Brennweite 
den  Wert 

* r_i_  __  d . 

' n — 1 w 


Den  gleichen  Wert  muß  in  diesem  Falle,  entsprechend  ihrer 
Bedeutung,  natürlich  auch  die  Strecke  e annehmen,  was  sich  durch 

fl 

Einsetzen  von  d = — ^ _ ■ rs  in  die  allgemeine  Formel  für  e auch 


in  der  Tat  bestätigt.  Der  vordere  Hauptpunkt  H,  welcher  von 
der  vorderen  Linsenfläche  eben  diesen  Abstand  e besitzt,  ist  von 
der  hinteren  Linsenfläche  um  die  Strecke  d — e,  d.  h.  aber  um 
— rä  entfernt.  Hieraus  geht  hervor,  daß  bei  einer  Stanhopeschen 
Lupe,  deren  Brennpunkt  auf  ihrer  Vorderfläche  liegt,  der  vordere 
Hauptpunkt  mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  der  hinteren  Linsen- 
fläche zusammenfällt.  Aus  den  Werten  von  e und  d — e ergibt 
sich  weiter,  daß  dann  der  Krümmungsmittelpunkt  der  hinteren 
Linsenfläche  die  Dicke  d der  Linse  im  Verhältnis  1 : (n  — 1),  bei 

w=9  also  im  Verhältnis  2:1,  teilen  muß.  Es  ist  daher  die  Krüm- 


mung der  hinteren  Linsenfläche  vorgeschrieben,  sobald  man  die 
Zylinderlupe  von  einer  bestimmten  Länge  (Dicke  d)  und  aus  einem 
Material  von  gegebenem  Brechungsindex  herstellen  will.  Die  Krüm- 
mung der  vorderen  Linsenfläche  kann  dagegen  ganz  beliebig  ge- 
nommen werden,  da  sie  keinen  Einfluß  auf  die  Größe  der  Brenn- 
weite und  die  Lage  der  vorderen  Hauptebene  hat.  Dagegen  hängt 
die  Strecke  f*  zwischen  der  hinteren  Linsenfläche  und  der  hinteren 
Ilauptebene  auch  von  dem  Krümmungsradius  r,  der  ersten  Linsen- 
fläche ab;  denn  man  erhält  im  vorliegenden  Falle 


in  1)  r, 


n — 1 « — 1 „ 

r,  ' «,r1 


Wäre  z.  B. 

r9  d 

1 n — 1 n 

d.  h.  also  gleich  f oder  e,  so  ergäbe  sich  für  e‘  der  Wert  »*;  die 
beiden  Hauptebenen  würden  demnach  zusammenfallen  und  beide 
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durch  den  Krümmungsmittelpunkt  der  hinteren  Linsenfläche  hin- 

durchgehen.  Ist  dagegen  rx  < , so  kommt  sogar  die  zweite 

w ■ X 


Hauptebene  £)'  vor  die  eiste  zu  liegen,  während  sie  für  r,  > — - 

n — 1 

in  den  Raum  zwischen  dem  Krümmungsmittelpunkt  und  dem 
Scheitel  der  hinteren  Linsenfläche  hineinfällt.  Für  ein  unendlich 


großes  r,,  welches  einer  planen  vorderen  Linsenfläche  entsprechen 
würde,  rückt  dagegen  die  hintere  Haupt- 


ebene in  den  Scheitelpunkt  der  hinteren 
Linsenfläche  und  berührt  die  letztere. 

Sofern  nur  eine  einzige  Linse  als 
Lupe  verwendet  wird,  stellen  sich 
neben  Fehlem  der  sphärischen  Aber- 
ration auch  vor  allen  Dingen  solche 
ein,  welche  von  der  chromatischen 
Aberration  herrühren.  Ein  Mittel,  die 
letzteren  zu  beseitigen,  besteht  be- 
kanntlich u.  a.  darin,  daß  man  zwei 
Linsen  aus  verschiedenem  Materiale 
kombiniert  Da  bei  der  Brechung  des 
Lichtes  die  gleichzeitig  auftretende 
Farbenzerstreuung  (Dispersion)  bei  ver- 
schiedenen Glassorten  nicht,  wie 
Newton  ursprünglich  angenommen 
hatte , der  Ablenkung  der  Strahlen 
proportional  zu  sein  braucht,  sondern 
z.  B.  bei  dem  sog.  englischen  Flintglase 
gegenüber  dem  Kronglase  die  Dispersion 
in  höherem  Maße  gesteigert  erscheint 


wie  die  Brechung,  so  läßt  sich  durch 
eine  Kombination  einer  Kollektiv- 


linse aus  Kronglas  mit  einer  oder  mehreren  Dispansivlinsen  aus 
Flintglas  die  Farbenzerstreuung  bis  zu  gewissem  Grade  aufheben, 
ohne  dabei  die  Brechung  vollständig  zu  vernichten.  Liegen  die 
verschiedenen  Linsen  dicht  aneinander,  so  kann  man  eine  derartige 
achromatische  Linsenkombination  noch  als  eine  einfache 
Lupe  auffassen.  Die  erste  Konstruktion  einer  derartigen  achro- 
matischen Lupe,  wie  sie  Fig.  227  veranschaulicht,  rührt  von 
A.  Steinbeil  her;  bei  derselben  ist  eine  symmetrische  bikonvexe 
Kronglaslinse  auf  beiden  Seiten  von  je  einer  konvex-konkaven 
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Dispansivlinse  aus  Fliutglas  umgeben.  I)a  hierbei  auch  gleich- 
zeitig die  sphärische  Aberration  auf  ein  geringes  Maß  reduziert 
worden  war,  so  bezeichnete  Steinheil  diese  Linsenkombination  als 
„aplanatische  Lupe“.  Es  ist  zu  beachten,  daß  die  Form,  welche 
Steinheil  wenigstens  seiner  Kernlinse  aus  Kronglas  gegeben  bat, 
der  oben  beschriebenen  günstigsten  Form  einer  symmetrischen  Bi- 
konvexlinse sehr  nahe  kommt. 

Nachdem  es  später  Dr.  Schott  in  Jena  auf  Anregung  von 
E.  Abbe  gelungen  war,  optische  Gläser  von  der  größten  Mannig- 
faltigkeit herzustellen,  z.  B.  solche,  welche  bei  gleichem  mittleren 
Brechungsindex  sehr  verschiedene  Dispersion  aufweisen,  und  an- 
dere, welche  bei  gleicher  Dispersion  voneinander  relativ  abwei- 
chende Brechungsindizes  besitzen,  konnten  mit  geeigneter  Aus- 
wahl dieser  Jenaer  Gläser  einfache  Lupen  hergestellt  weiden, 
welche  noch  vollkommenere  Achromasie  aufweisen  wie  die  nur 
aus  Kronglas  und  Flintglas  zusammengesetzten  aplanatischen 
Lupen.  Denn  mit  Hilfe  der  letzteren  beiden  Glasarten  ist  es  ge- 
nau genommen  nur  möglich,  zwei  verschiedene  Farben  des  Spek- 
trums zur  Vereinigung  zu  bringen,  so  daß  die  Bilder  der  Stein- 
heilschen  aplanatischen  Lupen  nicht  ganz  frei  von  farbigen 
Rändern  sind,  sondern  immer  noch  ein  schmales  sog.  sekundäres 
Spektrum  aufweisen.  Bei  Anwendung  der  neuen  Glasarten  gelingt 
es  dagegen,  auch  noch  das  sekundäre  Spektrum  zu  beseitigen, 
was  u.  a.  von  der  größten  Bedeutung  für  die  Verbesserung  des 
weiter  unten  zu  besprechenden  zusammengesetzten  Mikroskopes 
geworden  ist. 


c)  Zusammengesetzte  Lupen  und  OkuUre. 

Gegenüber  den  einfachen  Lupen,  welche  entweder  nur  aus 
einer  Linse  oder  aus  einer  achromatischen  Kombination  aneinan- 
derliegender Linsen  bestehen,  weisen  nun  die  aus  mehreren  von- 
einander entfernten  Linsen  zusammengesetzten  Lupen  erheb- 
liche Vorteile  auf.  Durch  geeignete  Verteilung  der  Brechung  auf 
zwei  oder  mehr  Linsen  gelingt  es  vor  allen  Dingen,  die  sphärische 
Aberration  in  der  Axe  der  zusammengesetzten  Lupe  so  zu  ver- 
ringern, daß  man  Strahlenbündel  von  viel  größerer  Öffnung  zur 
Bilderzeugung  verwenden  und  dadurch  bedeutendere  Helligkeit  der 
Bilder  erzielen  kann. 

Man  kann  sich  nun  leicht  mit  Hilfe  der  allgemeinen  Formeln 
davon  Rechenschaft  geben,  wie  weit  bei  Anwendung  nur  zweier 
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Linsen  deren  Abstand  höchstens  sein  darf,  damit  das  System  als 
Lupe  verwendbar  ist,  und  wie  die  Gesamtbrennweite  und  dem- 
entsprechend die  Vergrößerung  von  dem  Abstande  der  beiden 
Linsen  abhängt. 

Für  die  aus  zwei  Linsen  zusammengesetzten  Lupen  kommen 
im  wesentlichen  zwei  verschiedene  Fälle  in  Betracht,  nämlich  die 
Zusammenstellung  zweier  Kollektivlinsen  und  die  Zusammenstel- 
lung einer  Kollektivlinse  mit  einer  Dispansivlinse.  In  beiden  Fällen 
muß  der  Abstand  so  gewählt  werden,  daß  die  Kombination  ein 
Kollektivsystem  darstellt. 

Handelt  es  sich  zunächst  um  zwei  Kollektivlinsen  mit  den 
(vorderen)  Brennweiten  und  fi}  deren  einander  zugekehrte  Haupt- 
ebenen den  Abstand  d besitzen,  so  hat  man  nach  dem  früheren 
die  Formeln 


f= 


fift 


— <1 


e=-M— 

fi+ft—d 


und 


e'  = 


fo.d_ 


Einen  solchen  Fall  veranschaulicht  Fig.  228;  und  zwar  ist 
dabei  5 cm ; = und  d=l  cm  angenommen,  so 

daß  sich  für  f der  Wert  2 \ cm  und  für  e und  e‘  die  Werte  5 cm 
und  — ^ cm  herausstellen. 

Beachtet  man,  daß  f die  Strecke  vom  vorderen  Brennpunkte 
F bis  zur  vorderen  Hauptebene  $ des  Systems,  und  e die  Strecke 
von  der  vorderen  Hauptebene  £>,  der  ersten  Linse  bis  zur  Haupt - 
ebene  £>  bedeutet,  so  ergibt  sich  für  den  Abstand  des  vorderen 
Brennpunktes  F von  der  Hauptebene  £>,  (vgl.  die  Figur)  die 
Differenz  e — f,  welche  nach  den  obigen  Formeln  den  Wert  besitzt 
- f_  h(U~d) 

T~  fi-YU-d 


Der  freie  Abstand  e des  vorderen  Brennpunktes  F vom 
Scheitelpunkte  der  ersten  brechenden  Fläche  ist  nur  um  den  im 
allgemeinen  kleinen  Abstand  der  vorderen  Hauptebene  der  ersten 
Linse  von  diesem  Scheitelpunkte  kleiner. 

Je  nachdem  sich  dieser  Abstand  des  Brennpunktes  F als  ne- 
gativ oder  positiv  herausstellt,  liegt  F vor  oder  hinter  der  ersten 
brechenden  Fläche. 

Entsprechend  ergibt  sich  für  den  Abstand  des  hinteren  Brenn- 
punktes F‘  des  Systems  von  der  hinteren  Hauptebene  der 
zweiten  Linse  der  Wert 


e,  — f'  = + 


fi(f  l d) 


— d ’ 
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während  der  freie  Abstand  dieses  Brennpunktes  von  der  letzten 
brechenden  Fläche  noch  um  den  kleinen  Abstand  dieser  letzten 
Fläche  von  p‘,  kleiner  ist.  Je  nachdem  dieser  Abstand  des 
Punktes  F‘  einen  positiven  oder  negativen  Wert  besitzt,  liegt  F‘ 
hinter  oder  vor  der  letzten  brechenden  Fläche. 

ln  vielen  Fällen  wird  es  genügen,  die  beiden  Linsen  als  un- 
endlich dünn  aufzufassen;  dann  werden  die  freien  Abstände  der 
beiden  Brennpunkte  direkt  durch  die  Differenzen  e — f und  e'  — f' 
gemessen. 

Während  bei  einer  einzigen  Linse  eine  Vergrößerung  der 
Dicke  bei  gleichbleibendem  Linsendurchmesser  im  allgemeinen  zu- 
nächst eine  Verringerung  der  Brennweite  hervorruft,  wie  früher 
an  dem  Beispiele  der  symmetrischen  Bikonvexlinse  ausführlich  aus- 
einandergesetzt worden  ist,  zeigt  die  obige  Formel  für  f , daß  bei 
der  Kombination  zweier  Kollektivlinsen  mit  der  Vergrößerung  der 
Entfernung  beider  auch  die  Brennweite  stetig  zunimmt,  bis  sie 
schließlich  für  d=f1-\-fi  einen  unendlich  großen  Wert  erreicht 
hat  Solange  d kleiner  als  die  Summe  der  beiden  Brennweiten 
bleibt,  ist  die  Linsenkombination  ein  Kollektivsystem,  da  sich  /’ 
dabei  als  positiv  herausstellt.  Ist  die  Entfernung  d gleich  dieser 
Summe  geworden,  so  ist  das  System  teleskopisch  geworden;  und 
wenn  schließlich  d noch  mehr  vergrößert  wird,  so  wird  das  System 
dispansiv,  entsprechend  dem  dann  resultierenden  negativen  Vor- 
zeichen von  f. 

Ober  die  Lage  der  beiden  Hauptebenen  p und  P‘  des  Systems 
sagen  die  Formeln  für  e und  e'  aus,  daß  die  vordere  Hauptebene 
bei  wachsendem  Abstande  d der  beiden  Linsen  immer  w'eiter  von 
der  ersten  Linse  in  der  Richtung  des  einfallendeu  Lichtes,  und 
die  hintere  Hauptebene  gleichzeitig  weiter  von  der  zweiten  Linse, 
aber  entgegengesetzt  der  Richtung  der  einfallenden  Strahlen,  ab- 
rückt. Die  Zunahme  von  e und  e‘  mit  wachsendem  d ist  sogar 
beträchtlicher  als  die  Zunahme  von  f,  weil  in  den  Formeln  für 
jene  d auch  im  Zähler  als  Faktor  vorhanden  ist.  Hätte  man 
zwei  unendlich  dünne  Linsen,  so  würden  die  Hauptebenen  p und 
p‘  des  Systems  bei  der  Berührung  der  Linsen  zusammenfallen; 
sobald  man  aber  die  Linsen  voneinander  entfernte,  würden  sie 
auseinanderrücken,  und  zwar  so,  daß  die  Hauptebene  P des  Ob- 
jektraumes hinter  die  Hauptebene  p'  des  Bildraumes  zu  liegen 
käme.  Dies  geht  daraus  hervor,  daß  die  Summe  der  absoluten 
Werte  von  f und  t‘  größer  wie  d ist;  denn  man  erhält  für  diese 
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Summe  den  Ausdruck  • Würde  der  Subtrahend  d im 

Ti-rh  ~d 

Nenner  fehlen,  so  wäre  der  Wert  gleich  d;  demnach  muß  der 
Ausdruck,  wie  er  dasteht,  größer  wie  d sein.  Als  Abstand 
der  beiden  Hauptebenen  voneinander  würde  sich  dabei  ergeben 

— j.  Bei  Berücksichtigung  der  Dicke  der  beiden  Linsen 
'fi  i /*/  d 

rückt,  wie  man  leicht  aus  Fig.  228  erkennt,  die  Hauptebene  £> 

(lr~ 

erst  dann  hinter  £>',  wenn  der  Ausdruck  j größer  als 

1#  1 l/t/  « 

die  Summe  der  beiden  Hauptpunktsabstände  -f-  H»H'%  inner- 


halb der  Linsen  geworden  ist  Dies  tritt  aber  sehr  bald  ein,  so 
daß  auch  in  diesem  Falle  von  einer  bestimmten  Entfernung  der 
beiden  Linsen  an  £>'  vor  £>  zu  finden  ist  In  dem  durch  Fig.  22H 
dargestellten  Falle  liegt  ■£>'  noch  hinter  £>,  weil  £>',  von  £>,  um 
0,2  cot,  und  £>'„  von  .fr*  um  0,1  cot  entfernt  angenommen  war,  und 
die  Summe  der  absoluten  Werte  von  f und  c‘  sich  nur  um  J cm 
= 0,14  cm  größer  wie  d herausgestellt  hatte;  der  Abstand  der 
beiden  Hauptebenen  betrug  daher  in  diesem  Falle  0,16  cm.  Ver- 
größert man  aber  d auf  1,4  cm,  so  ergeben  sich  für  f und  e‘  die 
Werte  -f-  1,06  und  — 0,64,  so  daß  dann  die  Summe  ihrer  abso- 
luten Werte  gerade  um  0,2  c«»  größer  erscheint  wie  d\  die  beiden 
Hauptebenen  fallen  daher  in  diesem  Falle  zusammen.  Bei  noch 
größerer  Entfernung  der  beiden  Linsen  tritt  dann  auch  hier 
vor  £>.  So  ergeben  sich  z.  B.  für  den  Abstand  von  d = 2 cot  der 
oben  angenommenen  Linsen  die  Werte  f=2lcm,  e = l Jcm  und 
e'  = — 1 cm,  woraus  für  den  Abstand  der  beiden  Hauptebenen  des 
Systems  — 0,87  cm  resultiert,  so  daß  also  in  der  Tat  £»'  vor  •£> 
liegt  Diesen  Fall  veranschaulicht  Fig.  229. 
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Der  vordere  Brennpunkt  des  Systems  fällt  in  die  vordere 
Hauptebeue  £>,  der  ersten  Linse,  wenn  f=e  wird;  dies  ist  nach 
den  obigen  Formeln  ganz  allgemein  der  Fall  für  d — ; dann 
werden  auch  f und  e der  Brennweite  f>  der  zweiten  Linse  gleich, 

/■* 

während  den  Wert  — -?  amiimmt.  Bei  dem  zur  Veranschau- 

1 1 


lichung  der  verschiedenen  Möglichkeiten  herangezogenen  speziellen 
Beispiele  ist  demnach  <l  = f=e  = 3cm  und  e‘  — — 1 $ <m,  und 
inan  erhält  die  durch  Fig.  230  angedeutete  Lage  der  Kardiual- 
punkte  des  Systems;  die  Hauptebene  £V  liegt  dabei,  wie  auch  die 


Rechnung  bestätigt,  1,5cm  vor  der  Hauptebene  -ft,  welche  ihrer- 
seits tun  den  Abstand  der  beiden  Hauptebenen  £\,  -ip',  der  ersten 
Linse  vor  der  vorderen  Hauptebene  £v.  der  zweiten  Linse  gelegen 
ist.  Der  hintere  Brennpunkt  F‘  fällt  irn  vorliegenden  Falle  noch 
außerhalb  des  Systems  und  zwar  1 1;  cm  hinter  die  zweite  Haupt- 
ebene der  zweiten  Linse.  Die  Kombination  läßt  sich  daher 
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nur  in  der  Weise  als  Lupe  verwenden,  daß  man  die  zweite  Linse 
dem  Objekte  zukehrt 

Um  den  hinteren  Brennpunkt  F‘  des  Systems  in  die  hintere 
Hauptebene  £>1,  der  zweiten  Linse  zu  bringen,  muß  d — fl  ge- 
macht werden;  dann  nehmen  f und  e'  die  entgegengesetzt  gleichen 

ft 

Werte  -j-  f\  und  — ft  an,  während  e zu  F wird.  Auf  unser  Bei- 

/ 2 

spiel  angewendet  hat  man 

d — f=  5 cm;  e = Si  cm  und  = — 5 cm, 


wie  es  in  Fig.  231  dargestellt  ist  Hierbei  liegt  die  Hauptebene 
8 cm  vor  der  Hauptebene  f>,  und  liegt  um  den  Abstand  der 
beiden  Hauptebenen  W,  der  zweiten  Linse  hinter  der  zweiten 
Hauptebeno  der  ersten  Linse.  Besonders  zu  beachten  ist,  daß 
in  Fig.  231  die  beiden  Brennpunkte  F,  F‘  in  den  Raum  zwischen 


den  beiden  Hauptebenen  hineinfallen  und  dabei  keiner 

außerhalb  des  Systems  liegt,  durch  welchen  Umstand  sich  dieser 
spezielle  Fall  als  unbrauchbar  für  eine  Lupe  erweist.  Es  ist  je- 
doch die  Lage  des  vorderen  Gesamtbrennpunktes  F zwischen  den 
beiden  Linsen  keineswegs  eine  notwendige  Folge  der  Gleichheit 
des  Linsenabstandes  d mit  der  Brennweite  fx  der  ersten  Linse, 
sondern  nur  durch  die  speziellen  Werte  der  beiden  Brennweiten 
und  ft  bedingt.  Der  Abstand  des  vorderen  Brennpunktes  F von 
der  Hauptebene  der  vorderen  Linse  hat  ja  für  d—fi  den 

Wert  c — dieser  ist  aber  größer  wie  d,  sobald  ft 

t-i 

größer  wie  2/*  geworden  ist.  Bei  unendlich  dünnen  Linsen  wird 
daher  im  vorliegenden  Falle  der  vordere  Gesamtbrennpunkt  F 
hinter  die  zweite  Linse,  d.  h.  also  wieder  außerhalb  des  Systems 
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fallen,  sobald  die  Brennweite  der  ersten  Linse  nur  wenig  größer 
als  das  Doppelte  der  Brennweite  der  zweiten  Linse  angenommen 
wird;  bei  Berücksichtigung  der  Linsendicken  müßte  das  Verhältnis 
zwischen  f\  und  f.,  noch  etwas  größer  genommen  werden,  um  auch 
hier  F außerhalb  des  Systems  zu  verlegen.  Ist  z.  B,  /,  = 3 cm ; 

— und  d — 3cm,  so  erhält  man  f = 3 cm;  e = 7 i,  an 

und  e‘  = — 3 cm,  und  die  Kardinalpunkte  haben  die  [in  Fig.  232 
angedeutete  Lage. 

Ein  Mittelding  zwischen  den  beiden  zuletzt  betrachteten  Fällen, 
in  welchen  d entweder  gleich  der  kleineren  oder  gleich  der  größeren 
Linsenbrennweite  ist,  hat  man,  wenn  man  den  Abstand  d der 


beiden  Linsen  gleich  dem  arithmetischen  Mittel 


fi  -\-u 


der  beiden 


Fig.  222  (!/a  iiat.  Größe) 


2f  f 

Brennweiten  nimmt.  Dann  werden/—  t ; « = /",  und  f'= — f.2. 

fi  “r  ft 

Auf  unser  früheres  Beispiel  angewendet,  bei  welchem 
/',  = 5 cm  und  f%~  3 cm  war,  ergibt  sich  cf  — 4 cm;  /-=3*/«  cm- 
c —-5  cm  und  e‘  — — ;t  cm,  wie  es  Fig.  233  veranschaulicht  Die 
Hauptebene  £V  liegt  3,7  cm  vor  der  Hauptebene  £>;  der  vordere 
Brennpunkt  F liegt  1 ’/4  cm  hinter  der  vorderen  Hauptebene 
der  ersteil  Linse,  und  der  hintere  Brennpunkt  F */4  cm  hinter  der 
hinteren  Hauptebene  ^ der  zweiten  Linse.  Da  hier  nur  F zwischen 
die  beiden  Linsen  fällt,  so  ist  diese  Kombination  zwar  als  Lupe 
zu  verwenden,  aber  wieder  nur  einseitig  in  der  Weise,  daß  die 
Linse  mit  der  kleineren  Brennweite  dem  Objekt  zugewendet  ist 
Auch  in  dem  Falle,  daß  /,  > f,  und  der  Linsenabstand  d gleich 
dein  arithmetischen  Mittel  der  beiden  Linsenbrennweiten  ist,  kann 
unter  Umständen  der  vordere  Brennpunkt  F hinter  die  letzte 
Linse  fallen,  so  daß  dann  beide  Brennpunkte  sich  auf  derselben 
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Seite  außerhalb  des  Systems  befinden.  Es  genügt  aber  dazu 
nicht,  daß  /,  nur  etwas  größer  wie  2 f»  ist,  sondern  die  erste  Brenn- 
weite muß  nahezu  4'/«  mal  so  groß  wie  die  zweite  sein,  wie  sich 
aus  folgender  Überlegung  ergibt  Für  den  Abstand  e — f des 
Brennpunktes  F von  der  vorderen  Hauptebene  •fr,  der  ersten 


f f f 

Linse  ergibt  sich  der  Wert  '-7 — ; dieser  muß  größer  wie  d, 

h-Tli 

d.  h.  also  hier  größer  wie  — - sein,  wenn  F hinter  die  zweite 


Fig.  233  (®/a  nat.  Grüße) 


Linse  treten  soll.  Wären  beide  Quotienten  gleich  groß,  so  müßte, 
wie  man  leicht  bestätigen  wird,  das  Verhältnis  ^ der  Gleichung 
genügen 


iS)’-4©-1“0' 


woraus  sich  für  dasselbe  der  positive  Wert  2 + \ o = 4,236  ergibt.  Es 
fällt  daher  F bei  zwei  unendlich  dünnen  Linsen  in  die  Hauptebene 
wenn  /,=  4,236  f«  ist;  als  Linsenabstand  hätte  man  dabei  2,618/!; 
zu  nehmen.  Je  nachdem  nun  f,  kleiner  oder  größer  wie  4,236 /ä 
ist,  fällt  dann  F vor  oder  hinter  die  zweite  Linse.  Bei  Berück- 
sichtigung der  Linsendicko  muß  jedoch  das  Verhältnis  zwischen 
den  beiden  Linsenbrennweiten  wesentlich  größer  wie  44/4  ge- 
nommen werden,  damit  F außerhalb  des  Systems  fällt;  denn 
der  freie  Abstand  von  F wächst  verhältnismäßig  nur  langsam 
mit  diesem  Verhältnis.  Als  Beispiel  ist  in  Fig.  234  der  Fall 
fi  = 7 cm;  — 1 cm  und  dementsprechend  d = 4 cm  zur  Dar- 
stellung gekommen,  bei  welchem  sich  ergibt  f—  l*/4  cm;  e — "icm 
und  e'  = — 1 cm.  Wie  man  sieht,  liegen  hier  in  der  Tat  beide 
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Brennpunkte  außerhalb  des  Systems  und  zwar  auf  der  Seite  der 
stärker  brechenden  Linse. 

Man  kann  auch,  wie  nebenbei  hervorgehoben  sein  mag,  leicht 
ein  ganz  allgemein  gültiges  Kriterium  gewinnen,  ob  bei  ganz  be- 
liebigen Brennweiten  ft,  f«  und  beliebigem  Linsenabstand  d der 
vordere  Brennpunkt  F des  Systems  vor  oder  hinter  die  zweite 
Linse  fällt,  sofern  man  die  Linsen  zunächst  als  unendlich  dünn 
auffaßt.  Aus  dem  oben  (S.  745)  angegebenen  allgemeingültigen 
Werte  für  f — f folgt,  daß  dies  daran  zu  erkennen  ist,  ob  im  ge- 
gebenen Falle  der  Ausdruck  kleiner  oder  größer  wie  d 

Ji~T  Ji 

ist  Ist  dieser  Ausdruck  gleich  d , so  fällt  F in  die  zweite  un- 


endlich dünne  Linse  hinein;  dann  hat  man  aber  für  d die  Werte 

f J 

-y  -f-  \ + 4/’,) , von  denen  nur  der  Wert  mit  dem  posi- 

tiven Zeichen  Bedeutung  hat,  falls  /',  > ist  Soll  F hinter  die 
zweite  Linse,  also  außerhalb  des  Systems  fallen,  so  muß  demnach 

d größer  wie  K>  -f-  \f>  l/j  + 4/,))  sein;  dies  bedeutet  in  dem 

früher  behandelten  Beispiel  f,  = 5cinl  ft  = 3 cm  für  d einen  Wert, 
der  größer  wie  5, 053  cm  ist 

In  dem  zuletzt  angeführten  speziellen  Falle,  in  dem  der  Linsenab- 
stand gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  beiden  Einzelbrennweiten 
ist,  gewinnt  man  einen  ganz  besonderen  Vorteil.  Es  stellt  sich 
nämlich  heraus,  wie  später  noch  ausführlich  erörtert  werden  soll, 
daß,  falls  die  beiden  Linsen  aus  dem  gleichen  Material  bestehen, 
das  Gesamtsystem  für  zwei  verschiedene  Farben,  z.  B.  für  rot  und 
blau,  dieselbe  Brennweite  aufweist  Es  treten  daher  die  blauen 
und  roten  Strahlen,  welche  von  einem  Funkte  eines  in  der  vor- 
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deren  Brennebene  des  Systems  befindlichen  Objekts  ausgehen, 
parallel  in  das  Auge,  so  daß  sie  bei  Akkommodation  des  letzteren 
für  unendliche  Ferne  in  einem  einzigen  Punkte  der  Netzhaut  ver- 
einigt werden,  und  das  Auge  das  Bild  des  Punktes  farblos  sieht. 

In  bezug  auf  die  Lage  der  Brennpunkte  eines  aus  zwei  Kol- 
lektivlinsen zusammengesetzten  Systems  hat  sich  also  folgendes 
ergeben: 

Solange  der  Abstand  der  Linsen,  worunter  der  Abstand  der 
vorderen  Hauptebene  der  zweiten  Linse  von  der  hinteren  Haupt- 
ebene der  ersten  Linse  verstanden  sein  sollte,  kleiner  als  die 
kleinste  der  beiden  Linsenbrennweiten  bleibt,  befinden  sich  beide 
Gesamtbrennpunkte  außerhalb  des  Systems  in  derselben  Art  wie 
bei  einer  einzigen  Kollektivlinse,  so  daß  das  System  auf  jeder 
Seite  als  Lupe  verwendet  werden  kann.  Ist  der  Abstand  gleich 
der  kleineren  Brennweite,  so  liegt  nur  auf  der  Seite  der  zu  dieser 
Brennweite  gehörenden  Linse  der  Brennpunkt  außerhalb  des 
Systems,  während  auf  der  anderen  Seite  der  Brennpunkt  in  die 
äußere  Hauptebene  der  Linse  mit  der  größeren  Brennweite  fällt. 
Verkleinert  man  in  diesem  Falle  den  Abstand  nur  um  ein  Ge- 
ringes, so  kann  man  dadurch  den  letzteren  Brennpunkt  gerade 
noch  außerhalb  des  Systems  bringen,  so  daß  dann  die  Linsen- 
kombination auch  hier  noch  beiderseits  als  Lupe  im  gewöhnlichen 
Sinne  verwendet  werden  kann.  Das  letztere  ist  nicht  mehr  mög- 
lich, wenn  der  Abstand  größer  als  die  kleinere  Linsenbrennweite 
genommen  wird;  denn  dann  fällt  unter  allen  Umständen  der  auf 
der  Seite  der  Linse  mit  der  größeren  Brennweite  liegende  Brenn- 
punkt entweder  zwischen  die  beiden  Linsen  oder  sogar  außerhalb 
des  Systems  hinter  die  andere  Linse.  Beides  kann  eintreten,  wenn 
der  Abstand  der  Linsen  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  ihrer 
Brennweiten  ist.  Ist  der  Linsenabstand  gleich  der  größeren  der 
beiden  Linsenbrennweiten  geworden,  so  fällt  der  Brennpunkt  des 
Systems  auf  der  Seite  der  Linse  mit  der  kleineren  Brennweite  in 
die  äußere  Hauptebene  der  letzteren.  Nimmt  man  schließlich  den 
Linsenabstand  noch  größer,  so  fallen  beide  Gesamtbrennpunkte 
zwischen  die  Linsen  oder  zum  Teil  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
außerhalb  des  Systems,  und  das  letztere  ist  dann  auf  keiner  von 
beiden  Seiten  als  Lupe  zu  verwenden. 

Im  speziellen  Falle,  daß  die  beiden  Linsen  gleiche  Brennweite 
besitzen,  führen  die  drei  Annahmen,  daß  der  Abstand  der  beiden 
Linsen  entweder  der  kleineren  Brennweite,  oder  dem  arithmetischen 
Mittel  beider  Brennweiten,  oder  endlich  der  größeren  Brennweite 
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gleich  ist,  auf  dasselbe  hinaus.  Es  muß  dann  der  Abstand  der 
Linsen  kleiner  wie  ihre  gemeinschaftliche  Brennweite  sein,  damit 
die  beiden  Brennpunkte  außerhalb  des  Systems  liegen,  und  das 
letztere  überhaupt  als  Lupe  zu  verwenden  ist 

Beispiele  für  eine  aus  zwei  Kollektivlinsen  zusammengesetzte 
Lupe,  bei  welcher  der  Linsenabstand  kleiner  wie  die  kleinste  der 
beiden  Linsenbrennweiten  ist,  bilden  die  Fraunhofersche  Lupe,  die 
Wil  sonsche  Lup$  und  die  Wollastonsche  Doppellupe.  Bei  allen 
dreien  sind  zwei  Plankonvexlinsen  verwendet,  welche  mit  ihren  kon- 
vexen Flächen  einander  zugekehrt  sind,  was  die  Verringerung  der 
sphärischen  Aberration  besonders  begünstigt  Bei  der  Fraunhofer- 
schen  Lupe  ist  die  Entfernung  der  zwei  Linsen  bedeutend  ge- 
ringer wie  bei  den  beiden  andern  Lupen,  so  daß  nach  den  obigen 


Erörterungen  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  die  erstere  die 
stärkste  Vergrößerung  aufweist  Bei  der  Wollastonschen  Doppel- 
lupe ist  insbesondere  die  Brennweite  der  zweiten  Linse  dreimal 
so  groß  wie  die  der  ersten  und  der  Linsenabstand  die  Hälfte  von 
der  Brennweite  der  zweiten  Linse.  Nimmt  man  /,  = 2 cm,  so  ist 
demnach  U — 6 cm  und  d = 3 cm,  und  man  erhält  hieraus 


/=  o 


2-6 


2 + 6 — 3 


2*3 

cm  = 2,4  cm\  ferner  £ = = -j—  1 ,2  cm  und 

o 


6-3 

— — cm  - 

5 


: — 3,6  cm. 


Diese  spezielle  Lupe  veranschaulicht 


mit  den  hiermit  bestimmten  Kardinalpunkten  Fig.  235,  wobei 
für  die  erste  Linse  ein  Hauptpunktsabstand  von  1 »am,  für  die 
zweite  Linse  dagegen  ein  solcher  von  2 mm  angenommen  ist 
Wie  man  sieht,  kann  die  Linsenkombination  nur  einseitig  als 
Lupe  verwendet  werden.  Da  der  hintere  Brennpunkt  der  Lupe 
zwischen  die  beiden  Linsen  fällt,  so  kann  das  beobachtende  Auge 
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nicht  in  denselben  gebracht  werden,  was  einen  Nachteil  der  Lupe 
bedeutet  Auch  Plössl  hat  in  entsprechender  Weise  zwei  plan- 
konvexe Linsen  zu  einer  Lupe  zusammengesetzt;  bei  seinen  Lupen 
ist  aber  jede  der  beiden  Linsen  durch  Zerspaltung  in  einen  Kron- 
glas-  und  einen  Flintglasteil  für  sich  achromatisiert. 

Die  Okulare  der  Fernrohre  und  des  weiter  unten  zu  be- 
sprechenden zusammengesetzten  Mikroskops  stellen  ebenfalls  aus 
zwei  Linsen  zusammengesetzte  Lupen  dar.  Die  dem  Objektiv  am 
nächsten  liegende  Linse  bezeichnet  man  als  „Kollektivlinse  (im 
engeren  Sinne)“  oder  kurz  als  „Kollektiv“,  die  andere  Linse  da- 
gegen, welche  ebenfalls  kollektiv  ist,  als  „Augenlinse“.  Während 
bei  don  gewöhnlichen,  für  sich  allein  verwendeten  Lupen  der 
vordere  Brennpunkt  vor  der  ersten  Linse  liegen  muß,  ist  dies  bei 
den  Mikroskopokularen  nicht  unbedingt  erforderlich.  Denn  die 
letzteren  dienen  dazu,  ein  von  dem  Objektiv  des  Fernrohrs  oder 
Mikroskops  erzeugtes  reelles  Bild  zu  vergrößern.  Dieses  Bild  kann 
man  sich  aber  auch  zwischen  den  beiden  Linsen  der  zusammen- 
gesetzten Lupe,  oder  sogar  hinter  der  letzteren  entworfen  denken, 
d.  h.  es  können  die  Strahlen  so  auf  die  Kollektivlinse  auffallen, 
daß  sie  sich  erst  hinter  derselben  in  den  Punkten  des  vom  Ob- 
jektiv erzeugten  reellen  Bildes  schneiden  würden.  Dann  gibt 
dieses  reelle  Bild  für  die  Lupe  das,  in  diesem  Falle  virtuelle,  Ob- 
jekt ab. 

Es  waren  ursprünglich  nur  zwei  verschiedene  Typen  von 
Okularen  in  Gebrauch,  das  Huygenssche  Okular  und  das  Rams- 
densche  Okular.  Beide  haben  einen  Linsenabstand  gemeinsam, 
welcher  mit  großer  Annäherung  gleich  dem  arithmetischen  Mittel 
der  beiden  Linsenbrennweiten  ist. 

Beim  Huygensschen  Okular  sind  beide  Linsen  plankonvex 
und  wenden  ihre  konvexe  Fläche  dem  einfallenden  Lichte  zu. 
Die  Brennweite  der  Kollektivlinse  ist  gewöhnlich  dreimal  so  groß 
wie  die  Brennweite  der  Augenlinse;  daher  ist  der  Linsenabstand 
doppelt  so  groß  wie  die  Brennweite  der  letzteren  bzw.  s/s  von  der 
Breninveite  der  ersteren  Linse.  Die  Brennpunkte  und  Haupt- 
ebenen  haben  infolgedessen  beim  Huygensschen  Okular  etwa  die 
durch  Fig.  236  angedeutete  gegenseitige  Lage;  dabei  ist  A = 6 cm 
und  fi  = - cm  angenommen,  woraus  folgt  d = 4 cm,  f—  3 cm, 
e = 6 cm  und  e'  — — 2 cm. 

Das  Ramsdenschc  Okular  ist  im  Gegensätze  zum  Huygens- 
schen aus  zwei  Plankonvexlinsen  von  gleicher  Brennweite  zu- 
sammengesetzt. Wäre  der  Abstand  der  beiden  Linsen  genau 


Digitized  by  Google 


75(> 


Optik. 


gleich  ihrer  gemeinsamen  Bronnweite,  so  würden  nach  den  obigen 
Darlegungen  die  Gesamtbrennpunkte  in  die  äußeren  Hauptebenen 
der  beiden  Linsen  fallen.  I)a  man  aber  bei  diesem  Okular  durch 
die  Gleichheit  der  Linsenbrennweiten  erreichen  will , daß  der  vor- 
dere Brennpunkt  noch  etwas  vor  der  vorderen  brechenden  Fläche 
der  ersten  Linse  (der  sog.  Kollektivlinse  im  engeren  Sinne)  liegt, 
so  muß  der  Abstand  beider  Linsen  etwas  geringer  angenommen 
werden  wie  die  gemeinschaftliche  Linsenbrennweite.  Man  hat 
dann  etwa  die  durch  Fig.  2:J7  angedeutete  gegenseitige  Lage  der 
Brennpunkte  und  Hauptebenen  des  Systems. 

Wie  schon  oben  (auf  S.  745)  hervorgehoben  wurde,  kann  eine 
zusammengesetzte  Lupe  auch  die  Kombination  einer  Kollektivlinse 
mit  einer  Dispansivlin.se  darstellen.  Bezeichnet  man  mit  /',  und  /' ’ 


die  Brennweiten  der  Kollektivlinse,  und  mit  /.  und  die  der  Dis- 
pansivlinse,  so  sind  also  in  diesem  Falle/!  und/’,  positive  Größen; 
es  empfiehlt  sich  demnach,  den  Formeln  für  die  vordere  Gesamt- 
brennweite f und  die  Hauptpunktsabstände  e und  e'  des  Systems 
die  besondere  Form  zu  geben 

i « = fld  . und  !'-d 

d 


1 + ii 


r.-fi 


d+f-tV 


weil  dann  alle  drei  in  den  Formeln  auftretenden  Größen  flt 
und  d positive  Werte  haben. 

Aus  der  Formel  für  / ist  zu  erkennen,  daß  die  Zusammen- 
stellung einer  Kollektivlinse  mit  einer  Dispansivlinse  ein  Kollektiv- 
system  ergibt,  so  lange  der  Linsenabstand  d größer  wie  die  Dif- 
ferenz fi — /’  genommen  wird.  Für  den  Fall,  daß  /’,  größer  wie 
fi  ist,  hat  man  es  daher  stets  mit  einem  Kollektivsystem  zu  tun. 
Wenn  dagegen  die  vordere  Brennweite  f\  der  Kollektivlinse  die 
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größere  ist,  so  ist  also  zur  Erzeugung  einer  zusammengesetzten 
Lupe  erforderlich,  daß  d größer  wie  (/',  — /’)  oder,  mit  anderen 
Worten,  daß  die  Summe  größer  wie  die  Brennweite  /',  ist. 

Wenn  d gleich  (/',  — /“ ) genommen  wird,  so  hat  man  den  Fall 
eines  teleskopischen  Systems,  wie  er  im  Galileischen  Fernrohr 
bzw.  dem  gewöhnlichen  Opernglas  verwirklicht  ist.  Für  einen 
Abstand  d,  welcher  kleiner  wie  (/’,  — ft)  ist,  hat  man  es  dagegen 
mit  einem  Dispansivsystem  zu  tun.  Während  die  aus  zwei  Kol- 
lektivlinsen zusammengesetzte  Lupe  bis  zu  dem  Werte  von  d, 
welcher  gleich  der  Summe  der  beiden  Einzelbrennweiten  f\  und  /’. 
ist,  eine  um  so  größere  Brennweite  auf  weist,  je  größer  d ist, 
nimmt  bei  der  aus  einer  Kollektivlinse  und  einer  Dispansivlinse 
zusammengesetzten  Lupe  die  Brennweite  mit  zunehmendem  Linsen- 
abstand d ab;  denn  mit  wachsendem  d wird  der  Nenner  in  dem 
Ausdruck  für  f größer,  der  Quotient  selbst  also  kleiner.  In  dem 
besonderen  Falle,  daß  d—f\  ist,  wird  f ebenfalls  gleich  /’t.  .Je 
nachdem  d kleiner  oder  größer  als  f\  ist,  hat  die  Gesamtbrenn- 
weite /'  demnach  einen  Wert,  der  größer  oder  kleiner  als  die 
Brennweite  /j  der  Kollektivlinse  ist. 

Aus  den  Formeln  für  e und  e‘  ist  zu  ersehen,  daß  sowohl 
die  vordere  Hauptebene  4?  vor  der  ersten  Hauptebene  £>,  der 
Kollektivlinse,  als  auch  die  hintere  Hauptebene  vor  der  hinteren 
Hauptebene  der  Dispansivlinse  gelegen  ist  Aus  der  Lage  der 
vorderen  Hauptebene  $ des  Systems  folgt,  daß  bei  einer  derartigen 
Linsenkombination  der  freie  Abstand  des  vorderen  Brennpunktes 
verhältnismäßig  groß  ist.  Dies  bedeutet  einen  besonderen  Vorzug 
einer  derartigen  Lupe  vor  den  aus  zwei  Kollektivlinsen  zusammen- 
gesetzten Lupen;  denn  infolgedessen  kann  die  Kollektivlinse  in 
verhältnismäßig  großer  Entfernung  von  dem  Objekt  gehalten 
werden. 

Die  Strecke  e wäre  für  d=fx  — f%  (teleskopisches  System) 
negativ  unendlich  groß.  Von  da  an  nimmt  mit  wachsendem  d 
der  absolute  Wert  dieser  Strecke  ab  bis  zu  der  unteren  Grenze 
e = — fu  welche  aber  erst  bei  unendlich  großem  d erreicht  werden 
würde.  Der  absolute  Wert  von  e bleibt  also  bei  der  Lupe  stets 
größer  wie  ft.  Auch  die  Strecke  e“  nimmt  mit  wachsendem  d an 
absolutem  Werte  ab  und  strebt  der  Grenze  e' — — C zu. 

Der  absolute  Wert  der  Entfernung  des  Objektes  von  der  vorderen 
Hauptebene  £">,  der  Kollektivlinse  ist  bei  Akkommodation  des 
Auges  für  unendliche  Ferne  gleich  der  Summe  der  absoluten  Werte 
der  Brennweite  f und  der  Strecke  e,  also  nach  den  obigen  Formeln 
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f (f  -f-d) 

gleich  j - y , während  der  freie  Abstand  des  Objektes  von 

der  vorderen  Linsenfläche  um  den  Abstand  e,  der  Hauptebene  £1 
von  der  anderen  Linsenfläche  kleiner  ist. 

Der  hintere  Brennpunkt  F‘  der  Lupe  besitzt  von  der  hinteren 
Hauptebene  £>',  der  Dispansivlinse  einen  Abstand,  welcher  durch  die 

Differenz  e'  — /",  d.  h.  also  durch  den  Ausdruck  — — ^4  gemes- 

sen  wird;  je  nachdem  derselbe  einen  positiven  oder  negativen  Wert 
besitzt,  liegt  F‘  hinter  oder  vor  £>j.  Für  d = /',  würde  demnach 
F‘  in  die  Hauptebene  hineinfallen;  dies  entspricht  aber  nach 
dem  obigen  dem  Falle,  daß  die  Brennweite  des  Systems  mit  der 
Brennweite  der  Kollektivlinse  übereinstimmt,  die  letztere  also  durch 
das  Hinzubringen  der  Dispansivlinse  nicht  geändert  wird  (vgl. 
hierzu  auch  S-  719  ff.).  Soll  dagegen  durch  die  Dispansivlinse  die 
Gesamtbrennweite  verringert  und  demnach  die  Lupenvergrößerung 
gesteigert  werden,  zu  welchem  Zwecke  d größer  wie  fx  gemacht 
werden  muß,  so  fällt  der  Brennpunkt  F‘  vor  und  daher  im 
allgemeinen  zwischen  die  beiden  Linsen.  Der  hintere  Brennpunkt 
F‘  des  Systems  würde  nur  dann  hinter  und  damit  in  der 
Regel  außerhalb  der  Lupe  fallen,  wenn  die  Gesamtvergrößerung 
der  Lupe  geringer  wäre  als  die  der  Konvexlinse,  so  daß  man  in 
dieser  Beziehung  durch  das  Hinzubringen  der  Dispansivlinse  nicht 
nur  keinen  Vorteil,  sondern  sogar  einen  Nachteil  erreicht  hätte. 
Um  dies  zu  verhüten,  andererseits  aber  den  Brennpunkt  F‘  nicht 
zu  weit  von  der  Dispansivlinse  zu  entfernen,  empfiehlt  es  sich 
daher,  d nur  wenig  kleiner  als  f\  anzunehmen.  Dann  kann  man 
aber  die  Linsenkombination  auch  nur  einseitig  als  Lupe  verwenden, 
nämlich  nur  so,  daß  die  Kollektivlinse  dem  Objekt  zugekehrt  ist. 

Nach  dem  erörterten  Prinzip  ist  die  von  Chevalier  vorge- 
schlagene, aber  erst  von  E.  Brücke  ausgeführte  und  daher  nach 
ihm  benannte  Lupe  zusammengesetzt;  da  bei  derselben  die  Kollek- 
tivliose  aus  einem  achromatischen  Linsenpaar  besteht,  so  gibt  sie 
ziemlich  farbenreine  Bilder,  hat  aber  andererseits  kein  großes  Ge- 
sichtsfeld. 

Um  sich  von  der  Lage  der  Kardinalpunkte  der  Lupe  gegen- 
über den  Kardinalpunkten  der  beiden  Linsen  in  anschaulicher 
Weise  Rechenschaft  geben  zu  können,  ist  in  Fig. 238  eine  derartige 


Kombination  einer  Kollektivlinse  mit  einer  Dispansivlinse  darge- 
stellt worden.  Die  Figur  entspricht  dem  speziellen  Fall  ft  = 3 cm; 
f.._— — 2cm  und  d— 4 cm,  woraus  sich  ergibt  f=2 cm;  e— — 4cm 


Digitized  by  Google 


Die  Lupen  und  das  Mikroskop. 


759 


und  e‘=  — 22/*  cm,  und  als  Abstand  des  vorderen  Brennpunktes  F 
von  der  vorderen  Hauptebene  der  Kollektivlinse  6 cm. 

Schließlich  möge  noch  der  spezielle  Fall  in  Betracht  gezogen 
werden,  daß  ft  — — fu  also  — f,  ist  Mau  erhält  dann  die 
einfacheren  Formeln 


Hieraus  ist  zu  ersehen,  daß  in  diesem  Falle  die  vordere  Haupt- 
ebene $ des  Systems  durch  den  ersten  Brennpunkt  f\  der  Kollek- 
tivlinse,  und  die  hintere  Hauptebene  £V  durch  den  vor  der 
Dispansivlinse  liegenden  zweiten  Brennpunkt  F't  dieser  Linse  hin- 
durchgeht. Die  beiden  Hauptebenen  des  Systems  haben  daher 


einen  Abstand  voneinander,  welcher  um  die  Summe  des  Abstandes 
der  beiden  Hauptebenen  der  Kollektivlinse  und  des  Ab- 

standes der  beiden  Hauptebenen  £)o,  ©'  der  Dispansivlinse  größer 
ist  wie  der  Linsenabstand  d:  bei  unendlich  dünnen  Linsen  würde 
er  infolgedessen  mit  d übereinstimmen. 


d)  Das  zusammengesetzte  Mikroskop. 

Das  Mikroskop  setzt  sich  aus  zwei  Kollektivsystemen  zu- 
sammen, die  man  bekannllich  als  Objektiv  und  Okular  vonein- 
ander unterscheidet,  je  nachdem  das  System  dem  Objekt  oder 
dem  Auge  zugewendet  ist.  Während  aber  bei  den  aus  zwei 
Kollektivlinsen  zusammengesetzten  Lupen  der  Linsenabstand  d 
kleiner  wie  die  Summe  der  beiden  Linsenbrennweiten,  und  demnach 
das  optische  Intervall  / negativ  sein  mußte,  ist  beim  Mikroskop 
das  optische  Intervall  zwischen  Objektiv  und  Okular  positiv,  so 
daß  der  vordere  Brennpunkt  des  Okulars  in  der  Richtung  der  in 
das  Mikroskop  einfallenden  Strahlen  von  dem  hinteren  Brennpunkte 
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des  Objektivs  absteht.  Man  hat  also  beim  Mikroskop  optische 
Verhältnisse,  wie  sie  durch  die  frühere  Fig.  209  auf  S.  697  dar- 
gestellt wurden.  Aus  den  positiven  Werten  der  beiden  vorderen 
Brennweiten  fx  und  f,  von  Objektiv  und  Okular  und  dem  positiven 
Vorzeichen  des  optischen  Intervalls  1 folgt,  daß  die  vordere  Ge- 
samtbrennweite des  Mikroskops  negativ  ist  Das  Mikroskop  stellt 
infolgedessen  ein  Dispansivsystein  dar.  Bei  demselben  liegen  aber 
nicht,  wie  bei  einer  einzigen  Dispansivlinse,  die  Hauptebenen 
zwischen  den  Brennpunkten,  sondern  die  Brennpunkte  fallen  wie 
in  Fig.  209  in  den  durch  die  beiden  Hauptebenen  abgegrenzten 
Raum  hinein.  Das  optische  Intervall  J wird  beim  Mikroskop  ins- 
besondere als  dessen  „op tische  Tubuslänge“  bezeichnet  zum 
Unterschied  von  der  „ mechanischen  Tubuslänge“,  worunter  man 
die  Länge  des  Tubus  von  der  Ansatzfläche  des  Objektivgewindes 
bis  zum  oberen  Tubusrande,  dem  das  Okular  aufsitzt,  zu  ver- 
stehen hat. 

Wenn  auch  Objektiv  und  Okular  des  Mikroskops  im  allge- 
meinen aus  einer  größeren  Anzahl  von  Linsen  zusammengesetzt 
sind,  so  genügt  es  jedoch  für  eine  erste  Orientierung  über  die 
Wirkungsweise  der  beiden  Teile  und  des  gesamten  Mikroskops, 
Objektiv  und  Okular  als  unendlich  dünne  Linsen  aufzufassen,  wie  es 
in  dem  in  Fig.  239  angedeuteten,  in  halber  natürlicher  Größe  wieder- 
gegebenen Schema  angenommen  ist.  Die  unendlich  dünne  Objek- 
tivlinse besitzt  in  diesem  Schema  eine  Brennweite  von  30  mm,  und 
die  unendlich  dünne  Okularlinse  eine  solche  von  45  mm.  während 
die  optische  Tubuslänge,  d.  h.  also  der  Abstand  des  vorderen 
Brennpunktes  F.  des  Okulars  vom  hinteren  Brennpunkte  F[  des 
Objektivs,  75  mm  beträgt;  das  Okular  ist  demnach  150  mm 
vom  Objektiv  entfernt.  Für  die  Brennweite  des  gesamten  Mikroskops, 
die  man  auch  als  seine  „ Äquivalentbrennweite“  bezeichnet,  ergibt  sich 
daher  nach  der  Formel  für  die  Berechnung  der  Brennweite  eines 


zusammengesetzten  Systems  der  Wert 


30-45 

75 


mm  = — -18  mm. 


Die  für  die  Lage  der  Brennpunkte  und  Hauptebenen  maßgebenden 
Größen  besitzen  ferner  die  Werte  <r= — 12mm;  tf'~-J-27  mm: 
f = — 60  mm  und  e'  = -j-90mm. 

Dem  Objektiv  des  Mikroskops  fällt  nun  die  Aufgabe  zu, 
von  einem  kleinen  Objekt  PQ  ein  vergrößertes  reelles  Bild  P'(f 
zu  erzeugen,  welches  in  dem  Raume  zwischen  dem  vorderen 
Brennpunkte  jF*  und  der  vorderen  Hauptebene  des  Okulars 
gelegen  sein  muß,  damit  das  Okular  von  ihm  ein  vergrößertes 
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virtuelles  Bild  P“Q“  hervorbringen  kann,  so  wie  es  in  Fig.  239 
dargestellt  ist  Das  virtuelle  Bild  P“Q"  muß  vom  Auge  min- 
destens die  Entfernung  seiner  deutlichen'Sehweite  haben;  es  kann 
aber  auch  in  dem  Fernpunkte  desselben,  also  bei  einem  normal- 
sichtigen Auge  im  Unendlichen  liegen.  Damit  durch  das  System 
der  beiden  Linsen  die  beschriebene  Wirkung  hervorgebracht  werden 
kann,  muß  zunächst  das  Objekt  PQ  außerhalb  der  einfachen  Brenn- 
weite des  Objektivs  gelegen  sein.  Soll  das  virtuelle  Bild  P“Q" 
im  Unendlichen  entstehen,  so  muß  daß  reelle  Bild  P'Q'  gerade 
nach  Fi  fallen;  es  ist  also  dann  in  der  Brennpunktsgleichung 

x,x‘=fxf1  des  Objektives  x'  — J anzunehmen,  woraus  für  x der 

. .. 

Wert  —J  , d.  h.  also  der  Wert  ff  resultiert.  Da  ff  den  Abstand 

des  vorderen  Gesamtbrennpunktes  vom  vorderen  Brennpunkte  des 
Objektivs  bedeutet,  so  stimmt  dieses  Resultat  damit  überein,  daß 
das  Objekt  im  vorderen  Gesamtbrennpunkte  F liegen  muß,  wenn 
das  vom  ganzen  Mikroskop  erzeugte  Bild  im  Unendlichen  ent- 
worfen werden  soll.  Um  das  virtuelle  Bild  P“Q " im  Endlichen 
hervorzurufen,  muß  das  reelle  Bild  P‘Q‘  eine  Entfernung  von  F\ 
besitzen,  welche  größer  als  / ist;  das  Objekt  PQ  muß  dement- 
sprechend etwas  näher  an  jF,  heranrücken,  wobei  es  aber  dem 
vorderen  Brennpunkte  Fx  des  Objektivs  nicht  zu  nahe  gebracht 
werden  darf,  damit  P'Q'  noch  vor  die  vordere  Hauptebene  £% 
des  Okulars  zu  liegen  kommt.  Hieraus  ergibt  sich  das  Resultat, 
daß  das  mikroskopische  Objekt  entweder  im  vorderen  Gesamt- 
brennpunkte oder  nur  wenig  über  demselben  anzubringen  ist, 

In  Fig.  239  ist  das  Objekt  PQ  in  eine  solche  Lage  zum  vorderen 
Brennpunkte  F des  Mikroskops  gebracht  worden,  daß  das  virtuelle 
Bild  P“Q“  vom  hinteren  Brennpunkt  F‘  des  ganzen  Mikroskops 
um  die  deutliche  Sehweite  von  250  mm  entfernt  erscheint.  Der 
Abstand  x des  Objektes  PQ  von  F berechnet  sich  mit  Hilfe  der 
18*18 

Formel  x = — _ö-q  “ zu  + 1,296  mm.  Demnach  ist  das  Objekt 

PQ  10,704  mm  vor  dem  vorderen  Brennpunkte  Fx  des  Objektivs, 
so  daß  sich  mit  Hilfe  der  Brennpunktsgleichung  des  Objektivs  für 
die  Entfernung  des  reellen  Bildes  P'Q'  vom  hinteren  Brennpunkte 

F\  des  Objektivs  die  Größe  ]^0“04  Uim  = ^4,081  mm  ergibt. 

Dieses  Bild  liegt  daher  9,081  mm  hinter  dem  vorderen  Brenn- 
punkte Fi  des  Okulars.  Das  Okular  entwirft  infolgedessen  von 
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“lo  * 4o 

P'Q'  ein  virtuelles  Bild  im  Abstand  — —mm 

04,1/01 


223  mm  von 


seinem  hinteren  Brennpunkte  JPj,  ein  Resultat,  das  sich  mit  der 
verlangten  Entfernung  von  250  mm  vom  hinteren  Gesamtbrenn- 
punkte F',  welcher  27  mm  hinter  F‘t  liegt,  in  genauer  Überein- 
einstimmung  befindet 

Die  Lateralvergrößerung  des  vom  Objektiv  erzeugten  Bildes 

P'Q1  beträgt  — Ä = — 2,803,  und  die  Lateralvergrößerung  des 

— 1U,7U4 

durch  das  Okular  allein  entworfenen  virtuellen  Bildes  P" Q"  von 

45 

P'Q'  y Qgj  = 4,955.  Für  die  durch  das  ganze  Mikroskop  hervor- 
gerufene Lateral  Vergrößerung  ergibt  sich  daher  durch  Multipli- 
kation der  beiden  Einzelvergrößerungen  der  Wert  — 13,89,  ein 

jg 

Resultat,  welches  auch  direkt  aus  der  Formel  ß~  ge- 

r -+- 1,296  Ä 

wonnen  wird. 


Das  Vergrößerungsvermögen  des  durch  Fig.  239  dargestellten 

1000 

schematischen  Mikroskops  beträgt lü-  Dioptr.  gleich  — 55  */„ 

I O 

Dioptr.,  wobei  das  negative  Vorzeichen,  welches  gewöhnlich  bei 
der  Bemessung  des  Vergrößerungsvermögens  eines  Mikroskops  nicht 
mit  angegeben  wird,  darauf  hindeutet,  daß  das  zusammengesetzte 
Mikroskop  umgekehrte  Bilder  liefert  Die  für  die  deutliche  Seh- 
weite von  250  mm  berechnete  Vergrößerung  des  betrachteten 

250 


schematischen  Mikroskops  ergibt  sich  daher  als  — 


18 


138 


Dieser  Wert  stimmt  mit  dem  für  die  Lateralvergrößerung  überein, 
weil  das  Bild  P“Q“  um  die  deutliche  Sehweite  vom  hinteren 
Brennpunkte  F‘  des  Mikroskops  entfernt  angenommen  war;  er 
würde  aber  nach  der  oben  angegebenen  Bedeutung  der  Vergröße- 
rungszahl auch  dann  seine  Gültigkeit  behalten,  wenn  man  das 
virtuelle  Bild  P"Q"  im  Unendlichen  entworfen  dächte. 

In  Fig.  239  ist  nun  zugleich  die  Konstruktion  des  Bildes  P“Q" 
angedeutet,  wie  sie  sich  einmal  auf  dem  Umwege  über  das  reelle 
Zwischenbild  P'Q',  und  dann  direkt  unter  Verwendung  der  Brenn- 
punkte und  Hauptebenen  des  ganzen  Systems  gestaltet,  damit  man 
sich  davon  überzeugen  kann,  daß  auf  beiden  Wegen  das  gleiche 
Resultat  erzielt  wird.  Die  auf  die  Kardinalpunkte  des  ganzen 
Systems  gestützte  Konstruktion  entspricht  natürlich  ebenso  den 
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früher  angegebenen  allgemeinen  Kegeln,  wie  die  Konstruktion  des 
Bildes  P'Q'  aus  PQ,  und  die  Konstruktion  des  Bildes  P"Q"  aus 
P‘Q‘,  wenn  sie  sich  auch  infolge  der  besondern  gegenseitigen 
Lage  der  Kardinalpunkte  in  außergewöhnlicher  Weise  darstellt 
So  ist  z.  B.  für  die  Konstruktion  des  Bildpunktes  P"  vom  Ob- 
jektpunkte P aus  zunächst  eine  Gerade  durch  den  vorderen  Brenn- 
punkt F bis  zur  vorderen  Hauptebene  $ gezogen  worden;  die 
von  ihrem  Schnittpunkte  mit  •£>  ausgehende  Parallele  zur  optischen 
Axe  stellt  dann  einen  ersten  geometrischen  Ort  für  P“  dar. 
Ferner  ist  von  P eine  Gerade  parallel  zur  Axe  bis  zur  hinteren 
Hauptebene  gezogen  worden;  die  von  deren  Schnittpunkt  mit 
£>'  aus  durch  F‘  geführte  Gerade  gibt  einen  zweiten  geometrischen 
Ort  für  P",  so  daß  damit  P"  bestimmt  ist  Es  tritt  bei  dieser 
Konstruktion  besonders  deutlich  zutage,  daß  die  Konstruktions- 
geraden nicht  immer  Strahlen  zu  entsprechen  brauchen,  welche 
tatsächlich  zur  Erzeugung  des  Bildes  beitragen:  denn  der  durch 
F geführten  Geraden  von  P kommt  natürlich  nur  konstruktive 
Bedeutung  zu.  Das  gleiche  gilt  für  die  zur  Konstruktion  des 
Zwischenbildpunktes  P'  von  P aus  durch  den  vorderen  Brenn- 
punkt Fi  des  Objektivs,  sowie  für  die  zur  weiteren  Konstruktion 
des  Bildpunktes  P"  von  P‘  aus  durch  den  vorderen  Brennpunkt 
F<  des  Okulars  gezogene  Gerade  usf. 

Um  sich  eine  Vorstellung  von  den  wirklich  das  Bild  hervor- 
rufenden Strahlen  bilden  zu  können,  sind  in  Fig.  240  die  von  P 
und  Q,  sowie  von  dem  Axenpunkte  0 ausgehenden  und  in  das 
Mikroskop  eindringenden  Strahlenbündel  durch  je  drei  Strahlen 
(den  beiden  äußersten  und  einen  mittleren  Strahl)  in  ihrem  Ver- 
laufe bis  zu  ihrer  Vereinigung  auf  der  Netzhaut  des  beobachtenden 
Auges  wiedergegeben.  Es  ist  dabei  allerdings  die  durch  je  eine 
einzige  und  dazu  noch  unendlich  dünn  angenommene  Objektivlinse 
und  Okularlinse  nicht  zu  realisierende  Annahme  gemacht,  daß 
auch  bei  so  weit  geöffneten  Strahlenbündeln,  wie  sie  in  der  Figur 
angedeutet  worden  sind,  eine  scharfe  punktweise  Abbildung  des 
Objektes  PQ  möglich  ist.  Dies  ließe  sich  aber  bei  dem.  schema- 
tischen Mikroskop  nur  mittelst  Nullstrahlen  und  dabei  auch  nur 
für  ein  unendlich  kleines  Objekt  erreichen,  wie  ja  überhaupt  alle 
bisherigen  Betrachtungen  nur  für  Nullstrahlen  Geltung  besitzen. 
Wenn  daher  die  Gaußsche  Abbildungslehre  sich  nicht  ohne  Ein- 
schränkung auf  den  Verlauf  der  beim  Mikroskop  in  Frage  kom- 
menden möglichst  weit  geöffneten  Strahlenbündel  anwenden  läßt, 
so  behält  sie  doch  ihre  Bedeutung  für  die  paraxialen  Nullstrahlen 


Digitized  by  Google 


766 


Optik. 


unter  den  abbildenden  Strablenbündeln  und  bleibt  für  die  einfache 
und  anschauliche  Bestimmung  des  Bildortes  mit  Hilfe  der  Kardinal- 
punkte und  der  auf  diese  gegründeten  Formeln  unentbehrlich. 

Wenn  auch  an  dieser  Stelle  noch  nicht  näher  auf  die  Bedeutung 
der  Blenden  und  insbesondere  der  Eintritts-  und  Austrittspupille  für 
die  Öffnung  der  einfallenden  Strahlenbündel  und  den  Umfang  der 
Sichtbarkeit  des  Bildes  eingegangen  werden  kann,  so  läßt  sich 
doch  soviel  schon  aus  Fig.  240  erkennen,  daß  der  Ort  des  beob- 
achtenden Auges  nicht  beliebig  angenommen  werden  darf,  son- 
dern durch  den  Strahlengang  bestimmt  ist,  wenn  das  Auge  das 
ganze  Bild  auf  einmal  übersehen  soll.  Der  Augenort  muß  so  ge- 
wählt werden,  daß  die  von  den  äußersten  Funkten  P und  Q des 
Objektes  ausgehenden  Strahienbiindel  gleichzeitig  in  das  Auge  ein- 
treten  können.  Dies  ist  aber,  genügende  Weite  der  Augenpupille 
vorausgesetzt,  im  allgemeinen  nur  für  eine  bestimmte  Entfernung 
des  Auges  vom  Okular  möglich,  wie  aus  Fig.  240,  in  welcher  dem 
Auge  gerade  die  richtige'  Stellung  gegeben  ist,  deutlich  zu  ersehen 
ist;  denn  wollte  man  das  Auge  dem  Okular  mehr  nähern  oder 
weiter  von  demselben  entfernen,  so  würden  die  von  P und  Q und 
auch  von  anderen,  der  Axe  näherliegenden  Funkten  des  Objektes 
ausgehenden  Strahlenbündel  an  dem  Auge  vorüberlaufen,  so  daß 
nur  von  einem  sehr  kleinen  an  der  Axe  liegenden  Teile  des  Ob- 
jektes das  Bild  auf  der  Netzhaut  entstehen  könnte.  Wollte  man 
auch  die  übrigen  Fartien  des  Bildes  sehen,  so  müßte  man  das 
Auge  seitlich  von  der  Axe  entfernen  und  überhaupt  zur  Axe  senk- 
recht hin  und  her  bewegen. 

Der  genaue  Ort  des  Auges  ist  abhängig  von  der  Lage  der 
später  zu  besprechenden  Blenden  im  Mikroskop.  Soviel  läßt  sich 
aber  schon  aus  Fig.  240  erkennen,  daß  er  sich  in  der  Nähe  des 
hinteren  Brennpunktes  F‘  des  ganzen  Mikroskops  befinden  wird. 
Es  ist  daher  der  relativ  große  Abstand  des  Auges  vom  Okular, 
wie  er  sich  in  dieser  Figur  zeigt,  nur  eine  Folge  einerseits  der 
großen  Brennweiten  des  Objektivs  und  Okulars,  und  andererseits 
des  verhältnismäßig  kleinen  optischen  Intervalls,  wie  sie  im  Inter- 
esse der  Deutlichkeit  der  Figur  für  das  schematische  Mikroskop 
angenommen  waren.  Die  im  allgemeinen  viel  kleinere  Brennweite, 
wenigstens  des  Objektivs,  und  der  größere  Wert  des  optischen 
Intervalls,  welche  man  beim  Mikroskop  in  der  Regel  verwenden 
muß,  um  stärkere  Vergrößerungen  hervorzubringen,  haben  eine 
entsprechende  Annäherung  des  Auges  an  das  Okular  zur  Folge, 
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wie  man  im  Hinblick  auf  die  Formeln  für  f\  e‘  und  a'  ohne 
weiteres  einsehen  wird. 

Die  Entfernung  des  Auges  vom  Okular  vermindert  sich  aber 
auch  schon  wesentlich  durch  den  Umstand,  daß  man  als  Okular 
des  zusammengesetzten  Mikroskops  in  der  Regel  eine  Kombination 
zweier  in  einiger  Entfernung  voneinander  befindlicher  kollektiver 
Einsen,  der  sogen.  Kollektivlinse  im  engeren  Sinne  und  der  Augen- 
linse, verwendet.  Wie  schon  früher  angedeutet  wurde,  sind  im 
wesentlichen  zwei  verschiedene  Typen  solcher  zusammengesetzter 
Okulare  im  Gebrauche,  die  man  als  Huygeussches  und  Rams- 
densches  Okular  voneinander  unterscheidet.  Auch  die  meisten 
von  der  Firma  Zeiß  zu  den  Apochromat-Objektiven  konstruierten 
Kompensationsokulare  entsprechen  wenigstens  insofern  dem 
einen  oder  anderen  dieser  beiden  Typen,  als  bei  den  schwächeren 
Kompensationsokularen  der  vordere  Brennpunkt  in  der  Regel  zwischen 
den  beiden  Linsen,  bei  den  stärkeren  dagegen  vor  der  ersten  Linse, 
der  sogen.  Kollektivlinse  im  engeren  Sinne,  liegt.  Bei  den  ganz 
schwachen  Kompensationsokularen,  den  sogen.  Sucherokularen, 
liegt  jedoch  der  vordere  Brennpunkt  hinter  der  Augenlinse,  wie  es 
sich  in  den  früheren  Figuren  232  und  234  gezeigt  hatte.  Welche 
Beziehungen  zwischen  den  Brennweiten  und  dem  Linsenabstande 
bestehen  müssen,  um  die  letztere  Lage  des  vorderen  Brennpunktes 
hervorzurufen,  ist  früher  (vgl.  S.  753)  eingehend  erörtert  worden. 

Der  Grund  für  die  Annäherung  des  Auges  bei  Verwendung 
zusammengesetzter  Okulare  ist  darin  zu  finden,  daß  bei  diesen 
Okularen  die  hintere  Hauptebene  •£>, , welche  ja  bei  einer  einzigen 
Linse  ganz  in  der  Nähe  der  vorderen  Hauptebene  liegt,  in  der 
Richtung  nach  dem  Objektiv  zu  stark  verschoben,  und  dabei  weit 
vor  die  Hauptebene  getreten  ist.  Infolgedessen  wird  bei  gleicher 
Okularbrennweite  /■>  und  gleichem  optischen  Intervall  zwischen 
Objektiv  und  Okular  der  Augenort  sich  um  soviel  dem  Instrumente 
genähert  haben,  als.  die  Hauptebene  dem  Objektiv  näher  ge- 
rückt ist.  Dies  läßt  sich  wiederum  am  besten  an  speziellen  Bei- 
spielen erkennen. 

In  Fig.  241  erscheint  die  bisher  angenommene  einzige  Okular- 
linse durch  ein  Ramsdensches  Okular  von  gleicher  Gesamtbrenn- 
weite /’2  = 45  mm  in  der  Weise  ersetzt,  daß  der  vordere  Brenn- 
punkt F-.  die  gleiche  Lage  wie  in  Fig.  240,  und  das  optische  In- 
tervall demnach  seinen  Wert  von  75  mm  behalten  hat.  Das 
Ramsdensche  Okular  ist.  wie  schon  früher  (vgl.  Seite 755)  aus- 
einandergesetzt wurde,  aus  zwei  kollektiven  Linsen  von  gleicher 
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Fig.  241  (l/t  nat.  Größe) 


Brennweite  zusammengesetzt,  deren  Abstand  etwas  geringer  wie 
diese  Brennweite  ist.  Bei  dem  durch  Fig.  241  dargestellten  Oku- 
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lar  ist  für  die  beiden  Linsen  eine  Brennweite  von  55  mm  voraus- 
gesetzt; demnach  mußte  der  Linsenabstand  gleich  42  7»  mm  ge- 
nommen werden,  damit  die  Gesamtbrennweite  des  Okulars  45  mm 
beträgt,  was  man  nach  den  früheren  Formeln  leicht  bestätigen 
wird.  Da  sich  bei  diesem  zusammengesetzten  Okular  für  e und  e' 
die  entgegengesetzt  gleichen  Werte  -(-35  und  — 35  ergeben,  so 
liegt  also  die  vordere  Hauptebene  £>..  des  ganzen  Okulars  35  mm 
hinter  der  Kollektivlinse,  und  die  hintere  Hauptebene  ■<p!i  ebenso- 
weit vor  der  Augenlinse.  Um  die  gleiche  Strecke  sind  auch  der 
hintere  Brennpunkt  F\  des  Okulars,  sowie  der  hintere  Brenn- 
punkt F‘  und  die  hintere  Hauptebene  f)‘  des  ganzen  Mikroskops, 
und  dementsprechend  auch  der  Ort  des  Auges  auf  der  Axe  im 
Vergleiche  zu  dem  durch  Fig.  240  dargestellten  Falle  dem  Objekte 
näher  gerückt.  Während  also  in  dem  letzteren  Falle  der  Dreh- 
punkt des  Auges  ca.  70  mm  vom  Okular  entfernt  war,  ist  sein 
freier  Abstand  jetzt  nur  noch  halb  so  groß.  In  Fig.  241  ist  in 
derselben  Weise  wie  bei  Fig.  240  der  Verlauf  der  drei  von  den 
Punkten  P,  0 und  Q des  Objektes  ausgehenden  Strahlenbündel 
mit  eingezeichnet  worden.  Daraus  ist  zu  ersehen,  daß  beim 
Rainsdenschen  Okular  das  vom  Objektiv  erzeugte  reelle  Bild 
P‘Q‘  wirklich  zustande  kommt,  daß  aber  die  Strahlen  gleich  hinter 
diesem  Bilde  durch  die  Kollektivlinse  des  Okulars  der  Axe  zu- 
gebrochen werden.  Es  kann  daher  bei  Anwendung  des  Raras- 
denschen  Okulars  dem  Tubus  des  Mikroskops  ein  geringerer  Quer- 
schnitt gegeben  werden  wie  in  dem  Falle  einer  einzigen  Okular- 
linse. Andererseits  bedingt  die  Lage  der  Hauptebene  des  Okulars 
eine  kleine  Verlängerung  des  Mikroskoptubus. 

Fig. 242  auf  S.  770 erläutert  die  W irkungsweise des  H u y ge  n s sehen 
Okulars  bei  gleicher  Gesamtbrennweite  f.,  — 45  mm  des  letzteren 
und  gleichem  optischen  Intervall  75  mm  zwischen  Objektiv 
und  Okular.  Da  bei  dem  Huygensschen  Okular  die  Brennweite 
der  ersten  Linse  (Kollektivlinse)  z.  B.  dreimal  so  groß  wie  die  der 
zweiten  Linse  (Augenlinse),  und  der  Linsenabstand  gleich  dem 
arithmetischen  Mittel  beider  Brennweiten  ist,  so  mußte  der  Kol- 
lektivlinse die  Brennweite  von  90  mm,  der  Augenlinse  die  Brenn- 
weite von  30  mm  und  dem  Linsenabstande  die  Größe  von  60  mm 
gegeben  werden,  um  eine  Okularbrennweite  von  45  mm  zu  er- 
halten. Die  Berechnung  von  e und  e‘  ergibt,  daß  die  Haupt- 
ebene des  Okulars  90  mm  hinter  der  Kollektivlinse,  und  die 
Hauptebene  30  mm  vor  der  Augenlinse  des  Okulars  liegt.  Es 
sind  daher  jetzt  auch  der  hintere  Gesaintbrennpunkt  F‘  und  die 
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Fig.  242  nat.  Größe) 


hintere  Hauptebene  des  ganzen  Mikroskops,  und  dementsprechend 
der  Augenort  dem  Okular  um  30  mm  näher  gerückt  wie  im  Falle 
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einer  einzigen  Okularlinse.  Während  beim  Ramsdenschen  Okular 
die  beiden  Brennpunkte  noch,  wie  bei  einer  einzigen  Linse,  außer- 
halb des  Okulars  lagen  (vgl.  Fig.  241),  ist  beim  Huygensschen 
Okular  der  vordere  Okularbrennpunkt  zwischen  die  beiden 
Linsen  getreten,  und  zwar  45  mm  von  der  Kollektivlinse  entfernt. 
Das  vom  Objektiv  erzeugte  Bild  P'Q'  fiele  daher  jetzt  ebenfalls 
zwischen  die  beiden  Linsen  des  Okulars.  Es  kann  infolgedessen 
gar  nicht  zustande  kommen,  da  die  Strahlen  schon  vorher  an  der 
Kollektivlinse  aus  ihrer  Richtung  abgelenkt,  und  zwar  der  Axe  zu 
gebrochen  werden.  Auf  diese  Weise  entsteht  zwischen  den  beiden 
Linsen  des  Okulars  ein  durch  das  Objektiv  und  die  Kollektivlinse 
des  Okulars  gemeinsam  hervorgerufenes  reelles  Bild  P'Q1,  welches 
der  ersten  Linse  näher  liegt  wie  das  (in  Fig.  242  punktiert  ange- 
deutete) vom  Objektiv  allein  erzeugte  Bild  (P‘)(Q‘)  und  außerdem 
kleiner  wie  dieses  ist. 

Die  genaue  Lage  des  wirklich  vorhandenen  reellen  Bildes 
P'Q'  läßt  sich  leicht  berechnen,  wenn  man  beachtet,  daß  es  zu 
( P')(Q‘ ) in  bezug  auf  die  Kollektivlinse  des  Okulars,  deren  Brenn- 
weite 90  mm  betrug,  konjugiert  ist.  (P‘)  (Q‘)  liegt  nach  dem 
früheren  (vgl.  S.  762)  9,081  mm  über  Ft,  und  dieser  Brennpunkt 
ist  von  der  Kollektivlinse  infolge  des  Abstandes  von  90»»»»  der 
Hauptebene  .jp.2  um  45  mm  entfernt.  Der  Abstand  x des  Bil- 
des (P')((/)  von  dem  vorderen  Brennpunkte  der  Kollektivlinse  des 
Okulars  beträgt  daher  unter  der  vereinfachenden  Annahme  un- 
endlich dünner  Linsen  144,081  mm.  Hieraus  berechnet  sich  für 
den  Abstand  x‘  des  Bildes  P'Q'  vom  hinteren  Brennpunkte  der 
Kollektivlinse  des  Okulars  der  Wert  — 56,218  mm,  woraus 
folgt,  daß  das  reelle  Bild  63,782  mm  hinter  dieser  Linse  zustande 
kommt.  Gleichzeitig  ergibt  sich  für  das  Größenverhältnis  von  P'Q“ 
und  (/-")((/)  der  Wert  0,625.  Während  also  das  durch  das  Objektiv 
allein  erzeugte  Bild  (P')(Q‘)  2,8 mal  so  groß  wie  das  Objektiv  PQ 
war,  ist  das  im  Innern  des  Huygensschen  Okulars  entworfene 
Bild  im  vorliegenden  Falle  nur  1,75  mal  so  groß  wie  PQ.  Daß  die 
Augenlinse  des  Okulars  von  P'Q1  trotzdem  ein  gleich  großes  vir- 
tuelles Bild  P'Q"  erzeugt,  wie  in  den  durch  die  Figg.  240  und  241 
dargestellten  Fällen,  wird  man  nach  den  bisherigen  ausführlichen 
Erörterungen  leicht  berechnen  können.  Ohne  alle  Rechnung  folgt 
es  aus  dem  Umstande,  daß  man  das  nicht  zustande  kommende 
Bild  (P)  ((/)  für  das  gesamte  Okular  als  Objekt  aufzufassen  hat, 
und  daß  dasselbe  genau  die  gleiche  Lago  gegen  den  vorderen 
Brennpunkt  F-.  des  Okulars  besitzt  wie  in  den  früheren  Fällen. 
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Auch  bei  Anwendung  des  Hu y gen s sehen  Okulars  erscheinen  die 
Strahlen  im  Innern  des  Mikroskoptubus  enger  an  die  Axe  gedrängt 
wie  bei  einer  einzigen  Okularlinse,  so  daß  hier  ebenfalls  der  Quer- 
schnitt des  Tubus  verringert  werden  kann;  vor  allen  Dingen  hat 
aber  die  Lage  der  Hauptebene  |)s  des  Okulars  über  dem  Mikro- 
skop eine  ganz  wesentliche  Verkürzung  des  Tubus  im  Gefolge. 

Es  ist  nicht  unbedingt  nötig,  daß  beim  Huygensschen  Okular 
die  Brennweite  der  Kollektivlinse  dreimal  so  groß  wie  die  Brenn- 
weite der  Augenlinse  ist;  das  Verhältnis  kann  auch  ein  anderes 
sein,  wenn  nur  der  Linsenabstand  annähernd  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  beider  Brennweiten  genommen  wird.  So  ist  es 
heute  vielfach  im  Gebrauche,  die  Brennweite  der  Kollektivlinse 
annähernd  nur  doppelt  so  groß  wie  die  der  Augenlinse  zu  machen. 
Bei  dem  Wert  2 des  Verhältnisses  dieser  beiden  Brennweiten  ergibt 
sich  dann,  daß  der  Linsenabstand  ® 4 der  Brennweite  der  Kollektiv- 
linse bzw.  7»  der  Brennweite  der  Augenlinse  betragen  muß.  Hier- 
aus folgt  aber  weiter  für  die  Gesamtbrennweite  des  Okulars  7s  der 
Brennweite  der  Kollektivlinse  bzw.  4 s der  Brennweite  der  Augen- 
linse bzw.  K/®  des  Linsenabstandes.  Von  den  beiden  Größen  f und  f ' 
ist  die  erste  gleich  der  Brennweite  der  Kollektivlinse  und  die 
zweite  entgegengesetzt  gleich  der  Brennweite  der  Augenlinse.  Will 
man  in  dieser  Weise  ein  Huygenssches  Okular  mit  der  Gesamt- 
brennweite von  45  mm  herstellen,  so  muß  man  demnach  den 
Brennweiten  der  beiden  Linsen  bzw.  die  Größen  677*  mm  und 
837«  mm  geben  und  die  Linsen  in  einen  Abstand  von  507s  mm 
bringen.  Die  Hauptebene  Sq«  befindet  sich  dann  167/s  inm  hinter 
der  Augenlinse,  und  die  Hauptebene  um  die  gleiche  Strecke 
hinter  der  Kollektivlinse,  so  daß  der  vordere  Brennpunkt  F.:  des 
Okulars  zwischen  den  beiden  Linsen  22'/s  mm  hinter  der  Kollektiv- 
linse, und  der  hintere  Brennpunkt  F„  außerhalb  und  zwar  lll  4mm 
hinter  der  Augenlinse  liegt.  In  Fig.  243  erscheint  das  Mikroskop 
mit  diesem  Okular  ausgestattet.  Wie  man  sieht,  entsteht  hierbei 
das  reelle  Bild  P'Q'  näher  an  der  Kollektivlinse  wie  in  dem  durch 
Fig.  242  dargestellten  Falle.  Der  Mikroskoptubus  hat  zwar  jetzt 
wieder  eine  etwas  größere  Länge  bekommen  müssen,  dafür  ist 
aber  der  Augenort  an  die  Augenlinse  noch  etwas  näher  heran- 
gerückt. 

Die  Konstruktion  und  Berechnung  des  vom  schematischen 
Mikroskop  und  seinen  Teilen  erzeugten  Bildes  gingen  durchweg 
von  der  Voraussetzung  aus,  daß  das  Gesamtbild  ]‘“ Q"  in  einer 
Entfernung  gleich  der  deutlichen  Sehweite  von  250  mm  vom  hin- 
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teren  Brennpunkte  F‘  des  Mikroskops  entworfen  wird.  Wie  aber 
schon  früher  erwähnt  wurde,  ist  e3  für  ein  normalsichtiges  Auge 
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bequemer  und  für  die  Dauer  weniger  anstrengend,  wenn  dieses 
Bild  im  Unendlichen  entsteht.  Macht  man  diese  Voraussetzung, 
so  vereinfachen  sich  die  Verhältnisse  insofern,  als  das  Objekt 
dann  in  der  vorderen  Brennebene  F des  ganzen  Mikroskops,  und 
dementsprechend  das  (bei  einer  einzigen  Okularlinse  oder  beim 
Rainsdenschen  Okular)  reelle  Zwischenbild  P'Q'  bzw.  das  (beim 
Huygensschen  Okular)  virtuelle  Zwischenbild  (P')((/)  in  die  vor- 
dere Brennebene  F»  des  Okulars  fallen;  dieses  Zwischenbild  besitzt 
also  dann  vom  hinteren  Brennpunkte  F\  des  Objektes  einen  Ab- 
stand gleich  der  optischen  Tubuslänge  des  Mikroskops.  Beachtet 
man  dies,  so  erkennt  man,  daß  bei  einer  Vergrößerung  der  op- 
tischen Tubuslänge  etwa  durch  Verlängern  des  Mikroskoptubus, 
oder  durch  Heben  des  Okulars,  das  Objekt  dem  Mikroskop  etwas 
genähert,  der  Mikroskoptubus  also  bei  feststehendem  Objekte  etwas 
gesenkt  werden  muß.  Dies  stimmt  damit  überein,  daß  bei  Ver- 
größerung des  optischen  Intervalls  J sich  der  Abstand  c des  vor- 
deren Gesamtbrennpunktes  F.  von  dem  vorderen  Brennpunkte  Pt 
des  Objektivs  verringert 

Den  bisherigen  Betrachtungen  über  die  Lage  der  Kardinal- 
punkte beim  Mikroskop  und  den  daraus  sich  ergebenden  Strahlen- 
gang lag  ein  ganz  bestimmtes  Beispiel  zugrunde,  an  welchem  die 
erforderlichen  Rechnungen  nach  den  früher  aufgestellten  allgemein- 
gültigen Formeln  durchgeführt  worden  sind.  Daß  dieses  Beispiel 
nur  ein  fingiertes  und  schematisiertes  war,  welches  schon  allein 
wegen  der  geringen  Gesamtvergrößerung  kaum  ausgeführt  werden 
dürfte,  beeinträchtigt  den  Zweck  der  voraufgehenden  Erörterungen 
in  keiner  Weise.  Denn  es  sollte  mit  der  ausführlichen  Durch- 
rechnung des  einen  Beispiels  gezeigt  werden,  daß  die  aus  der 
Gaußschen  Abbildungslehre  entspringenden  Konstruktionen  und 
Formeln  vollkommen  ausroichen,  um  die  Lage  der  durch  Objektiv 
und  Okular  erzeugten  Bilder  und  überhaupt  die  Wirkungsart  des 
ganzen  Mikroskops  in  ihren  Grundzügen  in  jedem  speziellen  Falle 
genau  festzustellen.  Wer  sich  die  Mühe  nicht  hat  verdrießen 
lassen,  die  angedeuteten  Rechnungen  auszuführen  und  damit  die 
für  das  spezielle  Beispiel  geltenden  Resultate  zu  kontrollieren,  der 
wird  nicht  nur  volle  Klarheit  über  die  Bedeutung  und  Wirkungs- 
weise des  zusammengesetzten  Mikroskops  und  seiner  Teile  erlangt 
haben,  soweit  sich  dieselbe  auf  die  Art  und  Lage  der  entstehen- 
den Bilder  bezieht,  sondern  auch  in  den  Stand  gesetzt  sein,  in 
jedem  Falle  die  optischen  Konstanten  seines  Instrumentes  zu  be- 
rechnen. 
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Wenn  z.  B.  bei  einem  Huygensschen  Okular  von  Zeißs) 
die  Brennweite  der  Kollektivlinse  46,(1  mm  und  die  Brennweite  der 
Augenlinse  29,1  mm  beträgt,  und  die  beiden  Linsen  einen  Abstand 
von  43,9  mm  haben,  so  ergibt  sich  für  das  optische  Intervall 

— 31,8  mm,  und  demnach  für  die  Gesamtbrennweite  des  Okulars 
42,6  mm , während  die  Größen  e und  t‘  sich  zu  -f-  64,3  mm  und 

— 40,2  mm  berechnen.  Die  erste  Hauptebene  des  Okulars  liegt 
demnach  64,3  mm  hinter  der  ersten  Hauptebene  der  Kollektivlinsc, 
und  die  zweite  Hauptebene  des  Okulars  40,2  mm  vor  der  hinteren 
Hauptebene  der  Augenlinse,  so  daß  der  vordere  Brennpunkt  von 
dem  Scheitelpunkte  der  konvexen  Fläche  der  Kollektivlinse,  durch 
welchen  ja  die  erste  Hauptebene  derselben  geht,  64,3  mm  — 42,6  mm, 
also  21,7  mm  entfernt  ist,  während  der  hintere  Brennpunkt 
42,6  mm  — 40,2  mm,  also  2,4  mm  hinter  der  in  die  Augenlinse 
fallenden  zweiten  Hauptebene  derselben  zu  finden  ist  usw.  — 

Für  das  in  Dioptrien  auszudrückende  Vergrößerungs vermögen  V 
de3  zusammengesetzten  Mikroskops  ergibt  sich  unter  Fortlassung 
des  negativen  Vorzeichens,  welches  ja  nur  auf  die  Umkehrung  des 
Bildes  hinweist,  der  Wert 


während  die  Vergrößerungszahl 


X= 


d-A 

fr  ft 


ist. 


Wenn  also  z.  B.  das  Objektiv  eine  Brennweite  von  4 mm,  das 
Okular  eine  solche  von  22,5  m m besitzt,  und  die  optische  Tubuslänge 
(optisches  Intervall  - /),  wie  es  bei  dpm  sogen,  kontinentalen  Typus 
der  Mikroskope  in  der  Regel  der  Fall  ist,  gleich  180  mm  ist,  so  hat 


maneinVergrößerungsvermögen  von  Dioptr.  = 2000 1 )ioptr. 

Die  Vergrößerungszahl  AT  ist  dagegen  =500.  Nach  Abbe 


empfiehlt  es  sich,  den  Ausdruck  für  X als  Produkt  zweier  Faktoren 
in  der  Form  zu  schreiben: 


X= 


fi 


/ 

U 


Der  erste  Faktor  stellt  dann  die  Vergrößerungszahl  oder  kurz 


*)  Okular  Nr.2;  vgl.  Dippel.  Das  Mikroskop.  I.  Teil.  S.  2t>0. 
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die  Vergrößerung  dar,  welche  das  Objektiv  allein  aufweisen  würde, 
wenn  inan  dasselbe  als  Lupe  verwenden  wollte.  Der  andere 
Faktor  gibt  daher  an,  wie  vielmal  die  Vergrößerung  des  Objektivs 
durch  das  Hinzutreten  des  Okulars  gesteigert  wird.  Man  bezeichnet 


infolgedessen  den  Faktor  . auch  als  die  „Okularvergrößerung  . In 

I ä 

dem  obigen  Beispiele  wäre  also  die  Objektivvergrößerung  62,5  und 
die  Okularvergrößerung  8.  Die  Firma  Zeiß  hat  zu  ihren  Apo- 
chromatobjektiven  eine  Reihe  sogen.  Kompensationsokulare  her- 
gestellt  und  in  der  Weise  gefaßt,  daß  beim  Wechseln  derselben 
ihr  vorderer  Brennpunkt  immer  an  die  gleiche  Stelle  kommt,  die 
optische  Tubuslänge  also  ihren  Wert  von  180  mm  beibehält.  Auf 
diesen  Kompensationsokularen  ist  außer  der  Brennweite  auch  die 
Okularvergrößerung  als  Nummer  eingraviert;  diese  Art  der  Num- 
merierung besitzt  also  eine  tiefere  Bedeutung,  indem  sie  bei  be- 
kannter Vergrößerung  des  Apochromatobjektives  ohne  weiteres  die 
Gesamtvergrößerung  des  Mikroskops  abzuleiten  gestattet  Das 
oben  als  Beispiel  angeführte  Apochromatobjektiv  von  4 mm  Brenn- 
weite gibt  also  zusammen  mit  den  Kompensationsokularen  von 
der  Nummer  1,  2,  4,  6,  8,  12  und  18  bzw.  die  Gesamtvergröße- 
rungen 62,5,  125,  250,  375,  500,  750  und  1125. 


Schließlich  kann  man  sich  mit  Hilfe  der  Kardinalpunkte  auch 
leicht  davon  Rechenschaft  geben,  daß  man  im  Prinzip  ein  jedes 
zusammengesetztes  Mikroskop  auch  als  Projektionssystem,  als  sogen. 
„Projektionsmikroskop“  verwenden  kann.  Hierzu  ist  nur  erforder- 
lich, daß  man  das  zu  projizierende  Objekt  vor  den  vorderen  Brenn- 
punkt F des  ganzen  Mikroskops  bringt,  so  daß  es  zwischen  F und 
die  vordere  Hauptebene  Jp  fällt;  denn  dann  ist  x in  der  Brenn- 
punktsgleichung negativ,  so  daß  für  x'  ein  positiver  Wert  resul- 
tiert. Das  Bild  befindet  sich  infolgedessen  hinter  F und  ist  reell, 
da  die  von  einem  Punkte  des  Objektes  PQ  ausgehenden  Strahlen 
sich  jetzt  wirklich  in  dem  konjugierten  Punkte  des  Bildes  F“Q“ 
schneiden.  Außerdem  ist  es  aufrecht  und  vergrößert;  denn  die 
Lateral  Vergrößerung  ß besitzt  einen  positiven  Wert,  der  sich  des- 
halb größer  wie  1 herausstellt  weil  der  absolute  Wert  von  x in- 
folge der  Lage  des  Objektes  zwischen  F und  H kleiner  als  der 
absolute  Wert  der  Brennweite  f ist. 

Aus  Fig.  244  ist  dieses  Resultat  unmittelbar  ersichtlich.  Die- 
selbe stellt  wieder  das  schon  in  den  Figg.  239  und  240  verwen- 
dete schematische  Mikroskop  mit  den  Brennweiten  fi  = 30  mm 
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XU  natürlicher  Größe.  Die  Konstruktion  des  Bildes  ist  mit  Hilfe 
der  Hauptebenen  und  Brennpunkte  des  ganzen  Mikroskops  in  der 
früher  erörterten  Weise  durchgeführt.  Da  das  Objekt  PQ  im  vor- 
liegenden Falle  vor  dem  vorderen  Brennpunkte  F liegt,  so  trifft 
die  Verbindungsgerade  FF  die  vordere  Hauptebene  $ links  und 
nicht,  wie  in  Fig.  239,  rechts  von  der  Axe;  von  dem  Schnitt- 
punkte dieser  Geraden  mit  •£)  ist  dann  als  erster  geometrischer 
Ort  für  den  Bildpunkt  1 eine  Gerade  parallel  der  Axe  gezogen. 
Der  vom  ganzen  Mikroskop  erzeugte  Bildpunkt  P“  liegt  daher 
auf  derselben  Seite  der  Axe  wie  P selbst,  so  daß  das  Bild 
aufrecht  ist.  Die  zweite  Konstruktionsgerade  durch  P,  welche 
parallel  der  Axe  bis  zur  hinteren  Hauptebene  gezogen  und 
von  da  durch  F'  weitergeführt  ist,  trifft  schließlich  den  ersten 
geometrischen  Ort  im  Punkte  P“  weit  hinter  £>'.  In  gleicher  Weise 
ist  auch  die  Konstruktion  des  Bildpunktes  Q"  von  Q durchgeführt 
worden. 


Um  die  geänderten  Bild  Verhältnisse  mit  den  früheren  besser 
in  Vergleich  ziehen  zu  können,  ist  das  Objekt  PQ  in  derselben 
Entfernung  vor  F angenommen,  um  welche  es  früher  hinter  F 
lag,  so  daß  also  jetzt  x = — l,29ö  mm  ist  Die  Brennpunkts- 

18  * 18 

gleichung  liefert  daher  für  x‘  den  Wert  — 250  m, 

l<u  «jO 


der  sich  also  von  dem  früheren  nur  durch  das  Vorzeichen  unter- 
scheidet. Auch  im  vorliegenden  Falle  wird  zunächst  durch  das 
Objektiv  ein  reelles  Bild  PQ'  erzeugt,  da  PQ  vor  dem  vorderen 
Brennpunkte  F,  des  Objektivs  und  zwar  im  Abstande  13,296  mm 
liegt  Dieses  Bild  P'Q ' ist  aber  dem  Objektiv  näher  wie  früher; 
es  hat  von  dem  hinteren  Brennpunkte  F,  des  Objektivs  den  Ab- 


. 30-30 

»und  -“13,295  — 


67,689  mm  und  besitzt  nur  die  Late- 


ral Vergrößerung  — 2,256,  ist  also  kleiner  wie  im  früheren  Falle. 
Da  das  optische  Intervall  75  mm  beträgt,  so  liegt  PQ'  vor  dem 
vorderen  Brennpunkte  i\  des  Okulars,  so  daß  das  letztere  aus 
diesem  Grunde  von  PQ'  eben  nur  ein  reelles  Bild  P'Q“  hervor- 
bringen kann.  Der  Abstand  desselben  vom  hinteren  Brennpunkte 


FJ  des  Okulars  ist 


45-45 

-7,321 


mm  - { 277  m,  was  wiederum  zu 


der  Entfernung  250  mm  von  F führt,  da  F nach  der  früheren 
Berechnung  um  <x  27  mm  hinter  /V  liegt,  ln  Fig.  244  ist  das 
Zwischenbild  PQ'  angedeutet,  gleichzeitig  aber  nur  für  das  von 
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P ausgehende  Strahlenbündel  der  Verlauf  eingezeichnet  worden, 
um  das  Bild  nicht  unklar  zu  machen. 

Wie  man  aus  diesen  Erörterungen  sieht,  wirkt  also  das  zu- 
sammengesetzte Mikroskop  als  Projektionssystem,  sobald  man  bei 
feststehendem  Objekt  den  Mikroskoptubus  nur  wenig  von  seiner  ge- 
wöhnlichen Lage  aus  gehoben  hat,  so  daß  der  vordere  Brennpunkt 
F über  das  Objekt  gerückt  ist.  Allerdings  wird  im  allgemeinen 
ein  für  subjektive  Beobachtung  eingerichtetes  Okular,  wie  das 
Huygenssche  oder  Ramsdensche  Okular  nicht  gleich  gute  reelle 
Bilder  liefern:  man  paßt  deshalb  das  Okular  dem  Zwecke  des 
Projizierens  an  und  bezeichnet  es  dann  als  „Projektionsokular“.  Der 
Verlauf  der  Strahlen  und  die  Aufgaben  der  beiden  Teile  des  Mi- 
kroskops bleiben  aber  im  wesentlichen  die  an  dem  vorliegenden 
Schema  erläuterten. 

Das  reelle  Bild  P"Q“  ist  natürlich  um  so  größer,  je  näher 
man  das  Objekt  P(J  von  außen  an  den  vorderen  Brennpunkt  F 
heranbringt.  Andererseits  wird  es  immer  kleiner,  wenn  man  PQ 
nach  außen  hin  von  F entfernt  So  lange  sich  aber  das  Objekt 
zwischen  dem  vorderen  Brennpunkte  F und  der  vorderen  Haupt- 
ebene § des  ganzen  Mikroskops  befindet,  ist  das  reelle  Bild  ver- 
größert, was  man  leicht  schon  aus  der  Konstruktion  in  Fig.  244 
erkennt.  Fällt  das  Objekt  in  die  vordere  Hauptebene  hinein, 
so  ist  infolge  der  Eigenschaften  der  Hauptebenen  das  reelle  Bild 
gleich  groß  und  befindet  sich  in  der  hinteren  Hauptebene  •'0'. 
Entfernt  man  das  Objekt  schließlich  noch  weiter  von  F,  so  daß 
es  vor  der  Hauptebene  •£>  liegt,  so  entsteht  ein  verkleinertes  reelles 
Bild  zwischen  der  hinteren  Hauptebene  und  dem  hinteren 
Brennpunkte  F“  des  ganzen  Mikroskops,  das  schließlich  unendlich 
klein  wird  und  nach  F“  rückt,  wenn  man  das  Objekt  in  unend- 
liche Entfernung  gebracht  hat;  denn  parallel  in  das  Mikroskop 
eintretende  Strahlen  schneiden  sich  natürlich  nach  dem  Verlassen 
des  Mikroskops  im  hinteren  Brennpunkte  F'  desselben. 

Würde  man  andererseits  das  Objekt  PQ  von  dem  vorderen 
Brennpunkte  F aus  dem  Objektiv  immer  mehr  nähern,  so  würde 
das  zunächst  im  Unendlichen  liegende  unendlich  große  virtuelle 
Bild  immer  näher  an  das  Okular  heranrücken  und  dabei  stetig 
kleiner  werden.  Für  eine  bestimmte,  noch  zwischen  dem  vorderen 
Brennpunkte  F des  ganzen  Mikroskops  und  dem  vorderen  Brenn- 
punkte Ft  des  Okulars  befindliche  Stellung  des  Objekts  würde 
das  Bild  gerade  in  das  Okular  fallen  und  von  diesem  so  gut  wie 
nicht  mehr  beeinflußt  werden,  so  daß  das  Zwischenbild  /"(/  und 
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das  definitive  Bild  1"‘Q"  nahezu  identisch  wären.  Wollte  man 
dann  das  Objekt  noch  näher  an  das  Objektiv  heranbringen,  so 
würde  das  Bild  1*“Q"  über  dein  Okular  entstehen  und  daher  wieder 
reell,  aber  im  Gegensatz  zu  den  vorher  betrachteten  reellen  Bildern 
umgekehrt  sein.  Das  Zwischenbild  P'(/  käme  dann  gar  nicht  zu- 
stande, da  die  aus  dem  Objektiv  austretenden  Strahlen  noch  vor 
ihrer  Vereinigung  von  neuem  durch  das  Okular  abgelenkt  würden, 
wie  es  beim  Huygensschen  Okular  durch  dessen  Kollektivlinse 
geschieht.  Dieses  reelle  Bild  fiele  insbesondere  in  die  hintere 
Brennebene  5»'  des  Okulars,  falls  das  Objekt  P(J  sich  in  der 
vorderen  Brennebene  Si  des  Objektivs  befände.  Wenn  man  dann 
schließlich  von  der  Brennebene  aus  das  Objekt  dem  Objektiv 
noch  mehr  nähern  wollte,  so  würde  das  reelle  Bild  zwischen  den 
hinteren  Brennpunkt  F\  des  Okulars  und  den  hinteren  Brenn- 
punkt F'  des  ganzen  Mikroskops  treten,  ohne  aber  bis  an  den 
letzteren  herankommen  zu  können,  und  dabei  immer  kleiner 
werden.  Auf  die  dann  noch  fehlende  Strecke  zwischen  F‘*  und  F“ 
würde  das  Bild  P“Q“  erst  übertreten,  wenn  cs  sich  gar  nicht  um 
ein  reelles,  vor  dem  Mikroskop  liegendes  Objekt  FQ  handelte, 
sondern  die  einzelnen  Strahlenbündel  konvergent  in  das  Objektiv 
cintreten  würden,  so  daß  man  es  mit  einem  virtuellen,  hinter  dem 
Objektiv  liegenden  Objekt  zu  tun  hätte. 

Wenn  auch  alle,  angegebenen  Bilder  nur  unter  der  bisher 
immer  gemachten  Voraussetzung  paraxialer  Elementarstrahlenbündel 
genügend  scharf  ausfallen  könnten,  und  daher  die  allermeisten 
bei  einem  nur  der  Abbildung  eines  bestimmt  gelegenen  Objektes 
mittelst  weit  geöffneter  Strahlenbündel  dienenden  Mikroskop  nicht 
zu  brauchen  wären,  so  sollte  durch  die  vorstehenden  Erörterungen 
doch  gezeigt  werden,  wie  vielseitige  Verwendung  eine  derartige 
Kombination  zweier  Kollektivlinsen  bzw.  Kollektivsysteme  mit 
positivem  optischen  Intervall  im  Prinzip  erfahren  kann. 

Derartige  Überlegungen,  die  sich  im  Anschluß  an  die  Eigen- 
schaften der  Kardinal  punkte  eines  Systems  mühelos  anstellen 
lassen,  sind  aber  sehr  geeignet,  das  Verständnis  für  die  Eigen- 
tümlichkeiten und  die  Wirkungsweise  eines  zu  bestimmtem  Zwecke 
eingerichteten  optischen  Instrumentes  zu  vertiefen.  In  diesem 
Sinne  muß  die  Gaußsche  Abbildungslehre  stets  ihre  große  Be- 
deutung behalten,  wenn  sie  auch,  wie  sich  in  den  folgenden  Ab- 
schnitten zeigen  wird,  nicht  imstande  ist,  den  genauen  Strahlen- 
gang in  einem  für  weitgeöffnete  Strahlenbündel  eingerichteten 
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optischen  Instrument  erkennen  und  die  spezifischen  Leistungen 
der  einzelnen  Teile  des  Systems  exakt  beurteilen  zu  lassen. 

Von  allen  möglichen  Bildern  finden  beim  zusammengesetzten 
Mikroskop  nur  die  vergrößerten  virtuellen  und  die  vergrößerten 
reellen  Bilder  Verwendung,  welche  der  Lage  des  Objektes  in  un- 
mittelbarer Nähe  des  vorderen  Gesamtbrennpunktes  entsprechen. 
Beachtet  man,  daß  die  ersteren  umgekehrt  und  die  letzteren  auf- 
recht sind,  so  erkennt  man,  daß  der  gleiche  Effekt  durch 
eine  einzige  Linse  nicht  zu  erreichen  wäre.  Hierdurch  unter- 
scheidet sich  aber  das  zusammengesetzte  Mikroskop  vor  allen 
Dingen  von  den  einfachen,  wie  auch  den  zusammengesetzten  Lupen ; 
denn  auch  die  letzteren  dienen  nur  zur  Erzeugung  vergrößerter 
aufrechter  virtueller  Bilder,  wie  sie  der  Art  nach  schon  durch  eine 
einzige  Kollektivlinse  hervorgebracht  werden  können.  Vom  Stand- 
punkte der  Gaußschen  Abbildungslehre  besteht  zwischen  einigen 
zusammengesetzten  Lupen  und  den  einfachen  Kollektivlinsen  im 
Grunde  nur  ein  Unterschied  in  der  gegenseitigen  Lage  der  Haupt- 
ebenen, wie  die  früheren  Erörterungen  deutlich  gezeigt  haben. 

IV.  Über  die  einer  scharfen,  farbenreinen 
und  lichtstarken  Abbildung  gesetzten  Gren~ 
zen  und  die  Mittel  zu  ihrer  Erweiterung. 

Die  in  den  vorangehenden  Abschnitten  entwickelten  und  auf 
verschiedene  spezielle  Fälle  angewendeten  Gesetze  der  Abbildung 
mittels  zentrierter  optischer  Systeme  hatten  infolge  der  sphärischen 
Aberration  nur  unter  der  Annahme  strenge  Giltigkeit,  daß  zu  der 
Abbildung  paraxiale  unendlich  dünne  Strahlenbündel,  sog.  Zentral- 
strahlen, verwendet  werden,  und  es  sich  dabei  um  sehr  kleine 
auf  der  Axe  liegende  Objekte  handelt.  Nur  wenn  diese  Voraus- 
setzung erfüllt  war,  wurde  jeder  Punkt  auf  der  Axe  in  einen 
anderen  Axenpunkt,  und  jede  zur  Axe  senkrechte  Ebene  von 
allerdings  nur  unendlich  kleiner  Ausdehnung  wieder  in  eine  eben- 
solche Ebene  scharf  abgebildet.  Es  ist  also  die  Verwirklichung 
der  Abbildung  nach  den  Gesetzen  der  Gaußschen  Abbildungs- 
ichre, die  man  in  der  Mathematik  als  eine  „kollineare  Abbildung“ 
bezeichnet,  streng  genommen  auf  einen  um  die  optische  Axe  des 
Systems  herumliegenden  fadenförmigen  Raum  beschränkt.  Durch 
kein  optisches  System  läßt  sich  der  ganze  ausgedehnte  Raum 
Punkt  für  Punkt  durch  Strahlenbündel  mit  endlicher  Öffnung  in 
einen  anderen  Raum  abbilden,  abgesehen  von  der  Bilderzeugung 
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durch  Reflexion  an  ebenen  Spiegeln,  welche  aber  im  Grunde  nur 
eine  Umlagerung  des  Raumes  ohne  irgendwelche  andere  Verände- 
rung darstellt. 

Wie  früher  (vgl.  S.  627  und  628)  schon  angedeutet  wurde, 
könnteman  allerdings  durch  die  Brechung  an  einer  einzigen  Kugel- 
fläche den  ganzen  Raum  punktweise  in  einen  anderen  abbilden, 
wenn  man  sich  zur  Abbildung  jedes  Punktes  eines  unend- 
lich dünnen  Strahlenbündels  bediente,  dessen  Axe  durch  den 
Mittelpunkt  der  Kugelfläche  hindurchginge,  so  daß  also  jedes  dieser 
Bündel  von  Nullstrahlen  senkrecht  auf  die  brechende  Fläche  auf- 
fiele. Die  auf  diese  Weise  erreichte  Abbildung  würde  jedoch 
nicht  den  Gesetzen  der  Gaußschen  Abbildungslehre  entsprechen, 
da  bei  derselben,  wie  früher  gezeigt  wurde,  eine  Ebene  im  allge- 
meinen nicht  wieder  in  eine  Ebene,  sondern  in  eine  gekrümmte 
Fläche  abgebildet  würde.  Bei  einem  aus  mehreren  brechenden 
Kugelflächen  zusammengesetzten  System  ist  dagegen  selbst  bei 
Beschränkung  auf  unendlich  dünne  Strahlenbündel  eine  punkt- 
weise Abbildung  des  ganzen  vor  dem  System  liegenden  Raumes 
nicht  mehr  möglich. 

Eine  Abbildung  durch  unendlich  dünne  Strahlenbündel  wäre 
aber  sowieso  aus  verschiedenen  Gründen  praktisch  nicht  zu  ver- 
werten. Einerseits  würde  sie  infolge  der  geringen  Strahlenmenge 
unendlich  lichtschwache  Bilder  liefern.  Andererseits  gilt  für  un- 
endlich dünne  Strahlenbündel  überhaupt  nicht  mehr  das  geome- 
trische Gesetz  der  geradlinigen  Ausbreitung  des  Lichtes;  es  würden 
vielmehr  infolge  der  Beugung  des  Lichtes  den  einzelnen  Punkten 
des  Objektes  nicht  mehr  Bildpunkte,  sondern  mehr  oder  weniger 
ausgedehnte,  bei  unendlich  dünnen  Strahlenbündeln  sogar  unend- 
lich ausgedehnte  Beugungsscheiben  entsprechen.  Man  muß  daher 
auf  alle  Fälle  den  Strahlenbündeln  eine  gewisse  endliche  Öffnung 
geben,  um  überhaupt  eine  Abbildung  zustande  zu  bringen.  Wenn 
auch  in  der  Regel  sich  dabei  schon  die  sphärische  Aberration  in 
der  Weise  geltend  macht,  daß  den  einzelnen  Punkten  des  Objektes 
nicht  mehr  ganz  scharfe  Bildpunkte  entsprechen,  so  wird  jedoch 
die  Verwendbarkeit  des  Bildes  innerhalb  gewisser  Grenzen  dadurch 
nicht  unmöglich  gemacht.  Unser  Auge,  das  ja  schließlich  das 
Bild  zu  betrachten  hat,  kann  nur  noch  die  Distanz  eines  Linien- 
paares wahrnehmen,  wenn  sie  ihm  unter  einem  Sehwinkel  von 
etwa  50  Winkelsekunden  dargeboten  wird;  es  ist  daher  eine  ab- 
solut scharfe  Abbildung  überhaupt  nicht  nötig.  Wenn  man  aber 
auch  diese  Begrenzung  des  Unterscheidungsvermögens  unseres 
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Auges  in  Rücksicht  zieht,  so  ist  damit  doch  noch  nicht  die  Mög- 
lichkeit gegeben,  einen  beliebig  ausgedehnten  Raum  mittels  Strah- 
lenbündeln von  großer  Öffnung  durch  ein  zusammengesetztes  op- 
tisches System  Punkt  für  Punkt  abzubilden. 

Die  Verhältnisse  gestalten  sich  nun  sofort  günstiger,  wenn 
man  sich  in  der  einen  oder  anderen  Richtung  eine  Beschränkung 
auferlegt.  Will  man  z.  B.  nur  ein  sehr  kleines  Objekt  abbilden, 
so  kann  man  es  durch  geeignete  Kombination  von  brechenden 
und  eventuell  auch  reflektierenden  Flächen  erreichen,  daß  diese 
Abbildung  durch  sehr  weit  geöffnete  Strahlenbündel  geschieht. 
Beschränkt  man  sich  aber  auf  verhältnismäßig  enge  Strahlenbün- 
del, so  kann  man  mit  diesen  durch  geeignete  optische  Systeme 
auch  eine  Abbildung  größerer  Objekte  erzielen.  Je  kleiner  man 
einerseits  das  abzubildende  Objekt  nimmt,  um  so  weiter  können 
die  abbildenden  Strahlenbündel  geöffnet  sein:  je  enger  man  aber 
andererseits  die  Strahlenbündel  macht,  um  so  größere  Dimensionen 
können  die  abzubildenden  Objekte  haben. 

Beim  Mikroskop  handelt  es  sich  stets  um  kleine  Objekte. 
Es  ist  daher  möglich,  das  Objektiv  desselben  so  aus  mehreren 
Linsen  zusammenzusetzen,  daß  selbst  sehr  weit  geöffnete  Strahlen- 
bündel, die  von  einem  Punkte  des  kleinen  Objektes  1*Q  (vgl.  die 
früheren  Darstellungen  des  schematischen  Mikroskopes)  ausgehen, 
sich  ziemlich  genau  in  einem  Punkte  des  Bildes  vereinigen. 

Wie  aus  den  schematischen  Figg.  240  bis  243  schon  deutlich  zu 
erkennen  ist,  erfährt  ein  solches  Strahlenbündel  bei  dem  Durch- 
gänge durch  das  Objektiv  eine  Verminderung  seiner  Öffnung.  Diese 
Einengung  der  Strahlenbündel  ist  aber  um  so  beträchtlicher,  je 
größer  das  vom  Objektiv  erzeugte  Bild  1*0“  bzw.  (P*)((^)  (vgl.  die 
Figg.  242  und  243)  ist;  da  bei  den  wirklich  ausgeführten  Mikro- 
skopen die  Objektivvergrößerung  in  der  Regel  viel  stärker  ist,  als 
sie  bei  dem  durch  die  Figuren  veranschaulichten  Beispiele  im 
Interesse  der  größeren  Deutlichkeit  angenommen  wurde,  so  hat 
man  sich  die  Verminderung  der  Öffnung  der  Strahlenbündel  durch 
das  Objektiv  viel  stärker  vorzustellen.  Dadurch  ist  aber  die  Mög- 
lichkeit gegeben,  auch  noch  das  verhältnismäßig  große  Zwischen- 
bild P“Q ' bzw.  (I ")((f)  mit  Hilfe  eines  entsprechend  zusammen- 
gesetzten Okulars  scharf  ab/ubilden. 

Infolge  dieser  Teilung  der  Ansprüche  an  die  Leistungen  des 
Objektivs  und  des  Okulars  wird  es  daher  schließlich  möglich,  durch 
das  ganze  Mikroskop  ein  sehr  stark  vergrößertes  Bild  eines  sehr 
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kleinen  Objektes  von  solcher  Schärfe  und  Klarheit  zu  erhalten, 
wie  wir  es  von  den  heutigen  Mikroskopen  gewöhnt  sind. 

Wenn  auch  eine  ausführliche  Erörterung  der  Mittel,  welche 
dem  Mikroskopbauer  zur  Verfügung  stehen,  um  die  beiden  Teile 
des  Mikroskopes  für  ihre  spezifischen  Leistungen  geeignet  zu  ge- 
stalten, für  den  Mediziner  nur  geringes  Interesse  hat,  und  daher 
über  den  Rahmen  dieses  Buches  hinausgeht,  so  sollen  doch  in 
den  folgenden  Kapiteln  wenigstens  einige  theoretische  Gesichts- 
punkte angeführt  werden,  welche  für  die  Herstellung  und  Prüfung 
derartiger  optischer  Systeme  von  maßgebender  Bedeutung  sind. 

Außer  den  Abweichungen  von  der  Homozentrizität,  die  sich 
in  den  gebrochenen  Strahlenbündeln  schon  bei  Anwendung  ein- 
farbigen Lichtes  heraussteilen,  und  die  man  daher  als  monochro- 
matische Aberrationen  zu  bezeichnen  hat,  bilden  ferner  die  bei 
jeder  Brechung  infolge  der  Dispersion  des  Lichtes  eintretenden 
chromatischen  Aberrationen  eine  weitere  Grenze  für  die  scharfe 
und  vor  allen  Dingen  farbenreine  Abbildung.  Es  müssen  daher 
auch  die  Mittel  besprochen  werden,  welche  man  für  die  möglichste 
Einschränkung  dieser  chromatischen  Fehler  zur  Verfügung  hat 

1.  Über  die  spbäriselic  Aberration. 

Wie  schon  früher  im  Abschnitte  1, 1 auseinandergesetzt  wurde, 
sind  homozentrische  Strahlen  von  großer  Öffnung  schon  nach  der 
Brechung  an  einer  einzigen  brechenden  Kugelfläche  im  allgemeinen 
nicht  mehr  homozentrisch;  es  findet  sog.  sphärische  Aberration 
statt.  Nur  in  drei  Ausnahmefällen  bleibt  die  Homozentrizität  der 
Strahlenbündel  erhalten,  nämlich,  wenn  das  Zentrum  der  Strahlen 
des  Objektraumes  entweder  auf  der  brechenden  Kugelfläche,  oder 
im  Kugelmittelpunkte,  oder  endlich  auf  der  von  der  brechenden 
Fläche  abgewendeten  Hälfte  einer  zur  letzteren  konzentrischen 

Kugelfläche  liegt,  deren  Radius  ” r ist,  wobei  n bzw.  n‘  den 

Brechungsindex  vor  bzw.  hinter  der  brechenden  Kugelfläche,  und 
r den  Radius  der  letzteren  bedeutet.  Während  in  den  ersten  bei- 
den Fällen  das  Zentrum  der  Strahlen  im  Bildraume  mit  dem  Zen- 
trum im  Objektraume  zusammenfällt,  liegt  im  dritten  Falle  das 
Strahlenzentrum  im  Bildraume  auf  einer  zur  brechenden  Fläche 

fl 

ebenfalls  konzentrischen  Kugelfläche  mit  dem  Radius  - ; r,  und 
zwar  auf  demselben  Radius  mit  dem  Strahlenzentrum  des  Objekt- 
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raumes  (vgL  die  früheren  Figg.  174  bis  181).  Die  letzteren  beiden  zur 
brechenden  Fläche  konzentrischen  Kugelflächen,  von  denen  die 
eine  Punkt  für  Punkt  durch  beliebig  weit  geöffnete  Strahlenbün- 
del in  die  andere  abgebildet  wird,  heißen  die  zur  brechenden 
Fläche  gehörenden  „aplanatischen  Kugelflächen“. 

Beschränkt  man  sich  auf  Punkte , die  der  als  Axe  der  brechen- 
den Fläche  herausgegriffenen  Zentralen  angehören,  so  bleiben  dem- 
nach nur  die  Strahlenbündel  nach  der  Brechung  homozentrisch, 
welche  im  Objektraume  entweder  den  Hauptpunkt  H (Schnittpunkt 
der  Axe  mit  der  brechenden  Fläche)  oder  den  Krümmungsmittel- 
punkt K oder  endlich  den  aplanatischen  Punkt  P«  des  Objekt- 
raumes (Schnittpunkt  der  Axe  mit  der  aplanatischen  Kugelfläche 
des  Objektraumes)  als  Zentrum  haben.  Für  alle  anderen  Axen- 
punkte  findet  sphärische  Aberration  statt. 

Die  Randstrahlen  schneiden  nach  der  Brechung  die  Axe 
entweder  in  einem  Punkte,  der  in  der  Richtung  des  einfallenden 
Lichtes  oder  in  entgegengesetzter  Richtung  von  dem  Vereinigungs- 
punkte der  Zentralstrahlen  abliegt.  Je  nachdem  der  eine  oder 
andere  Fall  eintritt,  spricht  man  von  Überkorrektion  oder  Unter- 
korrektion, wie  auch  schon  früher  (S.  (513)  angegeben  worden  ist. 
Die  Abweichung  des  Schnittpunktes  der  Randstrahlen  von  dem 
Schnittpunkte  der  Zentralstrahlen  mit  der  Axe  bezeichnet  man 
auch  insbesondere  als  * Längsaberration  der  Axenpunkte“  zum 
Unterschiede  von  der  seitlichen  Aberration,  durch  die  der  Radius 
des  Zerstreuungskreises  gemessen  wird,  welcher  an  der  für  die 
Lichtwirkung  günstigsten  Stelle  der  Axe  von  dem  gebrochenen 
Strahlenbündel  erzeugt  wird.  Da  die  seitliche  Aberration  durch 
die  Längsaberration  bestimmt  wird,  so  soll  hier  nur  die  letztere 
in  Betracht  gezogen  werden. 

Die  genaue  Berechnung  der  Größe  der  sphärischen  Aberration 
ist  für  die  Verbesserung  der  optischen  Instrumente  von  der  größ- 
ten Bedeutung.  Es  ist  daher  von  verschiedenen  Seiten  das  Prob- 
lem der  sphärischen  Aberration  eingehend  untersucht  worden.  Vor 
allen  Dingen  sind  von  Abbe  Näherungsformeln  abgeleitet  worden, 
welche  es  gestatten,  nicht  nur  die  Art,  sondern  auch  die  Größe 
der  Aberration  für  einfallende  homozentrische,  wie  auch  für  schon 
mit  Aberration  behaftete  mit  einer  für  die  meisten  Fälle  genügen- 
den Genauigkeit  zu  bestimmen.  Diese  Formeln  bilden  für  den 
praktischen  Optiker  ein  unentbehrliches  Rüstzeug.  Für  den  Medi- 
ziner dürfte  es  genügen,  ein  Mittel  zu  haben,  sich  ohne  kompli- 
zierte Berechnungen  von  der  Art  der  Längsaberration  an  einer 
Fischer,  Medizin.  Physik.  50 
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einzigen  brechenden  Fläche  Rechenschaft  geben  zu  können,  damit 
er  die  Möglichkeit  einer  Beseitigung  der  sphärischen  Aberration 
durch  geeignete  Wahl  der  brechenden  Flächen  und  brechenden 
Mittel  einsehen  kann.  Ein  sehr  einfaches  und  zugleich  überaus 
anschauliches  Mittel  für  diesen  Zweck  bietet  die  schon  früher  (vgl. 
S.  616)  in  Betracht  gezogene  Apollonische  Kugelfläche  dar, 
die  zu  einer  bestimmten  Lage  von  Objekt-  und  Bildpunkt  auf  der 
Axe  gehört. 

Die  Methode  der  Verwendung  der  Apollonischen  Kugelfläche 
zur  Beurteilung  der  Art  der  Korrektion  eines  Strahlenbündels  möge 
zunächst  an  einem  bestimmten  Beispiel  erläutert  werden. 

Eine  gegen  das  einfallende  Licht  konvexe  Kugelfläche  vom 
Radius  r=2  cm  trenne  zwei  Mittel  mit  den  Brechungsindizes  n=l 

und  n'  — | ; dann  ist  /==-f-2r=-j-4 cm  und  f‘—  — 3 r= — 6cm, 

so  daß  es  sich  um  ein  Kollektivsystem  handelt.  Zu  einem  Axen- 
punkte  P,  welcher  beispielsweise  um  die  Strecke  r vor  dem  Scheitel- 
punkt (Hauptpunkt)  der  brechenden  Fläche  liegt,  gehört  zunächst 
bei  Beschränkung  auf  Zeutralstrahlen  ein  ebenfalls  auf  der  Axo 
liegender  Bildpunkt  P',  der  nach  den  früher  abgeleiteten  Formeln 
um  die  Strecke  3r  vor  H liegt,  so  daß  also  s = — r=  — 2 cm 
und  s'  = — 3 r — — 6 cm,  wie  es  Fig.  245  veranschaulicht.  Die 
Abstände  der  beiden  konjugierten  Punkte  vom  Krümmungsmittel- 
punkt  (Knotenpunkt)  K haben  daher  die  Werte  c = — 2r  = — 4 cm 
und  c'  — — 4r  = — 8 cm,  so  daß  also  die  früher  (auf  S.  617)  ab- 

8*  fl 1 C* 

geleitete  Beziehung  — — • — erfüllt  wird. 

Diese  Formel  hat  auch  mit  genügender  Genauigkeit  Geltung, 
wenn  an  Stelle  von  s und  s‘  die  Abstände  der  Punkte  P uud  P* 
von  einem  sehr  nahe  an  H liegenden  Punkte  E,  der  brechenden 
Fläche  gesetzt  werden;  denn  in  diesem  Falle  eines  paraxialen 
Strahles  sind,  wie  auch  die  Figur  unmittelbar  erkennen  läßt, 
die  letzteren  Abstände  annähernd  gleich  s und  s'.  Würde  man 
dagegen  an  Stelle  von  s und  s‘  die  Abstände  e und  e‘  der  Punkte 
P und  P'  von  einem  am  Rande  der  brechenden  Fläche  gelegenen 
Punkte  Er  einsetzen,  also  einen  Randstrahl  in  Rücksicht  ziehen, 
so  würde  die  obige  Formel  im  vorliegenden  Falle  nicht  mehr  zu 
Recht  bestehen  können,  da  das  Verhältnis  e':e  einen  anderen 
Wert  besitzt  wie  das  Verhältnis  s‘:s. 

Diese  beiden  Verhältnisse  können  nach  dem  früheren  nur 
dann  einander  gleich  sein,  wenn  der  Einfallspunkt  Er  des  von  P 
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ausgehenden  Randstrahles  zugleich  auf  der  zu  P und  P‘  gehören- 
den und  durch  den  Hauptpunkt  H hindurchgehenden  Apollonischen 
Kugelfläche  bzw.  auf  dem  entsprechenden  Apollonischen  Kreise  in 
der  durch  den  Randstrahl  gehenden  Axenebene  liegen.  Je  nach- 
dem sich  Er  außerhalb  oder  innerhalb  dieser  Apollonischen  Kugel- 
fläche befindet,  ist  das  Verhältnis  c' : e kleiner  oder  größer  wie 
Der  zu  P und  P‘  gehörende  Apollonische  Kreis,  welcher 
ja  mit  seinen  Axenschnittpunktcn  H und  Ar  die  Strecke  PP“ 
außen  und  innen  im  gleichen  Verhältnis  teilt,  so  daß  H,  P,  N und 
P‘  vier  harmonische  Punkte  auf  der  Axe  darstellen,  findet  sich 
in  Fig.  245  vor  der  brechenden  Fläche  angegeben. 

Da  das  Verhältnis  HP'  : HP  im  vorliegenden  Falle  den 


Wert  3 besitzt,  so  muß  also  auch  der  Abstand  des  Punktes  Ar 

von  P‘  dreimal  so  groß  sein  wie  sein  Abstand  von  P,  so  daß 

PLV=3cin,  A'P=lcm  und  NH  = 3 cm  ist.  Der  Mittelpunkt  M 
des  Apollonischen  Kreises  liegt  daher  l1/*  cm  vor  //,  so  daß  die 
Apoilonische  Kugelfläche  die  brechende  Fläche  nur  im  Haupt- 
punkte H berührt,  im  übrigen  aber  ganz  im  ersten  Medium  liegt 
Die  Lage  der  Punkte  N und  M auf  der  Axe  laßt  sich  auch 
durch  eine  sehr  einfache  Konstruktion  finden,  w'elche  in  Fig.  245 
durch  unterbrochene  Linien  mit  angedeutet  ist.  Trägt  man  in 
P senkrecht  zur  Axe  eine  Strecke  PtJ  von  beliebiger  Länge  nach 
unten  ab,  verbindet  Q mit  H und  verlängert  diese  Verbindungs- 
linie über  Q hinaus  bis  zum  Schnittpunkte  Q'  mit  einer  in  1“ 
errichteten  Senkrechten  zur  Axe,  so  stehen  die  beiden  Strecken 
PQ  und  P'Q'  im  Verhältnis  s:s‘.  Verlängert  man  weiterhin 

PQ  über  P hinaus  bis  zum  Punkte  R so,  daß  die  Länge  von 
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PR  gleich  der  Längo  von  PQ  ist,  und  verbindet  R und  (/,  so 
schneidet  diese  Verbindungslinie  die  Axe  im  Punkte  N]  denn  aus 
der  Konstruktion  ergibt  sich  unmittelbar,  daß 

NP : ( — KP) — HP' : HP 

ist.  Durch  Halbieren  der  Strecke  NH  erhält  man  dann  den  Mittel- 
punkt M des  Apollonischen  Kreises.  Man  kann  aber  den  letzteren 
auch  direkt  finden,  indem  man  in  H senkrecht  zur  Axe  eine 
Strecke  HS  abträgt,  welche  nach  Größe  und  Dichtung  gleich  der 
Strecke  P'Q'  ist,  und  S mit  R verbindet.  Die  letztere  Verbin- 
dungslinie schneidet  dann  die  Axe  in  M,  weil  nach  den  bekannten 
Eigenschaften  der  harmonischen  Punkte  M die  Strecke  PH  in 
demselben  Verhältnis  innen  teilt,  in  welchem  die  Strecke  PP  durch 
N geteilt  wird. 

Für  den  Kandstrahl  VE,  folgt  nun  aus  der  Lage  des  Ein- 
fallspunktes Er  außerhalb  des  Apollonischen  Kreises,  daß  das 
Verhältnis  c‘:e  einen  kleineren  Wert  wie  das  Verhältnis  s':a 
besitzt. 

Da  nun  auch  für  einen  Handstrahl  und  seinen  gebrochenen 
Strahl,  wie  früher  (auf  S.  615)  nachgewiesen  wurde,  die  Beziehung 
e*  n‘  c * 

- = • gelten  muß.  so  kann  diese  Gleichheit  nur  dadurch  her- 

e n c * 

gestellt  werden,  daß  bei  unveränderter  Lage  des  Punktes  P die 
Größo  c'  einen  anderen  Wert  erhält,  also  der  Schnittpunkt  des 
gebrochenen  Randstrahles  mit  der  Axe  entweder  nach  rechts  oder 
nach  links  von  P fortrückt.  Fällt  aber  der  Axenschnittpunkt  des 
gebrochenen  Rundstrahles  nicht  mit  P in  Fig.  245  zusammen,  so 
haben  zunächst  seine  Abstände  von  H und  K andere  Werte  an- 

genommen,  so  daß  dann  nicht  mehr  das  Verhältnis  — und  der 

$ 

fl*  c* 

Ausdruck  • einander  gleich  sein  können;  denn  diese  Gleichheit 
n c 

besteht  nur  für  eine  einzige,  dem  Orte  von  P konjugierte,  Lage 
von  P auf  der  Axe,  nämlich  der  in  Fig.  245  dargestellten,  welche 
dem  Schnittpunkte  der  gebrochenen  Zentralstrahlen  mit  der  Axe 
entspricht. 

Denkt  man  den  Punkt  P in  Fig.  245  um  eine  kleine  Strecke 
ff'  nach  rechts  verlegt,  so  daß  er  in  die  Lage  P‘  gekommen  ist, 
so  geht  *•'  in  s'  |-  ff',  und  c'  in  c'-f-ff'  über.  Da  s‘  und  c‘  negativ 
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sind,  während  & bei  der  Verschiebung  des  Punktes  P nach  rechts 
positiv  zu  rechnen  ist,  so  sind  die  absoluten  Werte  der  Abstände 
des  Punktes  P“  von  H und  K um  a“  kleiner  wie  die  absoluten 
Werte  von  s‘  und  c“  geworden,  während  die  absoluten  Werte  der 
entsprechenden  Abstände  des  festbleibenden  Punktes  P sich  nicht 

g‘ 

geändert  haben.  Es  nimmt  daher  das  Verhältnis  — den  kleineren 

Wert  S-  — — . und  der  Ausdruck  — — den  ebenfalls  kleineren  Wert 
s ’ MC 


«'  ( c‘  + ff*) 


MC 


an:  das  erstere  wird  um  den  absoluten  Wert  von 


— , der  letztere  um  den  absoluten  Wert  von  - — - kleiner. 

S ’ MC 

3 

Da  s — — 2 cm,  c = — 4 cm,  m=  1 und  n‘  — - ist,  so  erkennt  man, 


daß  die  Abnahme  von  hier  größer  sein  würde  wie  die  Abnahme 

fl*  cf  . . 

von  , und  daß  demnach  die  linke  Seite  der  obigen  Beziehung 

zu  klein  würde,  falls  der  Einfallspunkt  eines  von  P ausgehenden 
Strahles  mit  H oder  mit  einem  dicht  daneben  liegenden  Punkte  E, 
zusammenfiele.  Denkt  man  aber  diesen  Einfallspunkt  in  beträcht- 
liche Entfernung  von  H,  etwa  nach  Er  in  Fig.  245  verlegt,  so 
treten  an  Stelle  von  s'  und  s die  Strecken  e‘  und  e,  und  die 
linke  Seite  der  Beziehung  wird  dann  infolge  der  Lage  von  Er 
außerhalb  der  durch  die  kleine  Verrückung  von  lv  nur  wenig 
geänderten  Apollonischen  Kugelfläche  noch  kleiner.  Es  kann  da- 

n‘r‘ 

her  keine  Gleichheit  von  und  für  einen  rechts  von  P‘  liegen- 

e mc  ° 

den  Punkt  P“  bestehen,  so  daß  der  zu  PEr  gehörende  gebrochene 
Strahl  die  Axe  jedenfalls  nicht  rechts  von  P“  schneiden  kann. 

Denkt  man  andererseits  den  Punkt  P‘  in  Fig.  245  um  die 
kleine  Strecke  a“  nach  links  verlegt,  so  daß  er  jetzt  in  die  Lage 
P“‘  gekommen  ist,  so  nehmen  die  absoluten  Werte  seiner  Ab- 

4 

stände  von  H und  K zu.  Das  Verhältnis  wird  dabei  um  den 

£ 

T cf  71*0* 

absoluten  Wert  von  , und  der  Ausdruck  um  den  absoluten 

s nc 

n'a ' 

Wert  von  — größer,  und  zwar  überwiegt  nach  dem  obigen  die 
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Vergrößerung  des  ersteren.  Die  linke  Seite  in  der  obigen  Beziehung 
würde  daher  zu  groß  ausfallen,  wenn  der  Einfallspunkt  des  von 
P ausgehenden  Strahles  in  11  oder  E-.  läge.  Rückt  man  aber 
jetzt  diesen  Einfallspunkt  weiter  von  H fort,  so  ist  leicht  einzu- 
sohen,  daß  infolge  der  damit  verbundenen  Verkleinerung  des  Ver- 

hältnisses  — schließlich  für  einen  bestimmten  Punkt  P*“  auf 

e 

i ti*  c* 

der  Axe  Gleichheit  von  und  — bestehen  wird;  dieser  Punkt 

e nc 

stellt  sich  dann  als  der  Schnittpunkt  des  gebrochenen  Randstrahles 
mit  der  Axe  dar.  Da  derselbe  links,  d. h.  entgegen  der  Richtung 
des  einfallenden  Lichtes  vom  Axenschnittpunkte  P'  der  gebrochenen 
Zentralstrahlen  abliegt,  so  hat  man  es  also  im  vorliegenden  Falle 
mit  Unterkorrektion  zu  tun. 

Aus  der  eingehenden  Behandlung  des  durch  Fig.  245  veran- 
schaulichten speziellen  Beispiels  ist  zu  ersehen,  daß  man  zweierlei 
zu  berücksichtigen  hat,  wenn  man  entscheiden  will,  ob  bei  einer 
bestimmten  Lage  des  Zentrums  P des  einfallenden  homozentrischen 
Strahlenbündels  das  gebrochene  Strahlenbündel  überkorrigiert  oder 
unterkorrigiert  ist  Erstens  hat  man  sich  darüber  Rechenschaft 
zu  geben,  in  welchem  Sinne  bei  einer  in  der  Richtung  oder  ent- 
gegen der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes  stattfindenden  Ver- 
schiebung des  Schnittpunktes  P'  der  gebrochenen  Zentralstrahlen 

o*  fl'  C* 

mit  der  Axe  die  Gleichheit  zwischen  und  — gestört  wird. 

s nc 

Und  zweitens  hat  man  festzu stellen,  wie  die  zu  dem  Objeklpunkte 
P und  dem  bei  Beschränkung  auf  Zentralstrahlen  vorhandenen 
Bildpunkte  P*  gehörende  Apollonische  Kugelfläche,  die  zugleich 
durch  den  Hauptpunkt  H hindurchgeht,  zu  der  brechenden  Fläche 
liegt.  Für  den  Schnittpunkt  der  Randstrahlen  mit  der  Axe  ergibt 
sich  dann  immer  diejenige  Verschiebung  gegenüber  dem  Punkte  P‘ 
als  die  der  Natur  des  Brechungsgesetzes  entsprechende,  welche 
die  Gleichheit  der  obigen  Beziehung  gerade  in  entgegengesetztem 
Sinne  stört  wie  eine  Verlegung  des  Einfallspunktes  E nach  dem 
Rande  der  brechenden  Fläche  zu,  wobei  der  Einfluß  der  Ent- 
fernung des  Einfallspunktes  E von  der  Axe  aus  dem  Verhalten 
der  Apollonischen  Kugelfläche  gegenüber  der  brechenden  Fläche 
unmittelbar  zu  erkennen  ist. 

In  dem  speziellen  Beispiel  von  Fig.  245  hat  sich  gezeigt,  daß 
bei  einer  Verschiebung  des  Punktes  P*  das  Verhältnis  unab- 
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hängig  von  der  Verschiebungsrichtung  immer  stärkere  Verände- 

m # 71*0* 

nmg  erfährt  wie  der  Ausdrack  — : der  absolute  Wert  des 

nc  ’ 

ersteren  wurde  daher  kleiner  oder  größer  wie  der  absolute  Wert 
des  letzteren,  je  nachdem  sich  entweder  beide  absoluten  Werte 
verkleinerten  oder  vergrößerten. 

Dies  findet  nun  keineswegs  für  jede  andere  Lage  des  Punktes  P 
auf  der  Axe  immer  in  dergleichen  Weise  statt  Ob  bei  einer  Verschie- 

bung  des  Punktes  P‘  auf  der  Axe  die  Änderung  des  Verhältnisses 

71*  C* 

oder  die  des  Ausdrucks  die  stärkere  ist,  hängt  nach  dem 
obigen  allgemein  davon  ab,  ob  der  absolute  Wert  von  ^ größer 

fl*  | 

wie  der  absolute  Wert  von  — • — ist,  oder  umgekehrt  Dabei  findet 

M C 

auch  durchaus  nicht  immer  die  Änderung  beider  in  demselben 
Sinne  statt,  sondern  nur  dann,  wenn  s und  c gleiches  Vorzeichen 
besitzen.  Das  letztere  ist  der  Fall  für  alle  Lagen  des  Strahlen- 
zentrums P außerhalb  der  Strecke  HK.  während  für  einen  Ort 
von  P innerhalb  dieser  Strecke  s und  c entgegengesetztes  Vor- 
zeichen besitzen.  Diese  Vorzeichen-Hegel  gilt  nicht  nur  für  den 
Fall  einer  dem  einfallenden  Lichte  die  konvexe  Seite  zukehrenden 
brechenden  Kugelfläche,  sondern  auch,  wenn  diese  Fläche  nach 
dem  einfallenden  Lichte  zu  konkav  ist,  wie  es  nach  den  früheren 
Festsetzungen  über  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Strecken  einem 
negativen  Werte  des  Krümmungsradius  r entsprechen  würde. 

Es  gilt  nun  ganz  allgemein,  d.  h.  für  alle  vier  bei  einer 
brechenden  Fläche  zu  unterscheidenden  Fälle  (vgl.  die  Figuren  174 
und  179  bis  181)  folgendes: 

Der  absolute  Wert  von  — wird  unendlich  groß,  wenn  P in 

s 

den  Hauptpunkt  H fällt;  denn  dann  ist  s = 0;  da  hierbei  c den 
von  0 verschiedenen  WTert  — r besitzt,  so  hat  «also  in  diesem  Falle 
1 n'  l 

— einen  größeren  Wert  wie  — . Entfernt  man  sich  mit  P 
s n c 

von  H,  so  bleibt  der  absolute  Wert  von  ' zunächst  auch  noch 

8 

der  größere,  wenn  er  auch  allmählich  kleiner  wird;  dabei  sind 
die  Vorzeichen  der  beiden  Ausdrücke  verschieden  oder  gleich,  je 
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nachdem  P von  H aus  in  der  Richtung  auf  K zu  oder  in  der 
entgegengesetzten  Richtung  verlegt  wird.  Zwischen  H und  K gibt 
es  nun  einen  Ort  D (vgl.  Fig.  245),  in  welchem  die  absoluten 
Werte  der  beiden  Ausdrücke  gleich  werden.  Da  nach  dem  früheren 
immer  c — s — r ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  des  Haupt- 
punktabstandes s dieses  Punktes  D die  Gleichung 


aus  welcher  folgt 


ri  1 
n s — r 

n 


HD  — — 7~j—  r ; 
n -\-n 


für  den  Hauptpunktabstand  des  zu  D bei  Beschränkung  auf  Zentral- 
strahlen gehörenden  Bildpunktes  D'  ergibt  sich  aus  der  Beziehung 


zwischen  s\  s und  r (vgl.  S.  619)  HD ' — « , so  daß  also  D‘  in 

dt 

jedem  Falle  in  der  Mitte  zwischen  H und  K liegt. 

Bei  den  für  Fig.  245  angenommenen  Größen  erhält  man  als 

2 4 

Abstand  des  Punktes  D von  H den  Wert  -j-v-r  oder  -J- — cm, 

0 0 

so  daß  D noch  ll/s  cm  vor  K liegt  Zwischen  H und  1)  ist  der 
absolute  Wert  von  - der  größere,  zwischen  D und  K dagegen  der 
kleinere. 

Befindet  sich  P in  K,  so  ist  c = 0,  und  demnach  der  Aus- 

71*  1 

druck  — • - unendlich  groß  geworden.  Entfernt  sich  P noch  weiter 

von  H , so  werden  nunmehr  die  Vorzeichen  der  beiden  Strecken  8 
und  c,  und  demnach  die  der  beiden  zu  vergleichenden  Ausdrücke 
gleich.  Da  jetzt  der  absolute  Wert  von  c kleiner  ist  wie  der  von  s, 

so  bleibt  der  absolute  Wert  von  1 zunächst  auf  alle  Fälle  kleiner 

8 

ft*  1 

wie  der  von  — • . Sofern  n‘^>n  ist,  wird  sogar  der  absolute 


« c 


Wert  von  immer  der  kleinere  bleiben,  wie  weit  man  auch  P 

8 

über  K hinaus  sich  entfernen  läßt.  Nur  wenn  n‘ <in  Ist,  gibt  es 

eine  Stelle  auf  der  Axe,  von  der  an  der  absolute  Wert  von  ^ 

8 

wieder  der  größere  wird;  diese  Stelle  ist  dadurch  gekennzeichnet 
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daß  für  sie  die  beiden  absoluten  Werte  gleich  werden,  so  daß  also 

1 n' 

s n (.9  — r) 

71 Y 

ist,  was  dem  Wert  s=  — — entspricht.  Wie  man  sieht  (vgl. 

S.  622),  ist  der  betreffende  Punkt  auf  der  Axe  nichts  anderes  als 
der  Brennpunkt  F des  Objektraumes,  welcher  ja  in  der  Tat  für 
n‘  <C  n mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  K auf  derselben  Seite 
von  H liegt 

Läßt  man  endlich  P von  H aus  auf  derjenigen  Seite  der 
Axe  wandern,  welche  den  Krüminnngsmittelpunkt  K nicht  enthält, 
so  sind  ebenfalls  die  Vorzeichen  der  Strecken  s und  c gleich,  wo- 
bei aber  jetzt  der  absolute  Wert  von  s stets  kleiner  bleibt  wie 
der  absolute  Wert  von  c.  Für  den  Fall,  daß  «>«'  ist,  wird 
daher  für  jede  Lage  des  Punktes  P auf  dieser  Seite  der  Axe  der 

absolute  Wert  von  - der  größere  sein.  Wenn  aber  n<Cn‘  ist,  so 

trennt  wieder  der  jetzt  auf  dieser  Seite,  d.  h.  also  vor  H liegende 
Brennpunkt  F des  Objektraumes  die  Orte  von  /',  in  welchen  der 

absolute  Wert  von  ^ der  größere  ist,  von  den  Orten  auf  der  Axe, 
s 

in  welchen  derselbe  sich  als  kleiner  erweist  wie  der  absolute  Wert 
n‘ 

von  -.c;  denn  für  den  Brennpunkt  F findet  auch  in  diesem  Falle 

Gleichheit  von  ' und  — • * statt. 

s n c 

Die  gewonnenen  Resultate  finden  sich  unter  anderen  Angaben 
in  den  spätereren  Figg.  246  bis  249  (auf  S.  798)  für  die  verschiedenen 
Fälle,  die  bei  einer  brechenden  Kugelfläche  zu  unterscheiden  sind, 
in  anschaulicher  Weise  dargestellt.  In  Fig.  246  ist  n < «'  und  r 
positiv,  in  Fig.  247  n < n‘  und  r negativ,  in  Fig.  248  n ]>  «'  und 
r positiv  und  schließlich  in  Fig.  249  n > ri  und  r negativ  ange- 
nommen worden,  so  daß  diese  Figuren  der  Reihe  nach  den  schon 
früher  durch  die  Figg.  174  und  179  bis  181  dargestellten  Fällen 
entsprechen. 

Um  zunächst  die  Lagen  der  dem  Objektraume  angehörenden 
Axenpunkte  P von  ihren  durch  Zentralstrahlen  erzeugten  Bildpunkten 
I*  deutlich  auseinander  halten  zu  können,  ist  in  allen  vier  Figuren 
sowohl  etwas  über  der  Axe  als  auch  etwas  unter  derselben  je 
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eine  Parallele  zur  Axe  gezogen  worden,  von  denen  die  erstere 
zur  Markierung  der  verschiedenen  Lagen  des  Objektpunktes  und 
die  letztere  zur  Markierung  der  zugehörigen  Lagen  des  durch 
Zentralstrahlen  erzeugten  Bildpunktes  dient.  Die  Axe  selbst  findet  sich 
dagegen  in  diesen  Figuren  nicht  mit  angegeben.  Die  beiden  Parallelen 
zur  Axe  sollen  als  „Objektaxe“  und  „Bildaxe“  voneinander  unter- 
schieden sein. 

Auf  der  Objektaxe  sind  in  jedem  Falle  zunächst  die  Punkte 
Jf,  K,  F und  D und  außerdem  noch  eine  Reihe  anderer  Lagen 
des  Objektpunktes  P aufgetragen,  die  durch  angehängte  Indizes 
(1  bis  5)  voneinander  unterschieden  sind.  Schließlich  findet  sich 
auch  die  Lage  des  Objektpunktes  markiert  und  mit  dem  Buch- 
staben G bezeichnet,  bei  welcher  der  zugehörige  Bildpunkt  G‘  sich 
auf  der  andern  Seite  der  brechenden  Fläche  in  demselben  Ab- 
stande vom  Hauptpunkt  H befindet,  so  daß  in  diesem  besonderen 
Falle  s‘  — — 8 ist;  als  Hauptpunktsabstand  erhält  man  für  diese 
Lage  de^  Punktes  aus  der  Hauptpunktsgleichung  (vgl.  S.  627)  den 
Wert  HQ—f  — f,  während  HG‘ — f — /’  ist,  wobei  beachtet 
werden  muß,  daß  / und  /'  bei  einem  brechenden  System  stets  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen  besitzen. 

Auf  der  Bildaxe  sind  nun  die  zu  allen  auf  der  Objektaxe  mar- 
kierten Punkten  gehörenden  Bildpunkte  aufgezeichnet  und  in  der 
Bezeichnung  durch  einen  angehängten  Strich  unterschieden  worden. 
So  finden  sich  auch  die  mit  ihren  Bildpunkten  zusammenfallenden 
Punkte  H und  K noch  einmal  auf  der  Bildaxe  mit  der  Bezeichnung 
H‘  bzw.  K‘  aufgetragen.  Zu  beachten  ist  sehießlich,  daß  der 
dem  Brennpunkte  F entsprechende  Bildpunkt  auf  der  Bildaxe  im 
Unendlichen  liegt,  und  der  zum  unendlich  fernen  Punkte  der 
Objektaxe  gehörende  Bildpunkt  der  Brennpunkt  F‘  des  Bild- 
raumes ist. 

Auf  Grund  dieser  Markierung  bestimmter  Punkte  der  Objektaxe 
und  ihrer  konjugierten  Punkte  auf  der  Bildaxe  kann  man  sich  in  allen 
vier  Fällen  auch  für  jede  andere  Lage  des  Objektpunktes  auf  der 
Axe  den  Ort  des  zugehörigen  Bildpunktes  mit  genügender  Genauig- 
keit veranschaulichen,  wenn  man  nur  sich  erinnert,  daß  infolge 
des  durchweg  positiven  Wertes  der  Axialvergrößerung  « (vgl. 
S.  638)  Objektpunkt  und  Bildpunkt  stets  in  derselben  Richtung 
auf  der  Axe  wandern.  Die  Figuren  können  also  dazu  dienen, 
sich  noch  einmal  die  schon  früher  allgemein  erörterten  Beziehungen 
zwischen  Objekt-  und  Bildlage,  deren  Kenntnis  zum  Verständnis 
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der  folgenden  Auseinandersetzungen  unerläßlich  ist,  auf  sehr  an- 
schauliche Weise  ins  Gedächtnis  zurückzurufen. 

Die  übjektaxe  und  Bildaxe  sind  nun  nicht  durchweg  gleich- 
mäßig gezeichnet  worden.  Es  finden  sich  einige  Strecken  auf 
beiden  Axen,  die,  wie  man  unmittelbar  bestätigt,  einander  kon- 
jugiert sind,  durch  unterbrochene  Linienführung  vor  anderen  aus- 
gezeichnet. Hierdurch  sollen  die  oben  abgeleiteten  Resultate  über 

s‘  f%‘  c‘ 

das  Verhalten  der  Ausdrücke  — und  — •—  bei  Verschiebung  des 

s n c 

Bildpunktes  um  die  kleine  Strecke  a“  in  der  einen  oder  anderen 
Richtung  auf  der  Axe  veranschaulicht  werden.  Und  zwar  ist,  wie 
inan  nach  dem  früheren  leicht  bestätigen  wird,  jede  der  beiden 
Axen  ununterbrochen  gezeichnet  worden  an  allen  Stellen,  bei 
denen  bei  einer  Verschiebung  des  Bildpunktes  um  ff*  das  Ver- 
hältnis ' eine  stärkere  Änderung  erfährt  wie  der  Ausdruck 


71  C , 

— • — , während  beim  umgekehrten  Verhalten  beider  Ausdrücke 

die  Axen  unterbrochen  dargestellt  sind.  Es  ist  auch  noch  durch  stärkere 
oder  schwächere  Zeichnung  zum  Ausdruck  gebracht  worden,  ob 
die  beiden  Ausdrücke  durch  die  Verschiebung  des  Bildpunktes  in 
gleichem  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  geändert  werden,  also 
entweder  beide  Ausdrücke  zu-  bzw.  abnehmen,  oder  der  eine  zu- 
nimmt und  gleichzeitig  der  andere  abnimmt. 

Für  alle  in  den  Figg.  246  bis  249  markierten  Paare  kon- 
jugierter Axenpunkte  ist  nun  außerdem  noch  der  zugehörige,  in 
der  Ebene  der  Zeichnung  liegende  Apollonische  Kreis  wenigstens 
in  seinem  Anfangsteile  aufgezeichnet  worden,  und  zwar  durch  eine 
stetige  oder  unterbrochene  Linie  je  nach  der  Zeichnung  der  Axon- 
strecke, auf  welcher  der  Objektpunkt  bzw.  sein  Bildpunkt  liegt; 
um  die  Zugehörigkeit  des  Apollonischen  Kreises  leicht  zu  erkennen, 
findet  sich  am  oberen  Ende  des  Kreisbogens  immer  der  ent- 
sprechende Objektpunkt  angegeben.  Die  Angabe  der  vollständigen 
Apollonischen  Kreise  ist  für  die  folgenden  Betrachtungen  nicht  er- 
forderlich und  würde  die  Figuren  nur  unklarer  gemacht  haben. 

Der  zu  zwei  bestimmten  Axenpunkton  P,  P gehörende  Apol- 
lonische Kreis  stellt  bekanntlich  den  geometrischen  Ort  für  alle 
Punkte  dar,  deren  Abstände  von  den  beiden  festen  Punkten  ein 
gegebenes  Verhältnis  haben.  Da  der  Apollonische  Kreis  hier 
immer  durch  den  Hauptpunkt  H gehen  soll,  so  ist  dieses  Verhält- 
nis gleich  dem  Verhältnis  der  Hauptpunktsabstände  s und  s'  der 
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konjugierten  Axenpunkte  P und  P1;  sein  zweiter  Schnittpunkt  X 
mit  der  Axe  teilt  daher  die  zwischen  den  konjugierten  Axen- 
punkten  liegende  Strecke  PP ' ebenfalls  im  Verhältnis  s : s\  aber 
innen  oder  außen,  je  nachdem  der  Hauptpunkt  H außerhalb  oder 
inneihalb  der  Strecke  liegt.  Die  Entfernung  der  Punkte  H und 
N stellt  den  Durchmesser,  und  der  zwischen  H und  N in  der 
Mitte  liegende  Punkt  M (vgl.  Fig.  245)  den  Mittelpunkt  des  Apol- 
lonischen Kreises  dar.  Da  die  Axenpunkte  H und  N die  Strecke 
PP  harmonisch  teilen,  so  folgt  unmittelbar,  daß  der  Mittelpunkt 
M des  Apollonischen  Kreises  stets  außerhalb  der  Strecke  PP  auf 
der  Axe  zu  suchen  ist,  unabhängig  davon,  ob  H oder  X zwischen 
P und  P liegt;  denn  von  den  beiden  Punkten,  welche  eine  Strecke 
harmonisch  teilen,  ist  der  äußere  Teilpunkt  immer  weiter  von  dem 
zunächst  liegenden  Endpunkte  der  Strecke  entfernt  wie  der  innere. 

Die  Lage  des  Mittelpunktes  M der  zu  zwei  konjugierten  Axen- 
punkten  P,  P gehörenden  Apollonischen  Kugelfläche  kann  man 
entweder  durch  Konstruktion  oder  auf  dem  Wege  der  Rechnung 
finden.  Die  Konstruktion  gestaltet  sich  für  jede  Lage  der  kon- 
jugierten Punkte  den  früheren  Angaben  auf  S.  787  gemäß.  Kür 
die  Berechnung  ergibt  sich  folgende  Formel.  Bezeichnet  man  den 
Hauptpunktsabstand  HM  des  Punktes  M mit  g,  so  daß  also  HX 
gleich  2 g ist,  so  erhält  man,  wie  man  unmittelbar  aus  Fig.  245  er- 
kennt, die  Proportion: 

(*'-2e):(2  <?-*)  = ✓:*, 

woraus  folgt 

1 1 , 1 

g x 1 ’ 

eine  Beziehung,  die  ganz  allgemein  gilt  und  in  jedem  Falle  g 
leicht  aus  den  Hauptpunktsabständen  s und  s‘  der  konjugierten 
Axenpunkte  zu  berechnen  gestattet. 

Nach  diesen  Angaben  kann  man  sich  leicht  davon  über- 
zeugen, daß  die  in  die  Figg.  246  bis  249  eingetragenen  Anfänge 
der  verschiedenen  Apollonischen  Kreise  richtig  gezeichnet  sind. 
Was  die  Lage  der  Apollonischen  Kugelflächen  gegenüber  der 
brechenden  Fläche  anlangt,  so  erkennt  man  aus  den  vier  Figuren, 
daß  immer  die  Apollonischen  Kugelflächen  auf  der  konkaven  Seite 
der  brechenden  Fläche  liegen,  wenn  sie  zu  Axenpunkten  zwischen 
dem  Hauptpunkte  H und  dem  aplanatischen  Punkte  P0  des  Ob- 
jektraumes, und  daher  zu  Bildpunkten  zwischen  dem  Hauptpunkte 
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und  dem  aplanatischen  Punkte  P‘„  gehören.  Die  zu  den  beiden 
aplanatischen  Punkten  gehörende  Apollonische  Kugelfläche  fällt 
mit  der  brechenden  Fläche  zusammen,  und  alle  anderen  Apollo- 
nischon  Kugelflächen  befinden  sich  auf  der  konvexen  Seite  der 
brechenden  Fläche.  Die  zu  den  gleichweit  von  H entfernten  kon- 
jugierten Punkten  G,  G‘  gehörende  Apollonische  Kugelfläche  ist 
die  zur  Axe  in  H senkrecht  stehende  Ebene,  und  die  dem  Haupt- 
punkte U entsprechende  Apollonische  Kugelfläche  ist  zu  einem 
Punkte,  dem  Hauptpunkte  H selbst,  zusainmengeschrumpft,  wäh- 
rend die  zum  Knotenpunkte  K gehörende  Apollonische  Kugelfläche 
durch  H und  K hindurchgeht  und  daher  den  Krümmungsradius 
der  brechenden  Fläche  zum  Durchmesser  hat. 

Es  ist  nun  zu  beachten,  daß  in  allen  Fällen  derjenige  der 
beiden  konjugierten  Axenpunkte  sich  innerhalb  des  zugehörigen 
Apollonischen  Kreises  befindet  (sofern  dieser  vollständig  ausge- 
zogen ist),  welcher  dem  Hauptpunkte  H am  nächsten  liegt,  wäh- 
rend der  von  H weiter  abstehende  Punkt  stets  außerhalb  des 
Apollonischen  Kreises  zu  suchen  ist.  Befinden  sich  die  beiden 
konjugierten  Punkte  auf  derselben  Seite  der  brechenden  Fläche, 
so  sieht  man  in  den  Figuren  unmittelbar,  welcher  der  beiden 
Punkto  innerhalb  des  Apollonischen  Kreises  fällt.  Für  den  Fall, 
daß  die  beiden  konjugierten  Punkte  auf  verschiedenen  Seiten  der 
brechenden  Fläche  liegen,  verhelfen  dagegen  die  in  allen  vier 
Figuren  markierten  Punkte  G und  G‘  von  gleich  großem  Haupt- 
punktsabstande zu  der  Entscheidung. 

Der  zu  zwei  festen  Punkten  und  einem  gegebenen  Abstands- 
verhältnis gehörende  Apollonische  Kreis  trennt  die  Punkte  der 
Ebene,  für  welche  das  Abstandsverhältnis  größer  ist,  von  den 
Punkten,  für  welche  dasselbe  kleiner  ist  wie  das  gegebene  Ab- 
standsverhältnis. Unterscheidet  man  die  beiden  festen  Punkte 
nach  ihrer  Lage  zu  dem  Apollonischen  Kreise  als  Außenpunkt  und 
Innenpunkt  und  zieht  das  Verhältnis  des  Abstandes  vom  Außen- 
punkte zu  dem  Abstande  vom  Innenpunkte  in  Betracht,  so  erweist 
sich  dasselbe  für  Punkte  außerhalb  des  Apollonischen  Kreises 
kleiner,  und  für  solche  innerhalb  dieses  Kreises  größer  wie  für  die 
Punkte  auf  der  Peripherie  desselben.  Dagegen  ist  das  Verhältnis 
des  Abstandes  vom  Innenpunkte  zum  Abstande  vom  Außenpunkte 
für  Punkte  außerhalb  des  Apollonischen  Kreises  größer,  und  für 
Punkte  innerhalb  des  Kreises  kleiner  wie  für  die  Punkte  auf  der 
Peripherie  desselben. 

Damit  haben  wir  uns  mit  allen  Größen  und  Beziehungen  be- 
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kannt  gemacht,  welche  auf  die  Entscheidung  der  Frage  nach  der 
Art  der  sphärischen  Aberration  von  Einfluß  sind,  so  daß  dieselbe 
an  der  Hand  der  Figg.  246  bis  249  in  jedem  Falle  leicht  getroffen 
werden  kann. 

Betrachten  wir  zunächst  das  durch  Fig.  246  dargestellte  Kol- 
lektivsystem, bei  welchem  n <C  n‘  und  r positiv  ist. 


Fig.  (‘li  nat.  Größe) 


r.  -w  r 


i Ftkü  a <n  'i  r n+gativ.  ( H ) R 

( n ■> 

, 

r.  r.  e f $ 

F J. 

- e l_J 

t; " ~ c r-  f'  i cp;  k * / 

t; 

J 

Fig.  247  (*/j  nat.  Größe) 


Fig.  240  nat  Größe) 

Der  zu  Pu  Pj  gehörende  Apollonische  Kreis  verläuft  vor  der 
brechenden  Fläche  und  wendet  seine  konkave  Seite  nach  rechts; 
der  Punkt  lyl  und  der  auf  der  brechenden  Fläche  liegende  Ein- 
fallspunkt E,  eines  Randstrahles  befinden  sich  daher  beide  im 
Innern  des  Apollonischen  Kreises;  der  absolute  Wert  des  Verhält- 
nisses e‘:e  ist  also  für  einen  Randstrahl  kleiner  wie  der  von  «*:». 
Es  muß  infolgedessen  der  Schnittpunkt  des  gebrochenen  Rand- 
strahles mit  der  Axe  so  gegen  l’\  verschoben  erscheinen,  daß  durch 
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diese  Verschiebung  der  absolute  Wert  von  — an  und  für  sich 

n'  cf 

gröber  würde  wie  der  absolute  Wert  von  — • — • Beachtet  man, 

daß  an  der  Stelle  P,  das  Verhältnis  — bei  einer  solchen  Ver- 
schiebung die  geringere  Veränderung  erfährt,  und  daß  V\  rechts 
von  H liegt,  so  folgt  daraus,  daß  die  Verschiebung  des  Punktes 
P\  nach  links,  d.  h.  entgegen  dem  einfallenden  Lichte  vor  sich 
gehen  muß.  Es  findet  demnach  für  den  Objektpunkt  l\  Unter- 
korrektion statt.  Genau  das  gleiche  Verhalten  gilt,  wie  man  un- 
mittelbar aus  der  Figur  erkennt,  für  joden  anderen  vor  der 
brechenden  Fläche  liegenden  Objektpunkt  zwischen  dem  unendlich 
fernen  Punkte  der  Axe  und  dem  Punkte  G des  Objektraumes. 

Der  zu  P,,  P'  gehörende  Apollonische  Kreis,  welcher  eben- 
falls vor  der  brechenden  Fläche  verläuft,  wendet  seine  konkave 
Seite  nach  links.  Da  infolgedessen  der  Bildpunkt  Pj  mit  dem 
Einfallspunkte  Er  eines  Randstrahles  außerhalb  des  Apollonischen 
Kreises  liegt,  so  ist  wiederum  der  absolute  Wert  des  Verhältnisses 
e‘:e  für  den  Randstrahl  kleiner  wie  der  von  s':s.  Beachtet  man, 
daß  auch  Ps  bzw.  Pj  dem  Teile  der  Objektaxe  bzw.  Bildaxe  an- 
gehört, auf  welchem  eine  Verschiebung  von  ly%  das  Verhältnis 

V1  . fl*  c* 

weniger  stark  ändert  wie  den  Ausdruck  — •-  , so  gelangt  man 

durch  die  gleiche  Überlegung  wie  bei  P,  zu  dem  Resultat,  daß 
auch  für  den  Objektpunkt  P.  Unter korrektion  stattfindet  Das 
gleiche  gilt  für  alle  Lagen  des  Objektpunktes  zwischen  G und  F. 
Daß  auch  für  den  Objektpunkt  G selbst  das  zu  einem  Randstrahle 
gehörende  Verhältnis  e‘:e  einen  kleineren  absoluten  Wert  hat  wie 
s':s,  läßt  sich  ohne  weiteres  einsehen,  so  daß  man  hier  ebenfalls 
auf  Unterkorrektion  zu  schließen  hat. 

Die  zu  Objektpunkten  zwischen  F und  H gehörenden  Apol- 
lonischen Kreise  sind  ebenfalls  nach  links  konkav  und  schließen,  wie 
z.  B.  im  Falle  P„  Pg,  den  Objektpunkt  ein,  während  der  Bildpunkt 
mit  dem  Einfallspunkte  E,  eines  Randstrahles  außerhalb  desselben 
liegt.  Es  ist  also  auch  in  diesem  Fallt)  der  absolute  Wert  des 
zum  Randstrahle  gehörenden  Verhältnisses  e':e  kleiner  wie  der 

. s‘ 

von  s':s.  Nun  erleidet  zwar  hier  das  Verhältnis  — bei  einer  Ver- 

x 

Schiebung  des  Bildpunktes  die  stärkere  Änderung,  wie  man  aus 
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der  Zeichnung  der  Objektaxe  und  Bildaxe  an  diesen  Stellen  er- 
kennt Beachtet  man  aber,  daß  der  Bildpunkt  jetzt  vor  der 
brechenden  Fläche  liegt,  so  erkennt  man,  daß  auch  in  diesem  Falle 
der  Schnittpunkt  eines  Randstrahles  links  von  dem  Bildpunkt 
für  Zentralstrahlen  liegen  muß,  was  wiederum  zu  Unterkorrek- 
tion führt. 

Für  den  Brennpunkt  F läßt  sich  die  gleiche  Methode  zur  Be- 
urteilung der  Art  der  sphärischen  Aberration  nicht  anwenden,  weil 

das  Verhältnis  für  denselben  einen  unendlich  großen  Wert  an- 

s 

nimmt;  es  ist  aber  schon  früher  gezeigt  worden,  daß  bei  dem  vor- 
liegenden Kollektivsystem  auch  die  von  F ausgehenden  Strahlen 
nach  der  Brechung  unterkorrigiert  sind. 

Man  hat  also  zunächst  das  Resultat,  daß  im  Falle  von 
Fig.  246  für  alle  vor  der  brechenden  Fläche  liegenden  Punkte  der 
Objektaxe  Unterkorrektion  stattfindet.  Ausgeschlossen  ist  nur 
der  Hauptpunkt  selbst,  weil  es  hier  gar  keine  Strahlen  gibt,  die 
von  der  Axe  entfernt  auf  die  brechende  Fläche  auftreffen;  in  der 
Tat  ist  ja  das  Strahlenbündel  mit  dem  Zentrum  H nach  der 
Brechung  noch  homozentrisch,  also  frei  von  sphärischer  Aberration. 

Nimmt  man  nun  weiter  das  Zentrum  des  einfallenden  Strahlen- 
bündels hinter  der  brechenden  Fläche  an,  so  daß  die  Strahlen 
konvergent  auf  die  Fläche  auftreffen,  so  hat  man  für  alle  Lagen 
des  Objektpunktes  zwischen  H und  P0  Apollonische  Kreise,  die 
rechts  von  der  brechenden  Fläche  liegen.  Der  Einfallswinkel  Er 
eines  Randstrahles  liegt  daher  in  allen  Fällen  außerhalb  des  Apol- 
lonischen Kreises.  Zwischen  H und  K befindet  sich  gleichzeitig 
der  Objektpunkt  innerhalb,  und  der  zugehörige  Bildpunkt  außer- 
hab  desselben,  so  daß  der  absolute  Wert  des  zu  einem  Rand- 
strahle  gehörenden  Verhältnisses  e'-e  sich  wiederum  als  kleiner 
wie  der  absolute  Wert  von  s‘:s  herausstellt.  Nun  ändern  sich 

g* 

aber  auf  dieser  Strecke  der  Axe  das  Verhältnis  und  der  Aus- 

s 

druck  " ■ ' bei  einer  Verschiebung  des  Bildpunktes  auf  der  Axe 
immer  in  entgegengesetztem  Sinne.  Bei  Verschiebung  nach  rechts 

g* 

wird  — sich  vergrößern  und  der  andere  Ausdruck  gleichzeitig 
kleiner  werden,  und  umgekehrt  Es  ist  daher  in  diesen  Fällen 
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gar  nicht  erforderlich,  zu  entscheiden,  ob  die  Änderung  von 


ß'  fl'  ß* 

die  stärkere  oder  schwächere  ist  Um  — gleich  — • — zu  machen, 

e B n c 

muß  die  Verschiebung  des  Objektpunktes  nach  rechts  erfolgen, 
so  daß  dann  die  gebrochenen  Randstrahlen  die  Axe  in  Punkten 
schneiden,  welche  nach  rechts  von  dem  Bildpunkte  für.  Zentral- 
strahlen abliegen.  Demnach  findet  für  alle  Lagen  des  Objekt- 
punktes zwischen  H und  K Überkorrektion  statt.  Liegt  der  Ob- 
jektpunkt zwischen  K und  dem  aplanatischen  Punkte  P0,  so  be- 
findet sich  derselbe  außerhalb,  und  sein  Bildpunkt  innerhalb  des 
Apollonischen  Kreises;  der  absolute  Wert  des  zu  einem  Rand- 
strahle gehörenden  Verhältnisses  e‘:e  erweist  sich  demnach  jetzt 


als  größer  wie  der  absolute  Wert  von  x' : s. 


und 


fl*  ß* 

— • — sich  bei  einer  Verschiebung  des  Bildpunktes  jetzt  wieder 

J 

in  gleichem  Sinne  ändern,  und  das  Verhältnis  die  geringere 

«V 

Änderung  erfährt,  so  muß  der  Bildpunkt  nach  rechts  verschoben 

s‘ 

werden,  um  eine  Ungleichheit  in  dem  Sinne  herzustellen,  daß 

s 

den  kleineren  Wert  erhält.  Es  findet  daher  auch  zwischen  K und 
P0  Überkorrektion  statt. 


Liegt  der  Objektpunkt  zwischen  dem  aplanatischen  Punkte  P0 
und  dem  unendlich  fernen  Punkte  auf  der  Axe,  so  tritt  insofern 
eine  Änderung  gegenüber  der  Lage  zwischen  K und  P0  ein,  als 
der  Apollonische  Kreis  links,  d.  h.  auf  der  konvexen  Seite  der 
brechenden  Fläche  verläuft,  während  er  wie  vorher  seine  kon- 
kave Seite  nach  rechts  wendet  und  den  Bildpunkt  in  seinem 
Inuem  enthält.  Diese  Änderung  der  Lage  des  Apollonischen 
Kreises  bedingt  aber,  wie  man  ohne  weiteres  einsehen  wird,  eine 
Umkehrung  der  Korrektionsart,  so  daß  für  alle  Objektpunkte  rechts 
von  P0  wieder  Unterkorrektion  stattfindet 


Faßt  man  alle  Ergebnisse  zusammen,  so  tritt  also  im  Falle 
« <C  n'  mit  positivem  r Überkorrektion  nur  ein,  wenn  das  Zent- 
rum des  einfallenden  Strahlenbündels  zwischen  dem  Scheitel- 
punkte H und  dem  aplanatischen  Punkte  P0  des  Objektraumes 
liegt,  im  übrigen  findet  Unterkorrektion  statt.  Ausgenommen 
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sind  nur  die  Stellen  H,  K und  P„  auf  der  Axe,  für  welche  über- 
haupt keine  sphärische  Aberration  vorhanden  ist. 

Fig.  247  stellt  den  Fall  dar,  in  welchem  n <C  n‘  und  r nega- 
tiv ist,  so  daß  es  sich  um  ein  Dispansivsystem  handelt. 

Der  zu  P[  gehörende  Apollonische  Kreis  verläuft  hinter 
der  brechenden  Fläche  und  wendet  seine  konkave  Seite  nach 
links;  der  Punkt  P[  und  der  Einfallspunkt  Er  eines  Randstrahles 
liegen  beide  innerhalb.  Demnach  ist  der  absolute  Wert  des  zu 
einem  Randstrahl  gehörenden  Verhältnisses  e‘:e  kleiner  wie  der 
von  s‘ : s.  Es  muß  daher  der  Schnittpunkt  des  gebrochenen  Rund- 
strahles mit  der  Axe  so  gegen  P'  verschoben  erscheinen,  daß 

g‘ 

durch  dieso  Verschiebung  der  absolute  Wert  von  — größer  wurde 

8 


wie  der  absolute  Wert  des  Ausdruckes 


n 


Da  P[  vor  der 


brechenden  Fläche  liegt,  und  an  der  betreffenden  Stelle  der  Axe 
die  Änderung  von  ' die  geringere  ist,  so  muß  P[  nach  rechts 

ff 


verschoben  werden.  Es  findet  daher  für  und,  wie  man  leicht 
einsehen  wird,  für  alle  Lagen  des  Objektpunktes  vor  dem  aplana- 
tischen  Punkte  P0  Überkorrektion  statt. 

Zwischen  P0  und  K hat  sich  nur  die  Lage  des  Apollonischcn 
Kreises  gegen  die  brechende  Fläche  geändert,  indem  dieser  jetzt  vor 
derselben  verläuft.  Es  kehrt  sich  daher  wieder  bei  P0  die  Art  der 
Korrektion  um,  so  daß  zwischen  P0  und  K Unterkorrektion  statt- 
findet. Zwischen  K und  H ändern  sich  die  beiden  in  Frage  kom- 
menden Ausdrücke  wieder  in  entgegengesetztem  Sinne.  Da  der  Bild- 
punkt und  auch  der  Einfallspunkt  Er  eines  Randstrahles,  wie  man 
aus  der  Figur  z.  B.  für  die  Punkte  D,D‘  sieht,  beide  außerhalb  des 
Apollonischen  Kreises  liegen,  so  ist  der  absolute  Wert  des  zu  einem 
Randstrahle  gehörenden  Verhältnisses  e‘-.e  kleiner  wie  der  von  s‘ : s. 
Durch  Verschieben  des  Bildpunktes  nach  links  wird  der  absolute 

8*  fl*  (f 

Wert  von  — aber  größer  wie  der  von  — • , so  daß  also  auch 

s n c ’ 

noch  zwischen  K und  H Unterkorrektion  stattfindet 

Für  Lagen  des  Objektpunktes  hinter  der  brechenden  Fläche 
befindet  sich  der  Apollonische  Kreis  ebenfalls  hinter  derselben. 
Zwischen  U und  F ist  der  Objektpunkt  im  Innern  und  sein  eben- 
falls hinter  der  brechenden  Fläche  liegender  Bildpunkt  außerhalb 
des  Apollonischen  Kreises.  Der  absolute  Wert  von  e‘:e  wird  da- 
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her  kleiner  wie  der  von  s':s.  Dies  läßt  sich  durch  eine  Ver- 
schiebung des  Bildpunktes  nach  rechts  ausgleichen,  weil  zwischen 

H und  F das  Verhältnis  — dabei  die  stärkere  Änderung  erfährt; 

also  Überkorrektion. 

Objektpunkten  zwischen  F und  G entsprechen  Bildpunkte 
vor  der  brechenden  Fläche  zwischen  dem  unendlich  fernen  Punkte 
der  Axo  und  G‘.  Bildpunkt  und  brechende  Fläche  liegen  beide 
außerhalb  des  Apollonischon  Kreises,  so  daß  das  zu  einem 
Randstrahle  gehörende  Verhältnis  e‘:e  einen  kleineren  absoluten 
Wert  besitzt  wie  s‘:s.  Dies  läßt  sich  ausgleichen  durch  eine  Ver- 

s‘ 

Schiebung  des  Bildpunktes  (z.  B.  P4‘)  nach  rechts,  da  — dabei  die 
geringere  Änderung  erfährt;  also  wieder  Überkorrektion. 

Rückt  schließlich  der  Objektpunkt  in  Fig.  247  hinter  G,  so 
ist  sein  vor  der  brechenden  Fläche  befindlicher  Bildpunkt  (z.  B. 
/’j)  dem  Hauptpunkte  näher  und  liegt  zusammen  mit  der  brechen- 
den Fläche  im  Innern  des  | jetzt  seine  Konkavität  nach  links 
wendenden  Apollonischen  Kreises.  Es  ist  daher  auch  in  diesem 
Falle  der  absolute  Wert  von  e':e  kleiner  wie  der  von  so  daß 
man  ebenfalls  zu  Überkorrektion  geführt  wird. 

Für  den  Fall  n<«'  mit  negativem  r hat  man  also  genau 
das  entgegengesetzte  Resultat  wie  in  dem  zuerst  betrachteten 
Falle.  Es  tritt  Unterkorrektion  nur  dann  ein,  wenn  der  Objekt- 
punkt sich  zwischen  dem  Scheitelpunkte  H und  dem  aplana- 
tischen  Punkte  P0  des  Objektraumes  befindet,  während  im  übrigen 
mit  Ausnahme  der  drei  Punkte  If,  K , I\  Überkorrektion  statt- 
findet. 

In  entsprechender  Weise  lassen  sich  die  beiden  durch  die 
Figg.  248  und  245)  dargestellten  Fälle,  welche  durch  »>«'  und 
positives  bzw.  negatives  r charakterisiert  sind,  auf  die  sphärische 
Aberration  hin  untersuchen.  Um  die  Betrachtung  zu  erleichtern, 
finden  sich  auch  hier  die  Apollonischen  Kreise  für  die  auf  der 
Objektaxe  und  Bildaxe  markierten  Paare  konjugierter  Punkte  in 
die  Figuren  eingezeichnet.  Man  kann  aber  nach  der  eingehenden 
Untersuchung  der  durch  die  Figg.  240  und  247  veranschaulichten 
Fälle  noch  schneller  zum  Ziele  gelangen. 

Es  läßt  sieh  nämlich  leicht  einsehen,  daß  die  Art  der  sphä- 
rischen Aberration  die  gleiche  bleibt,  wenn  man  bei  zwei  konju- 
gierten Punkten  das  Verhältnis  umkehrt  und  den  bisherigen  bei 
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Beschränkung  auf  Zentralstrahlen  vorhandenen  Bildpunkt  zum 
Objektpunkte  macht,  und  demnach  die  Strahlen  von  der  anderen 
Seite  auf  die  brechende  Fläche  auftreffen  läßt;  dann  stellt  der 
ursprüngliche  Objektpunkt  P jetzt  den  Bildpunkt  dar.  War  z.  B. 
ursprünglich  Überkorrektion  vorhanden,  so  schneidet  ein  Rand- 
strahl nach  der  Brechung  die  Axe  in  einem  Punkte  P",  welcher 
in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes  von  dem  Schnittpunkte 
P‘  der  gebrochenen  Zentralstrahlen  abliegt  Macht  man  mm  1“ 
zum  Objektpunkte  und  läßt  demnach  die  Strahlen  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  wie  vorher  verlaufen,  so  schneiden  sich  die 
Zentralstrahlen  in  dem  früheren  Objektpunkte  P;  in  demselben 
Punkte  würde  auch  ein  Randstrahl  die  Axe  treffen,  wenn  er  von 
dem  Punkte  P“  ausginge.  Rührt  er  aber  von  dem  Punkte  P* 
her,  so  muß  der  Schnittpunkt  seines  gebrochenen  Strahles  mit  der 
Axe  infolge  des  durchweg  positiven  Wertes  der  Axialvergrößerung 
in  derselben  Richtung  von  P abstehen,  in  welcher  P"  zu  ver- 
schieben ist,  um  mit  P'  zur  Deckung  gebracht  zu  werden;  diese 
ist  aber  jetzt  infolge  der  Umkehrung  der  Strahlen  die  Richtung 
des  einfallenden  Lichtes.  Man  erkennt  daraus,  daß  auch  im  um- 
gekehrten Falle  Überkorrektion  stattfinden  muß.  Auf  ganz  ent- 
sprechende Weise  überzeugt  man  sich  davon,  daß  auch  die  Unter- 
korrektion wieder  zum  Vorschein  kommt,  wenn  man  Objektpunkt 
und  Bildpunkt  miteinander  vertauscht. 

Beachtet  man  nun,  daß  der  durch  Fig.  248  dargestellte  Fall 
nichts  anderes  als  die  Umkehrung  des  Falles  von  Fig.  247,  und 
der  durch  Fig.  249  dargestellte  Fall  die  Umkehrung  des  Falles 
von  Fig.  246  in  dem  Sinne  darstellt,  daß  Objektraum  und  Bild- 
raum  miteinander  vertauscht  erscheinen,  so  erhält  man  das  Re- 
sultat, daß  mit  Ausnahme  der  drei  Punkte  H , K,  P0  auch  bei 
dem  Dispansivsysteme  von  Fig.  248  für  Lagen  des  Objektpunktes 
zwischen  H und  dem  aplanatischen  Punktes  P0  Unterkorrektion, 
sonst  aber  durchweg  Überkorrektion,  und  bei  dem  Kollektiv- 
systeme von  Fig.  24!)  für  Lagen  des  Objektpunktes  zwischen  H 
und  P0  Überkorrektion,  sonst  aber  durchweg  Unterkorrektion 
stattfindet. 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  für  die  sphärische  Aberration  an 
einer  brechenden  Kugelfläche  lassen  sich  in  folgende  einfache  und 
leicht  zu  merkende  Regel  zusammenfassen,  deren  Richtigkeit  sich 
für  alle  vier  Fälle  an  den  Figg.  246  bis  249  ohne  weiteres  be- 
stätigen läßt. 

Durch  die  Brechung  an  einer  Kugelfläche  wird  ein 
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homozentrisches  Strahlenbündel  überkorrigiert  oder  un- 
terkorrigiert, je  nachdem  die  zu  dem  Strahlenzentrum 
und  seinem  konjugierten  Punkte  auf  der  Axe  gehörende 
Apollonische  Kugelfläche  vom  Scheitelpunkte  der  bre- 
chenden Fläche  aus  im  dichteren  oder  im  dünneren  Mittel 
verläuft.  Fällt  aber  die  Apollonische  Kugelfläche  wie  bei  den 
aplanatischen  Punkten  mit  der  brechenden  Fläche  zusammen,  oder 
geht  sie  wie  beim  Scheitelpunkte  oder  beim  Krümmungsmittel- 
punkte der  brechenden  Kugelfläche  durch  die  (in  diesem  Falle 
sich  deckenden)  konjugierten  Punkte  hindurch,  so  bleibt  die  Homo- 
zentrizität  erhalten. 

Da  die  Ebene  einen  speziellen  Fall  der  Kugelfläche  darstellt, 
so  leitet  man  aus  der  allgemeinen  Regel  unmittelbar  das  Resultat 
ab,  daß  ein  an  einer  ebenen  Grenzfläche  zwischen  zwei  verschie- 
denen Mitteln  gebrochenes  Strahlenbündel , welches  vor  der  Bre- 
chung homozentrisch  ist,  nach  der  Brechung  Über-  oder  Unter- 
korrektion auf  weist,  je  nachdem  das  Zentrum  des  einfallenden 
Strahlenbündels  im  dichteren  oder  dünneren  Mittel  liegt  Fallen 
die  Strahlen  zur  Axe  parallel  auf  die  brechende  Ebene,  so  ist  die 
Apollonische  Kugelfläche  ebenfalls  eine  Ebene  und  deckt  sich  mit 
der  letzteren.  Damit  stimmt  überein,  daß  das  Strahlenbündel  in 
diesem  Falle  auch  nach  der  Brechung  noch  homozentrisch  ist,  in- 
dem die  Strahlen  parallel  der  Axe  in  dem  zweiten  Mittel  weiter- 
gehen. 

Wenn  man  auch  aus  der  Lage  der  Apollonischen  Kugelfläche 
nicht  unmittelbar  über  die  Größe  der  Längsaberration  unterrichtet 
wird,  sondern  mit  ihrer  Hilfe  zunächst  nur  über  die  Alt  derselben 
Aufklärung  erhält,  so  kann  man  doch  nach  der  Rolle,  welche 
die  Apollonische  Kugelfläche  bei  dieser  Entscheidung  spielt,  ver- 
stehen, daß  unter  sonst  gleichen  Umständen  sich  die  sphärische 
Aberration  im  allgemeinen  um  so  größer  herausstellen  wird,  je 
mehr  die  brechende  Fläche  von  der  Apollonischen  Kugelfläche  ab- 
weicht Vergleicht  man  z.  B.  die  beiden  durch  Figg.  246  und  24‘J 
dargestellten  Kollektivsysteme,  so  erkennt  man,  daß  für  parallel 
zur  Axe  einfallende  Strahlen,  d.  h.  also  für  einen  in  unendlicher 
Entfernung  auf  der  Axe  liegenden  leuchtenden  Punkt,  die  Apollo- 
nische Kugelfläche  im  ersten  Falle  von  der  brechenden  Fläche 
viel  weniger  abweicht  als  im  letzten  Falle.  Man  wird  daher  zu 
der  Vermutung  geführt,  daß  bei  gleichem  Verhältnis  der  Brechungs- 
indizes und  gleichgroßer  Krümmung  der  brechenden  Flächen  im 
ersten  Falle  die  sphärische  Aberration  geringer  ist  wie  im  letzten, 
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eine  Annahme,  die  sich  tatsächlich  bei  genauerer  Prüfung  als 
richtig  herausstellt  Man  wird  infolgedessen  auch  einsehen,  daß 
in  den  beiden  durch  Figg.  247  und  248  dargestellten  Dispansiv- 
systemen  unter  sonst  gleichen  Umständen  die  sphärische  Aberration 
für  parallel  zur  Axe  einfallende  Strahlen  ebenfalls  in  dem  Falle 
die  geringere  ist,  in  welchem,  wie  bei  Fig.  246,  das  erste  Mittel 
den  kleineren  Brechungsindex  besitzt  Dagegen  wird  es  für  das 
in  gleicher  Entfernung  von  der  brechenden  Fläche  befindliche 
Punktepaar  G,  G‘  voraussichtlich  keine  Änderung  der  Aberrations- 
größe mit  sich  bringen,  wenn  man  von  dem  System  Fig.  246  zu 
dem  System  Fig.  249,  oder  wenn  man  von  dem  System  Fig.  247 
zu  dem  System  Fig.  248  übergeht 

Ferner  bestätigt  man  an  der  Hand  der  vier  Figuren  leicht, 
daß  bei  gleicher  Krümmung  der  brechenden  Flächen  die  Aberration 
für  axenparallele  Strahlen  um  so  geringer  ausfallen  wird,  je  kleiner 
das  Verhältnis  der  beiden  Brechungsindizes  ist;  denn  mit  der  Ab- 
nahme dieses  Verhältnisses  vergrößert  sich  der  absolute  Wert  der 
Brennweite  f des  Bildraumes,  und  nähert  sich  daher  die  zuge- 
hörige Apollonische  Kugelfläche  der  brechenden  Fläche,  da  sie 
ihren  Mittelpunkt  im  Brennpunkte  F'  hat  Andererseits  kann  man 
sagen,  daß  im  allgemeinen  die  Aberration  unter  sonst  gleichen 
Umständen  mit  der  Krümmung  der  brechenden  Fläche  zu-  und 
abnehmen  wird,  und  daß  daher  bei  gleicher  Brennweite  f die 
Aberration  um  so  geringer  ausfallen  wird,  je  größer  das  Verhältnis 
der  Brechungsindizes  ist;  denn  bei  Vergrößerung  des  letzteren  muß 
auch  der  Krümmungsradius  größer  genommen  werden,  um  die 
Brennweite  f konstant  zu  halten,  so  daß  also  die  brechende  Fläche 
ihrerseits  näher  an  die  Apollonische  Kugelfläche  heranrückt.  Diese 
Abhängigkeit  der  Aberrationsgröße  von  dem  Verhältnis  der  Brechungs- 
indizes wird  nicht  allein  für  axenparallele  Strahlen,  sondern  voraus- 
sichtlich auch  für  andere  Lagen  des  leuchtenden  Punktes  auf  der 
Axe  gelten.  In  der  Tat  bestätigt  die  genauere  Untersuchung,  daß 
sich  die  Aberrationen  unter  sonst  gleichen  Umständen  mit  wachsen- 
dem Verhältnis  der  Brechungsindizes  stark  vermindern.  — 

Bei  den  bisherigen  Betrachtungen  über  die  sphärische  Aber- 
ration an  einer  brechenden  Kugelfläche  war  zunächst  durchweg 
vorausgesetzt  worden,  daß  das  einfallende  Strahlenbündol  streng 
homozentrisch  ist.  Nimmt  man  nun  aber  an,  daß  das  einfallende 
Bündel  schon  mit  Aberration  der  einen  oder  anderen  Art  behaftet 
ist,  so  werden  natürlich  die  Verhältnisse  verwickelter.  So  viel 
läßt  sich  aber  auch  ohne  eingehendere  Untersuchung  Voraussagen, 
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daß  durch  die  Brechung  eines  nicht  mehr  homozentrischen  Strahlen- 
bündels die  schon  vorhandene  Aberration  im  allgemeinen  in  dem- 
selben Sinne  beeinflußt  wird  wie  bei  streng  homozentrischen 
Strahlen.  Dies  ist  zu  berücksichtigen,  wenn  man  sich  eine  Vor- 
stellung von  der  durch  die  wiederholte  Brechung  an  den  auf- 
einander folgenden  Flächen  eines  zusammengesetzten  zentrierten 
Systems  hervorgerufenen  Gesamtaberration  bilden  will. 

Hat  man  es  z.  B.  mit  einer  bikonvexen  Linse  zu  tun,  so 
wird  der  Winkelwert  der  Gesamtaberration  im  allgemeinen  größer 
sein  wie  bei  der  Brechung  an  jeder  der  beiden  Linsenflächen.  Nur 
wenn  die  Strahlen  ausnahmsweise  so  konvergent  auf  die  erste 
Linsenfläche  auftreffen,  daß  sie  nach  der  Brechung  an  derselben 
die  Axe  in  Punkten  vor  der  zweiten  Linsenfläche  schneiden,  kann 
eine  Verminderung  der  Aberration  durch  die  Brechung  an  der 
letzteren  eintreten.  Eine  Bikonvexlinse  wird  also  in  der  Regel 
sphärische  Unterkorrektion  aufweisen,  wenn  das  umgebende  Mittel 
dünner  ist,  die  Linse  also  ein  Kollektivsystem  darstellt,  dagegen 
sphärische  Cberkorrektion , wenn  das  umgebende  Mittel  dichter 
ist,  so  daß  die  Linse  sich  als  Dispansivsystem  erweist. 

Es  wird  durch  die  Figg.  246  bis  249  ferner  verständlich,  daß 
es  im  Falle  einer  in  Luft  befindlichen  unsymmetrischen  Bikon- 
vexlinse für  die  Größe  der  Gesamtaberration  nicht  gleichgültig 
sein  kann,  welche  der  beiden  Linsenflächen  dem  einfallenden 
Lichte  zugekehrt  ist.  Im  allgemeinen  wird  sich  die  Aberration 
als  geringer  heraussteilen,  wenn  das  Licht  zunächst  auf  die  stärker 
gekrümmte  Fläche  auftrifft;  denn  die  erste,  gegen  das  Licht  kon- 
vexe Fläche  übt  ja  an  und  für  sich  einen  wesentlich  geringeren 
Einfluß  auf  die  Größe  der  Aberration  aus  wie  die  zweite,  gegen 
das  Licht  konkave  Fläche,  wie  die  Vergleichung  der  Figg.  246 
und  249  gelehrt  hat.  Ganz  besonders  deutlich  zeigt  sich  dies  bei 
einer  Plankonvexlinse.  Da  die  Aberration  an  einer  ebenen  Fläche 
wesentlich  geringer  ist  wie  die  an  einer  stark  gekrümmten  Fläche, 
so  wird  man  im  Interesse  der  Verminderung  der  sphärischen 
Aberration  in  der  Regel  die  konvexe  Fläche  dem  einfallenden 
Lichte  zukehren,  wie  es  tatsächlich  bei  den  Okularen  der  optischen 
Instrumente  üblich  ist. 

Eine  Konkavkonvexlinse  aus  optisch  dichterem  Stoffe  wie  die 
Umgebung  stellt  ein  Kollektivsystem  von  besonders  geringer  sphä- 
rischer Aberration  dar,  weil  die  Aberrationen  an  beiden  Flächen 
im  allgemeinen  in  verschiedenem  Sinne  stattfinden.  Man  hat  aber 
bei  einer  derartigen  Linse  verhältnismäßig  große  Brennweiten  und 
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daher  nur  kleine  Breehkraft.  Will  inan  die  Brennweite  bei  einer 
Konkavkonvexlinse  möglichst  verringern,  so  muß  man  ihre  Flächen 
stark  krümmen;  dadurch  wird  aber  die  sphärische  Aberration 
wieder  erhöht  und  außerdem  die  Größe  der  Linse  vermindert. 
Sucht  man  bei  gegebener  Brennweite  und  Größe  einer  Kollektiv- 
linse derselben  eine  Form  zu  geben,  bei  welcher  die  sphärische 
Aberration  möglichst  gering  ist,  so  wird  man  daher  nicht  unbe- 
dingt zu  der  konkavkonvexen  Form  geführt.  Bei  einer  in  Luft 
befindlichen  Linse  aus  Glas  ergibt  sich  als  günstigste  Linsenform 
eine  bikonvexe,  bei  welcher  die  absoluten  Werte  der  Krümmungs- 
radien im  Verhältnis  1 : 6 stehen,  wobei  natürlich  nach  dem  obigen 
die  Fläche  stärkster  Krümmung  zuerst  von  dem  Lichte  getroffen 
werden  muß.  Stellt  man  dagegen  die  Linse  aus  einem  Material 
vom  Brechungsindex  2 her,  wodurch  sich  bei  gleicher  Brennweite 
die  Krümmungen  der  Flächen  verringern,  so  ist  die  günstigste 
Linsenform  eine  konkavkonvexe  mit  dem  Verhältnis  1 :5  der  beiden 
Krümmungsradien.*) 

Auch  bei  den  bikonkaven  Linsen  ist  die  Gesamtaberration 
im  allgemeinen  größer  wie  die  durch  die  Brechung  an  einer  der 
beiden  Linsenflächen  hervorgerufene.  Eine  solche  Linse  wird  da- 
her in  der  Regel  sphärische  Oberkorrektion  auf  weisen,  wenn  das 
umgebende  Mittel  dünner  ist,  die  Linse  also  ein  Dispansivsystem 
darstellt,  dagegen  sphärische  Unterkorrektion,  wenn  das  umgebende 
Mittel  dichter  ist,  so  daß  die  Linse  sich  als  Kollektivsystem  er- 
weist Bei  einer  in  Luft  befindlichen  unsymmetrischen  Bikonkav- 
linse wird,  wie  die  Figg.  247  und  248  unmittelbar  verständlich 
machen,  wiederum  die  sphärische  Aberration  geringer  sein,  wenn 
das  Licht  zuerst  auf  die  stärker  gekrümmte  Fläche  auftrifft,  so 
daß  man  z.  B.  auch  eine  Plankonkavlinse  mit  der  gekrümmten 
Fläche  dem  Lichte  zuzukehren  hat  Im  übrigen  gelten  für  die 
Disp&nsivlinsen  mutatis  mutandis  dieselben  Verhältnisse  wie  bei 
den  Kollektivlinsen. 

Da  die  sphärischen  Aberrationen  im  allgemeinen  mit  den 
Krümmungen  stark  zunehmen,  so  kann  man  bei  einem  optischen 
System,  welches  nur  kurze  Brennweiten  haben  soll,  diesen  nach- 
teiligen Einfluß  der  Krümmungen  vermindern,  indem  man  das 
System  aus  mehreren  Linsen  von  schwächeren  Krümmungen  zu- 
sammensetzt.  Eine  vollständige  oder  doch  wenigstens  praktisch 


*1  Vgl.  S.  Czapski,  „Die  künstliche  Erweiterung  der  Abbildungsgrenzen“. 
Winkelmaims  Handbuch  der  Physik.  II,  Band  I.  Abteilung.  Seite  101). 
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ausreichende  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration  läßt  sich  für 
beliebig  weit  geöffnete  Strahlenbündel  außer  durch  die  Anwendung 
des  schon  früher  (vgl.  S.  611  und  Fig.  178  auf  S.  608)  erläuterten 
A micischen  Prinzips,  das  sich  auf  die  Eigenschaften  der  aplanatischen 
Punkte  gründet,  unter  Umständen  durch  Kombination  von  Kollektiv- 
linsen mit  Dispansivlinsen  erreichen;  dabei  kann  man  bei  Ver- 
wendung von  Gläsern  mit  verschiedenem  Brechungsindex  gleichzeitig 
die  noch  zu  besprechenden  chromatischen  Fehler  beseitigen,  oder  doch 
wenigstens  auf  ein  sehr  geringes  Maß  zurückführeu.  Auf  diese 
Weise  gelingt  es  jedoch  stets  nur,  die  sphärische  Aberration  sehr 
weit  geöffneter  Strahlenbündel  entweder  für  einen  einzigen  Axenpunkt, 
oder  doch  wenigstens  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Axenpunkten 
aufzuheben.  Dagegen  erweist  es  sich  als  praktisch  unmöglich,  die 
Beseitigung  der  sphärischen  Aberration  auf  ein  endliches  Stück  der 
Axe  auszudehnen  (vgl.  hierzu  das  folgende  Kapitel).  Da  beim 
Mikroskop  das  Objekt  eine  nahezu  feste  Lage  auf  der  Axe 
einnehmen  muß,  so  ist  es  in  der  Tat  möglich  geworden,  durch  die 
Zusammenstellung  einer  genügenden  Anzahl  brechender  Flächen 
für  die  ein  tretenden  Strahlenbündel  von  beinahe  180°  und  (bei 
Immersionssystemen)  noch  größerem  Öffnungswinkel  die  sphärische 
Aberration  praktisch  zu  beseitigen,  oder  doch  wenigstens  so  weit 
zu  verringern,  daß  ihr  Einfluß  auf  die  Schärfe  der  Bilder  unmerk- 
lich geworden  ist  Wie  kompliziert  aber  immerhin  ein  derartig 
korrigiertes  System  ist,  mag  daraus  zu  ersehen  sein,  daß  man 
hierzu  bis  zu  12,  oder  bei  Immersionssystemen  sogar  bis  zu 
15  brechende  Flächen  nötig  hat 

Bisher  war  stillschweigend  angenommen  worden,  daß  bei 
einem  mit  Aberration  behafteten  Strahlenbündel  die  Art  der  Kor- 
rektion in  allen  Zonen  die  gleiche  ist  Dies  braucht  nun  nicht 
immer  der  Fall  zu  sein.  So  besteht  z.  B.  bei  Mikroskopobjektiven 
für  denselben  Axenpunkt  oft  in  der  Randzone  Über-  und  gleich- 
zeitig in  der  Mittelzone  Unter  korrektion.  Während  bei  gleich- 
artiger Korrektion  des  ganzen  Strahlenbündels  die  kaustische 
Fläche  die  Form  eines  einfachen  Kelches  mit  einer  auf  der  Axe 
liegenden  Spitze  hat,  wobei  die  Spitze  des  Kelches  entweder  dem 
einfallenden  Lichte  zugekehrt  oder  von  ihm  abgewendet  ist,  je 
nachdem  Über-  oder  Unterkorrektion  stattfindot,  weist  die  Fläche 
eine  viel  weniger  einfache  Gestalt  auf,  wenn  in  verschiedenen 
Zonen  die  Korrektion  des  Strahlenbündels  verschieden  ist.  Fig.  250 
veranschaulicht  den  oben  angegebenen  Fall.  Dabei  ist  angenommen 
worden,  daß  in  der  von  der  Axe  bis  zu  den  Strahlen  5 bzw.  5' 
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sich  erstreckenden  Mittelzone  Unterkorrektion  stattfindet,  während 
in  der  zwischen  den  Strahlen  5 und  12  bzw.  5'  und  12'  liegenden 
Randzone  Überkorrektion  bei  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Strahlen 
vorhanden  ist  Wie  inan  sieht.,  besitzt  die  in  der  Ebene  der 
Zeichnung  liegende  kaustische  Kurve  drei  Spitzen  S0,  S und  S1. 
Da  die  beiden  letzten  Spitzen  außerhalb  der  Axe  liegen,  so  wird 
im  Falle  eines  zentrierten  Systems,  das  aus  lauter  Kugelflächen 


oder  doch  wenigstens  Rotationsflächen  mit  der  optischen  Axe  als 
Umdrehungsaxe  besteht,  die  kaustische  Fläche  außer  der  Spitze 
S„  eine  scharfe  kreisförmige  Kante  besitzen,  die  man  sieh  durch 
Drehen  der  Spitze  S bzw.  S‘  um  die  Axe  erzeugt  denken  kann. 
Durch  diese  Kante  wird  die  kaustische  Fläche  in  zwei  Teile  getrennt, 
von  denen  man  sich  den  einen  durch  t mdrehen  des  Bogens  <S’0 S, 
den  andern  durch  Umdrehen  des  Bogens  ST  um  die  Axe  des 
Systems  entstanden  denken  kann.  Während  der  erste  Teil  die 
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Kelchform  aufweist,  besteht  der  zweite  aus  zwei  Trichtern,  die 
mit  ihren  einander  zugekehrten  Spitzen  in  einem  Punkte  (R  in 
Fig.  250)  auf  der  Axe  aneinander  stoßen. 

In  dem  durch  Fig.  250  dargestellten  Durchschnitt  wird  der 
Teil  S0SRT  der  kaustischen  Kurve  von  den  ursprünglich  über  der 
Axe  verlaufenden  Strahlen,  und  der  Teil  S»S'RT  von  den  zunächst 
unterhalb  der  Axe  liegenden  Strahlen  berührt.  Die  Strahlen, 
welche  in  der  Figur  den  Bogen  S0S  bzw.  S0S‘,  oder  allgemein 
im  räumlichen  Strahlenbündel  den  Trichter  S0SS‘  berühren,  ge- 
hören der  mit  Unterkorrektion  behafteten  Zone  an.  Berücksichtigt 
man  das  gegenseitige  Verhalten  zweier  aufeinander  folgender 
Strahlen,  so  stellt  sich  schon  der  Teil  des  Strahlenbündels,  in 
welchem  die  Strahlen  den  Bogen  SR  bzw.  S'R,  oder  allgemein  den 
Trichter  SRS'  berühren,  als  überkorrigiert  dar;  beachtet  man  da- 
gegen die  gegenseitige  Lage  der  Schnittpunkte  dieser  Strahlen  mit 
der  Axe,  so  hat  man  bei  dieser  Zone  zunächst  noch  von  Unter- 
korrektion zu  reden.  Erst  die  Strahlen,  welche  den  Trichter  TRT, 
d.  h.  also  in  der  Figur  den  Teil  TRT  der  kaustischen  Kurve  be- 
rühren, sind  in  jeder  Beziehung  als  überkorrigiert  zu  bezeichnen. 

Beachtet  man  das  Verhalten  der  äußersten  Randstrahlen  12,12' 
gegenüber  den  die  Axe  in  der  Spitze  S0  schneidenden  Zentral- 
strahlen, so  würde  dasselbe  Überkorrektion  des  ganzen  Strahlen- 
bündels Vortäuschen,  falls  man  von  der  Verschiedenheit  der  Kor- 
rektion in  verschiedenen  Zonen  keine  Kenntnis  hätte.  Würde  das 
Strahlenbündel  etwas  enger  begrenzt  sein,  so  daß  die  Strahlen 
11,11'  die  äußersten  Randstrahlen  darstellten,  so  würde  die  Aber- 
ration sogar  scheinbar  aufgehoben  sein;  wenn  aber  schon  die 
Strahlen  10,10'  oder  9,9'  die  äußersten  Randstrahlen  wären,  so 
würde  man  auf  Unterkorrektion  zu  schließen  haben,  allerdings 
von  einem  geringeren  Betrage  wie  bei  der  Mittelzone  allein.  Man 
darf  daher  bei  der  empirischen  Bestimmung  der  Aberration  eines 
Strahlenbündels  sich  im  allgemeinen  nicht  auf  die  Untersuchung 
des  Verhaltens  der  äußersten  Randstrahlen  gegenüber  den  Zentral- 
strahlen beschränken,  sondern  muß  durch  allmähliche  Einengung 
des  Strahlenbündels  auch  die  anderen,  der  Zentralzone  näher 
liegenden  Randstrahlen  auf  ihr  Verhalten  untersuchen. 

Ein  weiteres  Beispiel  für  den  durch  Fig.  250  dargestellten 
verwickelten  Fall  der  Aberration  bildet  nach  Gullstrand*)  der 


A.  Gullstrand,  Iiio  Konstitution  des  im  Auge  gebrochenen  Strahlen- 
büudels.'  Archiv  für  Ophthalmologie.  Bd.  53.  1902.  S.  185  ff. 
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Strahlenverlauf  im  menschlichen  Auge.  Auch  beim  Auge  ist 
in  der  um  die  Axe  herumliegenden  Mittelzone  zunächst  Unter- 
korrektion vorhanden,  während  bei  nicht  zu  enger  Pupille  die 
Randzone  für  sich  allein  überkorrigiert  erscheint  Hierbei  schneiden 
jedoch  bei  äußerster  Pupillengröße  die  vom  Rande  der  Pupille 
herkommenden  Strahlen  die  Axe  in  der  Regel  noch  vor  der 
Spitze  .S’„  der  kaustischen  Fläche,  so  daß  das  ganze  Strahlenbündel 
immer  noch  den  Eindruck  der  Unterkorrektion  macht,  trotzdem 
die  totale  Aberration  natürlich  geringer  ist  wie  die  der  Mittelzone 
allein.  Es  sind  jedoch  auch  Fälle  beobachtet  worden,  in  denen 
die  totale  Aberration  überkorrigiert  erscheint  bzw.  bei  der  Akkom- 
modation aus  dem  Zustande  der  Unterkorrektion  in  den  der  Über- 
korrektion übergegangen  ist 

Anstatt  Unterkorrektion  könnte  in  der  Mittelzone  eines  Strahlen- 
bündels auch  Überkorrektion,  und  dafür  in  der  Randzone  Unter- 
korrektiou  vorhanden  sein.  Auch  diesen  Fall  kann  man  sich  mit 
Hilfe  von  Fig.  250  veranschaulichen.  Man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  nur  die  Strahlenrichtung  in  dieser  Figur  umgekehrt,  die 
Strahlen  also  von  rechts  nach  links  einfallend  zu  denken. 

Schließlich  möge  an  dieser  Stelle  noch  auf  einen  Fall  von 
unsymmetrischer  sphärischer  Aberration  aufmerksam  gemacht 
werden,  der  bei  der  Anwendung  von  Blenden  eintritt  und  als 
„Coma“  bezeichnet  wird.  Fig.  251  stelle  eine  brechende  Kugel- 
fläche dar,  die  als  Kollektivsystem  wirken  möge,  K sei  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt, H der  Hauptpunkt  und  H K die  Axe  derselben. 
Durch  eine  körperliche  Blende  B mit  kreisrunder  Öffnung  werde 
ein  Bündel  von  axenparallelen  Strahlen  so  weit  abgeblendet,  daß 
die  zur  Brechung  gelangenden  Strahlen  als  Zentralstrahlen  auf- 
gefaßt werden  können,  so  daß  sie  sich  also  annähernd  in  dem- 
selben Punkte  P‘  der  Axe  (dem  hinteren  Brennpunkte  für  die 
Zentralstrahlen)  schneiden.  Es  w'erden  dann  selbst  die  äußersten 
Strahlen  (2  und  3 in  der  Figur)  nahezu  durch  die  Spitze  der  in 
der  Figur  punktiert  angedeuteten  kaustischen  Kurve  hindurch- 
gehen, während  die  noch  wreiter  von  der  Axe  1 abliegenden 
Strahlen  4 und  5,  wenn  sie  nicht  abgeblendet  wären,  diese 
kaustische  Kurve  an  Stellen  berühren  würden,  die  von  der  Spitze 
entfernt  liegen. 

Nun  falle  ein  anderes  Parallelbündel  schief  auf  die  bre- 
chende Fläche.  Dann  werden  zwar  an  sich  die  Verhältnisse 
für  dieses  Bündel  bei  der  Brechung  die  gleichen  sein  wie  für  ein 
der  Axe  paralleles  Strahlenbündel;  an  Stelle  der  Axe  tritt  aber 
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jetzt  der  Strahl,  welcher  durch  den  Krümmungsmittelpunkt  K 
hindurchgeht.  Da  die  zu  dem  schiefen  Strahlenbiindel  gehörende 
kaustische  Kurve  zu  diesem  durch  K gehenden  Strahl  symmetrisch 
liegt,  während  sie  im  übrigen  die  gleiche  Form  aufweist  wie  bei 
dem  der  Axe  parallelen  Strahlenbündel,  so  ist  für  die  Berührungs- 
stelle der  einzelnen  Strahlen  mit  der  kaustischen  Kurve  nicht  ihre 
Lage  zu  dem  mittleren  Strahle,  sondern  ihr  Abstand  von  dem  durch 
K gehenden  Strahle  maßgebend. 

In  Fig.  251  ist  die  Richtung  des  schiefen  Strahlenbündels  so 
angenommen  worden,  daß  der  durch  K gehende  (in  der  Figur 
unterbrochen  gezeichnete  und  mit  IV  numerierte)  Strahl  schon 


Fig.  261 

durch  die  Blende  gehindert  wird,  auf  die  brechende  Fläche  zu 
fallen.  Infolgedessen  ist  der  mittlere  Strahl  I des  zur  brechenden 
Fläche  gelangenden  Bündels  bereits  weiter  von  dem  Strahl  IV 
entfernt,  wie  in  dem  axenparallelen  Strahlenbündel  der  Strahl  3 
von  der  Axe  1;  er  entspricht  etwa  dem  in  der  Figur  punktiert 
angedeuteten  Strahl  4 des  ersten  Bündels.  Der  obere  Begrenzungs- 
strahl III  liegt  noch  weiter  von  IV  entfernt  und  entspricht  etwa 
dem  Strahl  5 des  ersten  Bündels,  während  der  untere  Begrenzungs- 
strahl II  dem  der  Zentrale  IV  entsprechenden  Bündel  von  Zentral- 
strahlen angehört.  Beachtet  man  dies,  so  erkennt  man,  daß  das 
Strahlenbündel  I,  II,  III  nach  der  Brechung  mit  einseitiger  Aber- 
ration behaftet  ist,  trotzdem  der  Querschnitt  desselben,  wie  man 
leicht  bestätigt,  sogar  etwas  geringer  ist  wie  der  des  Zentral- 
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strahlenbündels  1,  2,  3.  Das  Stück  der  kaustischen  Kurve,  wel- 
ches für  das  schräge  Bündel  in  Anspruch  genommen  wird,  und 
welches  bei  dem  axenparallelen  Strahlenbündel  etwa  zu  dem 
zwischen  1 und  5 sich  erstreckenden  Bündel  gehören  würde,  ist 
in  der  Figur  ausgezogen  und  mit  c bezeichnet  worden;  man  nennt 
es  „Coma“.  Die  Bedingung  dafür,  daß  das  Coma  verschwindet 
bzw.  in  einen  Punkt  zusammenschrumpft,  die  man  auch  als  die 
Fraunhoforsche  Bedingung  bezeichnet,  ist  mit  der  im  folgenden 
Abschnitte  zu  besprechenden  Sinusbedingung  für  kleine  Öffnung 
der  abbildenden  Strablenbündel  identisch.  Inwiefern  der  Coma- 
fehler  in  eDger  Beziehung  zu  dem  ebenfalls  noch  zu  behandelnden 
Astigmatismus  steht,  wird  man  später  leicht  ermessen  können, 
wenn  man  beachtet,  daß  für  das  in  I auf  der  Ebene  der  Zeich- 
nung senkrecht  stehendo  Teilbüschel  eine  derartige  Unsymmetrie 
nicht  vorhanden  ist. 

2.  Abbildung  kleiner  Objekte  durch  weitgeöffnete  Strahlen- 
biindel.  Abbesehe  Sinusbedingung. 

Wenn  in  einem  zentrierten  optischen  System  durch  geeignete 
Wahl  der  brechenden  Flächen  und  der  Brechungsindizes  der 
zwischen  ihnen  liegenden  Medien  die  sphärische  Aberration  eines 
beliebig  weit  geöffneten  Strahlenbündols  für  einen  bestimmten 
Axenpunkt  aufgehoben  ist,  so  braucht  deshalb  noch  nicht  ein 
seitlich  der  Axe  liegender  Punkt  ebenfalls  durch  ein  weit  geöff- 
netes Strahlenbündel  scharf  abgebildet  zu  werden,  selbst  wenn 
er  nur  unendlich  wenig  von  dem  aberrationsfreien  Axenpunkt© 
entfernt  ist.  Damit  ein  zur  Axe  senkrechtes,  unendlich  kleines 
Flächenstück,  ein  sogenanntes  „Flächenelement“,  in  allen  seinen 
Punkten  ohne  sphärische  Aberration  in  ein  anderes  zur  Axe 
senkrechtes  Flächenelement  abgebildet  werden  kann,  müssen  viel- 
mehr in  dem  Strahlenbündel,  welches  die  Abbildung  des  aber- 
rationsfreien Axenpunktes  vermittelt,  alle  Strahlen  mit  ihren  Bild- 
strahlen in  einer  ganz  bestimmten  Beziehung  stehen.  Bezeichnet 
man  die  Winkel,  welche  ein  solcher  Strahl  des  Objektraumes  und 
sein  zugehöriger  Bildstrahl  mit  der  Axe  bilden,  bzw.  mit  u und 
so  lautet  diese  Beziehung 

sin  n »'  „ 

, — ßy 

sm  n n 

unter  ß,  wie  früher,  die  für  die  Zentralstrahlen  des  Bündels  zu 
dem  Axenpunkt©  und  seinem  Bildpunkte  gehörende  Lateralvergröße- 
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rung  verstanden.  Erst  wenn  diese  sogenannte  „Sinusbedingung“ 
erfüllt  ist,  nennt  man  nach  Abbe  die  beiden  konjugierten  Axen- 
punkte  „aplanatisch“,  während  sie  sonst  nur  als  „aberrations- 
frei“ zu  bezeichnen  wären. 

Zu  der  für  die  Erzielung  der  Abbildung  kleiner  Objekte  mit- 
telst weit  geöffneter  Strahlenbündel  so  wichtigen  Sinusbedingung 
ist  man  auf  sehr  verschiedenen  Wegen  geführt  worden.  Nach 
Abbe*)  ist  sie  ein  Ausdruck  dafür,  daß  nur  dann  eine  deutliche 
Abbildung  zustande  kommen  kann,  wenn  die  verschiedenen  Zonen 
eines  sphärisch  korrigierten  optischen  Systems  gleiche  Brennweite 
haben  und  daher  von  einem  Flächencloment  Bilder  von  gleicher 
Lateralvergrößerung  erzeugen.  Nach  Clausius**)  ist  sie  eine 
Folge  der  dem  Gesetze  der  Erhaltung  der  Energie  entsprechenden 
Forderung,  daß  die  gesamte  Energie,  welche  von  einem  Flächen- 
elernente  des  Objektraumes  ausgestrahlt  wird,  von  Verlusten  durch 
Absorption  und  Reflexion  abgesehen,  auf  das  konjugierte  Flächen- 
elemont  im  Bildraume  übertragen  wird.  Nach  Helm  hol  tz***)  ist 
sie  gleichbedeutend  mit  der  Bedingung  der  Erhaltung  der  Leucht- 
kraft der  von  einem  Flächenelemente  ausgehenden  Strahlung  bei 
der  Abbildung  in  ein  anderes  Flächenelement  innerhalb  des  ganzen 
Strahlenkegels  vom  halben  öffnungswiakel  n im  Objektraume 
und  dem  halben  Öffnungswinkel  n‘  im  Bildraume.  Ein  besonders 
einfacher  und  anschaulicher  Beweis  für  die  Sinusbedingung  ist 
zuletzt  von  Hockint)  geliefert  worden-  Da  der  letztere  weniger 
physikalische  und  mathematische  Vorkenntnisse  voraussetzt  als 
die  übrigen  Beweise  des  Satzes,  so  soll  er  in  Anbetracht  der 
Wichtigkeit  der  Sinusbedingung  im  folgenden  so  ausführlich  aus- 
einandergesetzt werden,  daß  ihn  jeder  ohne  besondere  Vorkennt- 
nisse verstehen  kann. 

Zum  Verständnis  des  Hockinschen  Beweises  muß  man  auf 
die  Wellentheorie  des  Lichtes  zurückgehen.  Nach  derselben  be- 
steht bekanntlich  das  Licht  in  einer  periodischen  Zustandsänderung 
des  alle  Körper  durchdringenden  Äthers,  welche  sich  nach  Art 
einer  Wellenbewegung  im  Äther  fortpflanzt  Ob  es  sich  dabei 
um  mechanische  Schwingungen  oder,  wie  man  heute  annimmt, 

*)  Vgl.  Carls  Repertorium  für  Physik,  1881.  16,  S.  303. 

**)  Vgl.  Pogg.  Annalen  121,  1864,  S.  1 und  1t  Clausius,  Mechanische 
Wärmetheorie,  3.  Aufl.,  I,  1887,  S.  316. 

***)  Pogg  Ann.,  Jubelband.  1874,  S.  557. 

t)  Journ.  Roy.  Microscop.  Soc.  1884  (2),  Vol.  4,  S.  337. 
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uin  elektromagnetische  Schwingungen  handelt,  kommt  für  viele 
aus  dieser  Wellenhypothese  zu  ziehenden  Folgerungen  erst  in 
zweiter  Linie  in  Betracht.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
Lichtwellen  ist  in  verschiedenen  Mitteln  verschieden.  Sie  ist  am 
größten  im  leeren  Raume,  und  um  so  kleiner,  je  dichter  das  Mittel 
ist;  und  zwar  stehen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  in  zwei 
verschiedenen  Mitteln  im  umgekehrten  Verhältnis  ihrer  absoluten 
Brechungsindizes.  Man  erhält  daher  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit in  einem  beliebigen  Mittel,  indem  man  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit r„  im  leeren  Raume  (gleich  3.1010  msec-1)  durch 
den  absoluten  Brechungsindex  dos  betreffenden  Mittels  dividiert 
Bezeichnet  n die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  einem  Mittel, 
dessen  absoluter  Brechungsindex  n,  ist,  so  hat  man  demnach 

n=  - oder  n,/i  = »v,.  Durch  Multiplikation  mit  dem  absoluten 

tli 

Brechungsindex  reduziert  inan  also  die  Lichtgeschwindigkeit  in 
einem  Mittel  auf  die  Geschwindigkeit  im  leeren  Raume.  Da  der 
Weg,  den  das  Licht  in  einem  Mittel  zurücklegt,  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit innerhalb  desselben  proportional  ist,  so  reduziert 
man  daher  auch  den  Lichtweg  in  einem  Mittel  durch  Multiplikation 
mit  seinem  absoluten  Brechungsindex  auf  den  leeren  Raum.  Man 
bezeichnet  diesen  reduzierten  Lichtweg  auch  als  die  „optische 
Länge“  desselben. 

Wenn  von  einer  punktförmigen  Lichtquelle  aus  nach  allen 
möglichen  Richtungen  das  Licht  fortgepflanzt  wird,  so  nennt  man 
jede  Fläche,  auf  der  alle  Ätherteilchen  liegen,  bis  zu  denen  die 
Wellenbewegung  in  den  verschiedenen  Richtungen  in  einer  be- 
stimmten Zeit  gelangt  ist,  eine  „Wellenfläche“.  Danach  be- 
finden sich  alle  in  einer  Wellenfläche  liegenden  Ätherteilchen  stets 
in  der  gleichen  Schwingungsphase.  Es  ist  klar,  daß  die  Wellen- 
fläche sich  in  allen  Richtungen  immer  weiter,  und  zwar  mit  der 
dem  betreffenden  Mittel  angehörenden  Lichtgeschwindigkeit  von 
der  punktförmigen  Lichtquelle  entfernen  und  dabei  stetig  ihre  Form 
ändern  wird.  Solange  das  Licht  sich  von  der  punktförmigen 
Lichtquelle  aus  zunächst  in  einem  homogenen  Mittel  fortpflanzt, 
ist  die  Wellenfläche  natürlich  eine  Kugelfläche  um  den  Licht- 
punkt, deren  Radius  immer  größer  wird,  so  daß  in  hinreichender 
Entfernung  von  der  Lichtquelle  ein  kleines  Stück  derselben  mit 
genügender  Genauigkeit  als  eben  aufgefaßt  werden  kann.  Geht 
die  Lichtbewegung  aber  in  andere  Mittel  über,  so  verändert  die 


Digitized  by  Google 


Abbildung  kleiner  Objekte  durch  weitgeöffnete  Strahlenbündel  usw.  gJ7 


Wellenfläche  an  jeder  brechenden  Fläche  ihre  Gestalt,  wobei  sie 
schließlich  die  verwickeltsten  Formen  annehmen  kann. 

Vom  Standpunkte  der  Wellentheorie  des  Lichtes  aus  versteht 
man  unter  den  Lichtstrahlen  die  Normalen  zur  Wellenfläche.  So- 
lange das  von  der  punktförmigen  Lichtquelle  ausgehende  Licht 
noch  nicht  in  ein  neues  Mittel  übergetreten  ist,  stellen  daher  die 
Lichtstrahlen  die  Radien  der  konzentrischen  kugelförmigen  Wellen- 
flächen dar.  Wenn  aber  die  Wellenfläche  beim  Übertritt  in  andere 
Mittel  eine  Deformation  erfahren  hat,  so  werden  im  allgemeinen 
die  dann  immer  noch  zur  Wellenfläche  senkrecht  stehenden  Licht- 
strahlen nicht  mehr  durch  einen  Punkt  hindurchgehen.  Handelt  es 
sich  insbesondere  um  die  Brechung  an  einer  oder  mehreren  Kugel- 
flächen, so  tritt  eben  unter  anderem  die  oben  ausführlich  erörterte 
sphärische  Aberration  ein.  Ist  nun  für  eine  Lage  des  lichtaus- 
sendenden  Punktes  P die  sphärische  Aberration  gehoben,  so  daß 
sich  alle  Lichtstrahlen  in  demselben  Punkte  P'  wieder  vereinigen, 
so  muß  die  Wellenfläche  nach  vielleicht  mehrfacher  Gestaltsände- 
rung schließlich  wieder  die  Kugelform  angenommen  haben,  und 
zwar  in  bezug  auf  den  Punkt  P*  als  Mittelpunkt,  und  muß 
schließlich  in  diesen  Punkt  zusammenschrumpfen. 

Da  die  von  einer  punktförmigen  Lichtquelle  ausgehenden  Licht- 
schwingungen sich  in  den  verschiedenen  Richtungen  in  einer  be- 
stimmten Zeit  immer  gerade  bis  zu  den  Punkten  einer  Wellen- 
fläche fortgepflanzt  haben,  so  werden  dieselben  auch  immer  die 
gleiche  Zeit  brauchen,  um  von  einer  Lage  der  Wellenfläche  bis 
zu  einer  anderen  Lage  derselben  auf  dem  Wege  der  Lichtstrahlen 
zu  gelangen.  Die  Zeit  h , welche  hierzu  erforderlich  ist,  wird  wie 
bei  jeder  gleichförmigen  Bewegung  durch  den  Quotient  des  zurück- 
gelegten Weges  Qi  und  der  Geschwindigkeit  vt  bestimmt.  Berück- 
sichtigt man  den  oben  angegebenen  Zusammenhang  zwischen  vt  und 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  r0  im  leeren  Raume,  so  hat 
man  daher 

M,  Q, 

>0 

Muß  das  Licht  eine  Reihe  verschiedener  Mittel  mit  den 
Brechungsindizes  «*,«*•••  durchlaufen,  bis  es  zu  einer  be- 
stimmten Wellenfläche  gelangt,  und  sind  die  in  diesen  Mitteln 
zurückgelegten  Lichtwege  bzw.  ßi,  ß>,  Qs  • • • •,  so  hat  demnach 
die  ganze  bis  zum  Erreichen  der  betreffenden  Wellenfläche  ge- 
brauchte Zeit  T den  Wert 

Fisober,  Medizin.  Physik.  52 
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T = ”*  rh  n- e-  ■+* n* e*  + • • • • . 

t*o 

Da  die  Zeit  T für  alle  in  der  Wellenfläche  endenden  Strahlen- 
wege dieselbe  sein  muß,  so  ergibt  sich,  daß  für  alle  Lichtstrahlen 
von  der  punktförmigen  Lichtquelle  bis  zu  irgendeiner  zugehörigen 
Wellenfläche,  oder  auch  von  einer  Lage  der  Wellenfläche  bis  zu 
einer  anderen  die  Summe  der  optischen  Längen  n,  p, , 

»ta  (>3  • • • , d.  h.  also  die  gesamte  optische  Länge,  oder  der  auf  den 
leeren  Raum  reduzierte  gesamte  Lichtweg  gleich  groß  sein  muß. 
Dies  gilt  insbesondere  auch  für  die  optischen  Längen  aller  Strahlen- 
wTege  zwischen  zwei  konjugierten  Punkten  P und  P*,  falls  die 
sphärische  Aberration  gehoben  ist;  denn  in  diesem  Falle  stellt  ja 
auch  1 * die  in  einen  Punkt  zusammengeschrumpfte  Wellen- 
fläche dar. 

Es  sei  nun  bei  irgendeinem  zentrierten  optischen  System,  wie 
es  schematisch  durch  Fig.  252  angedeutet  ist,  nicht  nur  für  die 
beiden  konjugierten  Axenpunkte  P,  P,  sondern  auch  für  zwei 
seitlich  der  Axe  gelegene  konjugierte  Punkte  Q,  Q‘,  welche  den 
zur  Axe  in  P und  P ' senkrechten  Ebenen  angehören,  die  sphä- 
rische Aberration  gehoben,  so  daß  auch  Q in  Q\  und  die  unend- 
lich kleine  Strecke  PQ  von  der  Länge  tj  in  die  unendlich  kleine 
Strecke  P Q‘  von  der  Länge  ij'  scharf  abgebildet  wird.  Dann 
werden  nicht  nur  die  optischen  Längen  aller  Strahlenwege  zwi- 
schen P und  P,  sondern  auch  die  optischen  Längen  aller  zwischen 
Q und  Q‘  sich  erstreckenden  Strahlenwege,  die  in  der  Figur  mit 
durchbrochenen  Linien  angedeutet  sind,  einander  gleich  sein. 

Greift  man  nun  unter  den  von  Q ausgehenden  Strahlen  zu- 
nächst den  zur  Axe  parallelen  heraus,  wie  es  in  der  Figur  ge- 
schehen ist,  so  wird  dieser  den  von  P ausgehenden  Axenstrahl 
auch  dann  im  hinteren  Brennpunkte  F‘  des  Systems  schneiden, 
wenn  im  übrigen  für  die  parallel  der  Axe  auf  das  System  auf- 
treffenden Strahlen  die  sphärische  Aberration  nicht  gehoben  ist; 
denn  da  Q nur  unendlich  wenig  von  P abstehen  soll,  so  stellen 
die  beiden  Strahlen  Zentralstrahlen  dar,  die  sich  nach  dem 
früheren  ja  stets  mit  genügender  Annäherung  nach  der  Brechung 
in  einem  Punkte  vereinigen.  Da  PQ  auf  der  Axe  senkrecht 
stehen  soll,  so  gehört  diese  Strecke  der  Wellenfläche  für  axen- 
parallele  Strahlen  an,  und  es  ist  daher  die  optische  Länge  des 
Strahlenweges  QF'  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  gleich 
der  optischen  Länge  von  PF\  Da  die  beiden  Strahlen  im  letzten 
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Mittel  des  optischen  Systems  durch  den  Punkt  F'  hindurchge- 
gangen sind,  oder  doch  wenigstens  so  verlaufen,  als  ob  sie  von 
F'  ausgingen,  so  ist  die  Wellenfläche  zuletzt  eine  Kugelfläche  mit 
F'  als  Mittelpunkt.  Infolgedessen  gehört  auch  die  unendlich 
kleine  Bildstrecke  P*  (/  dieser  Wellenfläche  an,  so  daß  auch  die 
optische  Länge  des  Strahlenweges  F'  Q'  gleich  der  optischen  Länge 
von  F“  P“  ist  Daraus  folgt  aber,  daß  auch  der  ganze  Strahlen- 
weg QF'Q'  die  gleiche  optische  Länge  wie  der  Strahlenweg 
PF'  1*  besitzt,  und  daß  daher  die  sämtlichen  von  Q bis  Q‘  ver- 
laufenden Strahlen  dieselbe  optische  Länge  haben  wie  die  sämt- 
lichen Strahlen  zwischen  P und  P“. 

In  Fig.  252  ist  nun  außer  den  beiden  axenparal leien  Strahlen 


Fig.  252 


noch  ein  Paar  paralleler  Strahlen  aus  den  von  P und  Q ausge- 
henden Strahlenbündeln  angedeutet  worden,  welche  mit  der  Axe 
einen  verhältnismäßig  großen  Winkel  u bilden.  Diese  Strahlen 
durchschneiden  sich  in  einem  Punkte  N‘,  dem  Brennpunkte  für 
die  Nullstrablen  von  dieser  Richtung,  der  zwar  im  allgemeinen  in 
der  Nähe  der  hinteren  Brennebene  des  Systems,  aber  nicht  unbe- 
dingt innerhalb  derselben  liegen  wird,  da  ja  von  dem  System  nur 
vorausgesetzt  ist,  daß  es  für  die  Punkte  P,  P‘  auf  der  Axe  und 
außerdem  für  die  in  P und  P‘  senkrecht  zur  Axe  stehenden  un- 
endlich kleinen  Flächenelemente  korrigiert  ist.  Die  zu  den  beiden 
gegen  die  Axe  geneigten  parallelen  Strahlen  gehörende  Wellen- 
fläche steht,  nach  dem  früheren  auf  diesen  Strahlen  senkrecht.  Es 
gehört  daher  das  Lot  PR  von  P auf  die  Rückwärtsverlängerung 
des  durch  Q gehenden  Strahles  dieser  Wellenfläche  an,  so  daß 
sich  für  die  Strahlenwege  PN‘  und  RN'  gleiche  optische  Längen 
ergeben.  Da  N‘  dem  letzten  Mittel  angehört,  auch  wenn  die  in 
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demselben  verlaufenden  Strahlen  nur  in  ihrer  Rückwärtsver- 
längerung durch  diesen  Punkt  hindurchgehen  würden,  so  ist  die 
Wellenfläche  schließlich  im  letzten  Mittel  wieder  eine  Kugelfläche 
mit  dem  Mittelpunkte  N'  geworden;  ihr  gehört  daher  auch  das 
Lot  Q‘R‘  von  (/  auf  die  Verlängerung  von  N‘P“  an,  und  die  op- 
tischen Längen  N‘Q‘  und  N‘R‘  erweisen  sich  ebenfalls  als  gleich. 

Demnach  ist  die  optische  Länge  des  Strahlenweges  P.V't/ 
gleich  der  optischen  Länge  von  PN‘R‘.  Da  nun  die  optischen 
Längen  von  QN'Q1  und  PN‘P‘  einander  gleich  sind,  so  muß  die 
optische  Länge  des  kleinen  Strahlenweges  RQ  auch  gleich  der 
optischen  Länge  des  ebenfalls  kleinen  Strahlenweges  PR“  sein. 
Beachtet  man,  daß  der  erstere  im  ersten  Mittel  mit  dem  Index  « 
und  der  letztere  im  letzten  Mittel  mit  dem  Index  n'  verläuft,  und 
daß  PR  mit  tj  den  Winkel  «,  und  Q‘R‘  mit  r\‘  den  zu  u be- 
treffs der  Punkte  P,  P‘  konjugierten  Winkel  «'  bildet,  so  hat 
man  also  als  Bedingung  für  die  scharfe  Abbildung  der  unendlich 
kleinen  Strecke  ij  und  damit  des  ganzen  in  P auf  der  Axe  senk- 
recht stehenden  Flächenelementes 

n jj  sin  u = n‘  ij‘  sin  u‘ . 

Da  nun  ^ die  zu  den  konjugierten  Strecken  Py  und  PQ‘ 

gehörende  Lateralvergrößerung  ß darstellt,  so  kann  man  diese  Be- 
dingung auch  in  der  Form  schreiben 

sin  u n‘ 

sin  m'  n " ’ 

Dies  ist  aber  die  oben  angegebene  Abbesche  Sinusbedingung 
für  den  Aplanatismus.  Aus  dem  Beweis  ist  unmittelbar  zu  er- 
kennen, daß  die  Erfüllung  derselben  nur  die  scharfe  Abbildung 
von  Flächenelementen,  nicht  aber  von  ausgedehnten  Flächenstücken 
nach  sich  zieht;  denn  sobald  der  Punkt  Q in  größerem  Abstande 
von  der  Axe  liegt,  Lilien  die  Lote  PR  und  P‘R‘  nicht  mehr 
mit  genügender  Annäherung  in  die  betreffenden  Wellenflächen 
hinein. 

Es  ist  zu  beachten,  daß  zur  Bestimmung  von  ß die  früher 
abgeleiteten  Formeln  zu  verwenden  sind,  trotzdem  es  sich  jetzt 
nicht  mehr  bloß  um  eine  Abbildung  durch  Zentralstrahlen  handelt; 
denn  wenn  für  zwei  konjugierte  Punkte  P und  P‘  die  sphärische 
Aberration  vollkommen  gehoben  ist,  so  werden  eben  auch  die  von 
P ausgehenden  Zentralstrahlen  sich  nach  der  Brechung  in  P'  ver- 
einigen, so  «laß  für  die  Lage  der  beiden  Punkte  auf  der  Axe  gegen- 
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über  den  Kardinalstrahlen  des  Systems,  sowie  für  die  Lateral  Ver- 
größerung und  die  Axialvergrößerung  die  der  Gaußschen  Ab- 
bildungslehre entsprechenden  Beziehungen  gelten.  Dagegen  er- 
weist sich  der  früher  als  Maß  für  die  Angularvergrößerung  ver- 
wendete Quotient  ~nU  nicht  mehr  als  konstant,  sobald  man 
zwei  aplanatische  Punkte  hat,  da  in  Anbetracht  der  Sinusbedin- 


gung der  Quotient  jetzt  für  alle  zwischen  P und  P‘  sich 

erstreckenden  Strahlen  einen  konstanten  Wert  besitzt;  das  letztere 
läßt  sich  aber  mit  der  Konstanz  des  früheren  Ausdruckes  für  die 
Angularvergrößerung  nicht  vereinigen,  sobald  man  Strahlen  von 
endlichem  Axenwinkel  n zur  Abbildung  verwendet.  Man  muß 
daher  in  diesem  Falle  als  Maß  für  die  Angularvergrößerung  y das 
Verhältnis  der  Sinus  zweier  konjugierter  Axenwinkel  nehmen; 
dann  erhält  man  wieder  die  alte  Formel 


n 1 

r~n‘'ß' 

Mit  Hilfe  des  Hockinschen  Gedankenganges  kann  man  sich 
nach  dem  Vorgänge  von  Czapski*)  auch  leicht  die  Bedingung 
verschaffen,  unter  welcher  ein  unendlich  kleines  Axenstück  in  ein 
anderes  Axenelement  durch  weit  geöffnete  Strahlenbündel  scharf 
abgebildet  werden  kann. 

In  Fig.  253  finden  sich  auf  der  Axe  zwei  Objektpunkte  P 
und  Pt  im  unendlich  kleinen  Abstande  d angegeben,  welche 
durch  w’eit  geöffnete  Strahlenbündel  in  die  Axenpunkte  P‘  und 
P,‘,  die  sich  im  Abstande  <1‘  befinden,  abgebildet  werden  sollen. 
Es  sind  dann  wieder  die  optischen  Längen  aller  Strahlenwege 
zwischen  P und  P‘  einander  gleich;  dasselbe  gilt  für  die  optischen 
Längen  aller  Strahlenwege  von  P,  bis  P,‘.  Dagegen  findet  jetzt 
im  allgemeinen  nicht  mehr  Gleichheit  zwischen  der  optischen  Länge 
eines  Strahles  des  von  P ausgehenden  Bündels  und  der  opti- 
schen Länge  eines  Strahles  des  von  P,  ausgehenden  Bündels  statt; 
denn  da  nach  dem  früheren  zwei  konjugierte  Axenelemente  nä 
und  n'J'  im  allgemeinen  verschieden  groß  sind,  indem  die  Axial- 

fl 

Vergrößerung  in  der  Hegel  einen  von  , verschiedenen  Wert  be- 
sitzt, so  unterscheidet  sich  die  optische  Länge  des  auf  der  Axe 
*)  a.  a.  0„  S.  11!). 
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liegenden  Strahlenweges  P,  P’  von  der  optischen  Länge  des  gleich- 
falls auf  der  Axe  liegenden  Strahlenweges  PP'  um  n‘d‘ — nd.  Den 
gleichen  Unterschied  der  optischen  Längen  müssen  je  zwei  beliebige 
Strahlen  aus  dem  von  P,  und  dem  von  P ausgehenden  Bündel 
aufweisen,  also  z.  B.  auch  die  optischen  Längen  von  1\  Ar'P,  und 
PN'P\  unter  N‘  wie  in  Fig.  252  den  Brennpunkt  eines  unter  dem 
Winkel  u gegen  die  Axe  geneigten  Bündels  von  Nullstrahlen  ver- 
standen. Fällt  man  von  P das  Lot  PS  auf  die  Rückwärtsver- 
längerung des  Strahles  durch  P,,  und  von  P,'  das  Lot  PjS1  auf 
die  Verlängerung  des  Strahles  N'P1,  so  wird  man  wie  beim  vor- 
hergehenden Beweise  schließlich  zu  dem  Resultate  geführt,  daß 
die  optische  Länge  des  Strahlenweges  SP1N‘l’i  gleich  der  optischen 
Länge  des  Strahles  PN'P'S'  ist  Daraus  folgt  aber  weiter,  daß 


Fig.  253. 


die  optische  Länge  der  Strecke  P‘S‘,  um  welche  der  Stralilenweg 
PN'P ‘ jetzt  vergrößert  worden  ist,  um  ebensoviel  größer  ist  wie 
die  optische  Länge  der  Zunahme  SPX  des  Strahlenweges  ]\N‘P‘, 
als  die  optische  Länge  von  PN‘P‘  kleiner  wie  die  von  1\ N'P' 
ist;  denn  nur  dadurch  kann  die  angegebene  Gleicliheit  hergestellt 
werden.  Nun  ist  die  optische  Länge  von  P'S4  gleich  n'd'cosu ‘ 
und  die  optische  Länge  von  SPt  gleich  ndcosu,  wie  man  un- 
mittelbar aus  der  Figur  ableitet.  Daher  hat  man  für  die  gleich- 
zeitige aberrationsfreie  Abbildung  der  Punkte  P und  P,  mittels 
weit  geöffneter  Strahlenbündel  die  Bedingung 

n‘<S‘  cos  u‘  — ndcos  u — n‘ö‘  — nd 


oder 


n (1  — cos  m)  <f  = «'  (1  — cos  u‘)  d“. 


Beachtet  man,  daß  allgemein  1 — cos<f 


ist,  so  geht 


zunächst  diese  Bedingung  über  in 
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>iir 


n 


sin  • 


..  ii 


d‘  n' 
— a 

n o n 


unter  a,  wie  früher,  die  zu  den  konjugierten  Axenpunkten  P,  1 * 
gehörende  Axialvergrößerung  verstanden.  Da  weiter  « durch 

fl* 

— ß'  ersetzt  werden  kann  (vgl.  S.  638).  so  erhält  man  schließlich 

als  Bedingung  dafür,  daß  ein  unendlich  kleines  Stück  der  Axe  in 
allen  seinen  Punkten  durch  weit  geöffnete  Strahlen bündel  aber- 
rationsfrei abgebildet  wird, 


sin 


Sill  - 


2 . 
u‘  n 


Vergleicht  man  hiermit  die  Abbesche  Sinusbedingung,  nach- 
dem man  in  derselben  allgemein  an  Stello  von  sin  <p  das  Produkt 

2 sin  ^ cos  ~ gesetzt  und  dadurch  diese  Bedingung  auf  die  Form 


M* 

sin  — 


cos 


cos 


gebracht  hat,  so  erkennt  man  unmittelbar,  daß  die  Bedingung  für 
die  aberrationsfreie  Abbildung  eines  Axenelementes  mit  der  Ab  be- 
sehen Sinusbedingung  für  die  aberrationsfreie  Abbildung  eines  zur 
Axe  senkrechten  Flächenelementes  bei  endlicher  Öffnung  der 
Strahlenbündel  nicht  verträglich  ist.  Es  bestätigt  sich  also,  daß 
man  nicht  einmal  einen  unendlich  kleinen  Raum,  ein  sog.  Raum- 
element, sondern  entweder  nur  ein  Flächenelement,  oder  ein  un- 
endlich kleines  Axenstück  mit  ausreichender  Schärfe  bei  beliebiger 
Öffnung  der  Strahlenbündel  scharf  abbilden  kann. 

Bei  einem  Mikroskop  ist  es  nun  wichtiger,  die  Abbildung 
eines  Flächeneiemen tes,  als  die  eines  unendlich  kleinen  Axen- 
stückes  zu  erzielen,  da  man  in  der  Regel  nur  einen  optischen 
Querschnitt  des  Präparates  auf  einmal  betrachtet  und  durch  Ver- 
schieben des  Tubus  der  Reihe  nach  die  verschiedenen  optischen 
Querschnitte  an  die  gleiche  Stelle  der  Axe  bringen  kann,  für 
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welche  Aplanatismus  im  Abbeschen  Sinne  erreicht  ist.  Es  ist  da- 
her bei  der  Konstruktion  des  Mikroskopes  vor  allen  Dingen  darauf 
zu  achten,  daß  die  Siuusbedingung  für  die  Axenwinkel  u und  u 
erfüllt  wird. 

Abbe*)  hat  ein  sehr  einfaches  Kriterium  angegeben,  mit 
dessen  Hilfe  man  sich  auf  experimentellem  Wege  davon  Rechen- 
schaft geben  kann,  ob  z.  B.  bei  einem  Mikroskopobjektiv  die 
Sinusbedingung  erfüllt  ist.  Nimmt  man  als  Objekt  zwei  konzen- 
trische Scharen  von  Hyperbeln,  die  gleiche  Nebenaxe  haben,  und 
deren  Hauptaxen  sich  rechtwinklig  durchkreuzen,  so  läßt  sich 
nachweisen,  daß  dieselben  bei  geeigneter  Stellung  in  zwei  Scharen 
sich  senkrecht  durchkreuzender  Parallelen  abgebildet  werden.  Mit 
Hilfe  dieses  Kriteriums  konnte  Abbe  nachweisen,  daß  in  der  Tat 
schon  die  älteren,  auf  rein  empirischem  Wege  hergestellten  Mikro- 
skopobjektive die  Sinusbedingung  erfüllen. 

Über  die  Bedeutung  der  Sinusbedingung  für  den  Strahlenver- 
lauf  im  Objekt-  und  Bildraume  kann  man  sich  am  besten  Rechen- 
schaft geben,  wenn  man  zum  Vergleiche  die  Strahlenrichtungen 
heranzieht,  wie  sie  sich  bei  der  optisch  nicht  realisierbaren  kolli- 
nearen  Abbildung  endlicher  Räume  mittels  weit  geöffneter  Strahlen- 
bündel gestillten  würde,  ln  diesem  Falle  müßten  nach  dem  frü- 
heren die  sämtlichen  zu  zwei  konjugierten  Axenpunkten  gehören- 
den Abbildungsstrahlen  die  andere  Bedingung  erfüllen,  daß  die 
trigonometrischen  Tangenten  ihrer  Axenwinkel  ein  konstantes  Ver- 
hältnis besitzen;  und  zwar  müßte  nach  dem  früheren 

tan  u n‘ 

tan  n‘  n 

sein,  denn  der  reziproke  Wert  dieses  Tangentenverhältnisses  stellt 
ja  nichts  anderes  als  die  bei  der  Gaußschen  Abbildung  konstante 
Angularvergrößerung  y dar.  Diese  sog.  Tangentenbedingung  findet 
ihren  geometrischen  Ausdruck  in  der  Eigenschaft  der  Gaußschen 
Hauptebenen,  daß  jeder  Punkt  in  der  einen  das  Bild  eines  Punktes 
in  der  anderen  Hauptebone  darstellt,  welcher  den  gleichen  Axen- 
abstand  besitzt  und  mit  ihm  in  der  gleichen  Axenebene  liegt. 
Dies  ist  aus  Fig.  254,  in  welcher  für  diesen  Fall  der  kollinearen 
Abbildung  mittels  weit  geöffneter  Strahlenbündel  P und  P‘  kon- 
jugierte Axenpuukte  darstellen,  unmittelbar  ersichtlich.  Man  hat 


*)  E.  Abbe,  über  die  Bedingungen  des  Aplanatismus  der  Linsensysteme. 
Carls  Repertorium  der  Physik,  1881,  Bd.  16,  S.  303. 


Digitized  by  Google 


Abbildung  kleiner  Objekte  durch  weitgeöffnet«  Strahlenbündel  usw.  gof) 


zunächst  für  das  Verhältnis  tanuitanu'  den  Wert  - , und  dieser 

s 

ist  nach  den  schon  für  die  Zentralstrahlen  geltenden  Beziehungen 
1 ü* 

gleich  — oder  ^ ß.  Die  Sinusbedingung  unterscheidet  sich  also 

von  der  Tangentenbedingung  ausschließlich  dadurch,  daß  an  Stelle 
der  trigonometrischen  Tangenten  die  Sinus  treten. 

Wie  man  die  Strahlenrichtungen  im  Bildraume,  welche  der 
Tangentenbedingung  entsprechen  würden,  aus  den  Slrahlenrich- 
tungen  im  Objektraume  mit  Hilfe  der  beiden  Hauptebenen  leicht 
ableiten  kann,  so  lassen  sich  auf  gleich  einfache  Weise  die  der 


Sinusbedingung  entsprechenden  konjugierten  Strahlenrichtungen 
mit  Hilfe  zweier  Kugelflächen  gewinnen,  welche  die  Haupt«benen 
zu  Tangentialebenen  und  die  konjugierten  Funkte  P und  P‘  auf 
der  Ave  zu  Mittelpunkten,  und  daher  die  Hauptpunktsabstände  x 
und  «'  der  konjugierten  Punkte  /'  und  /"  zu  Radien  besitzen. 
Diese  Kugelflächen  mögen  als  „Hauptkugelflächen“  bezeichnet 
sein.  Wio  die  eine  Hauptebene  (.jp)  dem  Objektraume  und  die 
andere  ($‘)  dem  Bildraume  zugehört,  so  ist  auch  die  Haupt- 
kugelfläche mit  dem  Mittelpunkte  P und  der  Tangentialebene 
als  Bestandteil  des  Objektraumes,  und  die  andere  mit  dem  Mittel- 
punkte P‘  und  der  Tangentialebene  \V  als  Bestandteil  des  Bild- 
raumes aufzufassen. 

Zur  Konstruktion  des  Bildstrahles  zu  einem  von  P ausgehen- 
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den  Strahle  hat  man  letzteren  bis  zum  Schnittpunkte  E mit  de 
Hauptkugelfläche  des  Objektraumes  (vgl.  Fig.  255)  fortgesetzt  zu 
denken,  dann  von  E parallel  zur  Axe  bis  zu  dem  Punkte  E‘  der 
anderen  Hauptkugelfläche  weiterzugehen  und  schließlich  E‘  mit 
P‘  zu  verbinden;  dann  stellt  E‘P‘  den  zu  PE  konjugierten  Bild- 
strahl dar;  denn  aus  der  Gleichheit  der  Lote  von  E und  E‘  auf 
die  Axe  folgt  unmittelbar 

s • sin  u = s‘  ■ sin  u‘ 

oder 

sin  u s' n‘ 

sin  u‘  s n 1 

Diese  Konstruktion  ist  in  Fig.  255  für  eine  Reihe  von  Strahlen 


das  von  P ausgehenden  Bündels  ausgeführt  worden.  Um  einen 
Vergleich  mit  dem  Strahlenverlaufe  bei  Giltigkeit  der  Tangenten- 
bedingung  zu  ermöglichen,  findet  sich  in  derselben  Figur  für  den 
obersten  Strahl  der  letztere  mit  punktiert  angedeutet.  Wie  man 
sieht,  übernehmen  bei  Erfüllung  der  Sinusbedingung  die  Haupt- 
kugelflächen die  Rolle,  welche  bei  Geltung  der  Tangentenbedin- 
gung die  Hauptebenen  für  die  Ableitung  konjugierter  Strahlen- 
bündel spielen.  Dagegen  kann  man  auch  bei  weit  geöffneten 
Bündeln  die  Hauptebenen  mit  den  Brennpunkten  zur  Konstruk- 
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tion  des  Bildortes  heranziehen,  wenn  man  sich  nur  dabei  bewußt 
bleibt,  daß  dann  die  Konstruktionsgeraden  nicht  optischen  Strahlen 
zu  entsprechen  brauchen,  sondern  nur  rein  geometrische  Bedeutung 
beanspruchen  können. 

Die  Sinusbedingung  kann  von  einem  zentrierten  optischen 
System  immer  nur  für  ein  einziges  Paar  konjugierter  Punkte  P,  P“ 
auf  der  Axe  erfüllt  werden.  Dementsprechend  ändern  sich  die 
beiden  Hauptkugelflächen  mit  der  Lage  der  konjugierten  Punkte; 
sie  gehen  zwar  stets  durch  die  Hauptpunkte  und  haben  die 
Hauptebenen  zu  Tangentialebenen,  aber  ihre  Radien  vergrößern 
oder  verkleinern  sich  mit  den  Hauptpunktsabständen  s,  s'  der  kon- 
jugierten Punkte. 

Fällt  insbesondere  P mit  dem  Brennpunkte  F zusammen, 
so  rückt  P*  ins  Unendliche,  und  die  Hauptkugelfläche  des  Bild- 
raums geht  bei  Erfüllung  der  Sinusbedingung  für  diesen  Fall 
in  die  entsprechende  Hauptebene  über,  während  der  Radius 
der  Hauptkugel  fläche  des  Objektraumes  gleich  der  Brennweite  f 
des  letzteren  Raumes  wird.  Zu  einem  unter  dem  Winkel  u gegen 
die  Axe  geneigten  Strahl  durch  F gehört  dann  ein  zur  Axe 
paralleler  Lichtstrahl,  dessen  Entfernung  h‘  von  der  Axe  gleich 
f sin  n wird.  Die  Brennweite  wird  daher  in  diesem  Falle  durch 

gemessen,  während  bei  Erfüllung  der  Tangentenbedingung 

h‘ 

der  Quotient  - — nach  Gauß  das  Maß  für  dieselbe  darstellt 

1 tan  u 

Rückt  andererseits  P ins  Unendliche,  so  fällt  P“  mit  dem  Brenn- 
punkte F des  Bildraumes  zusammen;  dann  geht  die  Hauptkugel- 
fläche des  Objektraumes  in  die  entsprechende  Hauptebene  über, 
während  die  andere  Hauptkugelfläche  die  Brennweite  /*  des  Bild- 
raumes als  Radius  erhält.  Zwischen  dem  Axenabstand  h eines 
der  Axe  parallelen  Strahles  des  Objektraumes  und  dem  Winkel 
unter  welchem  sein  konjugierter,  durch  F‘  gehender  Strahl  des 
Bildraumes  gegen  die  Axe  geneigt  ist,  besteht  dann  die  Beziehung 

/*  = während  bei  der  kollinearen  Abbildung  nach  Gauß 

sm  u & 

als  Definition  dieser  Brennweite  t , gilt. 

tan  u 

So  lange  der  Punkt  P außerhalb  der  Brennweite,  also  in 
Fig.  254  links  von  F liegt,  befindet  sich  sein  Bildpunkt  P eben- 
falls außerhalb  der  Brennweite  des  Bildraumes,  also  in  Fig.  254 
rechts  von  F‘.  Die  beiden  Hauptkugelflächen  sind  also  nach  ent- 
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gegengesetzten  Richtungen  gekrümmt  und  wenden  ihre  konvexen 
Seiten  einander  zu.  Liegt  dagegen  P zwischen  F und  H,  so  be- 
findet sich  sein  Bildpunkt  V links  von  H\  und  die  Hauptkugel- 
flächen wenden  beide  ihre  konkaven  Seiten  den  einfallenden 
Strahlen  zu.  Dieses  Verhalten  gilt  zunächst  für  ein  Kollektiv- 
system, wie  es  durch  Fig.  254  angedeutet  ist 

Bei  einem  Dispansivsystem  liegen  die  Brennpunkte  nach  der 
entgegengesetzten  Seite  wie  in  Fig.  254  von  ihren  Hauptpunkten 
entfernt.  Für  jede  Lage  des  Punktes  P auf  der  Axe  links  von 
H liegt  dann  P ebenfalls  links  von  H\  so  daß  hier  stets  die 
beiden  Hauptkugel  flächen  ihre  Konkavität  den  einfallenden  Strahlen 
zu  wenden  usw.  Es  ist  also  nur  nötig,  sich  die  Lagebeziehungen 
zwischen  Objekt-  und  Bildpunkt  und  den  beiden  Hauptpunkten 
bei  einem  zentrierten  optischen  System  wieder  zu  vergegenwärtigen, 
um  sich  auch  in  den  noch  nicht  hervorgehobenen  Fällen,  wenn 
z.  B.  P rechts  von  H liegt,  oder  wenn  die  einfallenden  Strahlen  nach 
einem  Punkte  P auf  der  Axe  konvergieren,  über  das  Verhalten 
der  Hauptkugelflächen  Rechenschaft  geben  zu  können.  Die  Resul- 
tate modifizieren  sich  natürlich  in  entsprechender  Weise,  sofern  H' 
vor  H liegen  sollte. 

Fallen  die  beiden  Hauptpunkte  zusammen,  wie  z.  B.  bei  der 
Brechung  an  einer  einzigen  Kugelfläche,  so  vereinfachen  sich  im 
Falle  der  Gültigkeit  der  Sinusbedingung  für  zwei  konjugierte  Punkte 
die  Beziehungen  nur  insofern,  als  dann  die  beiden  Hauptkugel- 
flächen im  gemeinsamen  Hauptpunkte  einander  berühren. 

Es  läßt  sich  nun  zeigen,  daß  das  an  und  für  sich  schon  sehr 
einfache  Verfahren  zur  Konstruktion  konjugierter  Strahlenbündel, 
welche  der  SinusbedinguDg  entsprechen,  eine  noch  weitere  Ver- 
einfachung erfahren  kann,  durch  welche  nicht  nur  die  Sinus- 
bedingung auf  den  durchsichtigsten  geometrischen  Ausdruck  ge- 
bracht, sondern  zugleich  ein  sehr  anschauliches  Kriterium  für  die 
Erfüllung  derselben  gewonnen  wird.  Um  dies  einzusehen,  erweist 
es  sich  als  zweckmäßig,  zunächst  wieder  auf  die  Tangenten- 
bedingung zurückzugreifen. 

Denkt  man  in  Fig.  254  je  zwei  durch  P und  P gehende 
konjugierte  Strahlen  bei  Gültigkeit  der  Tangentenbedinguug  über 
die  zugehörigen  Hauptebenen  hinaus  fortgesetzt,  bis  sie  sich  schnei- 
den, so  liegen  alle  diese  Schnittpunkte  in  einer  zu  den  Haupt- 
ebenen parallelen  Ebene  deren  Abstände  von  den  Punkten 
P und  P*,  und  daher  auch  von  den  Hauptebenen  $ und  £)'  im 
Verhältnis  der  Hauptpunktsabstände  .«,  s'  der  Punkte  P und  P* 
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stehen.  Dies  ist  an  der  Hand  von  Fig.  256  unmittelbar  einzu- 
sehen; denn  schneidet  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  $0  die  Axe 
im  Punkte  H0,  so  gilt  für  die  Axenwinkel  «, «'  je  zweier  in  einem 
Punkte  der  Ebene  Jp0  zusammentreffender  Strahlen  durch  P und 

1*  die  Beziehung  tanu:tanu,  = H0P‘:H0P ; dieselben  erfüllen 
«also  die  obige  Tangentenbedingung,  sofern  H^P“ : H0'P=s' :s  ist. 
Es  teilt  daher  nach  einem  bekannten  Satze  der  Proportionslehre 
auch  der  Punkt  H0  die  Strecke  H H‘  im  Verhältnis  Die 

Ebene  $0)  welche  Ferraris*)  den  perspektivischen  Durchschnitt 


der  beiden  Strahlenbündel  nennt,  soll  im  folgenden  als  die  „redu- 
zierte Hauptebene“,  und  der  Punkt  H„  als  der  „reduzierte 
Hauptpunkt“  bezeichnet  werden,  da  sie  die  beiden  Hauptebenen 
bzw.  Hauptpunkte  bezüglich  ihrer  Verwendung  zur  Konstruktion 
konjugierter  Strahlen  vollkommen  ersetzen,  sobald  es  sich  um  ein 
bestimmtes  Paar  konjugierter  Axenpunkte  handelt.  Zur  Konstruk- 
tion des  zu  einem  Punkte  P konjugierten  Punktes  V muß  man 
dagegen  auf  die  Gaußschen  Hauptebenen  zurückgreifen,  da  die 
reduzierte  Hauptebene  ihre  Lage  mit  dem  Orte  des  Punktes  P 
ändert. 

*)  Vgl.  Ferraris,  Die Fiindnmentaleigcnschaftcn  «1er  dioptrischen  Instru- 
mente. S.  *207. 
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So  lange  7*  und  V sich  auf  verschiedenen  Seiten  ihrer  Haupt- 
ebenen befinden,  liegt  der  reduzierte  Hauptpunkt  H„  innerhalb 
der  Strecke  HH'.  Liegen  dagegen  die  konjugierten  Punkte  ent- 
weder beide  links  oder  beide  rechts  von  ihren  Hauptebenen,  so 
befindet  sich  H0  außerhalb  HH'  und  teilt  diese  Strecke  außen  im 
Verhältnis  s:s'.  Deckt  sich  P mit  dem  Brennpunkte  F,  und  ist 
demnach  P‘  ins  Unendliche  gerückt,  so  fällt  H„  mit  H zusammen; 
in  entsprechender  Weise  rückt  H„  nach  H‘,  falls  I*  in  F‘,  und 
daher  P im  Unendlichen  liegt 

Bezeichnet  man  den  Abstand  HH'  der  beiden  Hauptebenen 
mit  (vgl.  Fig.  254),  so  ergibt  sich  unter  Berücksichtigung  der 
Vorzeichen  der  Hauptpunktsentfernungen  s,s‘  in  dem  durch  die 
Figg.  254  und  256  dargestellten  Falle  für  den  Abstand  HH„  des 
reduzierten  Hauptpunktes  vom  Hauptpunkte  des  Objektraumes, 
welcher  mit  ,s0  bezeichnet  sein  soll  (vgl.  Fig.  256),  der  Wert 

— s n 


Unter  Berücksichtigung  von  ß=  [ läßt  sich  dieser  Ausdruck 
auch  in  der  Form  schreiben 


nx 

" n x — «'  f 

Aus  dieser  Formel  ergibt  sich  unmittelbar,  daß  der  Abstand 
so  gleich  Null  oder  gleich  tj  wird,  also  H0  mit  H oder  H“  zusam- 
menfällt, je  nachdem  x den  Wert  Null  oder  unendlich  besitzt, 
d.  h.  also  je  nachdem  P mit  F oder  P“  mit  F‘  zusammenfällt, 
wie  oben  schon  angedeutet  wurde.  Man  erkennt  weiter  aus  der- 
selben, daß  .«o  den  Wert.^  annimmt,  H0  also  in  der  Mitte  zwischen 

u 

fl* 

den  beiden  Hauptpunkten  liegt,  wenn  x — — ~^f=f  da 

hierzu  der  Wert  x'  =■  f gehört,  so  befindet  sich  in  diesem  Falle 
bei  einem  Kollektivsystem  der  Objektpunkt  P in  einem  Abstande 
gleich  der  hinteren  Brennweito  vor  dem  vorderen  Brennpunkt,  und 
sein  Bildpunkt  1 * im  Abstand  gleich  der  vorderen  Brennweite 

fl * 

hinter  dem  hinteren  Brennpunkt  Für  r = -\-  f— — /'und  dem- 
entsprechend x‘  — — { wird  »o  unendlich  groß;  der  reduzierte  Haupt- 
punkt rückt  also  dann  ins  Unendliche.  Dies  entspricht  dem  Falle, 
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daß  P mit  dem  vorderen,  und  P mit  dem  hinteren  Knotenpunkte 
des  Systems  zusammenfällt. 

So  lange  x negativ  ist,  nimmt  nach  der  obigen  Formel  bei 
einem  Kollektivsystem,  welches  ja  durch  einen  positiven  Wert  von  f 
charakterisiert  ist,  .%  einen  positiven  Wert  an,  der  kleiner  wie  rj, 
oder  (für  x = — oo)  höchstens  gleich  rt  ist.  Demnach  fällt  bei 
einem  Kollektivsystem  der  reduzierte  Hauptpunkt  zwischen  H und 
H'  (sofern  H vor  H‘  liegt),  so  lange  sich  P vor  dem  vorderen 
Brennpunkte  F befindet  Ist  dagegen  x positiv,  so  sind  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  nx  kleiner  oder  größer  als 
n'f  ist  Im  ersten  Falle  wird  negativ,  im  zweiten  dagegen 
positiv,  wobei  es  aber  dann  einen  größeren  Wert  als  rj  annimmt. 
Es  liegt  demnach  unter  den  obigen  Voraussetzungen  H0  außer- 
halb der  Strecke  HH‘,  und  zwar  im  einen  Falle  vor  H,  im  anderen 
dagegen  hinter  H‘. 

Bei  einem  Dispansivsystem , welches  durch  einen  negativen 
Wert  von  f charakterisiert  wird,  liegen  die  Verhältnisse  gerado 
umgekehrt  Hier  wird  s«  positiv,  aber  kleiner  wie  »j,  so  lange  x 
positiv  ist,  ein  Fall,  welcher  z.  B.  bei  einer  einzige®  Dispansiv- 
linse  nur  durch  konvergentes  Einfallen  der  Lichtstrahlen  verwirk- 
licht werden  kann.  Bei  negativem  x wird  dagegen  negativ 
oder  positiv,  aber  im  letzteren  Falle  dann  größer  wie  »j,  je  nach- 
dem der  absolute  Wert  von  nx  kleiner  oder  größer  wie  n'f  ist. 

Diese  Erörterungen  über  die  Lage  des  reduzierten  Haupt- 
punktes H0  hatten  zunächst  zur  Voraussetzung,  daß  die  abbil- 
denden Strahlen  der  Tangontenbedingung  entsprechen;  sie  behalten 
jedoch  ihre  Bedeutung  auch  im  Falle  der  Erfüllung  der  Sinus- 
bedingung bei,  wie  sich  im  folgenden  zeigen  wird. 

Denkt  man  bei  Gültigkeit  der  Sinusbedingung  je  zwei  durch 
P und  I*  gehende  konjugierte  Strahlen  über  die  zugehörigen 
Hauptkugelflächen  (vgl.  Fig.  255)  hinaus  fortgesetzt,  bis  sie  sich 
schneiden,  so  liegen  alle  diese  Schnittpunkte  nicht  mehr,  wie  bei 
Erfüllung  der  Tangentenbedingung,  in  einer  Ebone,  sondern  im 
allgemeinen  auf  einer  Kugelfläche.  Von  dieser  bemerkenswerten 
Tatsache  kann  man  sich  auf  folgende  Weise  Rechenschaft  geben. 

Fällt  man  vom  Schnittpunkte  S zweier  konjugierter  Strahlen 
das  Lot  auf  die  Axe  (vgl.  Fig.  256  und  die  umstehende  Fig.  257), 
so  entstehen  zwei  rechtwinklige  Dreiecke,  in  denen  die  den  Axen- 
winkeln  u und  u'  gegenüberliegenden  Katheten  gleich  sind.  In 
solchen  Dreiecken  verhalten  sich  die  anliegenden  Katheten  um- 
gekehrt wie  die  trigonometrischen  Tangenten,  die  Hypotenusen 
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dagegen  umgekehrt  wie  die  Sinus  der  Winkel  u und  u‘.  Sollen 
für  verschiedene  Strahlen  durch  P und  P die  trigonometrischen 
Tangenten  der  Winkel  u und  u‘  das  gleiche  Verhältnis  besitzen, 
wie  es  der  Tangentenbedingung  entspricht,  so  müssen  daher  die 
Fußpunkte  aller  von  den  Schnittpunkten  konjugierter  Strahlen  auf 
die  Axe  gefällten  Lote  in  einen  Punkt  zusammenfallen,  nämlich 
in  den  reduzierten  Hauptpunkt  H„.  Sollen  dagegen  für  verschiedene 
Paare  konjugierter  Strahlen  die  Sinus  von  « und  u‘  das  gleiche  Ver- 
hältnis aufweisen,  wie  es  der  Sinusbedingung  entspricht,  so  ergibt 
sich,  daß  die  Abstände  aller  Schnittpunkte  $ konjugierter  Strahlen 
von  den  Punkten  P und  P in  dem  gleichen  Verhältnis  stehen  müssen. 


Diese  Bedingung  ist  aber  nach  den  früheren  Erörterungen  wieder 
damit  identisch,  daß  die  Schnittpunkte  der  sämtlichen  Paare  kon- 
jugierter Strahlen  durch  P und  P bei  Erfüllung  der  Sinusbedingung 
auf  der  zu  diesen  beiden  Axenpunkten  gehörenden  Apollonischen 
Kugelfläche  liegen,  welche  durch  den  reduzierten  Hauptpunkt  Jf„ 
hindurchgeht  Dies  veranschaulicht  Fig,  257,  aus  welcher  gleich- 
zeitig zu  ersehen  ist,  daß  derjenige  der  beiden  konjugierten  Axen- 
punkte,  welcher  dem  reduzierten  Hauptpunkte  Hn  am  nächsten 
liegt,  der  Berührungssehne  des  anderen  Punktes  in  bezug  auf  den 
in  der  Ebene  der  Zeichnung  liegenden  Apollonischen  Kreis  an- 
gehört. 

Da  diese  Apollonisehe  Kugelfläche  im  vorliegenden  Falle  die 
beiden  Hauptkugelflächen  bezüglich  ihrer  Verwendung  zur  Kon- 
struktion konjugierter  Strahlen,  welche  der  Sinusbedingung  ent- 
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sprechen,  vollkommen  ersetzt,  so  soll  sie  als  die  „ reduzierte 
Hauptkugelfläche“  bezeichnet  sein.  Während  der  reduzierte 
Hauptpunkt  H0  den  einen  Schnittpunkt  der  letzteren  mit  der  Axe 
darstellt,  ist  ihr  anderer  Schnittpunkt  N mit  der  Axe  (vgl.  Fig.  257) 
der  vierte  harmonische  Punkt  zu  P,  P‘  und  Hn.  Wie  schon 
früher  hervorgehoben  wurde,  teilt  dann  auch  der  auf  der  Axe 
liegende  Mittelpunkt  M der  reduzierten  Hauptkugelfläche  dio 
Strecke  PH0  in  demselben  Verhältnis  außen,  wie  die  Strecke  PI“ 
durch  H0  innen,  bzw.  durch  N außen  geteilt  wird;  ferner  stellt 
MH(i  die  mittlere  Proportionale  zu  MP  und  MP'  dar.  Es  ergibt 
sich  auch,  wie  hier  nochmals  wiederholt  sein  mag,  daß  der 
Kugelmittelpunkt  .1/  stets  außerhalb  der  Strecke  PP'  zu  suchen 
ist,  unabhängig  davon,  ob  der  reduzierte  Hauptpunkt  H0  zwischen 
P und  P‘  oder  ebenfalls  außerhalb  der  Strecke  PP'  liegt  Zu 
jeder  Lage  des  Mittelpunktes  M auf  der  Axe  gehören  immer  zwei 
Orte  des  reduzierten  Hauptpunktes  H0;  denn  wenn  der  letztere 
die  Lage  annimmt,  welche  vorher  der  andere  Teilpunkt  N hatte, 
so  rückt  dieser  an  Stelle  des  Ortes  von  H0,  so  daß  .1/  als  Mittel- 
punkt der  Strecke  XH0  seinen  Ort  beibehält.  Der  Punkt  M be- 
findet sich  auf  der  Verlängerung  der  Strecke  PP'  über  P oder  /" 
hinaus,  je  nachdem  der  reduzierte  Hauptpunkt  H0  sich  näher  an 

P oder  P'  befindet  Liegt  H0  insbesondere  in  der  Mitte  zwischen 

8*  ft* 

P und  P',  was  für  — = — 1,  d.  h.  also  für  x — f eintritt, 

s n ’ 

so  fällt  M ins  Unendliche,  und  die  reduzierte  Hauptkugelfläche 
geht  in  eine  Ebene  über,  welche  in  der  Mitte  von  PP'  auf  der 
Axe  senkrecht  steht.  Das  gleiche  findet  statt,  wenn  H0  selbst  im 
Unendlichen  liegt,  wie  es  dem  Falle  entspricht,  daß  P und  P'  die 
Knotenpunkte  des  Systems  darstellen. 

Diese  allgemeinen  Angaben  über  den  Ort  des  Mittelpunktes  M 
der  reduzierten  Hauptkugelfläche  gelten  ganz  unabhängig  von  der 
gegenseitigen  Lage  der  konjugierten  Punkte  P und  1“  auf  der 
Axe;  sie  behalten  insbesondere  ihre  Giltigkeit  bei,  wenn  einer 
dieser  beiden  Punkte  ins  Unendliche,  und  demnach  der  andere  in 
den  Brennpunkt  seines  Raumes  fällt,  ln  diesem  Falle  rücken  die 
beiden  harmonischen  Teilpunkte  H0  und  N in  gleiche  Entfernung 
von  dem  letzteren  Brennpunkte,  wobei  sie  aber  immer  noch  auf 
verschiedenen  Seiten  desselben  liegen.  Infolgedessen  fällt  dann 
der  Mittelpunkt  M mit  dem  betreffenden  Brennpunkte  zusammen. 

Fischer,  Medizin.  Physik.  53 
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Zur  exakten  Berechnung  der  Lage  des  Punktes  M auf  der 
Axe  kann  man  seinen  Abstand  sm  vom  vorderen  Hauptpunkte  H 
(vgl.  Fig.  258)  verwenden.  Rechnet  man  diesen  als  Strecke,  wel- 
che wie  der  Hauptpunktsabstand  s des  Punktes  P in  H beginnt, 
so  ergibt  sich  für  sm  die  Beziehung 

( Sm  -f-  So)  : ( Sm  -f-  s) ==  s‘ : ( — s), 

woraus  unter  Berücksichtigung  des  Wertes  von  s0  (vgl.  S.  830) 
folgt: 

s ,v‘  , *2  riß  . iv 

t'm  ~ «-f-a*  ' »*  — »'  - 7‘  n riß 8 ' ns  — ri-fi- 

Der  Abstand  des  Punktes  .1/  von  H0  gibt  den  Radius  q der 
reduzierten  Hauptkugelfläche  an.  Rechnet  man  denselben  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  M in  Fig.  258  rechts  oder  links,  d.  h. 


Fig.  258 


also  allgemein  in  der  Richtung  oder  entgegen  der  Richtung  der 
einfallenden  Strahlen  von  H0  aus  zu  finden  ist,  so  erhält  man 
jetzt 


Q — Sm 


S°  s-f-s*  -2 


S 8 


•s‘2>< 


riß 


n riß 


n-j -riß  n* — ritßi  1 


n- 


In  diese  Formeln  kann  man  wieder  die  vordere  Brennweite  f 
und  den  Brennpunktsabstand  x des  Punktes  P einführen,  indem 

f 

man  beachtet,  daß  s — x—f  (vgl.  Fig.  254)  und  ß — ist  Es 

x 

ergibt  sich  dann 

_n‘(x  -/),,  n-x- 
«if  rif  1 n2 xr  — ri *p  T> ’ 
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n'(x  — f).  nri  xf 
^ nx-\-n‘f'  n2#® — n'Ys^‘ 

Für  die  Brennpunktsabstände  FH0  und  FM  der  Punkte  Ha 
und  M , welche  bzw.  mit  x0  und  xm  bezeichnet  werden  sollen,  er- 
gibt sich  hieraus 


n x 


Xm 


**=f+*=f+nx-n‘P> 

, f («  -(-«')  X , | tt*  X* 

8m  + n x -f  »'  /7  ^ n- x-  — n‘ *f* >j' 


Alle  diese-  Formeln  gelten  ganz  allgemein  für  jedes  zentrierte 
optische  System.  In  den  Fällen,  in  welchen  entweder,  wie  z.  B. 
bei  einer  einzigen  brechenden  Fläche,  die  beiden  Hauptebenen  zu- 
sammenfallen, oder  in  denen  sie  doch  einander  so  nahe  liegen, 
daß  ihr  Abstand  gegenüber  den  anderen  Großen  mit  genügender 
Annäherung  vernachläßigt  werden  kann,  kommt  in  allen  Formeln 
das  zweite,  mit  »j  behaftete  Glied  in  Wegfall. 

Die  Formeln  vereinfachen  sich  aber  auch  schon  etwas,  wenn 
es  sich  um  ein  zentriertes  dioptrisches  System  handelt,  bei  wel- 
chem der  erste  und  letzte  Brechungsindex  einander  gleich  sind;  sie 
nehmen  dann  folgende  Gestalt  an: 


. x—f  x- 

" x+r^x*— fiV' 

‘ -ff  xf 

q = — iZff — -5—  r, 
x-\-f  X-  — J 


»=f+~rfv 

■r>»  — + 


r + f ‘ '“--f 


t V 


Durch  die  Einführung  der  reduzierten  Hauptkugelfläche  hat 
man  nun  ein  sehr  einfaches  geometrisches  Kriterium  für  die  Er- 
füllung der  Sinusbedingung  gewonnen.  Es  genügt  hierzu  natürlich 
nicht,  nachzuweisen,  daß  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
zweier  konjugierter  Strahlenbündel  alle  auf  einer  einzigen  Kugel- 
fläche liegen;  sondern  es  muß  außerdem  noch  gezeigt  werden,  daß 
diese  Kugelfläche  ihren  Mittelpunkt  auf  der  Verbindungsgeraden 
der  beiden  konjugierten  Strahlenzentren  F und  F‘  besitzt  und 
durch  ihre  Schnittpunkte  mit  dieser  Geraden  die  Strecke  PF'  har- 
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monisch  teilt,  wie  es  z.  B-  früher  schon  für  die  beiden  aplanati- 
schen  Punkte  einer  brechenden  Kugelfläche  nachgewiesen  wurde 
(vgl.  S.  616).  Erst  durch  die  Erfüllung  dieser  rein  geometrischen 
Bedingungen  stellen  sich  allgemein  zwei  konjugierte  Axenpunkte 
als  aplanatische  Tunkte  im  Abbeschen  Sinne  heraus.  Liegt  ins- 
besondere der  eine  der  beiden  konjugierten  Punkte  im  Unendlichen, 
so  daß  die  entsprechenden  Strahlen  parallel  der  Axe  verlaufen,  so 
fällt  der  Mittelpunkt  der  reduzierten  Hauptkugelfläche  mit  dem 
anderen  Punkte  zusammen,  der  dann  außerdem  mit  dem  Brenn- 
punkte des  betreffenden  Raumes  identisch  ist.  Das  Kriterium  für 
die  Erfüllung  der  Sinusbedingung  nimmt  also  in  diesem  Falle  eine 
besonders  einfache  Form  an,  indem  die  parallel  der  Axe  einfallen- 
den Strahlen  sich  mit  ihren  konjugierten  Bildstrahlen  sämtlich  auf 
einer  Kugelfläche  um  den  Brennpunkt  dos  Bildraumes  schneiden 
müssen,  deren  Radius  gleich  der  den  Zentralstrahlen  entsprechen- 
den Brennweite  des  Bildraumes  ist,  die  dann  als  Brennweite  für 
sämtliche  Strahlen  im  Bildraume  aufzufassen  ist. 

Wenn  ein  System  für  zwei  konjugierte  Punkte  aplanatisch 
ist,  so  w'eist  es  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  für  alle 
anderen  Punkte  sphärische  Aberration  auf.  Dies  zeigt  sich  schon, 
wenn  man  von  dem  aplanatischen  Punkte  des  Objektraumes  nur 
zu  einem  Nachbarpunkte  in  der  einen  oder  anderen  Richtung  auf 
der  Axe  übergeht.  Man  kann  sich  nun  leicht  auf  anschauliche 
Weise  durch  folgende  Überlegung  davon  Rechenschaft  geben, 
welche  Aberration  dabei  in  dem  einen  oder  anderen  Falle  eintritt. 

In  Fig.  259  seien  P und  P‘  zwei  aplanatische  Punkte  auf 
der  Axe  eines  zentrierten  optischen  Systems,  so  daß  die  durch 
PQ  und  P‘Q‘  angedeuteten  Flächenelemente  ohne  Aberration  ab- 
gebildet werden.  H0  sei  der  reduzierte  Hauptpunkt  und  EnHoE,i 
die  der  Abbeschen  Sinusbedingung  entsprechende  reduzierte  Haupt- 
kugelfläche für  die  beiden  aplanatischen  Punkte.  Geht  man  nun 
von  P auf  der  Axe  zu  einem  Nachbarpunkte  P,  oder  P»  in  der 
Richtung  oder  entgegen  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes 
über,  so  wird  dadurch  im  allgemeinen  der  reduzierte  Hauptpunkt 
H„  seine  Lage  auf  der  Axe  so  gut  wie  nicht  geändert  haben, 
falls  die  Entfernung  des  Nachbarpunktes  von  P nur  gering  ist. 
Man  kann  daher  zunächst  in  der  früher  beschriebenen  Weise  mit 
Hilfe  der  reduzierten  Hauptebene  zu  den  durch  die  Zentral- 
strahlen hervorgerufenen  Bildpunkten  P'Bi  bzw.  PBt  auf  der  Axe 
gelangen,  indem  man  von  P,  bzw.  P.  je  einen  Strahl  durch  Q 
zieht,  denselben  bis  zur  reduzierten  Hauptebene  fortsetzt,  und 
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von  dem  Schnittpunkte  E0i  bzw,  E02  mit  der  letzteren  aus  je 
eine  (in  der  Figur  durchbrochen  gezeichnete)  Gerade  durch  den 
Bildpunkt  (/  von  Q zieht.  Diese  letztere  Gerade  trifft  dann  die 
Axe  in  dem  Punkte  P'ol  bzw.  P'0i , in  welchem  die  Zentralstrahlen 
dieselbe  durchsehneiden;  sie  besitzt  aber  natürlich  nur  konstruktive 
Bedeutung  und  stellt  nicht  etwa  den  zum  Strahle  Q]\  bzw.  P.Q 
gehörenden  Bildstrahl  dar,  weil  die  von  1\  bzw.  ausgehenden 
Randstrahlen  die  Axe  jetzt  in  anderen  Punkten  scheiden  wie  die 
Zentralstrahlen. 

Zur  annähernden  Konstruktion  des  Bildstrahles  von  (JJ\  bzw. 
P»Q  läßt  sich  nun  wieder  die  zu  P,  P‘  gehörende  reduzierte  Haupt- 
kugelfläche verwenden.  Wenn  auch  die  vom  seitlich  der  Axe 


Fig.  25» 


liegenden  Punkte  Q ausgehenden  Strahlen  sich  mit  ihren  konju- 
gierten, durch  Q‘  hindurchgehenden  Bildstrablen  nicht  mehr  ganz 
genau  in  Punkten  der  reduzierten  Hauptkugelfläche  durchsehneiden 
werden,  so  folgt  aus  dem  Umstande,  daß  Q und  Q“  nur  unend- 
lich wenig  von  der  Axe  entfernt  sein  dürfen,  daß  diese  Schnitt- 
punkte doch  sehr  nahe  an  der  reduzierten  Hauptkugelfläche  liegen 
und  jedenfalls  eine  viel  geringere  Entfernung  von  derselben  haben 
werden,  wie  z.  B.  die  Schnittpunkte  E0i  und  E0-<  der  betreffenden 
Objektstrahlen  mit  der  reduzierten  Hauptebene  £>„•  Zieht  man 
daher  den  Objektstrahl  QPX  bis  zum  Schnittpunkte  En  und  von 
da  aus  durch  (/,  so  läßt  sich  auf  alle  Fälle  die  richtige  Ent- 
scheidung treffen,  wie  der  Axenschnittpunkt  des  zu  QPt  gehören- 
den Bildstrahles  gegen  den  Schnittpunkt  P‘a , der  von  P,  ausge- 
henden Zentralstrahlen  auf  der  Axe  gelegen  ist,  d.  h.  also  welcher 
Art  die  Korrektion  des  mit  sphärischer  Aberration  behafteten 
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Strahlenbündels  von  P,  beschaffen  ist.  Man  erkennt  ohne  weiteres, 
daß  in  dem  durch  Fig.  259  dargestellten  Falle  der  Axenschnitt- 
punkt  Pri  des  von  1\  ausgehenden  gebrochenen  Randstrahles 
PiEn  in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes  von  dem  Axen- 
schnittpunkte  P0',  der  gebrochenen  Zentralstrahlen  abliegt,  und 
daß  weiterhin  der  Axenschnittpunkt  Pn  des  von  Ps  ausgehenden 
gebrochenen  Randstrahles  entgegen  der  Richtung  des  einfallenden 
Lichtes  von  dem  Axenschnittpunkte  P'ot  der  gebrochenen  Zentral- 
strahlen verschoben  erscheint.  Es.  findet  daher  im  vorliegenden 
Falle  Überkorrektion  oder  Unterkorrektion  statt,  je  nachdem  man 
vom  aplanatischen  Funkte  P auf  der  Axe  zu  einem  Nachbarpunkte 


in  der  Richtung  oder  entgegen  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes 
übergeht 

Aus  der  Gewinnung  dieses  Resultates  ist  ersichtlich,  daß  das 
gleiche  in  allen  anderen  Fällen  gelten  wird,  in  denen  der  redu- 
zierte Hauptpunkt  Hn  auf  der  Axe  dem  aplanatischen  Punkte  des 
Objektraumes  näher  liegt  als  dem  aplanatischen  Punkte  des  Bild- 
raumes. 

Ist  dagegen,  wie  in  Fig.  260,  von  den  beiden  aplanatischen 
Punkten  P,  J*  der  dem  Bildraum  angehörende  näher  am  redu- 
zierten Hauptpunkte  H„,  so  daß  die  reduzierte  Hauptkugelfläche 
auf  der  dem  einfallenden  Lichte  entgegengesetzten  Seite  der  redu- 
zierten Hauptebene  •£>„  liegt,  so  findet  beim  Übergang  von  dem 
aplanatischen  Punkte  P zu  einem  Xachbarpunkte  auf  der  Axe 
in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes  Unterkorrektion  statt, 
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und  umgekehrt  Dies  ist  aus  Fig.  260  ohne  weiteres  zu  er- 
kennen. 

Beachtet  man,  daß  das  den  einen  aplanatischen  Punkt  in  den 
anderen  abbildende  Strahlenbündel  im  Objektraume  oder  im  Bild- 
raume die  größere  Öffnung  besitzt,  je  nachdem  der  reduzierte 
Hauptpunkt  dem  aplanatischen  Punkte  des  Objektraumes  oder  dem 
des  Bildraumes  näher  liegt,  so  kann  man  die  erhaltenen  Resultate 
in  folgender  Weise  zusammenfassen: 

Verschiebt  man  bei  einem  beliebigen  zentrierten 
System  den  Objektpunkt  von  einem  aplanatischen  Punkte 
aus  in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes,  so  weist, 
ganz  unabhängig  von  der  besonderen  Zusammensetzung 
des  Systems,  das  abbildende  Strahlenbündel  nach  der 
Verschiebung  sphärische  Überkorrektion  oder  Unter- 
korrektion auf,  je  nachdem  der  Offnungswinkel  des  die 
aplanatischen  Punkte  ineinander  abbildenden  Strahlen- 
bündels im  Objektraume  oder  im  Bildraume  den  größeren 
absoluten  Wert  besitzt,  und  umgekehrt. 

Dabei  ist  es  gleichgültig,  ob  die  Strahlenbündel  auf  das  System 
divergent  oder  konvergent  auffallen,  und  wie  sich  dieselben  im  Bild- 
raume verhalten. 

Man  kann  sich  leicht  an  der  Hand  der  früheren  Figg.  246  bis 
249  auf  S.  798  davon  Rechenschaft  geben,  daß  diese  Regel  bei  der 
Berechnung  an  einer  einzigen  Kugelfläche  von  den  beiden  aplana- 
tischen Punkten  tatsächlich  befolgt  wird.  In  den  durch  die  Figg. 
246  und  247  dargestellten  Fällen  besitzt  das  dem  Objektraume 
angehörende  Strahlenbündel  mit  dem  Zentrum  /J0  die  geringere 
Öffnung.  Eine  Verschiebung  des  Objektpunktes  von  der  Stelle  P0 
auf  der  Axe  in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes  führt  zu 
Unterkorrektion,  und  eine  Verschiebung  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  zu  Cberkorrektion;  denn  bei  der  ersten  Verschiebung 
tritt  die  Apollonische  Kugelfläche  in  das  dünnere,  bei  der  zweiten 
in  das  dichtere  Mittel  über.  In  den  beiden  anderen  durch  die 
Figg.  248  und  249  dargestellten  Fällen  hat  dagegen  das  dem 
Objektraume  angehörende  Strahlenbündel  mit  dem  Zentrum  P0  die 
größere  Öffnung.  Eine  Verschiebung  des  Objektpunktes  von  P0 
aus  führt  hier  zu  Cberkorrektion  oder  Unterkorrektion,  je  nach- 
dem sie  in  der  Richtung  oder  entgegen  der  Richtung  des  ein- 
fallenden Lichtes  stattfindet. 

Wird  bei  einem  Mikroskop  ein  kleiner  Teil  eines  zur  Axe 
senkrechten  optischen  Querschnittes  des  Präparates  in  allen  Teilen 
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scharf  abgebildet,  so  muß  sich  derselbe  im  aplanatischen  Punkte 
des  Objeklraumes  befinden.  Da  nun  bei  einem  Mikroskop  das 
einfallende  Strahlenbündel  stets  größere  Öffnung  besitzt  wie  das 
austretende,  so  folgt,  daß  die  über  dem  scharf  abgebildeten  Quer- 
schnitt liegenden  Teile  des  Präparates  gleichzeitig  mit  Überkor- 
rektion, die  unterhalb  desselben  liegenden  dagegen  mit  Unterkor- 
rektion abgebildet  werden,  bzw.  daß  bei  einem  flächenförmigen 
Präparat  Überkorrektion  oder  Unterkorrektion  entsteht,  je  nach- 
dem man  dasselbe  von  dem  aplanatischen  Punkte  des  Objekt- 
raumes  aus  entweder  dem  Objektiv  mehr  nähert  oder  von  ihm 
entfernt. 


3.  Über  Astigmatismus. 

Wie  früher  ausführlich  begründet  worden  ist,  bleibt  bei  einem 
zentrierten  optischen  System,  das  sich  aus  lauter  brechenden 
Kugelflächen,  oder  auch  beliebigen  Rotationsflächen,  zusammen- 
setzt, die  Homozentrizität  bei  der  Brechung  mit  genügender  An- 
näherung erhalten,  so  lange  die  abbildenden  Strahlen  Zentral- 
strahlen sind,  d.  h.  also  zu  einem  unendlich  dünnen  Strahlen- 
bündel gehören,  dessen  mittlerer  oder  Hauptstrahl  entweder  mit 
der  Axe  direkt  zusammenfällt  oder  doch  nur  einen  unendlich 
kleinen  Winkel  mit  ihr  bildet.  Handelt  es  sich  dagegen  um  ein 
Strahlenbündel,  dessen  Hauptstrahl  gegen  die  Axe  um  einen  end- 
lichen Winkel  geneigt  ist,  so  findet  im  allgemeinen  selbst  in  dem 
Falle,  daß  das  Bündel  unendlich  dünn  ist,  nicht  mehr  mit  ge- 
nügender Annäherung  Homozentrizität  nach  der  Brechung  statt. 
Von  den  sämtlichen  Strahlen  eines  solchen  schiefen  unendlich 
dünnen  Bündels  wird  der  größte  Teil  an  dem  in  ihrer  Mitte  liegen- 
den Hauptstrahl  windschief  vorbeilaufen,  und  die  den  letzteren 
schneidenden  Strahlen  werden  dies  nicht  in  einem,  sondern  in  der 
Regel  in  zwei  voneinander  getrennten  Punkten,  den  sogen.  Brenn- 
punkten des  Strahlenbündels,  tun.  In  erster  Annäherung  werden 
sich  dabei  die  sämtlichen  Strahlen  in  zwei  unendlich  kleinen, 
durch  die  beiden  Brennpunkte  des  Hauptstrahls  hindurchgehenden 
Linien,  den  sogen.  Brennlinien  des  Strahlenbündels  durchschneiden. 
Von  dieser  Eigenschaft,  die  man  als  Astigmat  ismus  des  Strahlen- 
bündels bezeichnet,  und  ihrer  allgemeinen  Verbreitung  kann  man 
sich  am  besten  Rechenschaft  geben,  wenn  man  auf  die  im  vorher- 
gehenden Kapitel  erörterte  Bedeutung  der  Strahlen  als  Normalen 
der  Wellenfläche  zurückgreift  und  das  aus  der  Geometrie  bekannte 
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Verhalten  der  Normalen  stetig  gekrümmter  Flächen  in  Rücksicht 
zieht 

In  Fig.  261  bedeute  ABCD  ein  unendlich  kleines  Stück,  ein 
sogen.  Flächenelement,  einer  beliebig  gestalteten  Wellenfläche. 
Dann  stellen  die  in  den  sämtlichen  Punkten  dieses  Flächenelements 
errichteten  Normalen  zur  Wellenfläche  die  Strahlen  eines  unend- 
lich dünnen  Strahlenbündels  dar,  und  der  mit  der  Normalen  im 
Mittelpunkte  E des  Flächenelements  zusammenfallende  Strahl 
bildet  den  sogen.  Hauptstrahl  desselben.  Denkt  man  nun  durch 
diesen  Hauptstrahl  eine  Ebene  gelegt,  so  wird  diese  das  Wellen- 
flächenelement  in  einer  durch  E gehenden  Kurve  von  bestimmter 


Fig.  261 


Krümmung  schneiden.  Dreht  man  die  Ebene  um  den  Haupt- 
strahl herum,  so  erhält  man  unzählig  viel  verschiedene  Schnitt- 
kurven mit  der  Wellenfläche  (wie  es  in  Fig.  261  innerhalb  des 
Flächenelements  angedeutet  ist),  und  diese  Schnittkurven  haben 
im  allgemeinen  im  Punkte  E verschiedene  Krümmung. 

Wie  nun  auch  die  stetige  Fläche  gestaltet  sein  möge,  so  er- 
gibt sich  doch  stets,  daß  die  Ebene  durch  den  Hauptstrahl,  welche 
die  Kurve  mit  der  stärksten  Krümmung  ausschneidet,  auf  der 
Ebene  senkrecht  steht,  in  welcher  die  Kurve  mit  der  geringsten 
Krümmung  liegt.  Diese  beiden  Kurven  maximaler  und  minimaler 
Krümmung  bezeichnet  man  als  die  „Hauptschnitte  des  Wellen- 
flächenelements“ und  ihre  Ebenen  als  die  „Hauptkrümmungsebenen“ 
im  Punkte  E.  Die  Hauptschnitte  zeichnen  sich  vor  den  übrigen 
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ebenen  Schnittkurven  durch  E dadurch  aus,  daß  ihre  Krümmungs- 
radien zugleich  Normalen  der  Fläche  darstellen,  was  im  allgemeinen 
bei  den  anderen  Kurven  nicht  der  Fall  ist,  sofern  sie  nicht  sogen, 
kürzeste  oder  geodätische  Linien  auf  der  Fläche  darstellen. 
Schon  daß  die  Normalen  zur  Fläche,  welche  von  Punkten  einer 
auf  der  Fläche  liegenden  Kurve  ausgehen,  sich  überhaupt  schnei- 
den, ist  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft  der  beiden  Hauptschnitte; 
denn  im  allgemeinen  gehen  die  Normalen  zweier  benachbarter 
Punkte  einer  stetigen  Fläche  windschief  aneinander  vorbei.  Schnei- 
den sich  dagegen  für  eine  Kurve  auf  der  Fläche  die  zu  je  zwei 
benachbarten  Punkten  derselben  gehörenden  Fläohennormalen , so 
stellt  diese  Kurve  eine  sogen.  Krümmungslinie  der  Fläche  dar.  Eine 
solche  Krümmungslinie  ist  im  allgemeinen  keine  ebene,  sondern 
eine  doppelt  gekrümmte  Kurve,  und  die  Gesamtheit  der  in  ihren 
Punkten  errichteten  Flächennormalen  bildet  eine  sogen;  abwickel- 
bare Fläche,  d.  h.  eine  Fläche,  die  sich  in  eine  Ebene  ausbreiten 
läßt.  Ist  eine  Krümmungslinie  zugleich  eine  geodätische,  so  liegt 
sie  in  einer  Ebene,  der  jetzt  auch  die  Flächennormalen  ihrer 
Punkte  angehören.  Durch  jeden  Punkt  einer  Fläche  gehen  im 
allgemeinen  zwei  Krümmungslinien  hindurch,  welche  sich  in  dem- 
selben rechtwinklig  durchschneiden. 

Dies  vorausgeschickt,  läßt  sich  leicht  einsehen,  daß  die  zu 
einem  Punkte  auf  der  Wellenfläche  gehörenden  Hauptschnitte  die 
beiden  durch  denselben  Punkt  hindurchgehenden  Krümmungslinien 
der  Wellenfläche  in  diesem  Punkte  berühren  und  wenigstens  auf 
einer  unendlich  kleinen  Strecke  mit  denselben  zusammenfallen 
werden.  Wenn  also  in  Fig.  261  M‘ EM“  und  X'EX“  die  beiden 
Hauptschnitte  im  Punkte  E darstellen,  so  können  diese  Kurven- 
stücke in  erster  Annäherung  ebenso  als  Teile  der  beiden  durch  E 
hindurchgehenden  Krümmungslinien  der  Wellenfläche,  wie  auch 
als  solche  von  geodätischen  Linien  auf  der  Fläche  aufgefaßt  werden, 
da  ja  AliCD  nur  ein  Flächenelement  darstellen  soll.  Es  fallen 
daher  in  den  durch  den  Hauptstrahl  hindurchgehenden  Ebenen 
der  beiden  Hauptschnitte  die  Krümmungsradien  mit  den  Flächen- 
normalen und  daher  mit  den  Lichtstrahlen  zusammen,  so  daß 
wenigstens  in  jeder  dieser  beiden  Hauptschnittsebenen  die  Strahlen 
durch  je  einen  Punkt,  nämlich  den  auf  dem  Hauptstrahl  liegenden 
Krümmungsmittelpunkt  des  betreffenden  Hauptschnittes,  hindurch- 
gehen. 

ln  Fig.  201  ist  angenommen  worden,  daß  der  Hauptschnitt 
M‘EM " stärkere  Krümmung  wie  der  Hauptschnitt  X’EX"  besitzt. 
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Es  ist  daher  der  Krümmungsradius  des  letzteren  größer  wie  der 
des  ersteren,  und  der  Vereinigungspunkt  t\  der  durch  den  Haupt- 
schnitt N'EN"  gehenden  Strahlen  liegt  auf  dem  Hauptstrahl 
weiter  von  E entfernt  wie  der  Vereinigungspunkt  F*  der  in  der 
Ebene  des  Hauptschnittes  M'EM"  liegenden  Strahlen.  Wie  schon 
oben  angeführt  wurde,  bezeichnet  man  diese  beiden  Punkte  auf 
dem  Hauptstrahl  als  die  Brennpunkte  des  unendlich  dünnen 
Strahlenbündels.  Die  Vereinigung  der  beiden  ebenen  Strablen- 
büschel  in  den  gesonderten  Punkten  Ft  und  F*  gilt  natürlich  nur 
annähernd,  im  günstigsten  Falle  mit  derselben  Annäherung,  mit 
welcher  die  Zentralstrahlen  bei  einem  zentrierten  optischen  System 
in  einem  Punkte  vereinigt  werden. 

Die  äußersten  Strahlen  N'F,  und  X"Ft  bzw.  M'F*  und  M"Ft 
der  beiden  ebenen  Strahlenbüschel  lassen  sich  nun  wiederum  als 
Hauptstrahlen  von  unendlich  dünnen  Strahlenbündeln  auffassen. 
Von  den  zu  jedem  der  vier  Punkte  N\  X“  M'  und  M"  auf  der 
Wellenfläche  gehörenden  beiden  Hauptschnitten  wird  der  eine 
zwar  im  allgemeinen  nicht  absolut  genau,  aber  doch  wenigstens 
in  erster  Annäherung  durch  E hindurchgehen,  während  der  andere 
irn  Kreuzungspunkte  annähernd  parallelen  Verlauf  zu  M'M"  bzw. 
X'X“  besitzt.  Legt  man  daher  durch  X'F,  bzw.  X"Fx  je  eine 
Ebene,  welche  auf  der  Richtung  des  Hauptschnittes  N'EN " im 
Punkte  N'  bzw.  .V"  senkrecht  steht,  und  durch  M'F*  bzw.  M“F$ 
je  eine  Ebene,  welche  auf  der  Richtung  des  Hauptschnittes  M'EM" 
im  Punkte  M‘  bzw.  .V“  senkrecht  steht,  so  fallen  die  schon  von 
vornherein  in  Fig.  261  als  Begrenzungen  des  Flächenelements  an- 
genommenen Schnittkurven  AD,  BC,  AB  und  DC  dieser  vier 
Ebenen  auf  der  Wellenfläche  zwar  nicht  genau,  aber  doch  wenig- 
stens in  erster  Anäherung  mit  je  einem  Hauptschnitt  in  N‘,  X", 
M‘  und  M"  zusammen,  und  die  in  den  vier  Ebenen  liegenden 
Normalen  zu  diesen  Hauptschnitten  können  zugleich  annähernd 
als  Normalen  der  Wellenfläche,  und  damit  als  Strahlen  des  Bündels 
aufgefaßt  werden.  Da  die  Ebenen  M‘M"F, , ADF,  und  BCF, 
alle  drei  auf  der  Hauptkrümmungsebene  N‘N"F,  senkrecht  stehen 
und  dabei  durch  den  gleichen  Punkt  F,  hindurchgehen,  so  schnei- 
den sie  sich  in  einer  einzigen  in  F , auf  der  Ebene  N'N"Fi  eben- 
falls senkrecht  stehenden  unendlich  kleinen  Geraden  F,'F, 
Durch  dieselbe  Gerade  gehen  auch  alle  anderen  auf  N'N“F, 
senkrechten  Ebenen,  welche  den  Punkt  F , enthalten.  Ferner 
schneiden  sich  auch  die  drei  Ebenen  N‘X"F» , ABF*  und  D(F\ 
in  einer  einzigen  unendlich  kleinen  Geraden  F'.>  F-.  Fi , welche  auf 
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der  Hauptkrümmungsebene  senkrecht  steht,  da  alle  drei 

Ebenen  auf  der  letzteren  senkrecht  stehen  und  durch  den  gleichen 
Punkt  hindurchgehen.  • Das  gleiche  gilt  für  alle  anderen  auf 
M'M“Fi  senkrecht  stehenden  Ebenen  durch  den  Punkt  Ft. 

Man  hat  daher  das  von  Sturm*)  abgeleitete,  allerdings  nur 
in  erster  Annäherung  der  Wirklichkeit  entsprechende  Resultat,  daß 
die  sämtlichen  Strahlen  eines  unendlich  dünnen  optischen  Bündels 
sich  im  allgemeinen  in  zwei  unendlich  kleinen  geraden  Linien 
schneiden,  welche  den  Hauptstrahl  in  dessen  Brennpunkten  senk- 
recht durchkreuzen  und  dabei  in  zwei  zueinander  senkrechten 
Ebenen,  den  Hauptkrümmungsebenen  der  Wellenfläche,  liegen. 
Diese  beiden  unendlich  kleinen  Geraden  bezeichnet  man  als  die 
Brennlinien  des  Strahlenbündels.  Aus  Fig.  261  ist  unmittelbar 
ersichtlich,  daß  in  den  Punkten  jeder  Brennlinie  sich  die  Strahlen 
der  ebenen  Teilbüschel  schneiden,  deren  Ebenen  auf  der  durch  die 
betreffende  Brennlinie  und  den  Hauptstrahl  bestimmten  Ebene 
senkrecht  stehen. 

An  der  Hand  von  Fig.  261  kann  man  sich  leicht  davon  über- 
zeugen, daß  der  Hauptstrahl  in  der  Tat  nur  durch  die  in  den 
beiden  Hauptkrümmungsebenen  liegenden  Strahlen  geschnitten 
wird,  und  alle  übrigen  Strahlen,  wie  z.  B.  die  von  A,  B,  C oder 
D ausgehenden  Strahlen,  an  ihm  windschief  vorbeilaufen.  Es 
sind  also  z.  B.  die  Normalen  der  ebenen  Schnittkurve  A E C, 
welche  natürlich  den  Hauptstrahl  schneiden  würden,  nicht  mit 
Lichtstrahlen  identisch;  dies  rührt  daher,  daß  diese  Normalen 
nicht  auch  zugleich  Normalen  der  Fläche  darstellen.  Man  kon- 
statiert auch  ferner,  daß  die  Entstehung  der  beiden  Brennlinien 
von  der  Art  der  Begrenzung  des  Flächenelementes  auf  der  Wellen- 
fläche ganz  unabhängig  ist.  Denn  denkt  man  z.  B.  das  Flächen- 
element durch  eine  einem  Kreise  ähnliche  Kurve  begrenzt,  wie 
es  in  Fig.  261  ebenfalls  angedeutet  ist,  so  kommt  dadurch  ein 
Teil  der  Strahlen  des  Bündels  in  Wegfall;  auf  das  Verhalten  der 
übrigbleibenden  Strahlen  kann  das  aber  natürlich  keinen  Einfluß 
ausüben. 

Der  zum  Hauptstrahl  senkrechte  Querschnitt  des  Strahlen- 
bündels ist  an  verschiedenen  Stellen  ganz  verschieden,  wie  man 
deutlich  aus  Fig.  261  erkennt,  in  welcher  sich  unter  dem  Bilde 


*)  Journal  de  Liouville  3,  p.  357.  1838  und  Comptes  rendus  20,  p.  554, 
7(11,  1328.  1845. 
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des  Strahlenbündels  dieser  Querschnitt  an  mehreren  Stellen  in  der 
richtigen  Gestalt  angedeutet  findet 

Während  der  Querschnitt  in  unmittelbarer  Mähe  des  Flächen- 
elementes A B CD  annähernd  die  Form  eines  Quadrates  bzw. 
Kreises  besitzt,  nimmt  er  bei  Entfernung  von  der  Wellenfläche, 
z.  B.  an  der  Stelle  Et  des  Hauptstrahls  in  Fig.  261,  die  Form 
eines  Rechtecks  bzw.  einer  Ellipse  an,  deren  Höhe  um  so  ge- 
ringer wird,  je  mehr  man  sich  der  Brennlinie  K.  F‘%  nähert,  bis 
er  in  der  letzteren  in  eine  Gerade,  nämlich  die  Brennlinie  selbst, 
zusammengeschrumpft  ist  Jenseits  dieser  Brennlinie  hat  der 
Querschnitt  wieder  die  Form  eines  Rechtecks  bzw.  einer  Ellipse, 
deren  Höhe  mit  weiterer  Entfernung  von  F-.  immer  mehr  zu- 
nimmt, während  die  Breite  sich,  wie  überhaupt  schon  von  der 
Wellenfläche  an,  stetig  verringert.  So  kommt  es,  daß,  während 
an  der  Stelle  En  das  Rechteck  noch  breiter  wie  hoch  ist,  das- 
selbe an  der  Stelle  Etr  schon  höher  wie  broit  geworden  ist, 
bis  es  im  Brennpunkte  wieder  in  eine  Gerade,  die  andere 
Brennlinie,  deformiert  erscheint.  Zwischen  En  und  Etr  gibt 
es  eine  Stelle  Ent,  an  welcher  die  Höhe  gleich  der  Breite  er- 
scheint, so  daß  der  Querschnitt  wieder  die  Form  eines  Quadrats 
bzw.  eines  Kreises  angenommen  hat.  Da  an  dieser  Stelle  der 
Querschnitt  des  Strahlenbündels  dem  in  nächster  Nähe  der 
Wellenfläche  ähnlich  geworden  ist,  so  bezeichnet  man  dieselbe 
als  die  „Stelle  geringster  Konfusion“. 

Man  bestätigt  leicht,  daß  der  Punkt  Em  auf  dem  Haupt- 
strahle so  liegt,  daß  er  die  Brennstrecke  F2Ft  in  dem  gleichen 
Verhältnis  innen  teilt,  in  welchem  dieselbe  durch  durch  den 
Ausgangspunkt  E des  Hauptstrahls  auf  der  Wellenfläche  außen 
geteilt  wird,  so  daß  also  E,  F2,  Elu  und  Fi  vier  harmonische 
Punkte  auf  dem  Hauptstrahle  darstellen.  Um  dies  einzusehen, 
braucht  man  nur  zu  beachten,  daß  mit  Ausnahme  der  beiden 
Brennlinien  an  den  in  Fig.  261  unten  angedeuteten  Querschnit- 
ten die  Durchstichpunkte  der  einzelnen  in  der  Figur  hervor- 
gehobenen Strahlen  mit  demselben  Buchstaben  (unter  Hinzu- 
fügung der  Nummer  des  Querschnitts  als  Index)  bezeichnet  sind 
wie  die  Ausgangspunkte  der  Strahlen  auf  der  Wellenfläche.  Dann 
erkennt  man  unmittelbar,  daß  z.  B.  sowohl  die  Dreiecke  N‘EFt 
und  ATjn2?niF,  als  auch  die  Dreiecke  M‘EF.,_  und  M{nEmF2  je 
ein  Paar  ähnlicher  Dreiecke  darstellen,  und  daß  in  beiden  Paaren 
das  Ähnlichkeitsverhältnis  gleich  groß,  nämlich  gleich  dem  Ver- 
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hältnis  der  Seiten  des  größeren  Quadrats  (an  der  Wellenfläche) 
und  des  kleineren  Quadrats  (an  der  Stelle  III)  ist. 

Es  wurde  schon  oben  hervorgehoben,  daß  das  geschilderte 
Verhalten  der  Strahlen  eines  allgemeinen  unendlich  dünnen  Bün- 
dels nicht  auf  absolute  Gültigkeit  Anspruch  machen  kann,  son- 
dern nur  eine  größere  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  darstellt, 
Fig.  2(51  darf  daher  als  ein  Schema  aufgefaßt  werden,  das  noch 
modifiziert  werden  muß,  wenn  man  auf  die  selbst  bei  unendlich 
dünnen  Bündeln  in  der  Regel  noch  nicht  ganz  verschwundene 
sphärische  Aberration  Rücksicht  nehmen  und  auch  dem  Umstande 
Rechnung  tragen  will,  daß  die  ebenen  Kurvenstücke,  welche  das 
Flächenelement  AB  CD  begrenzen,  nicht  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung streng  als  Krümmungslinien  bzvv.  geodätische  Linien  auf- 
gefaßt werden  können. 

Infolge  der  sogen,  sphärischen  Aberration  werden  z.  B.  schon 
die  in  den  Hauptkrüinmungsebenen  N‘N“Fl  und  M‘ M" F%  liegenden 
Strahlenbüschel  nicht  streng  homozentrisch,  sondern  entweder  Über- 
oder unterkorrigiert  sein.  Nimmt  man  im  Falle  von  Fig.  261  in 
beiden  ebenen  Büscheln  Unterkorrektion  an,  so  werden  demnach 
in  jedem  derselben  die  Strahlen  als  Tangenten  an  eine  kaustische 
Kurve  erscheinen,  deren  Spitze  mit  Fy  bzw.  F.:  zusammenfällt  und 
von  der  Wellenfläche  abgewendet  ist.  Diese  beiden  kaustischen 
Kurven  finden  sich  in  Fig.  262  angedeutet  und  mit  den  Buch- 
staben ky  und  bezeichnet  Nimmt  man  weiter  die  vier  Be- 
grenzungskurven des  Flächenelements  AB  CD  als  Teile  von  Krüm- 
mungslinien, weil  nur  für  diese  die  zu  zwei  benachbarten  Punkten 
gehörenden  Normalen  der  Wellenfläche  sich  schneiden,  so  werden 
die  von  den  Punkten  der  Kurve  AB  ausgehenden  Lichtstrahlen 
sich  als  Tangenten  an  eine  kaustische  Kurve  1c\  ergeben,  deren 
Spitze  in  Fig.  262  mit  F\  bezeichnet  ist,  obgleich  dieselbe  nicht 
genau  mit  dem  in  Fig.  261  mit  dem  gleichen  Buchstaben  be- 
zeichneten  Punkte  zusammenfallen,  sondern  nur  in  dessen  Nähe 
liegen  wird.  Diese  kaustische  Kurve  A-j  wird  in  der  Regel  nicht 
mehr  eben,  sondern  doppelt  gekrümmt  sein,  weil  im  allgemeinen 
weder  die  Krümmungslinie  AB,  noch  die  in  ihren  Punkten  er- 
richteten Flächennormalen  genau  in  einer  Ebene  liegen,  sondern 
die  Normalen  vielmehr  eine  abwickelbare  Fläche  bilden  werden, 
die  allerdings  hier  von  einer  Ebene  nicht  sehr  abweicht.  Ebenso 
berühren  die  von  Punkten  der  Krümmungslinie  DC  ausgehenden 
Strahlen  eine  kaustische  Kurve  A j'  mit  einer  Spitze  JF'j,  die  von 
der  Krüininungslinie  AD  ausgehenden  Strahlen  eine  kaustische 
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Kurve  fr'  mit  einer  Spitze  F'„  und  endlich  die  von  der  Krüm- 
mungslinie  BC  ausgehenden  Strahlen  eine  kaustische  Kurve  fr" 
mit  einer  Spitze  F " (vgl.  Fig.  262),  wobei  alle  diese  kaustischen 
Kurven  in  der  Regel  doppelt  gekrümmte,  also  nicht  in  einer  Ebene 
liegende  Kurven  darstellen,  und  ihre  Spitzen  nicht  genau  mit  den 
in  Fig.  261  mit  gleichen  Buchstaben  bezeichneten  Endpunkten  der 
beiden  Brennlinien  zusammenfallen.  Beachtet  man  dies,  so  kann 
man  sich  unmittelbar  davon  Rechenschaft  geben,  daß  inWirkirch- 
keit  z.  B.  der  vom  Punkte  A der  Wellenfläche  ausgehende  Strahl 
nicht  genau  durch  die  Endpunkte  F'2  und  F2  zweier  gerader  Brenn- 
linien hindurchgeht,  wie  es  im  Schema  von  Fig.  261  angenommen 
wurde,  sondern,  daß  er  die  beiden  kaustischen  Kurven  fr'  und 
/.  ' berührt  usw. 

Denkt  man  sich  das  Flächenelement  von  zwei  Scharen  von 


c 


Fig.  262 

Krümmungslinien  durchzogen,  von  denen  die  eine  den  Haupt- 
schnitt .V'J/",  die  andere  den  Hauptschnitt  N'N"  annähernd  recht- 
winklig durchkreuzen,  so  entspricht  jeder  Krümmungslinie  der  ersten 
Schar  eine  zwischen  fr’  und  fr"  liegende  und  ähnlich  wie  diese  ver- 
laufende kaustische  Kurve,  und  jeder  Krümmungslinie  der  zweiten 
Schaar  eine  zwischen  fr'  und  fr”  liegende  und  diesen  ähnlich  ver- 
laufende kaustische  Kurve.  Man  sieht  leicht  ein,  daß  sich  alle  diese 
kaustischen  Kurven  auf  zwei  voneinander  getrennten  kaustischen 
Flächen  verteilen  werden  von  der  Lage  und  Gestalt,  wie  es  in  Fig.  262 
angedentet  ist.  Jede  dieser  beiden  kaustischen  Flächen  besteht 
im  allgemeinen  aus  zwei  in  einer  scharfen  Kante  zusaminen- 
stoßenden  Teilen;  diese  Kante  enthält  dann  alle  Spitzen  der  auf 
ihr  liegenden  und  der  einen  Schar  der  Krümmungslinien  auf  der 
Wellenfläche  entsprechenden  kaustischen  Kurven.  Die  Kanten  der 
beiden  kaustischen  Flächen  treten  bei  Berücksichtigung  der  ex- 
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akten  Verhältnisse  an  Stelle  der  beiden  Brennlinien  F\  Ft  F ‘ und 
F‘tF,Fi  im  Sturmschen  Schema;  sie  sind  im  allgemeinen  nicht 
gerade,  sondern  gekrümmt,  liegen  aber  mit  großer  Annäherung  in 
zwei  aufeinander  senkrecht  stehenden  Ebenen,  den  beiden  Haupt- 
krümmungsebenen des  Wellenflächenelements. 

Es  kann  auch  Vorkommen,  daß  die  eine  oder  andere  der 
beiden  kaustischen  Flächen  gar  keine  scharfe  Kante  besitzt,  son- 
dern nur  aus  einem  Teile  besteht;  dann  vertritt  eine  auf  der- 
selben liegende  Kurve  die  Stelle  der  Brennlinie. 

Die  als  Kanten  der  kaustischen  Flächen  bzw.  als  Kurven  auf 
denselben  auftretenden  Brennlinien  brauchen  durchaus  nicht  immer 
den  Hauptstrahl  senkrecht  zu  durchkreuzen;  dies  ist  nur  der  Fall, 
wenn  das  Flächenelement  ABCJ)  in  bezug  auf  die  beiden  Haupt- 
schnitte vollkommen  symmetrisch  gestaltet  ist  Besteht  dagegen 
nur  Symmetrie  in  bezug  auf  einen  der  beiden  Hauptschnitte,  so 
wird  allein  die  nicht  in  der  Ebene  dieses  Hauptschnittes  liegende 
Brennlinie  auf  dem  Hauptstrahle  senkrecht  stehen,  während  die 
andere  im  allgemeinen  unter  einem  spitzen  Winkel  gegen  den- 
selben geneigt  ist 

Das  letztere  ist  z.  B.  bei  einem  schief  auf  eine  brechende 
Kugelfläche,  oder  auch  allgemein  Rotationsfläche,  auffallenden 
unendlich  dünnen  homozentrischen  Strahlenbündel  nach  der 
Brechung  der  Fall,  wovon  man  sich  an  der  Hand  von  Fig.  263 
leicht  Rechenschaft  geben  kann. 

Das  von  dem  Punkte  V auf  der  Axe  ausgehende  unendlich 
dünne  Strahlenbündel,  dessen  Hauptstrahl  gegen  die  Axe  um  den 
endlichen  Winkel  u geneigt  sein  möge,  bildet  einen  Teil  des  von  P 
auf  die  brechende  Fläche  auffallenden  endlichen  homozentrischen 
Bündels.  Das  letztere  erfahre  durch  die  Brechung  Unterkorrek- 
tion; dann  werden  die  gebrochenen  Strahlen  Tangenten  an  eine 
kaustische  Fläche  bilden,  welche  sich  als  Rotationsfläche  mit  der 
optischen  Axe  als  Rotationsaxe  darstcllt,  die  ihre  Spitze  von  dem 
einfallenden  Lichte  abwendet.  Man  kann  sie  sich  durch  Rotation 
der  in  der  Figur  punktiert  angedeuteten  kaustischen  Kurve  um 
die  Axe  erzeugt  denken.  Schneidet  man  die  brechende  Fläche 
mit  einer  Schar  von  Ebenen,  die  sämtlich  durch  die  Axe  hin- 
durchgehen, so  erhält  man  auf  derselben  eine  Schar  von  Meridian- 
kurven durch  den  Hauptpunkt  H.  Ferner  schneiden  Ebenen, 
welche  auf  der  Axe  senkrecht  stehen,  aus  der  brechenden  Fläche 
eine  Schar  von  Breitenkreisen  aus,  welche  die  Meridiane  senk- 
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recht  durchkreuzen.  Die  Strahlen,  welche  auf  die  brechende 
Fläche  in  den  Punkten  eines  Meridians  auffallen,  bilden  ein  so- 
gen. „meridionales“  oder  „tangentiales“  Büschel;  sie  {an- 
gieren nach  der  Brechung  die  in  der  Ebene  dieses  Meridians  lie- 
gende kaustische  Kurve.  Die  Strahlen,  welche  die  brechende 
Fläche  dagegen  in  Punkten  eines  Breitenkreises  treffen,  setzen 
ein  sogen,  „sagittales“  oder  „äquatoreales“  Büschel  zusammen ; 
sie  schneiden  nach  der  Brechung  die  Axe  in  ein  und  demselben 
Punkte.  Es  kann  daher  das  Stück  auf  der  optischen  Axe,  welches 
sich  von  dem  Schnittpunkte  der  äußersten  Randstrahlen  bis  zur 
Spitze  der  kaustischen  Fläche  erstreckt,  für  das  gesamte  Strahlen- 
bündel als  zweite,  im  vorliegenden  Falle  in  eine  Axenstrecke  de- 
formierte, kaustische  Fläche  aufgefaßt  werden. 

Danach  bestätigt  man  nun  sofort,  daß  das  in  Fig.  263  allein 


angedeutete,  unendlich  dünne  Strahlenbündel,  dessen  Hauptstrahl 
die  brechende  Fläche  im  Punkte  E trifft,  nach  der  Brechung  eine 
erste  geradlinige  Brennlinie  F'jFjF^  auf  der  Axe,  und  außerdem 
eine  kaustische  Fläche  besitzt,  die  sich  als  Teil  der  kaustischen 
Rotationsfläche  des  ganzen  Strahlenbündels  darstellt.  Die  nach 
der  Brechung  entstandene  deformierte  Wellenfläche  besitzt  in  dem 
um  den  Punkt  E sich  herumlagernden  Flächenelement  in  E zwei 
(in  der  Figur  nicht  angedeutete)  Hauptschnitte,  von  denen  der  eine 
in  der  Ebene  des  durch  E gehenden  Meridians  (d.  h.  also  in  der 
Ebene  von  Fig.  263),  der  andere  dagegen  in  der  auf  diesem  Me- 
ridian senkrecht  stehenden  Ebene  durch  den  gebrochenen  Haupt- 
strahl  liegt.  Die  von  Punkten  des  ersten  Hauptschnittes  aus- 
gehenden Strahlen  berühren  den  in  der  Figur  mit  k>  bezeichneten 

Fischer,  Medizin.  Physik.  54 
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Teil  der  kaustischen  Kurve  und  schneiden  die  Axe  in  Punkten, 
die  auf  der  Brennlinie  F'iF1F'i  liegen.  Die  von  Punkten  des 
zweiten  Hauptschnittes  ausgehenden  Strahlen  gehen  dagegen  sämt- 
lich durch  den  Punkt  Fi  auf  der  Axe  hindurch  und  berühren  das 
durch  Rotation  von  Ä4  um  die  Axe  entstandene  Stück  der  kaustischen 
Fläche  in  einem  Kreisbogen,  den  der  Berührungspunkt  Ft  des  Haupt- 
strahls mit  /,■ 4 bei  der  Rotation  dieser  kaustischen  Kurve  be- 
schreibt, und  der  daher  auf  der  Ebene  der  Zeichnung  senkrecht 
steht,  so  daß  er  sich  nahezu  auf  den  Punkt  F%  in  der  Zeichnung 
projiziert.  Diese  unendlich  kleine  Bahn  von  Ft  ist  also  hier  die 
zweite  Brennlinie,  und  man  bemerkt,  daß  dieselbe  im  vorliegenden 
Falle  nicht  eine  scharfe  Kante,  sondern  eine  durch  die  Mitte  des 
kaustischen  Fläehenstücks  hindurchgehende  Kurve  auf  demselben 
darstellt.  Je  enger  das  astigmatische  Strahlenbündel  ist,  um  so 
mehr  schrumpft  das  hier  in  Frage  kommende  Stück  der  kausti- 
schen Fläche  auf  die  kleine  durch  F«  gehende  Brennlinie  zu- 
sammen, so  daß  schließlich  im  vorliegenden  speziellen  Falle,  der 
sich  bei  jeder  Brechung  eines  weit  geöffneten  homozentrischen 
Strahlenbündels  an  einer  brechenden  Rotationsfläche  realisiert 
findet,  bei  dem  unendlich  dünnen  Bündel  die  Strahlen  in  erster 
Annäherung  durch  die  beiden  Brennlinien  hindurchgehen,  von 
denen  die  eine  geradlinig  ist,  aber  den  Hauptstrahl  unter  einem 
spitzen  Winkel  schneidet,  während  die  andere  infolge  der  Sym- 
metrie der  Wellenfläche  zu  der  Meridianebene  des  Punktes  E 
zwar  senkrecht  auf  dem  Hauptstrahle  steht,  aber  gekrümmt  ist 

Zur  Hebung  des  Astigmatismus  eines  Strahlenbündels  ist  zu- 
nächst erforderlich,  daß  man  die  Entfernung  der  beiden  Brenn- 
punkte Ft,  F.:  auf  dem  Hauptstrahl,  die  sogen.  „astigmatische 
Differenz“,  zum  Verschwinden  gebracht  hat  Damit  ist  aber  im 
allgemeinen  die  Homozen trizität  des  Bündels  noch  nicht  erreicht, 
da  die  beiden  kaustischen  Flächen  dabei  nicht  gleichzeitig  in  einen 
Punkt  zusammenzuschrumpfen  brauchen.  Es  ist  nicht  einmal 
nötig,  daß  mit  dem  Verschwinden  der  astigmatischen  Differenz  die 
beiden  kaustischen  Flächen  in  eine  einzige  verschmelzen,  so  daß 
der  Astigmatismus  nur  auf  dem  Hauptstrahl  des  Bündels  gehoben 
zu  sein  braucht.  Es  ist  zuweilen  üblich,  ein  derartiges  Strahlen- 
bündel zum  Unterschiede  von  dem  streng  homozentrischen  Strahlen- 
bündel als  „anastigmatisch“  zu  bezeichnen. 

Ein  anastigmatisches  Strahlenbündel  stellt  z.  B.  schon  bei  der 
Brechung  an  einer  einzigen  Kugelfläche  oder  Rotationsfläche  ein 
nicht  gerade  unendlich  dünnes,  aber  doch  immerhin  sehr  enges 
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Bündel  von  Zentralstrahlen  dar,  dessen  Hauptaxe  also  mit  der 
optischen  Axe  zusammenfällt.  Wenn  es  auch  für  die  meisten 
praktischen  Zwecke  erlaubt  ist,  ein  solches  Bündel  von  Zentral- 
strahlen als  homozentrisch  aufzufassen,  wie  es  früher  angenommen 
wurde,  so  hat  man  es  jedoch  imgrunde  auch  hierbei  nicht  mit 
absoluter  Homozentrizität  zu  tun.  Es  existieren  vielmehr  auch 
hier  zwei,  allerdings  nur  wenig  ausgedehnte  kaustische  Flächen, 
von  denen  die  eine  den  Spitzenteil  der  kaustischen  Rotationsfläche 
in  Fig.  263  darstellt,  während  die  andere  in  eine  von  der  Spitze 
ausgehende  sehr  kleine  Strecke  auf  der  Axe  zusammenge- 
schrumpft  ist. 

Abgesehen  von  dem  speziellen  Falle  der  Brechung  an  einer 
Rotationsfläche  werden  im  all- 
gemeinen bei  den  anastigina- 
tischen  Strahlenbündeln  beide 
kaustischen  Flächen  als  krumme 
Flächen  erscheinen.  So  besitzt 
z.  B.  bei  einem  zentrierten  op- 
tischen System  das  von  einem 
außerhalb  der  Axe  liegenden 
Punkte  ausgehende  Strahlen- 
bündel nach  den  eingehenden 
Untersuchungen  von  L.Seidel*) 
im  Objektraume  allgemein  zwei 
kaustische  Flächen  mit  Spitzen, 
welche  bei  Hebung  der  astigma- 
tischen Differenz  natürlich  in 
denselben  Punkt  des  Haupt-  F>g-  264 

Strahles  fallen  müssen.  Diese 

beiden  sich  gegenseitig  durchdringenden  kaustischen  Flächen  haben 
nach  L.  Schleiermacher0*)  etwa  die  durch  Fig.  264  dargestellte 
Gestalt;  die  eine  weicht  nicht  allzusehr  von  der  kaustischen  Rota- 
tionsfläche bei  Unterkorrektion  eines  von  einem  Axenpunkt  aus- 
gehenden Strahlenbündels  ab,  während  die  andere  dadurch  charak- 
terisiert ist,  daß  sie  vier  scharf  hervortretende  Kanten  in  regel- 
mäßiger Anordnung  besitzt  In  Querschnitten,  die  zum  Haupt- 
strahl senkrecht  genommen  sind,  weist  die  erste  kaustische  Fläche 

*)  L.  Seidel,  Zur  Dioptrik  Astron.  Nadir.  Nr.  1027  bis  1029.  185G. 

**)  Vgl.  Math.  Modelle,  angefertigt  im  math.  Institut  der  technischen 
Hochschule  in  München.  II.  Abt. 
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die  Form  eines  an  vier  Seiten  zusammengedrüekten  Ovals  auf, 
während  die  andere  kaustische  Fläche  als  Querschnitte  durch 
Bögen  gebildete  und  mit  scharfen  Spitzen  versehene  Vierecke  be- 
sitzt. Dabei  liegen  die  Querschnitte  beider  Flächen  etwa  so  zu- 
einander, wie  es  in  Fig.  265  dargestellt  ist,  wobei  das  kleinere 
Bild  einer  nahe  den  Spitzen  liegenden,  und  das  größere  einer  von 
den  Spitzen  weiter  entfernten  Stelle  entspricht 

Nach  A.  Gullstrand*)  haben  auch  für  das  im  Auge  gebrochene 
Strahlenbündel,  dessen  Hauptstrahl  mit  der  Augenaxe  zusamraen- 
fällt,  beide  kaustischen  Flächen  die  Form  von  Trichtern,  deren 
Spitzen  im  Falle  der  Aufhebung  des  Astigmatismus  für  die  Augen- 
axe in  einem  Punkte  der  letzteren  zusammenfallen,  wobei  sie  von 
dem  einfallenden  Lichte  abgewendet  sind.  Würden  alle  brechen- 


den Flächen  im  Auge  exakte  Rotationsflächen  in  bezug  auf  die 
Augenaxe  als  Umdrehungsaxe  darstellen,  und  außerdem  die  zwischen 
zwei  aufeinanderfolgenden  brechenden  Flächen  eingeschlossenen 
Medien  homogen  sein,  so  müßten  sich  diese  beiden  kaustischen 
Flächen  natürlich  auch  als  Rotationsflächen  erweisen.  Das  ist 
aber  beim  Auge  nicht  der  Fall,  sondern  der  eine  Trichter  hat  im 
Querschnitt  mehr  die  Form  einer  Ellipse  bzw.  eines  Vierecks  mit 
abgerundeten  Ecken,  während  der  andere  wie  beim  vorhergehenden 
Beispiele  in  symmetrischer  Anordnung  Kanten  besitzt,  und  zwar 
so,  daß  sich  der  Querschnitt  durch  beide  Trichter  nach  den  Gull- 
strandschen  Untersuchungen  je  nach  dem  Zustande  des  Auges 
annähernd  in  der  einen  oder  anderen  schematischen  Form  von 
Fig.  266  darstellt.  Diese  Form  des  astigmatischen  bzw.  anastig- 

*)  A.  Gullstrand,  Die  allgemeine  Theorie  der  monochromatischen 
Aberrationen  und  ihre  nächsten  Ergebnisse  für  die  Ophthalmologie.  Nova 
acta  Regiae  societatis  scientianim  Upsaliensis.  Seriei  tertiae  Yol.  XX. 
Fase.  1.  liKJl. 
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matisehen  Strahlenbündels  im  Auge  gibt  eine  befriedigende  Er- 
klärung für  die  um  einen  leuchtenden  Punkt  in  der  Regel  zu  be- 
obachtenden Sternfiguren;  sie  läßt  auch  weiterhin  Schlüsse  auf 
die  Gestalt  der  brechenden  Flächen  und  die  Beschaffenheit  der 
zwischen  ihnen  liegenden  Medien  zu. 

Nach  Gullstrand  ist  die  Gestalt  der  kaustischen  Flächen  im 
Auge  nicht  etwa  aus  einer  durch  den  anatomischen  Bau  der 
Linse  bedingten  Variation  des  Brechungsindex  abzuleiten,  sondern 
sie  deutet  vielmehr  darauf  hin,  daß  die  Linsensubstanz  infolge 
der  Spannung  der  Zonula  in  verschiedenen  Hauptschnitten  unter 
verschieden  hohen  Druck  gesetzt  ist  Ob  dabei  eine  Defor- 
mation der  vorderen  Linsenfläche  vorhanden  ist,  oder  ob  die 
Druck  Verhältnisse  bewirken,  daß  der  Brechungsindex  der  Linse 
in  den  Normalschnitten,  welche  den  Ciliarfortsätzen  entsprechen, 
nach  anderen  Gesetzen  peripherwärts  abnimmt  als  in  den 
zwischenliegenden  Normalschnitten,  läßt  sich  zwar  nur  schwer 
entscheiden.  Da  der  Linsenrand  im  lebenden  Auge  eingekerbt 
erscheint,  was  u.  a.  nach  Iridektomie  bestätigt  werden  kann,  so 
neigt  Gullstrand  der  ersten  Annahme  zu  und  faßt  demnach  die 
Strahlen  der  um  einen  hellen  Punkt  sichtbaren  Sternfigur  gewisser- 
maßen als  den  optischen  Ausdruck  für  die  Kraftlinien  der  Zonula- 
spannung  auf.  Jedenfalls  läßt  sich  die  Gestalt  der  kaustischen 
Flächen  weder  durch  die  von  einer  Rotationsfläche  abweichenden, 
und  etwa  einem  dreiaxigen  Ellipsoid  (n.  Helmholtz)  oder  einem 
elliptischen  Paraboloid  entsprechenden  Gestalt  der  Hornhaut,  noch 
auch  durch  die  Schichtung  der  Linse,  deren  gesetzmäßiger  Lauf 
von  Matthiessen  eingehend  untersucht  worden  ist,  in  einwand- 
freier Weise  erklären. 

Trotzdem  hat  der  Verlauf  der  gebrochenen  Strahleubündel 
mit  senkrecht  auf  die  brechenden  Flächen  auffallendem  Haupt- 
strahl immerhin  einige  Ähnlichkeit  mit  dem  Strahlenbündelverlauf 
beim  Auge,  sofern  die  brechenden  Flächen  nicht  mehr  Rotations- 
flächen, sondern  irgendwie  stetig  gekrümmte  Flächen  darstellen. 
Weisen  dabei  die  Hauptschnitte  insbesondere  bei  einer  brechenden 
Fläche  gleiche  Krümmung  auf.  so  hat  man  es  nach  der  Brechung 
eines  homozentrischen  Bündels  wieder  mit  einem  anastigmatischen 
Strahlenbündel  zu  tun,  während  bei  verschiedener  Krümmung  der 
Hauptschnitte  der  brechenden  Fläche  das  Strahlenbündel  natürlich 
astigmatisch  ist,  und  zwar  mit  mehr  oder  weniger  regelmäßiger 
Form  der  beiden  kaustischen  Flächen,  je  nachdem  die  brechende 
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Fläche  mehr  oder  weniger  Regelmäßigkeiten  und  Symmetrien 
aufweist. 

Einen  besonders  bemerkenswerten  und  für  die  Medizin  wich- 
tigen Fall  von  Astigmatismus  eines  Strahlenbündels  mit  senkrecht 
auf  die  brechende  Fläche  auffallendem  Hauptstrahl  erhält  man 
bei  der  Brechung  eines  homozentrischen  Strahlenbündels  an  einer 
Zylinderfläche. 

In  Fig.  267  findet  sich  eine  Zylinderfläehe  dargestellt,  welche 
die  Grenze  zwischen  einem  dünneren  und  einem  dichteren  Mittel 
bilden  möge;  die  Zylinderaxe  stehe  vertikal.  Als  optische  Axe 
kann  man  eine  auf  der  Zylinderaxe  senkrecht  stehende  und 
dieselbe  in  einem  Funkte  (A'  in  der  Figur)  durchschneidende  Gerade 
auffassen.  Denkt  man  nun  durch  diese  optische  Axe  zwei  Ebenen 
und  <£.  gelegt,  von  denen  die  eine  auf  der  Zylinderaxe  senk- 
recht steht  und  daher  die  Zylinderfläche  in  einem  Kreis  durch- 
schneidet, während  die  andere  durch  die  Zylinderaxe  bindorchgeht 
und  die  Zylinderfläche  in  einer  Geraden  schneidet,  so  werden  die 
beiden  in  diesen  Ebenen  liegenden  Teilbüschel  eines  von  einem 
Axenpunkte  P ausgehenden  Strahlenbündels  in  sehr  verschiedener 
Weise  gebrochen.  Das  der  Ebene  angehörende  Strahlenbüschel 
wird  bei  geeignetem  Abstand  des  Punktes  P von  der  Zylinderfläche 
konvergent  gemacht,  so  daß  die  der  Axe  zunächst  liegenden 
Strahlen  in  einem  Punkte  i\  hinter  der  brechenden  Fläche  ver- 
einigt werden,  welcher  die  Spitze  einer  in  der  Ebene  G,  liegenden 
kaustischen  Linie  (vgl.  die  Figur)  darstellt,  die  nach  den  früheren 
Erörterungen  über  die  sphärische  Aberration  auf  l'nterkorrektiou 
hinweisen  muß.  Das  in  der  Ebene  liegende  Strahlenbüschel 
ist  dagegen  auch  nach  der  Brechung  noch  divergent,  so  daß  die 
der  Axe  zunächst  liegenden  Strahlen  dieses  Büschels  nach  der 
Brechung  von  einem  Punkte  Ft  vor  der  brechenden  Fläche  her- 
zukommen scheinen,  der  aber  weiter  von  dieser  entfernt  ist  wie 
das  Zentrum  P des  einfallenden  Strahlenbündels.  Nach  dem 
früheren  muß  auch  dieses  Strahlenbüschel  unterkorrigiert  sein,  so 
daß  Ft  die  Spitze  einer  in  @2  liegenden  kaustischen  Kurve  F 
von  der  in  der  Figur  angedeuteten  Gestalt  und  Lage  darstellt. 

Es  gehören  also  bei  einer  brechenden  Zylinderfläche  zu  einem 
Punkte  P auf  der  optischen  Axe  wieder  zwei  Punkte  auf  der  Axe, 
in  denen  die  letztere  nach  der  Brechung  von  benachbarten  Strahlen 
geschnitten  wird.  Von  diesen  beiden  Punkten  F,  und  Ft,  die 
also  die  Brennpunkte  des  unendlich  dünnen  Struhlenbündels  mit 
der  optischen  Axe  als  Hauptstrahl  darstellen,  ist  der  erste  im 
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vorliegenden  Falle  reell  und  der  zweite  virtuell.  Für  andere 
Lagen  des  Punktes  P näher  an  der  zylindrischen  Fläche  kann 
auch  der  erste  Brennpunkt  des  Strahlenbündels  virtuell  werden, 
während  der  zweite  Brennpunkt  in  jedem  Falle  virtuell  bleibt. 

Nach  den  obigen  Erörterungen  über  das  Verhalten  eines  all- 
gemeinen Strahlenbündels  versteht  man,  daß  die  kaustische  Kurve 
mit  der  Spitze  b\  den  Schnitt  einer  ersten  kaustischen  Fläche 
mit  der  Ebene  G,  darstellt,  und  daß  diese  kaustische  Fläche,  welche 


t 


Fig.  267 


in  der  Figur  im  Interesse  der  Klarheit  derselben  nicht  weiter 
ausgeführt  worden  ist,  im  vorliegenden  Falle  zu  G,  symmetrisch 
ist  und  daher  diese  Ebene  in  h\  rechtwinklig  durch  schneidet. 
Diese  kaustische  Fläche  wird  etwa  die  Gestalt  der  in  Fig.  262 
auf  S.  847  angedeuteten  ersten  kaustischen  Fläche  aufweisen  und 
insbesondere  eine  scharfe  Kante  besitzen,  welche  die  Ebene  G, 
im  Punkte  Fi  rechtwinklig  durchschneidet.  Ebenso  wird  die 
kaustische  Kurve  /,ä  mit  der  Spitze  Ft  den  Schnitt  einer  zweiten 
(in  der  Figur  ebenfalls  nicht  weiter  ausgeführten)  kaustischen 
Fläche  mit  der  Ebene  G.  darstellen;  und  zwar  wird  diese 
kaustische  Fläche,  welche  etwa  die  Gestalt  der  zweiten  kaustischen 
Fläche  in  Fig.  262  besitzt,  zu  ®..  symmetrisch  liegen  und  daher 
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diese  Ebene  rechtwinklig  durchschneiden.  Insbesondere  wird  auch 
hier  I\  den  rechtwinkligen  Schnitt  einer  an  der  kaustischen  Fläche 
vorhandenen  scharfen  Kante  darstellen. 

Beschränkt  man  sich  auf  ein  unendlich  dünnes  Strahlen- 
bündel mit  dem  Hauptstrahl  PK , so  kommt  von  den  Kanten  der 
beiden  kaustischen  Flächen  nur  je  ein  unendlich  kleines  Stück 
FlF,F‘  bzw.  FiFtF'i  in  Frage,  welches  in  erster  Annäherung  als 
geradlinig  aufgefaßt  werden  kann.  Diese  kleinen  Strecken  stellen 
dann  die  beiden  Brennlinien  dar,  durch  welche,  wiederum  nur 
in  erster  Annäherung,  die  sämtlichen  Strahlen  des  unendlich  dünnen 
Bündels  hindurchgehen,  in  entsprechender  Weise  wie  es  Fig.  261 
auf  S.  841  für  das  allgemeine  astigmatische  Strahlenbündel  ver- 
anschaulichte. 

Durch  die  Brechung  au  einer  Zylinderfläche  erhält  man  also 
von  einem  leuchtenden  Punkte  zwei  getrennte  Bilder,  welche 
selbst  bei  unendlich  dünnen  Strahlenbündeln  nicht  ganz  scharf, 
sondern  in  je  eine  kleine  Brennlinie  auseinandergezogen  erscheinen. 
Die  eine  Brennlinie  hat  die  Richtung  der  Zylinderaxe  und  kann, 
je  nach  der  Lage  des  leuchtenden  Punktes  P vor  der  Zylinder- 
fläche, sowohl  reell  als  auch  virtuell  sein;  die  andere  Brennlinie 
ist  dagegen  zu  der  Zylinderaxe  senkrecht  gerichtet  und  dabei  stets 
virtuell.  Hat  man  nun  nicht  nur  einen  leuchtenden  Punkt,  sondern 
eine  geradlinige  leuchtende  Strecke,  so  hängt  die  Schärfe  der  beiden 
Bilder  vor  allen  Dingen  von  der  Richtung  des  Objektes  ab.  Hat 
die  leuchtende  Strecke  die  Richtung  der  Zylinderaxe,  so  wird  die 
zu  jedem  Punkte  derselben  gehörende  erste  Bildstrecke,  wie  man 
unmittelbar  aus  Fig.  267  erkennt,  ebenfalls  der  Zylinderaxe  parallel 
laufen;  alle  diese  kleinen  Brennstrecken  liegen  daher  auf  derselben 
Geraden,  so  daß  man  also  von  der  leuchtenden  Strecke  eine  erste 
scharfe  Bildstrecke  erhält.  Da  die  zweite  Brennstrecke  eines  jeden 
Punktes  der  leuchtendenStrecke  zu  der  letzteren  senkrecht  gerichtet 
ist,  so  muß  dagegen  die  zweite  Bildstrecke  unscharf,  nämlich  senk- 
recht zu  ihrer  Richtung  verbreitert  erscheinen.  Umgekehrt  verhält 
es  sich  mit  einer  leuchtenden  Strecke,  die  zur  Zylinderaxe  senk- 
recht gerichtet  ist.  Bei  dieser  muß,  wie  man  ohne  weiteres  an 
der  Hand  von  Fig.  267  bestätigen  wird,  die  erste  Bildstrecke  un- 
scharf erscheinen,  während  die  zweite  bei  nicht  zu  großer  Aus- 
dehnung der  leuchtenden  Strecke  scharf  sein  wird. 

Ähnlich  wie  bei  einer  einzigen  brechenden  Zylinderfläche  ge- 
stalten sich  die  Verhältnisse  bei  einer  sogen.  Zylinderlinse,  d.  h. 
einer  Linse,  die  entweder  durch  zwei  Zyliuderflächen  mit  parallelen 
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Zylinderaxen,  oder  im  speziellen  Falle  durch  eine  Zylinderfläche 
und  eine  ebene  Fläche  begrenzt  ist. 

In  der  Praxis  dienen  die  Zylinderlinsen  vielfach  dazu,  von 
einer  geradlinigen  Objektstrecke  eine  scharfe  Bildstrecke  zu  erhalten. 
Vor  allen  Dingen  geben  aber  die  Zylinderlinsen  ein  wertvolles 
Mittel  ab,  den  Astigmatismus  eines  Auges  bis  zu  gewissem  Grade 
zu  heben.  Zu  letzterem  Zwecke  verwendet  man  in  der  Regel 
entweder  nur  Zylindergläser,  welche  auf  der  einen  Seite  plan  ge- 
schliffen sind,  oder  man  kombiniert  eine  zylindrische  Fläche  auf 
der  einen  mit  einer  rein  sphärischen  Fläche  von  geeigneter  Krüm- 
mung auf  der  anderen  Seite,  um  neben  dem  Astigmatismus  gleich- 
zeitig etwaige  Myopie  oder  Hvpermetropie  des  Auges  zu  korrigieren. 

Wie  bei  Zylinderflächen  und  Zylinderlinsen  kann  man  allge- 
mein bei  astigmatischer  Brechung  oder  auch  Reflexion  von  einer 
geradlinigen  Strecke  ein  scharfes  Bild  erhalten,  wenn  die  Richtung 
derselben  mit  der  Richtung  einer  der  beiden  Brennlinien  überein- 
stimmt, so  daß  die  zu  den  einzelnen  Punkten  der  leuchtenden 
Geraden  gehörenden  Brennstrecken  teilweise  zur  Deckung  kommen 
bzw.  in  dieselbe  Gerade  fallen.  Das  gleiche  gilt  von  einer  Schar 
paralleler  Geraden.  Es  gibt  dann  immer  zwei  verschiedene,  zu- 
einander senkrechte  Orientierungen  dieser  Geraden  im  Raume,  in 
denen  diese  wieder  als  parallele  Gerade  scharf  abgebildet  werden, 
wobei  aber  die  Lage  der  Bilder  für  jede  der  beiden  Orientierungen 
eine  andere  ist.  So  kommt  es,  daß  von  einem  aus  zwei  zueinan- 
der senkrechten  Scharen  paralleler  Geraden  gebildeten  Kreuzgitter 
bei  geeigneter  Orientierung  desselben  die  Geraden  beider  Scharen 
scharf  abgebildet  werden;  die  Bilder  liegen  aber  in  zwei  verschie- 
denen Ebenen. 

Der  Astigmatismus  des  menschlichen  Auges,  welcher  nahezu 
bei  jedem  Individuum  in  geringem  Grade  vorhanden  ist,  läßt  sich 
daher  daran  erkennen,  daß  dasselbe  von  den  beiden  Scharen 
paralleler  Geraden  eines  geeignet  orientierten  Kreuzgitters  immer 
nur  eine  Schar  auf  einmal  scharf  sieht.  Die  Sehweite  ist  also 
bei  einem  bestimmten  Akkommodationszustande  des  Auges  für 
die  beiden  Scharen  verschieden.  Nach  Donders  gibt  die  Differenz 
der  reziproken  Werte  dieser  beiden  Sehweiten  ein  geeignetes  Maß 
für  den  Astigmatismus  des  betreffenden  Auges  ab,  wobei  nach 
dem  früheren  dieses  Maß  direkt  in  Dioptrien  ausgedrückt  ist,  so- 
fern man  die  Sehweiten  in  Metern  gemessen  hat. 
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4.  Abbildung  ausgedehnter  Objekte.  Airysche  Tangenten- 
bedingung. 

Wie  schon  früher  hervorgehoben  wurde,  kann  man  zwar 
nicht  ein  ausgedehntes  Objekt,  aber  doch  wenigstens  eine  ausge- 
dehnte Fläche  im  allgemeinen  mit  genügender  Schärfe  abbilden, 
wenn  man  sich  dabei  auf  unendlich  dünne  Strahlenbündel  be- 
schränkt Um  eine  derartige  Abbidung  zu  realisieren,  ist  vor  allen 
Dingen  der  Astigmatismus  in  den  einzelnen  abbildenden  Strahlen- 
bündeln zu  beseitigen,  damit  man  nicht  zu  jedem  Punkte  des 
ausgedehnten  flächenförmigen  Objektes  zwei  Bildpunkte  bzw.  zwei 
getrennte  kleine  Bildlinien  (die  Brennlinien  des  abbildenden  Bün- 
dels) erhält.  Eine  Aufhebung  des  Astigmatismus  ist  im  bestimm- 
ten Falle  durch  geeignete  Wahl  der  Krümmungsradien  und  gegen- 
seitigen Stellung  der  brechenden  Flächen  und  der  im  System  vorhan- 
denen Blenden,  sowie  der  Brechungsindizes  der  zwischen  den 
brechenden  Flächen  liegenden  Medien  praktisch  fast  immer  mög- 
lich und  in  den  optischen  Systemen  mit  relativ  großem  Sehfelde, 
wie  sie  die  Okulare  des  Mikroskopes  und  der  Fernrohre,  zusam- 
mengesetzte Lupen,  photographische  Objektive  usw.  darstellen,  in 
der  Regel  auch  tatsächlich  mehr  oder  weniger  erreicht  worden. 
Dagegen  hat  sich  bis  jetzt  auf  theoretischem  Wege  bei  beliebig 
großer  Neigung  der  abbildenden  Strahlen  gegen  die  Axe  kein  all- 
gemeingiltiges  Kriterium  dafür  auffinden  lassen,  das  etwa  der 
Sinusbedingung  für  die  Erreichung  des  Aplanatismus  an  die  Seite 
zu  stellen  wäre. 

Wenn  nun  der  Astigmatismus  für  die  ganze  Ausdehnung  eines 
flächenförmigen  Objektes  beseitigt  ist,  so  ist  zwar  damit  eine 
punktweise  scharfe  Abbildung  desselben  gegeben,  dem  Bilde  können 
aber  dann  im  allgemeinen  noch  zwei  weitere  Fehler  anhaften,  die 
man  als  „Bildfeldkrümmung“  oder  kurz  „Bildwölbung“ 
und  als  „Bildverzeichnung“  oder  „Bildverzerrung“  bezeich- 
net hat 

Solange  in  einem  optischen  System  noch  Astigmatismus  für 
die  einzelnen  unendlich  dünnen  Strahlenbündel  besteht,  verteilen 
sich  die  zu  den  Punkten  eines  flächenförmigen  Objektes  gehören- 
den beiden  Bildpunkte  bzw.  die  beiden  kleinen  Brennlinien  der 
unendlich  dünnen  Strahlenbündel  auf  zwei  verschiedene  Flächen, 
die  im  Falle  eines  zentrierten  Systems  Rotationsflächen  mit  der 
optischen  Axe  als  Rotationsaxe  darstellen  und  sich  in  ihrem 
Schnittpunkte  mit  der  Axe  berühren.  Diese  beiden  Rotations- 
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flächen  stellen  dann  die  zu  der  Objektfläche  gehörenden  Bild- 
flächen dar;  und  zwar  enthält  die  eine  die  durch  die  meridionalen 
Strahlenbüschel  (vgl.  die  auf  S.  849  eingeführte  Bezeichnungs- 
weise), die  andere  die  durch  die  sagittalen  Strablenbüschel  er- 
zeugten Bildpunkte.  Man  unterscheidet  sie  daher  als  meridio- 
nale  und  sagittale  Bildfläche  voneinander.  Wenn  nun  der 
Astigmatismus  in  allen  abbildenden  Strahlenbündeln  gehoben  ist, 
so  fallen  beide  Bildflächen  in  eine  zusammen.  Diese  gemeinsame 
Bildfläche  wird  aber  im  allgemeinen  nicht  dieselbe  Form  wie  die 
Objektfläche  aufweisen;  ist  letztere  eben,  so  kann  die  Bildfläche 
gekrümmt  sein  und  umgekehrt.  Entspricht  einer  ebenen  Objekt- 
fläche eine  gekrümmte  Bildfläche,  so  redet  man  dann  von  Bild- 
feldkrümmung  oder  Bildwölbung.  Der  Fehler  der  Bildfeldkrüm- 
mung ist  bei  den  optischen  Instrumenten  zum  subjektiven  Ge- 
brauche nicht  so  störend  wie  bei  den  Projektionssystemen, 
z.  B.  den  photographischen  Objektiven.  Bei  letzteren  ist  es  in 
neuerer  Zeit  durch  Anwendung  der  neuen  Jenaer  Gläser  gelungen, 
neben  der  Hebung  des  Astigmatismus  auch  die  Bildwölbung  zu 
beseitigen  und  damit  eine  sog.  anastigmatische  Bildebenung  her- 
beizuführen. 

Schwerwiegender  als  der  Fehler  der  Bildfeldkrümmung  ist  in 
vielen  Fällen  die  Verzeichnung  oder  Verzerrung  des  Bildes,  welche 
sich  dadurch  kundgibt,  daß  das  Bild  dem  ausgedehnten  Objekte 
nicht  in  allen  Teilen  ähnlich  erscheint;  dies  ist  darauf  zurückzu- 
führen, daß  die  laterale  Vergrößerung  für  Punkte  in  verschiedener 
Entfernung  von  der  Axe  verschiedenen  Wert  besitzt.  Ein  zur 
Axe  senkrechtes  Quadrat,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Axe  liegt, 
erscheint  dann  im  Bilde  als  Viereck  mit  nach  außen  konkav  oder 
nach  außen  konvex  gekrümmten  Seiten,  je  nachdem  die  Vergröße- 
rung nach  dem  Bande  des  Sehfeldes  zu  wächst  oder  abnimmt. 
Ist  dagegen  das  Bild  dem  Objekte  durchaus  ähnlich,  so  redet  man 
von  „Orthoskopie“.  Die  Bedingung  für  die  Orthoskopie  ist  sehr 
einfach;  sie  unterscheidet  sich  von  der  früher  abgeleiteten  Be- 
dingung für  den  Aplanatismus  allein  dadurch,  daß  an  Stelle  der  Sinus 
die  trigonometrischen  Tangenten  treten.  Dies  läßt  sich  auf  fol- 
gende Weise  ableiten. 

Die  von  einem  Objektpunkte  ausgehenden  Strahlenbündel 
werden  in  optischen  Systemen  immer  durch  eine  bestimmte 
Blende,  die  im  besonderen  Falle  auch  durch  die  Fassung  einer 
Linse  gegeben  sein  kann,  begrenzt.  Diese  Blende,  welche,  wie 
später  noch  ausführlicher  dargelegt  werden  soll,  die  sog.  „Ein- 
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trittspupille“  des  optischen  Systems  darstellt,  ist  in  Fig.  268  an- 
gedeutet und  mit  B bezeichnet  worden,  ln  dem  auf  der  Axe 
liegenden  Mittelpunkte  0 der  Blendenöffnung  schneiden  sich  dann 
die  Hauptstrahlen  aller  Bündel,  welche  von  den  Punkten  eines  in 
P auf  der  Axe  senkrecht  stehenden  ebenen  Objektes  ausgehen, 
wie  dies  für  die  beiden  Objektpunkte  P,  und  R,  schematisch  an- 
gedeutet worden  ist.  Wie  nun  auch  das  optische  System  zu- 
sammengesetzt ist,  immer  werden  die  aus  demselben  austretenden 
Strahlenbündel,  welche  den  Bildpunkten  der  einzelnen  Objekt- 


B 

Fig.  268 


jtunkte  entsprechen,  wiederum  durch  eine  Blende  B‘  begrenzt  sein, 
die  sich  an  der  dem  Punkte  0 konjugierten  Stelle  0'  auf  der 
Axe  befinden  und  überhaupt  das  vom  System  entworfene  Bild 
der  Eintrittspupille  B sein  muß;  man  bezeichnet  dieselbe  als  die 
„Austrittspupille“  des  Systems.  In  Fig.  268  ist  rein  schematisch 
nur  noch  diese  Blende  mit  den  von  den  Bildpunkten  P‘t  und  P,J 
der  Objektpunkte  P,  und  P.  ausgehenden  Strahlenbündeln  einge- 
zeichnet worden.  Ein  Blick  auf  die  früheren  Figg.  240  bis  240 
orientiert  über  das  Zustandekommen  der  abbildenden  Bündel  im 
speziellen  Falle  des  Mikroskope«.  Während  die  Hauptslrahlen  der 
Strahlenbündel  im  Objektraume  alle  durch  die  Blendenmitte  0 
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hindurchgehen,  schneiden  sich  die  Hauptstrahlen  der  Bündel  im 
Bildraume  sämtlich  in  der  konjugierten  Blendenmitte  0‘. 

Bezeichnet  man  die  Axenwinkel  der  von  P,  und  /’.  bzw. 
und  Pj  ausgehenden  Hauptstrahlen  mit  a,  und  iu  bzw.  n,  und 
ut  und  die  Axenabstände  dieser  vier  Punkte  bzw.  mit  //, , yit  y\ 
und  y3,  so  ergeben  sich  aus  der  Figur  die  Beziehungen 

//,  = PO  • tan  Hi  y\  = P'CY  tan  u\ 

und 

y*  = PO  ■ tan  u*  y\  — P‘0‘  ta  n tit . 

Wenn  nun  das  Bild  P‘P[P'%  dem  Objekte  in  allen  Teilen  ähn- 
lich sein  soll,  so  muß  stets 

ui‘Ut=y*-u\ 

sein,  wo  auch  die  Punkte  P,  und  P4  und  ihre  Bilder  liegen. 
Diese  Bedingung  ist  aber  nach  den  obigen  Beziehungen  damit 
identisch,  daß 

tanu,  tanu. 
tan  u\  tan 

sein,  also  einen  von  der  Lage  der  Objektpunkte  unabhängigen 
konstanten  Wert  haben  muß. 

Für  Punkte,  welche  sehr  nahe  der  Axe  liegen,  so  daß  die 
Hauptstrahlen  der  von  ihnen  ausgehenden  Bündel  als  Zentral- 
strahlen gelten  können,  hat  das  Verhältnis  der  trigonometrischen 

fl* 

Tangenten  ihrer  Axenwinkel  nach  dem  früheren  den  Wert  ß. 

Man  erhält  daher  als  Bedingung  für  die  Orlhoskopie 

tan  u ri 
tan  n‘  n 1 ’ 

Diese  Bedingung,  die  man  als  die  Airysche  Tangentenbe- 
dingung bezeichnet,  sagt  also  aus,  daß  im  Falle  konstanter  Ver- 
größerung die  konjugierten  Hauptstrahlen  aller  von  den  Punkten 
des  Objektes  ausgehenden  Strahlenbündel  ein  konstantes  Tan- 
gentenverhältnis ihrer  Axenwinkel  besitzen  müssen,  dessen  Wert 
n‘ 

ß ist  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  nennt  man  die  Schnittpunkte  0 

und  (Y  der  Hauptstrahlen  im  Objekt-  und  Bildraume  „ortho- 
skopische  Punkte1“.  Dieselben  stellen  dann  die  Zentren  der 
Perspektive  von  Objekt  und  Bild  dar. 
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Ein  bei  den  photographischen  Objektiven  u.  a.  angewendetes 
spezielles  Mittel,  Orthoskopie  der  abbildenden  Strahlen  herzustellen, 
besteht  darin,  das  System  aus  zwei  gleichen,  aber  symmetrisch 
angeordneten  Teilsystemen  zusammenzusetzen,  und  in  der  Sym- 
metrieebene eine  körperliche  Blende  anzubriDgen,  welche  die 
Strahlen bündel  begrenzt  Es  ist  unmittelbar  einzusehen,  daß  dann 
die  Richtung  konjugierter  Hauptstrahlen  im  Objekt-  und  Bild- 
raume die  gleiche  sein  muß,  so  daß  dann  immer  u — u‘,  und  dem- 
nach die  Tangentenbedingung  erfüllt  ist.  Man  bezeichnet  der- 
artige Objektive,  deren  Zusammensetzung  zuerst  von  A.  Steinheil 
angegeben  ist,  als  „symmetrische  Doublets“;  sie  bieten  außer  dem 
Vorzüge,  absolut  ähnliche  Bilder  ausgedehnter  Objekte  zu  liefern, 
noch  den  Vorteil,  daß  bei  ihnen  infolge  der  Symmetrie  der  früher 
(vgl.  S.  81 2 ff.)  erläuterte  Comafehler  beseitigt  ist. 

Bei  dem  zuletzt  erwähnten  System  hat  man  es  schon  mit 
einer  für  den  bestimmten  Zweck  genügend  genauen  Realisierung 
der  Abbildung  eines  ausgedehnten  Objektes  durch  Strahlenbündel 
von  endlicher  Öffnung  zu  tun.  Das  wäre  zwar,  wie  wiederholt 
angeführt  worden  ist,  unmöglich,  wenn  es  auf  exakt  homozen- 
trische Vereinigung  der  die  Punkte  eines  ausgedehnten  Objektes 
abbildenden  Strahlenbündel  ankäme.  Dies  ist  jedoch  beim  photo- 
graphischen Objektive  in  viel  geringerem  Maße  erforderlich  wie 
beim  Mikroskop  oder  Fernrohr.  Je  geringer  aber  die  Bildschärfe 
zu  sein  braucht,  um  so  ausgedehntere  Objekte  lassen  sich  mit 
einer  für  den  besonderen  Zweck  genügenden  Annäherung  durch 
Strahlenbündel  mit  endlicher  Öffnung  abbilden. 

5.  Über  die  chromatische  Aberration. 

Allen  bisherigen  Erörterungen  lag  die  Voraussetzung  zugrunde, 
daß  man  es  nur  mit  Licht  von  einer  bestimmten  Wellenlänge, 
d.  h.  also  von  einer  bestimmten  Farbe,  zu  tun  hat.  In  Wirklich- 
keit setzt  sich  aber  das  weiße  Licht  bekanntlich  aus  einer  großen 
Menge  verschiedenfarbiger  Strahlen  zusammen,  von  denen  jedem 
eine  andere  Wellenlänge  und  daher  bei  dem  Eintritte  in  ein  neues 
Mittel  auch  ein  anderer  Brechungsindex  zukommt.  Infolgedessen 
erfährt  ein  weißes  Strahlenbündel  beim  Übergang  aus  einem 
Mittel  in  ein  anderes,  von  allen  übrigen  Aberrationen  abgesehen, 
eine  Farbenzerstreuung,  indem  die  Strahlen  von  kleinerer  Wellen- 
länge, wie  blau  oder  violett,  stärker  abgelenkt  werden  als  die 
Strahlen  von  größerer  Wellenlänge,  wie  orange  oder  rot;  denn  der 


Digilized  by  Google 


über  die  chromatische  Aberration.  863 

Brechungsindex  einer  Farbe  ist  bekanntlich  um  so  größer,  je  kleiner 
sich  die  Wellenlänge  herausstellt,  und  umgekehrt. 

Infolgeldieser  als  Dispersion  des  Lichtes  bekannten  Erscheinung, 
welche  in  der  absichtlichen  Erzeugung  eines  breiten  Spektrums  ihren 
glänzendsten  und  sinnfälligsten  Ausdruck  findet,  erleiden  nun  die 
Abbildungsgesetze  eine  weitere  Komplikation.  Ein  ursprünglich  homo- 
zentrisches Bündel  weißer  Lichtstrahlen  erfährt  bei  der  Brechung 
an  den  verschiedenen  Flächen  eines  optischen  Systems  im  allge- 
meinen nicht  allein  Abweichungen  von  der  Homozentrizität  infolge 
der  Kugelgestalt  der  Flächen,  sondern  auch  noch  Abweichungen 
von  der  Homozentrizität  infolge  der  Dispersion.  Wie  man  jene 
als  „sphärische  Aberrationen“  kennzeichnete,  nennt  man  diese 
„chromatische  Aberrationen“.  Als  „achromatisch“  ist 
dann  ein  System  zu  bezeichnen,  bei  welchem  die  chromatischen 
Fehler  entweder  ganz  beseitigt,  oder  doch  wenigstens  so  weit  ge- 
hoben sind,  daß  sie  die  Güte  und  Schärfe  des  Bildes  nicht  mehr 
in  merklichem  Maße  beeinträchtigen. 

Wie  man  nur  dadurch  eine  klare  Vorstellung  von  dem  Wesen 
der  sphärischen  Aberrationen  und  den  Mitteln  zu  ihrer  Beseiti- 
gung erlangen  konnte,  daß  man  sich  zunächst  über  das  Verhalten 
bei  der  Brechung  eines  homozentrischen  Strahlenbündels  an  einer 
einzigen  Kugelfläche  Rechenschaft  gab,  so  empfiehlt  es  sich  auch, 
bei  der  Untersuchung  der  chromatischen  Aberrationen  von  den 
einfacheren  Verhältnissen  bei  der  Brechung  an  einer  Kugelfläche 
auszugehen.  Auch  diese  Untersuchung  läßt  sich,  in  ähnlicher 
Weise  wie  die  Untersuchung  der  sphärischen  Aberration  im 
früheren  ersten  Abschnitte  (S.  784  ff.),  in  ganz  elementarer  und 
dabei  sehr  'anschaulicher  Weise  unter  Vermeidung  aller  kompli- 
zierteren Formeln,  aber  doch  mit  einer  für  den  Mediziner  in  der 
Regel  ausreichenden  Vollständigkeit  durchführen,  wie  sich  im  fol- 
genden zeigen  wird. 

a)  Chromatische  Aberrationen  an  Kugelflüchen,  am  meusehlicben  Auge 
und  an  unendlich  dünnen  Linsen. 

Während  sich  die  sphärische  Aberration  erst  geltend  machte, 
wenn  man  ein  Strahlenbündel  von  endlicher  Öffnung  in  Betracht 
zog,  stellt  sich  chromatische  Aberration  schon  bei  der  Verwendung 
unendlich  enger  Bündel,  d.  h.  also  bei  Zentralstrahlen  oder  Null- 
strahlen, ein.  Es  werden  dann  zwar  die  verschieden  farbigen 
Strahlenbündel  jedes  für  sich  nach  der  Brechung  noch  homo- 
zentrisch  sein,  aber  der  Vereinigungspunkt  der  Bildstrahlen  wird 
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von  Farbe  zu  Farbe  seinen  Ort  auf  der  Axe  wechseln,  da  der 
letztere  ja  von  dem  Verhältnis  der  Brechungsindizes  der  beiden 
durch  die  brechende  Fläche  getrennten  Mittel  abhängt  Handelt 
es  sich  um  Strahlenbündel  von  endlicher  Öffnung,  so  wird  dem- 
nach zu  jeder  Farbe  eine  andere  kaustische  Fläche  gehören,  da 
deren  Spitze  immer  mit  dem  Vereinigungspunkte  der  Zentralstrahlen 
identisch  ist 

Zwischen  dem  Hauptpunktsabstande  s und  dem  Knotenpunkts- 
abstande c für  das  auf  der  Axe  einer  brechenden  Kugelfläche 
liegende  Zentrum  eines  einfallenden  Bündels  von  Zentralstrahlen 
einerseits,  den  entsprechenden  Abständen  s‘  und  c'  für  das  Zentrum 
des  gebrochenen  Strahlenbündels  (Bildpunkt)  andererseits  und  den 
Brechungsindizes  n und  n'  des  vorderen  und  hinteren  Mittels  gilt 
nach  dem  früheren  (vgl.  S.  617)  die  Beziehung: 

s ns 
c*  n ’c 


Für  die  sämtlichen  Strahlen  eines  einfallenden  homozentrischen 

weißen  Lichtbündels  besitzt  denselben  Wert.  Da  nun  aber 

c 

n‘ 

das  Verhältnis  , der  sog.  relative  Brechungsindex,  für  jede 

sJ 

Farbe  einen  anderen  Wert  hat,  so  ändert  sich  das  Verhältnis 

mit  der  Farbe  und  dementsprechend  der  von  dem  letzteren  Ver- 
hältnis abhängende  Ort  des  farbigen  Bildpunktes  auf  der  Axe. 

Aus  der  oben  angegebenen  Form  der  Grundformel  für  die  Abbil- 
dung durch  Zentralstrahlen  ist  ohne  weiteres  zu  ersehen,  daß  für 

s‘ 

jede  Lage  des  leuchtenden  Punktes  auf  der  Axe  der  Quotient  — 

0 


für  eine  bestimmte  Farbe  dem  entsprechenden  Quotient  — für 

den  leuchtenden  Punkt  proportional  ist,  wobei  der  relative  Bre- 
chungsexponent den  Proportionalitätsfaktor  abgibt;  handelt  es  sich 
dagegen  um  einen  Objektpunkt,  der  Strahlen  von  verschiedener 

Farbe  aussendet,  so  ist  der  Quotient  — j für  eine  bestimmte  Lage 

„i 

• , w 

des  Objektpunktes  andererseits  dem  relativen  Brechungsindex 
proportional,  wobei  der  jetzt  konstante  Quotient  — die  Rolle  des 
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Proportionalitätsfaktors  spielt.  Um  sich  die  Bedeutung  der  letz- 
teren Proportionalität  für  die  Art  der  chromatischen  Aberration 
leicht  veranschaulichen  zu  können,  muß  mau  sich  zunächst  dar- 
über Rechenschaft  geben,  welche  Werte  das  Verhältnis  der  Ab- 
stände vom  Hauptpunkte  und  Knotenpunkte  für  die  verschiedenen 
Orte  auf  der  Axe  annimmt. 

Die  Entscheidung  dieser  Frage  ist  ganz  unabhängig  von  den 
besonderen  Verhältnissen  bei  der  Brechung  an  einer  Kugelfläche. 
Sobald  die  Lagen  des  Hauptpunktes  und  Knotenpunktes  (Krüm- 
mungsmittelpunktes) der  brechenden  Fläche  gegeben  sind,  kommt 
jedem  Punkte  der  Axe  ein  ganz  bestimmter  Wert  des  (Quotienten 

— zu.  Es  sind  dabei  nur  zwei  Fälle  auseinander  zu  halten,  je 

nachdem  die  brechende  Kugelfläche  gegen  das  einfallende  Licht 
konvex  oder  konkav  ist.  Im  ersten  Falle  liegt  der  Hauptpunkt 
H vor  dem  Knotenpunkte  Ä",  im  zweiten  Falle  liegt  umgekehrt 
K vor  //. 

Trägt  man  in  jedem  Punkte  der  optischen  Axe  eine  Strecke 
senkrecht  auf,  welche  durch  ihre  Länge  das  Verhältnis  der  Ab- 
stände dieses  Axenpunktes  vom  Hauptpunkte  und  Knotenpunkte 
zur  Darstellung  bringt,  so  wird  durch  die  Endpunkte  aller  dieser 
Strecken  eine  Kurve  bestimmt,  welche  nicht  nur  in  anschaulicher 
Weise  die  Abhängigkeit  dieses  Abstandsverhältnisses  von  dem 
Orte  auf  der  Axe  angibt,  sondern  u.  a.  auch  unmittelbar  die  Art 
der  chromatischen  Aberration  für  Zen  traistrab  len  erkennen  läßt. 

In  Fig.  269  ist  diese  Kurve  für  den  Fall  einer  nach  dem  ein- 
fallenden Lichte  zu  konvexen  Kugelfläche  dargestellt  worden.  Da- 
bei ist  die  Strecke  für  das  Verhältnis  der  Abstände  von  H und  K 
nach  oben  oder  unten  von  der  Axe  aus  abgetragen  worden,  je 
nachdem  dieses  Verhältnis  einen  positiven  oder  negativen  Wert 
besitzt.  Außerdem  ist,  wie  schon  früher  in  den  Figg.  246  bis  249, 
der  Krümmungsradius  r der  brechenden  Fläche  für  die  graphische 
Darstellung  als  Längeneinheit  verwendet  worden.  Man  kann  sich 
leicht  davon  Rechenschaft  geben,  daß  die  Kurve  eine  gleichseitige 
Hyperbel  ist,  deren  eine  Asymptote  der  Axe  parallel  läuft,  so  daß 
also  die  andere  Asymptote  auf  der  Axe  senkrecht  steht.  Es  gilt 
ja  für  jeden  Axenpunkt  stets  die  Beziehung  s — c = r (vgl. 

S.  619).  Bringt  man  dieselbe  durch  Multiplikation  mit  auf  die 

Form 

Fischer,  Medizin.  Physik.  55 
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und  faßt  den  Hauptpunktsabstand  s als  Abszisse  x und  das  Ab- 

ft 

standsverhältnis  — als  Ordinate  y auf,  so  erhält  man  als  Gleichung 

der  Kurve,  bezogen  auf  ein  Koordinatensystem  mit  dem  Haupt- 
punkte H als  Nullpunkt,  der  optischen  Axe  als  Abszissenaxe  und 
dem  Schnitte  •£>  der  Hauptebene  mit  der  Ebene  der  Zeichnung  als 
Ordinatenaxe, 

xy  — x — r-y  — Q. 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel, 
deren  Asymptoten  den  Koordinatenaxen  parallel  laufen,  und  deren 
Mittelpunkt  die  Abszisse  -f-r  und  die  Ordinate  +1  besitzt.  Die 
eine  der  beiden  (in  der  Figur  mit  durchbrochenen  Linien  angedeu- 
teten) Asymptoten  geht  daher  durch  den  Knotenpunkt  K hindurch, 
während  die  andere  im  Abstande  1 der  optischen  Axe  parallel 
läuft.  Setzt  man  r—  1,  was  mit  der  Wahl  des  Krümmungsradius 
als  Längeneinheit  übereinstimmt,  so  hat  auch  die  andere  Asym- 
ptote den  Abstand  1 von  der  Hauptebene. 

Abgesehen  von  der  weiter  unten  zu  erörternden  Verwendbar- 
keit der  gleichseitigen  Hyperbel  in  Fig.  269  für  die  Bestimmung 
der  chromatischen  Aberration  bietet  dieselbe  auch  ein  sehr  wert- 
volles Mittel  dar,  um  sich  in  anschaulicher  Weise  einen  Über- 
blick über  die  gegenseitige  Lage  von  Objekt-  und  Bildpunkt  auf 
der  Axe  unter  den  verschiedensten  Umständen  zu  verschaffen. 
Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  ist  dasselbe  nicht  schon  früher 
an  der  dafür  geeigneten  Stelle  ausführlicher  auseinandergesetzt 
worden. 

Aus  der  oben  wieder  angeführten  Grundbeziehung  zwischen 
den  Haupt-  und  Knotenpunktsabständen  konjugierter  Axenpunkte 
geht  hervor,  daß  man  in  jedem  Falle  das  Verhältnis  dieser  beiden 
Abstände  für  den  Bildpunkt  erhält,  indem  man  das  entsprechende 
Abstandsverhältnis  für  den  konjugierten  Objektpunkt  mit  dem  re- 
lativen Brechungsindex  multipliziert. 

Ist  z.  B.  wie  im  Falle  der  früheren  Fig.  246  das  vordere 

Mittel  Luft  und  das  hintere  Glas  vom  Brechungsindex  , so  hat 

3 

auch  der  relative  Brechungsindex  den  Wert  - . Um  nun  für 
irgendeine  Lage  des  Objektpunktes  auf  der  Axe  den  zugehörigen 
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Bildpunkt  zu  bestimmen,  braucht  man  in  Fig.  269  nur  die  zu 
dem  betreffenden  Objekt  punkte  gehörende  Ordinate  der  gleichseiti- 
gen Hyperbel  im  Verhältnis  8:2,  d.  h.  also  um  die  Hälfte  ver- 
größert zu  denken  und  dann  den  Axenpunkt  aufzusuchen,  zu  dem 
diese  vergrößerte  Ordinate  gehört. 

Der  unendlich  ferne  Punkt  auf  der  Axe  ist  durch  den  Wert 


Fig.  269 

; 1 des  Abstandsverhältnisses  — charakterisiert,  da  sich  die 

c 

Hyperbel  der  Parallelen  zur  Axe  im  Abstande  -f- 1 asymptotisch 
nähert  und  diese  im  Unendlichen  erst  erreicht.  Daher  hat  sein 
Bildpunkt  (der  Brennpunkt  F'  des  Bildraumes)  das  Abstandsver- 

s'  3 

hältnis  — , ; der  letztere  liegt,  demnach  an  der  Stelle  (-3 

C JL 
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auf  der  Axe,  d.  h.  der  Brennpunkt  F'  ist  um  die  Strecke  3 r 
vom  Hauptpunkte  H in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes 
entfernt  (vgl.  hierzu  und  für  die  folgenden  Erörterungen  Fig.  246 
auf  S.  798).  Verschiebt  sich  der  Objektpunkt  aus  dem  Unend- 
lichen in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes,  so  wird,  wie 
aus  Fig.  269  unmittelbar  ersichtlich  ist,  die  Ordinate  kleiner, 
wenn  auch  nur  ganz  allmählich.  Daher  wird  auch  die  Ordinate 
des  konjugierten  Bildpunktes  kleiner  und  der  Bildpunkt  rückt 
von  F'  aus  ebenfalls  in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes 
fort,  aber  zunächst  nur  langsam,  infolge  der  geringen  Änderung 
der  Ordinate  der  Hyperbel.  Ist  z.  B.  der  Objektpunkt  bis  zur 
Stelle  — 5 auf  der  Axe  (dem  Funkte  (1  in  Fig.  246)  gekommen, 


dessen  Ordinate  den  Wert 


5 

6 


hat,  so  ergibt  sich  als  Wert  der 


5 3 

Bildpunktsordinate  • } oder  1 J ; der  Bildpunkt  ist  daher  erst  an 

der  Stelle  -{-5  ((*'  in  Fig.  246)  auf  der  Axe  angelangt,  de  näher 
der  Objektpunkt  dem  Hauptpunkte  H kommt,  um  so  weiter  rückt 
sein  Bild  von  H fort,  und  zwar  von  G'  aus  nun  verhältnismäßig 
schnell.  Solange  aber  die  Ordinate  des  Obiektpunktes  noch  größer 
2 

wie  -f-  “ bleibt,  liegt  der  Bildpunkt  noch  rechts  von  H im  End- 

O 

2 

liehen.  Erst  wenn  die  erstere  den  Wert  -}-  erreicht  hat,  ist  die 

O 

Ordinate  des  Bildpunktes  -j- 1 geworden,  d.  h.  der  Bildpunkt  ins 
Unendliche  gerückt;  man  hat  es  also  dann  im  Objektraume  mit 
dem  Brennpunkte  F zu  tun,  der  in  der  Tat  in  Fig.  246  an  der 
Stelle  — 2 liegt.  Zwischen  F und  H wird  die  Ordinate  des  Ob- 
jektpunktes so  klein,  daß  die  zugehörige  Ordinate  seines  Bild- 
punktes den  Wert  -f- 1 noch  nicht  erreicht;  der  Bildpunkt  liegt 
also  dann  ebenfalls  vor  der  brechenden  Fläche,  aber  in  größerer 
Entfernung  vom  Hauptpunkte  wie  der  Objektpunkt  In  H nehmen 
beide  Ordinaten  den  Wert  Null  an,  so  daß  hier  Objekt-  und  Bild- 
puukt  zusammenfallen. 

Bisher  waren  die  Ordinaten  des  Objektpunktes  positiv,  da 
seine  Abstände  von  H und  K das  gleiche  Vorzeichen  (nämlich 
nach  den  früheren  Festsetzungen  über  die  iRichtung  der  ein- 
zelnen Strecken  beide  das  negative  Vorzeichen)  hatten.  Rückt 
nun  aber  der  Objektpunkt  in  den  Raum  zwischen  H und  K 
hinein,  so  nehmen  seine  Abstände  von  diesen  beiden  Punkten  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen  an  und  ihr  Verhältnis  wird  daher  nega- 
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tiv;  in  der  gleichseitigen  Hyperbel  kommt  dies  dadurch  zum  Aus- 
druck, daß  die  Kurve  auf  der  Strecke  zwischen  H und  K unter- 
halb der  Axe  verläuft.  Da  die  ürdinaten  konjugierter  Punkte 
gemäß  der  Beziehung  zwischen  ihren  Abstandsverhältnissen  stets 
das  gleiche  Vorzeichen  besitzen  müssen,  so  ist  unmittelbar  er- 
sichtlich, daß  der  Bildpunkt  auch  zwischen  H und  K zu  suchen 
ist,  sobald  sein  Objektpunkt  auf  dieser  Strecke  liegt;  es  ist  aber 
aus  der  Figur  ebenfalls  zu  erkennen,  daß  in  diesem  Falle  der 
Bildpunkt  wieder  weiter  von  H entfernt  sein  muß  wie  der  Ob- 
jektpunkt 

An  der  Stelle  -j-0,4  der  Axe  (Punkt  D in  Fig.  246)  hat  bei- 

2 

spielsweise  das  Abstandsverhältnis  den  Wert  — - ; für  die  Ordi- 

nate  des  Bildpunktes  ergibt  sich  daher  der  Weit  — 1,  welcher 
der  Mitte  zwischen  H und  K (Punkt  D‘  in  Fig.  246)  entspricht. 
Dem  Punkte  K selbst  kommt  ein  unendlich  großer  Wert  des  Ab- 

g 

Standsverhältnisses  - zu,  weil  jetzt  c zu  Null  geworden  ist;  die 
c 

gleichseitige  Hyperbel  ist  daher  senkrecht  unter  K ins  Unendliche 
gerückt,  was  damit  übereinstimml , daß  die  zur  optischen  Axe 
senkrechte  Asymptote  durch  K geht.  Die  Ordinate  des  Bildpunktes 
ist  dann  ebenfalls  unendlich  groß,  was  darauf  hinweist,  daß  auch 
im  Knotenpunkte  der  brechenden  Kugelfläche  Objekt-  und  Bild- 
punkt zusammenfallen. 

Jenseits  K werden  nun  die  Ordinaten  der  Kurve  wieder  end- 
lich, und  zwar  positiv  und  durchweg  größer  wie  1,  wenn  sie  auch 
mit  zunehmender  Entfernung  des  Axenpunktes  von  H stetig  kleiner 
werden.  Daraus  ist  ohne  weiteres  zu  ersehen,  daß  die  Bildpunkte, 
welche  zu  Objektpunkten  rechts  von  K in  Fig.  269  gehören,  eben- 
falls rechts  von  K liegen,  aber  dabei  immer  in  kleinerem  Ab- 
stande vom  Hauptpunkte  H wie  der  Objektpunkt 

Der  besondere  Wert  von  Fig.  269  liegt  darin,  daß  sie  in  glei- 
cher Weise  auch  über  die  Lage  der  Bilder  bei  jedem  anderen 

Werte  des  relativen  Brechungsindex  " orientiert,  sofern  nur 


die  brechende  Kugelfläche  ihre  Konvexität  dem  einfallenden  Lichte 
zuwendet.  Ist  der  letzte  größer  wie  ~,  so  verschieben  sich  die 
Bilder  der  außerhalb  der  Strecke  HK  gelegenen  Objektpunkte 
gegenüber  ihrer  Lage  für  entgegen  der  Dichtung  des 
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einfallenden  Lichtes,  während  die  zwischen  H und  K liegenden 
Bilder  sich  etwas  von  H entfernen.  Das  Umgekehrte  findet 
statt,  wenn  der  relative  Brechungsindex  einen  Wert  annimmt,  der 

kleiner  wie  -4-  ist. 

Auch  der  früher  durch  Fig.  248  auf  S.  798  dargestellte  Fall, 
daß  n > ri  und  daher  der  relative  Brechungsindex  kleiner  wie  1 
ist,  erledigt  sich  in  ganz  entsprechender  Weise  mit  Fig.  2f>9.  Wenn 

3 

z.  B.  wie  in  Fig.  248  als  vorderes  Mittel  Glas  vom  Index  g und 

als  hinteres  Luft  angenommen  wird,  so  daß  der  relative  Brechungs- 
2 

index  den  Wert  — annimmt,  so  hat  man  nur  für  jede  Lage  des 
o 

Objektpunktes  die  zugehörige  Ordinate  der  gleichseitigen  Hyperbel 
auf  zwei  Drittel  ihrer  Länge  zu  verkürzen  und  dann  den  Axen- 
punkt  aufzusuchen,  zu  welchem  die  verkürzte  Ordinate  gehört; 
dieser  stellt  dann  den  zugehörigen  Bildpunkt  dar.  Beachtet  man 
dies,  so  wird  man  unmittelbar  wieder  zu  den  früher  abgeleiteten 
Abbildungsgesetzen  für  das  vorliegende  Dispansivsystem  geführt 
Insbesondere  bestätigt  man,  daß  dem  unendlich  fernen  Punkte  der 
2 

Axe  die  zur  Ordinate  — gehörende  Stelle  — 2 vor  dem  Haupt- 
ö 

punkte  H als  Bildpunkt  (Brennpunkt  F‘  des  Bildraumes)  zuge- 
hört, und  daß  die  Bilder  aller  vor  der  brechenden  Fläche  liegen- 
den Objektpunkte  ebenfalls  vor  der  letzteren,  und  zwar  auf  der 
Strecke  zwischen  F‘  und  H liegen;  dabei  ist  der  Abstand  des 
Bildpunktes  von  H immer  geringer  als  der  des  Objektpunktes. 

Ferner  erkennt  man,  daß  die  Bildpunkte  aller  zwischen  H 
und  K liegenden  Objektpunkte  ebenfalls  zwischen  H und  K zu 
suchen  sind,  und  zwar  wiederum  näher  an  H wie  die  Objekt- 
punkte. 

Rückt  endlich  der  Objektpunkt  jenseits  K,  so  liegen  zunächst 
auch  die  Bildpuukte  in  Fig.  269  rechts  von  K,  aber  weiter  von 
H entfernt  wie  jene.  In  der  Lage  -|-3  des  Objektpunktes,  welche 
3 

die  Ordinate  — besitzt,  ist  jedoch  der  Bildpunkt  ins  Unendliche 

gerückt,  so  daß  -f-  3 den  Brennpunkt  F des  Objektraumes  dar- 
stellt. Rückt  der  Objektpunkt  dann  noch  weiter  von  H fort,  so 
kommt  das  Bild  wieder  vor  der  brechenden  Fläche  zum  Vorscheine 
und  nähert  sieh  aus  dem  Unendlichen  allmählich  dem  Brennpunkte 
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F'  (Stelle  — 2 auf  der  Axe),  während  der  Objektfunkt  von  F 
(Stelle  -|-3  auf  der  Axe)  aus  nach  rechts  ins  Unendliche  rückt. 

Wenn  die  brechende  Kugelfläche  dem  einfallenden  Lichte 
ihre  konkave  Seite  zuwendet,  wie  es  in  den  beiden  durch  die 
Fig.  247  und  249  auf  S.  798  dargestellten  Beispielen  der  Fall 
war,  so  erhält  die  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Ordinaten  die 


Fig.  270 
£ 

Weite  des  Abstandsverhältnisses  - veranschaulichen,  eine  andere 

c 

Lage.  Dieselbe  veranschaulicht  Fig.  270,  die,  wie  man  leicht  er- 
kennt, in  jeder  Beziehung  das  Spiegelbild  von  Fig.  269  in  bezug 
auf  die  Hauptebene  £>  darstellt.  Nach  den  Auseinandersetzungen 
über  die  Verwendung  von  Fig.  269  wird  es  nicht  nötig  sein,  aus- 
führlich darzulegen,  wie  man  an  der  Hand  von  Fig.  270  unmittel- 
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bar  einen  Einblick  in  die  gegenseitige  Lage  konjugieiter  Axon- 
punkte gewinnt,  welchen  Wert  auch  der  relative  Brechungs- 

index  — besitzen  mag.  Im  Hinblick  auf  die  Rolle,  welche  den 

letzten  beiden  Figuren  für  die  Bestimmung  der  Art  der  chroma- 

tischen Aberration  zugeteilt  ist,  empfiehlt  es  sich  aber,  sich  da- 
von zu  überzeugen,  daß  man  in  den  durch  W =—  und  — = ~r 

n 2 n 3 

charakterisierten  speziellen  Fällen  tatsächlich  mit  Hilfe  von 

Fig.  270  zu  den  schon  durch  die  Figg.  247  und  249  veranschau- 
lichten Resultaten  geführt  wird.  — 

Nach  diesen  ausführlichen  Erörterungen  wird  man  nun  ohne 
weiteres  verstehen,  welche  Dienste  die  beiden  Figg.  269  und  270 
bei  der  Frage  nach  der  Art  der  chromatischen  Aberration  in  jedem 
Falle  zu  leisten  imstande  sind. 

Wenn  auf  ein  optisches  System  von  einem  bestimmten 
Axenpunkte  aus  ein  homozentrisches  Bündel  weißer  Zentralstrahlen 
auffällt,  und  dann  nach  der  Brechung  die  blauen  Strahlen  sich  in 
einem  Funkte  auf  der  Axe  schneiden,  der  von  dem  Vereinigungs- 
punkte der  roten  Strahlen  in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes 
entfernt  liegt,  so  nennt  man  das  System  für  den  betreffenden 
Axenpunkt  „chromatisch  überkorrigiert“;  liegt  dagegen  der 
Vereinigungspunkt  der  roten  Strahlen  in  der  Richtung  des  ein- 
fallenden Lichtes  von  dem  Vereinigungspunkte  der  blauen  Strahlen 
ab,  so  heißt  das  System  für  die  betreffende  Lage  des  Objekt- 
punktes auf  der  Axe  „chromatisch  unterkorrigiert“. 

Um  nun  zu  entscheiden,  ob  bei  einer  brechenden  Kugelfläche 
für  eine  bestimmte  Lage  des  Objektpunktes  auf  der  Axe  chroma- 
tische Über-  oder  Unterkorrektion  stattfindet,  hat  man,  je  nach 
der  Krümmung  der  brechenden  Fläche  in  Fig.  209  oder  Fig.  270, 
zunächst  etwa  für  die  roten  Strahlen  in  der  beschriebenen  Weise 
den  Bildpunkt  aufzusuchen.  Dem  Bildpunkte  für  die  violetten 
Strahlen  kommt  dann  in  der  Figur  eine  Hyperbelordinate  zu, 
welche  infolge  der  Verschiedenheit  der  Brechungsindizes  für  rot 
und  violett  von  der  Ordinate  des  roten  Bildpunktes  im  allgemeinen 
abweicht,  so  daß  der  blaue  Bildpunkt  nicht  an  derselben  Stelle 
wie  der  rote  Bildpunkt,  wenn  auch  meist  in  der  Nähe  des- 
selben, liegt. 

Es  kommt  nun  ganz  darauf  an,  ob  das  hinter  der  brechenden 
Fläche  liegende  Mittel  optisch  dichter  oder  dünner  wie  das  vordere 
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Mittel  ist.  Im  ersten  Falle  ist  nicht  nur  der  relative  Brechungsindex  — 

für  jede  beliebige  Farbe  größer  als  1,  sondern  es  ist  auch  im  all- 
gemeinen der  relative  Brechungsindex  für  violett  größer  wie  für 
rot.  Im  zweiten  Falle,  bei  welchem  die  relativen  Brechungsindizes 
aller  Farben  kleiner  wie  1 sind,  stellt  sich  dementsprechend  der 

n‘ 

relative  Brechungsindex  — im  allgemeinen  für  violett  kleiner  wie 
für  rot  heraus. 

Wenn  beispielsweise  das  eine  der  beiden  durch  eine  Kugel- 
fläche getrennten  Mittel  sogen.  Fra unhof ersches  Crownglas  No. 9 
und  das  andere  Flintglas  No.  13  ist,  so  hat  man  zunächst  als 
absoluten  Brechungsindex  für  das  der  Fraunhoferschen  Linie  li 
entsprechende  rot:  beim  Crownglas  1,525839  und  beim  Flintglas 
1,627  749,  und  für  das  der  Fraunhoferschen  Linie  H ent- 
sprechende violett:  beim  Crownglas  1,546  5(56  und  beim  Flintglas 
1 ,67 1 062  *).  Stellt  nun  das  Crownglas  das  vordere  und  das  Flint- 
glas das  hintere  Mittel  dar,  so  ergibt  sich  hieraus  als  relativer 
Brechungsindex  für  rot:  1,066  789  und  für  violett:  1,080498.  Ist 
dagegen  das  Flintglas  das  vordere  und  das  Crownglas  das  hintere 
Mittel,  so  erhält  man  als  relativen  Brechungsindex  für  rot:  0,937  392, 
für  violett  dagegen  nur:  0,925499. 

Beachtet  man  diese  Unterschiede  im  Verhalten  des  rela- 
tiven Brechungsindex,  auf  den  es  ja  bei  der  Brechung  wie  bei 
der  Farbenzerstreuung  allein  ankommt,  so  wird  man  in  den  vier 
möglichen  Fällen  an  der  Hand  der  Figg.  269  und  270  zu  den 
folgenden  Resultaten  geführt: 

Erster  Fall:  Die  brechende  Kugelfläche  ist  gegen  das  ein- 
fallende Licht  konvex  und  das  hintere  Mittel  dichter  wie  das 
vordere  (Beispiel  von  Fig.  246),  so  daß  der  relative  Brechungs- 
index für  alle  Farben  größer  wie  1 ist.  Befindet  sich  der  Objekt- 
punkt auf  der  Axe  außerhalb  der  durch  den  Hauptpunkt  H und 
den  Knotenpunkt  K begrenzten  Strecke,  so  liegt,  wie  man  aus 
Fig.  2(59  unmittelbar  erkennt,  der  Vereinigungspunkt  der  violetten 
Strahlen  entgegen  der  Richtung  des  einfallenden  Liehtes  von  dem 
Vereinigungspunkte  der  roten  Strahlen  ab,  da  ihm  die  größere  Hy- 
perbelordinate zukoinmt  Es  findet  also  chromatische  Unter - 
korrektion  statt  Befindet  sich  dagegen  der  Objektpunkt  inner- 

*)  Vgl.  die  Tabelle  auf  S.  252  der  ersten  Abteilung  des  II.  Randes  von 
Miiller-Pouillcts  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie,  9.  Aufl.,  1897. 
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halb  der  Strecke  HK  auf  der  Axe,  so  liegt  der  Vereinigungspunkt 
der  violetten  Strahlen  in  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes 
von  dem  der  roten  Strahlen  entfernt,  wobei  allerdings  der  gegen- 
seitige Abstand  der  beiden  farbigen  Vereinigungspunkte  auf  der 
Strecke  HK  im  allgemeinen  wesentlich  geringer  ist  als  außerhalb 
dieser  Strecke.  Es  besteht  also  für  die  Lagen  des  Objektpunktes 
innerhalb  HK  chromatische  Überkorrektion.  Da  sowohl  im  Punkte 
H als  auch  im  Punkte  K unabhängig  von  dem  Werte  des  relativen 
Brechungsindex  Objektpunkt  und  Bildpunkt  zusammenfallen,  so 
ist  die  brechende  Kugelfläche  in  jedem  Falle  für  diese  beiden 
Punkte  achromatisch. 

Zweiter  Fall:  Die  brechende  Kugelfläche  ist  gegen  das  ein- 
fallende Licht  konkav,  dabei  aber  wieder  das  hintere  Mittel  dichter 
wie  das  vordere  (Beispiel  von  Fig.  247),  so  daß  auch  hierbei  dem 
Vereinigungspunkte  der  violetten  Strahlen  die  größere  Hyperbel- 
ordinate zukommt.  Aus  Fig.  270  ersieht  man  unmittelbar,  daß 
für  alle  Lagen  des  Objektpunktes  außerhalb  der  Strecke  KH  auf 
der  Axe  das  System  chromatisch  überkorrigiert  ist,  während 
zwischen  den  beiden  Punkten  K und  H chromatische  Unter- 
korrektion  stattfindei 

Dritter  Fall:  Die  brechende  Kugelfläche  ist  wie  im  ersten 
Falle  gegen  das  einfallende  Licht  konvex,  aber  das  hintere  Mittel 
ist  dünner  wie  das  vordere  (Beispiel  von  Fig.  248).  Da  hierbei 
der  relative  Brechungsindex  für  violett  kleiner  wie  für  rot  ist,  so 
müssen  die  Ordinaten  der  violetten  Bildpunkte  immer  kleiner  wie 
die  der  roten  sein.  Aus  Fig.  269  erkennt  man  daher  unmittelbar, 
daß  für  alle  Lagen  des  Objektpunktes  außerhalb  der  Strecke  HK  auf 
der  Achse  chromatische  Überkorrektion  und  für  die  Objektpunkte 
innerhalb  HK  chromatische  Unterkorrektion  stattfindet. 

Vierter  Fall:  Die  brechende  Kugelfläche  ist  wie  im  zweiten 
Falle  gegen  das  einfallende  Licht  konkav,  aber  das  hintere  Mittel 
ist  dünner  wie  das  vordere  (Beispiel  von  Fig.  249).  Ein  Blick  auf 
Fig.  270  läßt  wieder  unmittelbar  erkennen,  daß  sich  chromatische 
Unterkorreklion  oder  chromatische  Überkorrektion  einstellt,  je 
nachdem  der  Objektpunkt  auf  der  Axe  außerhalb  oder  innerhalb 
der  Strecke  KH  liegt. 

Da  im  ersten  und  vierten  Falle  die  brechende  Fläche  ein 
Kollektiv-,  im  zweiten  und  dritten  Falle  dagegen  ein  Dispansiv- 
system  darstellt,  so  hat  man  also  für  eine  Kugelfläche  ganz  all- 
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gemein  das  Resultat,  daß  dieselbe  für  Objektpunkte  außer- 
halb der  durch  den  Hauptpunkt  und  Knotenpunkt 
begrenzten  Axenstrecke  chromatische  Unterkorrektion 
oder  chromatische  Ü berkorrektion  aufweist,  je  nach- 
dem sie  kollektiv  oder  dlspanslv  ist.  Für  Objektpunkte 
innerhalb  dieser  Strecke  auf  der  Axe  zeigt  sie  in  jedem 
Falle  die  entgegengesetzte  chromatische  Korrektion,  wenn 
auch  in  verhältnismäßig  geringerem  Grade,  und  für  den 
Hauptpunkt  und  den  Knotenpunkt  selbst  ist  sie  achro- 
matisch. 

Vergleicht  man  dieses  Ergebnis  mit  den  früher  an  der  Hand 
der  Figg.  24(5  bis  249  abgeleiteten  Resultaten  über  die  sphärische 
Korrektion  an  einer  brechenden  Kugelfläche,  so  erkennt  man,  daß 
fast  durchweg  chromatische  Unterkorrektion  mit  sphärischer  Unter- 
korrektion, und  ebenso  chromatische  Überkorrektion  mit  sphärischer 
Cberkorrektion  Hand  in  Hand  geht  Nur  auf  der  kurzen  Axen- 
strecke zwischen  dem  Knotenpunkte  K und  dem  aplanatischen 
Punkte  P0  des  Objektraumes  ist  im  Falle  eines  Kollektivsystems 
chromatische  Unterkorrektion  mit  sphärischer  Überkorrektion,  und 
im  Falle  eines  Dispansivsystems  chromatische  Überkorrektion  mit 
sphärischer  Unterkorrektion  vereinigt. 

Da  bei  einer  ebenen  brechenden  Fläche  der  Knotenpunkt  K 
und  der  aplanatische  Punkt  P0  ins  Unendliche  gerückt  erscheinen, 
so  trifft  hier  stets  chromatische  Überkorrektion  mit  sphärischer 
Überkorrektion,  und  chromatische  Unterkorrektion  mit  sphärischer 
Unterkorrektion  zusammen.  Ist  das  Mittel  hinter  der  brechenden 
Ebene  dichter  wie  das  Mittel  vor  derselben,  so  hat  man  es  daher 
bei  einem  vor  der  Ebene  liegenden  Objektpunkte  mit  chromatischer 
Unterkorrektion,  und  bei  einem  hinter  derselben  liegenden  Objekt- 
punkte, d.  h.  also  wenn  die  weißen  Strahlen  konvergent  auf  die 
brechende  Ebene  auffallen,  mit  chromatischer  Überkorrektion  zu 
tun,  ein  Resultat,  das  ohne  weiteres  plausibel  ist.  In  dem  Falle, 
daß  das  vordere  Mittel  das  dichtere  ist,  findet  natürlich  gerade 
das  Umgekehrte  statt 

Infolge  der  chromatischen  Aberration  wird  also  selbst  durch 
Zentral-  oder  Nullstrahlen  von  einem  weißen  Objektpunkte  nicht 
ein  scharfer  Bildpunkt,  sondern  ein  Bildscheibchen  entworfen,  das 
im  Falle  kreisförmiger  Begrenzung  des  einfallenden  Strahlenbündels 
ebenfalls  kreisförmig  ist.  Das  letztere  ist  im  allgemeinen  nicht 
durchweg  weiß,  sondern  am  Rande  gefärbt.  Welche  Farbe  am 
Rande  hervortritt,  hängt  dabei  von  dem  Orte  auf  der  Axe  ab,  an 


Digitized  by  Google  j 


876 


Optik. 


welchem  man  «ins  Bildscheibchen,  sofern  es  reell  ist,  auf  einem 
Schirme  auffängt,  bzw.  bei  virtuellem  Bildscheibchen  von  der 
Ebene,  auf  welche  man  das  Auge  eingestellt  hat.  Davon  kann 
man  sich  leicht  mit  Hülfe  von  Fig.  271  Rechenschaft  geben, 
welche  den  die  verschiedenfarbigen  Schnittpunkte  mit  der  Axe 
enthaltenden  Teil  eines  mit  chromatischer  Aberration  behafteten 
Strahlenbündels  zur  Darstellung  bringt.  Es  sind  iu  der  Figur  nur 
die  beiden  Strahlenbündel  mit  den  extremsten  Werten  der  Wellen- 
länge angegeben  und  dabei  die  Strahlen  des  einen  durch  unter- 
brochene Linienführung  vor  denen  dos  anderen  Bündels  kenntlich 
gemacht  worden.  Denkt  man  die  Strahlen  in  der  Figur  von  links 
nach  rechts  verlaufend,  so  würden  demnach  bei  chromatischer 


^ 


Fig.  271 


Überkorrektion  die  ausgezogenen  Strahlen  als  rot,  die  durch- 
brochen gezeichneten  als  violett,  hei  chromatischer  Unterkorrektion 
dagegen  die  ausgezogenen  Strahlen  als  violett  und  die  durch- 
brochen gezeichneten  als  rot  aufzufassen  sein.  Denkt  man  nun 
in  den  Axenschnittpunkten  der  beiden  Strahlenarten  je  eine  Ebene 
senkrecht  zur  Achse  angebracht  (@i  und  (L  in  Fig.  271),  so 
werden  die  Axenschnittpunkte  aller  übrigen  farbigen  Strahlen- 
bündel auf  der  Strecke  zwischen  diesen  beiden  Ebenen  in  der- 
selben Reihenfolge  wie  beim  Spektrum  zu  suchen  sein,  und,  wie 
man  leicht  bestätigt,  alle  diese  Strahlenbündel  innerhalb  des 
Raumes  liegen,  der  durch  den  Kegel  der  gegen  die  Axe  am 
weitesten  geneigten  roten  Strahlen  einerseits  und  den  Kegel  (1er 
gegen  die  Axe  am  weitesten  geneigten  violetten  Strahlen  anderer- 
seits begrenzt  wird.  Zwischen  (Sj  und  (L  befindet  sich  eine 
Stelle,  an  welcher  beide  Kegelmäntel  sich  durchdringen,  dieselbe 
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ist  in  der  Figur  durch  die  ebenfalls  zur  Axe  senkrecht  gedachte 
Ebene  Gn  angedeutet  worden.  Hier  ist  das  ganze  Strahlenbündel 
am  engsten  eingeschnürt 

Bestände  das  einfallende  Strahlenbündel  nur  aus  roten  und 
violetten  Strahlen,  so  würde  das  Bildscheibchen  in  CS,  bei  Cber- 
korrektion  violett  mit  ausgesprochen  rotem  Zentrum,  und  bei 
Unterkorrektion  rot  mit  ausgesprochen  violettem  Zentrum  er- 
scheinen. In  G._,  würde  es  sich  gerade  umgekehrt  verhalten, 
während  an  der  Stelle  engster  Einschnürung,  also  bei  G0,  das 
Bildscheibchen  annähernd  gleichmäßig  gefärbt,  in  einer  aus  rot 
und  violett  sich  zusammensetzenden  Mischfarbo  erscheinen  würde. 

Die  Figur  läßt  weiterhin  unmittelbar  erkennen,  daß  außerhalb  des 
durch  die  Ebenen  G,  und  G,  abgegrenzten  Raumes  in  einem  zur 
Axe  senkrechten  Schnitt  der  Zerstreuungskreis  aus  einem  mehr 
oder  weniger  ausgedehnten  zentralen  Teile  bestehen  würde,  dessen 
Farbe  je  nach  dem  Orte  auf  der  Axe  in  verschiedenem  Verhältnis 
aus  rot  und  violett  gemischt  erschiene,  und  dieser  zentrale  Teil 
wäre  von  einem  rein  roten  oder  violetten  Ringe  umgeben,  der  mit 
der  Entfernung  von  den  beiden  Ebenen  vor  G,  immer  schmaler, 
hinter  G,  dagegen  immer  breiter  würde.  Enthält  dagegen  das 
einfallende  Licht,  wie  es  in  der  Regel  der  Fall  ist,  alle  Farben 
des  Spektrums,  so  sieht  man  hiernach  leicht  ein,  daß  fast  an  jeder 
Stelle  in  einem  zentralen  Teile  des  Bildscheibchens  alle  Farben 
vertreten  sein  werden,  so  daß  dieser  Teil,  wenn  auch  nicht  rein 
weiß,  so  doch  annähernd  farblos  erscheint;  der  Rand  des  Bild- 
scheibchens muß  dagegen  mit  Ausnahme  der  Stelle  G„  engster 
Einschnürung  gefärbt  erscheinen,  und  zwar  bei  chromatischer 
Überkorrektion  vor  G„  violett  und  hinter  G„  rot,  bei  chromatischer 
Unterkorrektion  dagegen  vor  G„  rot  und  dahinter  violett  An  der 
Stelle  der  engsten  Einschnürung  G„  wird  dagegen  das  ganze  Bild- 
scheibchen  eine  annähernd  gleichmäßige  weißliche  Färbung  bis 
zum  Rande  aufweisen.  — 

Bisher  wurde  vorausgesetzt,  daß  das  einfallende  Strahlen- 
bündel sich  homozentrisch  aus  weißem  Licht  zusammensetzt,  also 
zunächst  achromatisch  ist  Wenn  nun  aber  das  einfallende  Licht 
schon  mit  chromatischer  Aberration  behaftet  ist,  so  wird  im  all- 
gemeinen bei  der  Brechung  desselben  an  einer  Kugelflächo  eine 
Änderung  der  chromatischen  Aberration  in  dem  gleichen  Sinne 
stattfinden,  in  welchem  die  betreffende  brechende  Fläche  ein 
achromatisches  Bündel  beeinflußt 

Nach  den  ausführlichen  allgemeinen  Auseinandersetzungen 
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über  die  chromatische  Aberration  bei  einer  einzigen  brechenden 
Kugelflächo  kann  man  sich  nun  in  vielen  Fällen  ohne  alle  Rech- 
nung davon  Rechenschaft  geben,  wie  die  chromatische  Aberration 
bei  einem  zusammengesetzten  Spektrum  beschaffen  sein  wird. 

Zieht  man  zunächst  die  Verhältnisse  am  menschlichen  Auge 
in  Betracht,  so  ist  nach  den  Resultaten  der  bisherigen  Unter- 
suchung der  chromatischen  Aberration  an  einer  Kugelfläche  un- 
mittelbar zu  erkennen,  daß  ein  in  das  Auge  einfallendes  Strahlen- 
bündel, dessen  Strahlen  sich  schließlich  auf  der  Netzhaut  oder  in 
deren  Nähe  vereinigen,  an  allen  brechenden  Flächen  des  Auges 
chromatische  Unterkorrektion  erfährt,  so  daß  also  stets  die  vio- 
letten oder  blauen  Strahlen  die  optische  Axe  des  Auges  durch- 
schneiden  müssen.  Stellt  man  z.  B.  das  Auge  so  ein,  daß  die  am 
hellsten  erscheinenden  gelb -grünen  Strahlen  sich  gerade  in  der 
Netzhaut  vereinigen,  so  liegt  demnach  der  Vereinigungspunkt  der 
violetten  Strahlen  vor,  und  der  der  roten  Strahlen  hinter  der 
Netzhaut  Dies  läßt  sich  durch  geeignete  Versuche  tatsächlich 
nachweisen.*) 

Ein  anderes  Beispiel,  bei  dem  sich  nach  den  bisherigen  Er- 
örterungen die  Art  der  chromatischen  Gesamtaberration  ebenfalls 
leicht  nachweisen  läßt,  bieten  die  von  Luft  umgebenen  unendlich 
dünnen  Linsen  aus  Glas  dar. 

Bei  einer  Bikonvexlinse  sind  beide  brechenden  Flächen  kollek- 
tiv. Da  das  von  der  vorderen  Fläche  der  Linse  entworfene  Bild 
eines  vor  derselben  außerhalb  ihrer  vorderen  Brennweite  befind- 
lichen Axenpunktes  sich  bei  einer  unendlich  dünnen  Linse  sicher 
hinter  der  zweiten  Fläche  befindet,  so  ist  nach  dem  früheren  un- 
mittelbar zu  ersehen,  daß  die  durch  die  erste  Fläche  hervorgerufene 
chromatische  Unterkorrektion  durch  die  zweite  Fläche  nur  noch 
verstärkt  wird.  Das  gleiche  gilt  für  ein  einfallendes  Strahlenbündel, 
das  nach  einem  hinter  der  Linse  befindlichen  Axenpunkte  konver- 
giert, der  hinter  dem  Krümmungsmittelpunkte  der  vorderen  Fläche 
liegt.  Anders  ist  es  dagegen,  wenn  das  einfallende  Strahlenbündel 
nach  einem  zwar  ebenfalls  hinter  der  Linse,  aber  noch  vor  dem 
Krümmungsmittelpunkte  der  vorderen  Fläche  liegenden  Axen- 
punkte konvergiert;  dann  verändert  die  vordere  Fläche  das  Strah- 
lenbündel im  Sinne  chromatischer  Überkorrektion,  die  hintere 
Fläche  dagegen  im  Sinne  chromatischer  Unterkorrektion. 

Ob  dabei  die  eine  oder  aridere  Art  der  chromatischen  Aberration 

*)  Vgl.  hierzu  C.  Hess,  a.  a.  0.  S.  127  ff. 
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überwiegt,  oder  iin  bestimmten  Falle  sogar  beide  sich  aufheben 
können,  so  daß  das  Strahlenbündel  dann  achromatisch  aus  der 
Linse  austritt,  läßt  sich  zunächst  aus  dieser  Betrachtung  nicht 
unmittelbar  erkennen;  dagegen  kann  man  diese  Entscheidung 
leicht  treffen,  indem  man  die  früher  ausführlich  abgeleitete  Formel 
für  die  Brennweite  einer  unendlich  dünnen  Linse  zu  Rate  zieht. 

Die  letztere  lautete  für  eine  von  Luft  umgebene  Linse  vom 
Brechungsindex  n (vgl.  S.  715): 


1 


f 


. =(n  1) 


1 


Aus  dieser  Formel  ist  zunächst  ohne  weiteres  zu  ersehen, 
daß  der  absolute  Wert  der  Brennweite  um  so  kleiner  wird,  je 
größer  der  Brechungsindex  n ist  Da  bei  einer  unendlich  dünnen 
Linse  die  Hauptebene  unabhängig  von  dem  Werte  des  Brechungs- 
index immer  mit  der  Linse  zusammenfällt,  so  liegen  demnach  die 
beiden  Brennpunkte  der  violetten  Strahlen  in  jedem  Falle  näher 
an  der  Linse  wie  die  der  roten  Strahlen.  Dies  gilt  sowohl  für 
die  unendlich  dünne  Kollektivlinse  wie  für  die  unendlich  dünne 
Dispansivlinse,  nur  daß  bei  der  ersteren  der  Brennpunkt  des  Ob- 
jektraumes vor,  der  des  Bildraumes  in  gleichem  Abstande  hinter 
der  Linse  liegt,  während  sich  umgekehrt  bei  der  letzteren  der 
Brennpunkt  des  Objektraumes  hinter  und  der  des  Bildraumes  vor 
der  Linse  befindet 

Es  ist  nun  nicht  schwer,  sich  davon  Rechenschaft  zu  geben, 
daß  der  zu  irgendeinem  Axenpunkte  gehörende  Bildpunkt  bei  Ver- 
kleinerung der  Brennweite  im  Falle  einer  unendlich  dünnen  Kollek- 
tivlinse stets  entgegen  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes,  im 
Falle  einer  unendlich  dünnen  Dispansivlinse  dagegen  in  der  Rich- 
tung des  einfallenden  Lichtes  auf  der  Axe  fortrückt,  so  daß  man 
es  also  im  ersten  Falle  stets  mit  chromatischer  Unterkorrektion, 
im  zweiten  Falle  dagegen  mit  chromatischer  Überkorrektion  zu 
tun  hat.  Zu  diesem  Zwecke  braucht  man  nur  die  für  eine  Linse 
geltende  Hauptpunktsgleichung  (vgl.  S.  678)  zu  interpretieren.  Die- 
selbe vereinfacht  sich  infolge  des  Umstandes,  daß  bei  einer  Linse 
die  vordere  und  hintere  Brennweite  entgegengesetzt  gleich  sind,  zu 

S‘  « 1 f 

Im  Falle  der  Kollektivlinse  ist  f positiv.  Befindet  sich  der 
Objektpunkt  vor  der  Linse,  so  ist  s negativ  und  hat  dabei  einen 
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absoluten  Wert,  der  größer  oder  kleiner  wie  f ist,  je  nachdem 
sich  der  Objektpunkt  außerhalb  oder  innerhalb  der  einfachen 
Brennweite  befindet.  Ist  derselbe  außerhalb  der  Brennweite,  so 
ist  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  trotz  des  negativen 
Wertes  von  s positiv,  und  zwar  bei  bestimmtem  s um  so  größer, 
je  kleiner  f ist.  Es  ist  daher  s‘  selbst  um  so  kleiner,  je  kleiner  f 
ist,  so  daß  also  der  hinter  der  Linse  befindliche  Vereinigungs- 
punkt der  violetten  Strahlen  näher  an  der  Linse  liegt,  wie  der 
Vereinigungspunkt  der  roten  Strahlen,  was  auf  chromatische  Unter- 
korrektion hinweist.  Befindet  sich  der  Objektpunkt  innerhalb  der 
einfachen  Brennweite,  so  wird  die  rechte  Seite  der  obigen  Haupt- 
punktsgleichung negativ:  der  absolute  Wert  derselben  wird  dabei 
um  so  kleiner,  je  kleiner  f ist  Es  ist  daher  der  absolute  Wert 
von  s*  selbst  um  so  größer,  je  kleiner  f ist,  so  daß  der  jelzt  vor 
der  Linse  befindliche  Vereinigungspunkt  der  violetten  Strahlen 
weiter  von  der  Linse  entfernt  ist  wie  der  Vereinigungspunkt  der 
roten  Strahlen,  was  wiederum  chromatischer  Unterkorrektion  ent- 
spricht. Befindet  sich  schließlich  der  Objektpunkt  hinter  der 
Linse,  so  ist  s und  damit  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
wieder  positiv  und  dabei  um  so  größer,  je  kleiner  f ist,  so  daß 
man  wie  oben  auf  chromatische  Unterkorrektion  geführt  wird. 

Damit  ist  aber  auf  exaktem  Wege  nachgewiesen,  daß  bei  einer 
unendlich  dünnen  Kollektivlinse  für  jede  Lage  des  Ob- 
jektpunktes vor  oder  hinter  der  Linse  chromatische 
Unterkorroktion  vorhanden  ist.  Nur  wenn  der  Objektpunkt 
mit  dem  Hauptpunkte  der  Linse  zusammenfällt,  erweist  sich  die- 
selbe als  achromatisch;  dann  findet  aber  bei  einer  unendlich 
dünnen  Linse  überhaupt  keine  Ablenkung  der  Strahlen  statt. 

Es  ist  zu  beachten,  daß  das  obige  Resultat  nur  einen  posi- 
tiven Wert  der  vorderen  Brennweite  zur  Voraussetzung  hatte; 
dasselbe  gilt' daher  nicht  nur  für  unendlich  dünne  Bikonvexlinsen, 
sondern  auch  für  Plankonvex-  und  Konkavkonvexlinsen. 

Handelt  es  sich  andererseits  um  irgendeine  unendlich  dünne 
Dispansivlinse,  also  entweder  um  eine  Bikonkavlinso,  eine  Plan- 
konkav- oder  eine  Konvexkonkavlinse,  so  hat  f einen  negativen 
Wert.  Nach  der  ausführlichen  Untersuchung  der  Kollektivlinse 
wird  man  sich  leicht  auf  entsprechende  Weise  mit  Hilfe  der 
obigen  Hauptpunktsgleichung  davon  überzeugen  können,  daß  bei 
einer  unendlich  dünnen  Dispansivlinse  für  jede  Lage  des 
Objektpunktes  vor  oder  hinter  der  Linse  chromatische 
Überkorrektiou  vorhanden  ist. 
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Daß  es  sich  bei  einer  unendlich  dünnen  Bikonkavlinse  in  der 
Regel  nur  um  Cberkorrektion  handeln  kann,  folgt  schon  daraus, 
daß  jede  der  beiden  brechenden  Flächen  einer  solchen  Linse  für 
nahezu  sämtliche  Orte  des  Objektpunktes  auf  der  Axe  zu  chro- 
matischer Überkorrektion  Veranlassung  geben.  Die  vorstehende 
Erörterung  hat  aber  gezeigt,  daß  auch  bei  den  Plankonkavlinsen 
und  den  Konvexkonkavlinsen,  bei  denen  im  allgemeinen  die  von 
den  beiden  Flächen  erzeugten  chromatischen  Aberrationen  ver- 
schieden sind,  die  chromatische  Cberkorrektion  überwiegt,  ebenso 
wie  auf  der  anderen  Seite  bei  den  Konkavkonvexlinsen  die  nur 
an  der  einen  Fläche  hervorgerufene  chromatische  Unterkorrektion 
den  Ausschlag  gibt. 

Es  hat  sich  also  ergeben,  daß  bei  einer  einzigen  unendlich 
dünnen  Linse  die  Ablenkung  der  Strahlen  stets  von  chromatischer 
Aberration  begleitet  ist,  und  daß  daher  nicht  einmal  für  Zentral- 
st rahlen  Achromasie  hergestellt  werden  kann.  Die  Verhältnisse 
gestalten  sich  jedoch  sofort  anders,  wenn  inan  der  Linse  eine  end- 
liche, nicht  mehr  zu  vernachlässigende  Dicke  gibt.  Es  zeigt  sich 
dann,  daß  bei  geeigneter  Linsendicke  die  chromatischen  Aberra- 
tionen, welche  beide  Flächen  hervorbringen,  einander  in  gewissem 
Sinne  kompensieren  können.  Dies  läßt  sich  zunächst  wieder  ohne 
alle  Rechnung  aus  den  früheren  Resultaten  über  die  chromatische 
Aberration  an  einer  brechenden  Kugelfläche  leicht  erschließen; 
aber  auch  die  genaue  Bestimmung  der  für  die  Achromasie  er- 
forderlichen Linsenformen  läßt  sich  mit  verhältnismäßig  einfachen 
mathematischen  Hilfsmitteln  durchführen,  wie  sich  aus  dem  fol- 
genden Abschnitt  ergeben  wird. 

b)  Achromssle  bei  einer  einzelnen  Linse  von  endlicher  Dicke. 

Hat  man  z.  B.  eine  Linse  von  endlicher  Dicke,  deren  beide 
Flächen  ihre  Konvexität  dem  einfallenden  Lichte  zukehren,  so  er- 
fährt das  von  einem  Axenpunkte  vor  der  Linse  herkommende 
Bündel  von  Zentralstrahlen  zunächst  bei  der  Brechung  an  der 
ersten  Fläche  chromatische  Unterkorrektion;  die  Brechung  an  der 
zweiten  Fläche  ist  dagegen  von  chromatischer  Überkorrektion  be- 
gleitet, sofern  die  Vereinigungspunkte  der  verschiedenen  farbigen 
Strahlen  nach  der  ersten  Brechung  sich  durchweg  außerhalb  der 
zwischen  der  zweiten  brechenden  Fläche  und  deren  Krümmungs- 
mittelpunkte liegenden  Strecke  auf  der  Axe  befinden.  Es  ist  da- 
her vorauszusehen,  daß  zu  einer  bestimmten  Linsendicke  und  be- 
stimmter Krümmung  der  ersten  Fläche  unter  Umständen  eine 
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bestimmte  Krümmung  der  zweiten  Fläche  gehört,  für  welche  die 
chromatische  Unterkorrektion  an  der  ersten  Fläche  durch  die  chro- 
matische Oberkorrektion  an  der  zweiten  Fläche  gerade  aufgehoben 
wird  in  der  Weise,  daß  Zentralstrahlenbündel  von  verschiedener 
Farbe  nach  dem  Austritte  aus  der  Linse  sich  schließlich  in  einem 
einzigen  Punkte  der  Axe  vereinigen.  Ist  dies  der  Fall,  so  findet 
für  den  betreffenden  Objektpunkt  Achromasie  des  Bildortes 
auf  der  Axe  statt.  Liegt  insbesondere  der  Objektpunkt  im  un- 
endlich fernen  Punkte  der  Axe,  bzw.  fallen  die  Strahlen  parallel 
der  Axe  auf  die  Linse,  so  wären  demnach  die  Brennpunkte  für 
verschiedenfarbige  Strahlen  an  die  gleiche  Stelle  der  Axe  ge- 
bracht In  der  Regel  läßt  sich  eine  derartige  Achromatisierung 
des  Bildortes  bzw.  des  Brennpunktsortes  bei  einer  einzigen  Linse 
nur  für  zwei  verschiedene  Farben  erreichen,  während  die  Strahlen- 
bündel der  übrigen  Farben  sich  zwar  in  der  Nähe,  aber  doch 
nicht  genau  in  demselben  Axenpunkte  nach  der  Brechung  ver- 
einigen. Die  Achromasie  des  Bildortes  findet  also  dann  nicht 
vollständig,  sondern  nur  teilweise  statt.  Man  redet  in  diesem 
Falle  von  einem  noch  übrig  bleibenden  „sekundären“  Spektrum 
auf  der  Axe,  das  sich  durch  eine  einzige  Linse  nicht  vollkommen 
beseitigen  läßt 

Ist  die  Linse  bikonvex,  so  daß  die  hintere  brechende  Fläche 
den  ankommenden  Lichtstrahlen  ihre  konkave  Seite  zuwendet,  so 
wird  nach  dem  früheren  nur  dann  an  der  letzteren  chromatische 
Überkorrektion  statt  finden,  welche  die  chromatische  Unterkorrek- 
tion an  der  vorderen  Linsenfläche  vermindern  und  im  günstigsten 
Falle  aufheben  kann,  wenn  die  Vereinigungspunkte  der  ver- 
schiedenen farbigen  Strahlen  nach  der  ersten  Brechung  sich  durch- 
weg innerhalb  der  zwischen  dem  Krümmungsmittelpunkte  der 
hinteren  Fläche  und  der  letzteren  selbst  liegenden  Axenstrecke, 
also  jedenfalls  vor  der  hinteren  Linsenfläche,  befinden.  Hierzu 
ist  aber  im  allgemeinen  eine  beträchtlichere  Dicke  der  Linse  er- 
forderlich, wie  in  dem  zuerst  angenommenen  Falle,  bei  welchem 
auch  die  hintere  Linsenfläche  dem  einfallenden  Lichte  ihre  kon- 
vexe Seite  zuwenden  sollte.  Handelt  es  sich  insbesondere  um 
parallel  der  Axe  einfallende  Strahlen,  so  muß  demnach  die  Linsen- 
dicke größer  wie  der  absolute  Wert  der  hinteren  Brennweite  der 
vorderen  Linsenfläche  sein,  und  der  Krümmungsmittelpunkt  der 
hinteren  Linsenfläche  muß  auf  der  Axe  vor  dem  hinteren  Brenn- 
punkte der  vorderen  Linsenfläche  liegen. 

Ist  schließlich  die  vordere  Linsenfläche  gegen  das  einfallende 
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Licht  konkav',  und  liegt  der  Objektpunkt  außerhalb  der  durch  den 
Krümmungsinittelpunkt  der  vorderen  Linsenfläche  und  diese  selbst 
begrenzten  Axenstrecke,  so  findet  bei  der  Brechung  an  derselben 
chromatische  Überkorrektion  statt  Es  muß  daher  zum  Zwecke 
der  Achromatisierung  des  Bildortes  die  hintere  Linsenfläche  chro- 
matische Unterkorrektion  hervorrufen.  Bei  einer  gegen  das  ein- 
fallende Licht  konvexen  hinteren  Fläche  ist  das  nach  den  obigen 
Auseinandersetzungen  nur  möglich,  wenn  die  Vereinigungspunkte 
der  verschiedenen  farbigen  Strahlenbündel  nach  der  Brechung  an 
der  vorderen  Fläche  sich  innerhalb  der  zwischen  der  hinteren 
Linsenfläche  und  deren  Krümmungsmittelpunkte  liegenden  Axen- 
strecke befinden,  was  z.  B.  für  Objektpunkte,  die  sich  vor  der 
Linse  befinden,  deshalb  unmöglich  ist,  weil  die  von  der  vorderen 
Linsenfläche  entworfenen  Bilder  in  diesem  Falle  ebenfalls  noch 
vor  die  Linse  und  damit  vor  die  hintere  Linsenfläche  fallen. 
Wendet  dagegen  die  hintere  Linsenfläche  dem  einfallenden  Lichte 
ihre  konkave  Seite  zu,  so  ist  für  eine  chromatische  Unterkorrektion 
an  derselben  nur  erforderlich,  daß  die  von  der  vorderen  Fläche 
erzeugten  farbigen  Bildpunkte  sich  außerhalb  der  zwischen  dem 
Krümmungsmittelpunkte  der  hinteren  Linsenfläche  und  dieser 
selbst  liegenden  Axenstrecke  befindet.  Nimmt  man  insbesondere 
wieder  einfallende  Strahlen  an,  welche  der  Axe  parallel  laufen, 
so  werden  die  verschiedenfarbigen  Bündel  durch  die  vordere  Fläche 
divergent  gemacht,  so  daß  sie  nach  dieser  ersten  Brechung  von 
einem  Punkte  vor  der  Linse,  dem  zweiten  Brennpunkte  der  vor- 
deren Fläche,  herzukommen  scheinen.  Zur  Achromatisierung  des 
Brennpunktsortes  der  ganzen  Linse  ist  dann  erforderlich,  daß  der 
Krümmungsmittelpunkt  der  hinteren  Linsenfläche  zwar  vor  dieser, 
aber  zugleich  hinter  dem  zweiten  Brennpunkte  der  vorderen  Linsen- 
fläche für  alle  Farben  liegt. 

Wie  man  aus  diesen  Betrachtungen  erkennt,  scheint  eine 
Achromatisierung  des  Bildortes  bzw.  des  Brennpunktortes  für  we- 
nigstens zwei  verschiedene  Farben  bei  Linsen  von  endlicher  Dicke 
und  geeigneter  Krümmung  ihrer  Flächen  sehr  wohl  möglich  zu 
sein.  Welche  Dicke  bei  gegebenen  Krümmungsradien,  und  um- 
gekehrt welche  Krümmungsradien  bei  gegebener  Dicke  der  Linse 
erforderlich  sind,  um  die  Achromasie  des  Bildortes  zu  erreichen, 
das  läßt  sich  natürlich  nur  auf  dem  Wege  der  Rechnung  ent- 
scheiden. Da  diese  Rechnung  sich  auf  die  früher  ausführlich  ab- 
geleiteten Formeln  für  die  durch  Zentralstrahlen  erzeugten  Bilder 
stützt  und  im  übrigen  verhältnismäßig  einfach  ist,  so  soll  dieselbe 
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für  den  für  die  Praxis  besonders  wichtigen  Fall  der  Achromati- 
sierung  des  Brennpunktsortes  im  folgenden  zunächst  allgemein  und 
dann  an  einem  speziellen  Beispiel  numerisch  durchgeführt  werden. 

Da  die  Größen  e und  e\  welche  die  Lage  der  Hauptebene 
einer  Linse  bestimmen  (vgl.  S.  715),  von  dem  Brechungsindex  der 
Linsensubstanz  abhängen,  so  erkennt  man  zunächst,  daß  die 
Hauptebenen  der  Linse  im  allgemeinen  für  verschiedene  Farben 
verschieden  liegen.  Es  geht  daher  nicht  an,  für  die  Ableitung  der 
Formeln  zur  Achromatisierung  des  Brennpunktsortes  den  letzteren 
in  seiner  Lage  gegen  die  Hauptebene  des  Bildraumes  zu  berücksich- 
tigen, sondern  man  muß  den  Abstand  desselben  von  einem  festen 
Punkte  auf  der  Axe  in  Rechnung  ziehen. 

Wählt  man  als  festen  Axenpunkt  den  Scheitel  der  hinteren 
Linsenfläche,  so  ergibt  sich  als  Abstand  des  hinteren  Linsenbrenn- 
punktes von  demselben,  wie  man  leicht  aus  der  früheren  Fig.  209 
auf  S.  697  erkennt,  e'  — f\  Nach  den  früher  (vgl.  S.  730  und  731) 
angegebenen  Werten  von  e'  und  f'  für  eine  von  Luft  umgebene 
Linse  vom  Brechungsindex  n erhält  man  daher  für  diesen  Brenn- 
punktsabstand den  Wert 

(n  — 1 ) r.  <l  — nr,r. 

(»  — 1)  |«  (r,  — rsj  — (n  — 1)  ’ 

wobei  r,  und  r.,  die  Krümmungsradien  der  vorderen  und  hinteren 
Linsenflächo  und  d die  Linsendicke  bedeuten.  Nimmt  man  nun 
an,  daß  das  einfallende  Licht  nur  aus  zwei  Farben,  etwa  dein 
Rot  der  Fraunhoferschen  Linie  B und  dem  Violett  der  Fraun- 
hoferschen  Linie  II  besteht,  so  hat  man  in  die  obige  Formel  für 
den  Brechungsindex  einmal  den  Wert  n»  und  dann  den  Wert  »i« 
einzusetzen.  Die  so  erhaltenen  Werte  des  Abstandes  des  roten 
und  violetten  Brennpunktes  vom  Scheitel  der  hinteren  Linsenfläche 
müssen  für  den  Fall  der  Achromatisierung  des  Brennpunktortes 
einander  gleich  sein.  Man  erhält  daher  als  Bedingung  für  diese 
Art  der  Achromasic  nach  dem  Fortschaffen  der  Nenner  auf  beiden 
Seiten  der  Gleichung  und  geeigneter  Zusammenfassung  der  einzel- 
nen Glieder 

{nH—  1)  («/;  — 1 )d2—  [(«*  — 1)  (n,t—  1)  (r,—  r,)  -f-  (nen„—  l)r,|(f 
-f  7i/i  rt//  (r,  — r»)  r,  = 0. 

Der  Faktor  von  d kann  auch  in  der  Form 

[«/((»!//—  1)  + Ji//(nÄ—  l)]r,  — (nB  — l)(«;/~l)r, 
geschrieben  werden,  wie  man  leicht  durch  Ausmultiplizieren  in 
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beiden  Fällen  bestätigt.  Beachtet  man  dies  und  dividiert  die 
ganze  Bedingungsgleichung  durch  («/; — 1 ) (nu — 1)  r’ , so  erhält 
man  dieselbe  schließlich  in  der  Form 


d2  — (wfl  -f  mt/  — p)  d »*//  mH  (1  — q)  = 0 , 


wobei  der  Einfachheit  halber  für  die  Verhältnisse  und 

rt 


r., 

r , 


bzw. 


die  Buchstaben  d und  q,  und  für  die  Quotienten 


nß 

nB  — 1 


und 


7 bzw.  die  Buchstaben  mB  und  »»//  gesetzt  worden  sind. 

nu—  1 6 

Da  weder  die  Krümmungsradien  noch  die  Linsendicke  außerdem 
in  der  Bedingungsgleichung  auftreten,  so  ist  hieraus  ersichtlich, 
daß  es  bei  der  Achromatisierung  des  Brennpunktsortes  gar  nicht 
auf  die  Werte  dieser  Größen  selbst,  sondern  nur  auf  das  richtige 
Verhältnis  derselben  ankommt.  Setzt  man  den  Krümmungsradius 
rt  der  vorderen  Linsenfläche  gleich  -f- 1 oder  — 1 , je  nachdem 
die  vordere  Linsenfläche  gegen  das  einfallendo  Lieht  konvex  oder 
konkav  ist,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  verwendet  man 
den  absoluten  Wert  dieses  Krümmungsradius  als  Längeneinheit, 
mit  der  man  alle  in  Frage  kommenden  Längen  mißt,  so  geben 
dann  d und  q direkt  die  Werte  der  Linsendicke  und  des  Krüm- 
mungsradius der  hinteren  Linsenfläche  an.  Dies  soll  im  folgenden 
im  Interesse  der  einfacheren  Darstellung  der  Resultate  angenom- 
men sein.  Dabei  ist  besonders  zu  beachten,  daß,  während  mB  und 
mu  ihrer  Bedeutung  nach  stets  positiv  sein  müssen,  die  Größen 
o und  d auch  negative  Werte  annehmen  können.  Da  die  Linsen- 
dicke selbst  natürlich  nicht  negativ  sein  kann,  so  deutet  ein  nega- 
tiver Wert  von  d darauf  hin,  daß  r,  negativ,  die  vordere  Linsen- 
fläche also  gegen  das  Licht  konkav  ist. 

Da  d in  der  Bediuguugsgleichung  im  Quadrate,  Q dagegen  nur 
in  der  eisten  Potenz  auftritt,  so  empfiehlt  es  sich,  die  Gleichung 
nach  g aufzulösen.  Man  erhält  dann  die  Formel 


Q 


(mu  — d)  ( m ii  d) 

niBinu — d 


Würde  das  einfallende  Licht  aus  zwei  anderen  Farben  be- 
stehen, so  hätte  man  in  dieser  Formel  nur  mB  und  mu  durch  die 

fl 

beiden  zu  diesen  Farben  gehörenden  Quotienten  r zu  ersetzen. 

Es  haben  also  die  abgeleitete  Bedingungsgleichung  und  die  aus 
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derselben  im  folgenden  noch  abzuleitenden  Resultate  ganz  allge- 
meine Bedeutung  für  die  Achromatisierung  des  Brennpunktsortes 
in  bezug  auf  irgend  zwei  verschiedene  Farben. 

Aus  der  Formel  für  p ist  zunächst  zu  erkennen,  daß  im  all- 
gemeinen zu  jedem  Werte  der  Linsendicke  d ein  bestimmter  Wert 
des  hinteren  Krümmungsradius  Q gehört,  für  welchen  Achromasie 
des  Brennpunktsortes  stattfindet.  Ausgenommen  sind  bei  endlicher 
Länge  des  vorderen  Krümmungsradius  rt  zunächst  nur  die  Werte 
d = w ib  und  d = /«//,  weil  ihnen  p = 0 entspricht,  was  praktisch 
keine  Bedeutung  hat;  es  kommen  aber  auch  die  Werte  von  d, 
welche  nur  wenig  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  von  vib  bzw. 
nm  abweichen,  insbesondere  also  die  zwischen  nm  und  mu  liegen- 
den Werte  von  d praktisch  kaum  in  Frage,  da  sie  zu  so  starken 
Krümmungen  der  hinteren  Linsenfläche  führen,  daß  die  Dimen- 
sionen der  Linse  nicht  mehr  genügend  groß  werden.  Anders  liegen 
jedoch  die  Verhältnisse,  wenn  rx  unendlich  groß,  die  vordere  Linsen- 
fläche also  eben  angenommen  wird.  Dann  eignet  sich  aber  die 
Formel  für  p nicht  zur  Behandlung  des  Falles.  Es  bedarf  jedoch 
in  diesem  Falle  gar  keiner  besonderen  Rechnung;  denn  wenn  die 
vordere  Linsenfläche  eben  ist,  so  findet  bei  jeder  beliebigen  Dicke 
der  Linse  Achromasio  des  Breunpunktsortes  statt,  sofern  auch  die 
hintere  Linsenfläche  eben  ist,  die  Linse  also  eine  planparallele 
Platte  herstellt. 

Abgesehen  von  diesem  Ausnahmefalle  ergibt  also  jeder  Wert 
von  d einen  bestimmten  Wert  von  p,  während  umgekehrt  zu 
jedem  Werte  von  p im  allgemeinen  zwei  verschiedene  Werte  der 
Linsendicke  d gehören,  was  in  der  Beziehung  zwischen  d und  p 
darin  seinen  Ausdruck  findet,  daß  die  auf  Null  gebrachte  Form 
derselben  (vgl.  S.  885)  für  d eine  quadratische  Gleichung  darstellt. 

Solange  in  der  Formel  für  p die  Linsendicke  d positiv,  aber 
kleiner  wie  me  ist,  besitzt  p einen  positiven  Wert;  die  beiden 
Linsenflächen  sind  daher  gegen  das  einfallende  Licht  konvex. 
Für  d— 0 wird  insbesondere  p=l;  d.  h.  aber  eine  unendlich 
dünne  Linse  wäre  nur  dann  für  den  Brennpunktsort  achromati- 
siert,  wenn  beide  Flächen  gleich  große  konvexe  Krümmung  be- 
sitzen würden;  dann  fände  aber  überhaupt  keine  Ablenkung  der 
Strahlen  durch  die  unendlich  dünne  Linse  statt.  Auch  wenn  d 
größer  wie  nm  ist,  besitzt  zunächst  p noch  einen  positiven  Wert, 
solange  d dabei  kleiner  wie  nrnnm  bleibt.  Ist  schließlich  d gleich 
niBMii  geworden,  so  nimmt  p einen  unendlich  großen  Wert  an, 
d.  h.  die  hintere  Linsenfläche  ist  eben.  Für  Werte  von  d,  die 
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größer  als  ntamu  sind,  wird  dagegen  q negativ,  d.  h.  also  die 
Linse  bikonvex. 

Wenn  die  vordere  Linsenfläche  gegen  das  einfallende  Licht 
konkav  ist,  so  muß  d negativ  genommen  werden.  Es  ist  ohne 
weiteres  aus  der  Formel  für  q zu  ersehen,  daß  dann  q stets  posi- 
tiv bleibt  und  dabei  um  so  größer  wird,  je  größer  der  absolute 
Wert  des  negativen  d ist.  Demnach  muß  also,  wenn  die  vordere 
Fläche  einer  Linse  gegen  das  einfallende  Licht  konkav  ist,  auch 
die  hintere  Linsenfläche  dem  einfallenden  Lichte  ihre  Konkavität 
zukehren,  wenn  Achromasie  des  Brennpunktsortes  eintreten  soll; 
denn  wenn  ry  negativ  ist,  muß  auch  rt  einen  negativen  Wert  an- 
nehmen, damit  q positiv  wird. 

Um  die  Abhängigkeit  des  Verhältnisses  q der  beiden  Krüm- 
mungsradien r,  und  r,  von  dem  Verhältnis  d der  Linsendicke  d 
zu  dem  vorderen  Krümmungsradius  rt  in  allen  Einzelheiten  klar 
übersehen  zu  können,  empfiehlt  es  sich,  die  Kurve  aufzuzeichnen, 
welche  der  obigen  Beziehung  zwischen  d und  q entspricht,  sofern 
man  q als  Abszisse  und  d als  zugehörige  Ordinate  in  einem  recht- 
winkligen Koordinatensystem  deutet.  Die  ausführliche  Diskussion 
der  Gleichung  ergibt,  daß  die  Kurve  eine  Hyperbel  darstellt, 
deren  eine  Asymptote  der  Ordinatenaxe  (p-Axe)  parallel  läuft  und 
von  derselben  den  Abstand  ma***//  besitzt;  die  andere  Asymptote 
ist  gegen  die  erste  um  einen  Winkel  von  45°  entgegen  dem 
Uhrzeigersinne,  und  daher  gegen  die  Abszissenaxe  (d-Axe)  um 
den  Winkel  von  45°  im  Uhrzeigersinne  geneigt  und  schneidet 
die  Koordinatenaxen  beide  auf  deren  negativer  Seite  in  dem 
gleichen  Abstande  — ( matnu — ma — »*//)  vom  Koordinatenanfangs- 
punkte. Der  Mittelpunkt  der  Hyperbel,  in  welchem  sich  die 
Asymptoten  durchkreuzen,  besitzt  die  Koordinaten  -j- matnu  und 
— (2  um  um — m«  — ma),  so  daß  er  rechts  von  der  p-Axe  und 
unterhalb  der  d-Axe  liegt.  Die  reelle  Halbaxe  der  Hyperbel  besitzt 
den  Wert 

V 2 (J/  2 - j-  1 ) • \ iub  mn  (ma  — 1 ) (mn  — 1 ) , 
während  die  sog.  imaginäre  Halbaxe  der  Hyperbel  gleich 

V 2 (12  — 1)  • }/  matnu  (ma  — 1)  (mn — 1) 
ist 

In  Fig.  272  findet  sich  diese  Hyperbel  für  den  speziellen  Fall 
aufgezeichnet,  daß  die  Linse  aus  Fraunhoferschem  Crownglas 
Nr.  9 besteht.  Dabei  sind  für  die  früher  (vgl.  S.  87d)  angegebenen 
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genauen  Werte  der  Brechungsindizes  der  roten  und  violetten 

61  31 

Strahlen  die  einfacheren  Näherungswerte  nu=  und 
verwendet  worden.  Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man  für 


mu  den  Wert  oder  2,905  und  für  m»  den  Wert  ^ oder  2,818. 

Die  Formel  für  p lautet  daher 

(2.905  — «T)  (2,81 8 — <l) 

P " 8,186  — d ’ 
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so  daß  u.  a.  die  folgenden  Werte  von  d und  q zusammengehören, 
die  mit  einer  der  Abrundung  der  Brechungsindizes  ungefähr  ent- 
sprechenden Genauigkeit  angegeben  sind: 


d 

e 

1 

Q/ 

1 

— 

• 

GO 

+ 0,5  + 0,73 

— 

1000 

4-  997,6 

4- 1 '4-  0,48 

+ 1.5  +0,28 

— 

100 

+ 

97,80 

— 

50 

+ 

48,02 

+ 2 +0,12 

— 

00 

+ 

28,28 

+ 2.5  +0,02 

— 

20 

r 

18,54 

+ 2,818  0 

— 

10 

9,10 

+ 2,862  , — 0,0004 

— 

5 

+ 

4,69 

+ 2,905  0 

— 

4 

+ 

3.86 

+ 3 +0,003 

— 

3 

+ 

3.07 

+ 3.5  +0,09 

— 

2,5 

+ 

2,69 

+ 4 j + 0,31 

— 

2 

4* 

2,32 

+ 4,5  +0,73 

— 

1,5 

+ 

1,96 

+ 4,723  +1 

— 

1 

+ 

1.62 

+ 5 14-1.43 

— 

0.5 

+ 

1,80 

+ 5,5  | + 2.59 

0 

4- 

1 

+ 6 +4,51 

d 

ü 

+ 6,5 

+ 7.85 

+ 

t; 

— 21,34 

+ 7 

+ 14,44 

4* 

15 

— 21,62 

+ 7.5 

+ 31.36 

4* 

16 

— 22,09 

4-  8 

+ 142,0 

+ 

18 

— 23,35 

• 8,186 

± ® 

T 

20 

— 24.86 

-!-  8,5 

— 101,3 

25 

— 29,15 

+ 9 

— 46,29 

30 

— 83,76 

+ 10 

— 28,09 

+ 

40 

— 43.35 

r 11 

— 23,54 

t 

50 

— 53.14 

+ 12 

— 21,90 

+ 

100 

— 102,8 

+ 13 

- 21.35 

+ 1000  — 1002,5 

+ 13,5 

— 21,30 

4* 

CD 

— <x> 

Mit  Hilfe  dieser  Tabelle  kann  man  von  der  Kurve  eine  ge- 
nügende Anzahl  von  Punkten  in  das  Koordinatensystem  einzeichnen 
und  sich  auch  ohne  die  oben  angedeutete  Diskussion  der  Gleichung 
zwischen  d und  q davon  überzeugen,  daß  die  Kurve  nur  eine 
Hyperbel  sein  kann.  Um  einen  möglichst  großen  Teil  derselben 
zur  Darstellung  bringen  zu  können,  ist  für  die  Fig.  272  das  Milli- 
meter als  Längeneinheit  verwendet  worden. 

Da  d und  p die  Verhältnisse  der  Linsendicke  d und  des  hinteren 
Krümmungsradius  r.  zu  dem  vorderen  Krümmungsradius  r,  be- 
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deuten,  so  kann  man  die  Zahlen  der  Tabelle  auch  dazu  verwenden, 
d und  r.  in  einer  beliebigen  Längeneinheit  auszudrücken,  sobald 
r,  in  dieser  Längeneinheit  gegeben  ist;  man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  nur  die  Länge  von  r,  mit  der  betreffenden  Zahl  der  Tabelle 
zu  multiplizieren. 

Aus  der  Tabelle  bestätigt  man  zunächst,  daß  zu  Werten  von 
<1.  welche  in  der  Nähe  von  ma  -=2,818  und  mu—  2,905  liegen,  so 
kleine  Werte  von  q gehören,  daß  diese  praktisch  nicht  in  Frage 
kommen  können.  Man  kann  sich  aber  auch  mit  Hilfe  der  Tabelle 
bzvv.  der  dieselbe  veranschaulichenden  Fig.  272  unter  Zuhilfenahme 
der  folgenden  Figg.  273  und  274  leicht  davon  Rechenschaft  geben, 
daß  die  aus  der  Formel  für  q gewonnenen  Resultate  mit  den  vor- 
her ohne  alle  Rechnung  abgeleiteten  durchaus  übereinstimmen. 
Der  zweite  Brennpunkt  F\  der  vorderen  Linsenfläche,  in  dem  sich 
die  parallel  der  Axe  einfallenden  Strahlen  nach  der  ersten  Brech- 
uDg  zunächst  zu  vereinigen  suchen,  besitzt  nach  den  früher  ab- 
geleiteten Formeln  (vgl.S.  P22)  vom  Scheitel  der  vorderen  Linsen- 

Ti  T 

fläche  den  Abstand r,  d.  h.  also  für  die  roten  Strahlen  den 

Abstand  m«r,  und  für  die  violetten  Strahlen  den  Abstand  umr,. 
Zieht  man  auch  hier  das  Verhältnis  dieses  Abstandes  zu  dem 
vorderen  Krümmungsradius  rt  in  Betracht,  so  geben  die  beiden 
Größen  ma  und  um  direkt  die  Werte  dieses  Verhältnisses  an. 

In  Fig.  273  findet  sich  zunächst  die  vordere  Fläche  einer 
Linse  (der  erste  Kreis  links,  welcher  durch  0 bezeichnet  ist)  an- 
gedeutet uuter  der  Voraussetzung,  daß  der  Krümmungsradius  r, 
derselben  -f-  1 cm  beträgt,  also  die  Fläche  nach  dem  einfallenden 
Lichte  zu  konvex  ist.  Der  hintere  Brennpunkt  F\  der  Vorderfläche 
liegt  demnach  für  die  roten  Strahlen  um  2,818  rt  und  für  die 
violetten  Strahlen  um  2,905  rt  nach  rechts  vom  Scheitel  der  vor- 
deren Linsenfläche  entfernt;  in  der  Figur  sind  beide  Punkte  auf 
der  Axe  markiert  und  die  durch  dieselben  begrenzte  kleine  Strecke 
der  Axe  durch  den  Buchstaben  F\  angedeutet  worden.  Außerdem 
finden  sich  in  der  Figur  für  eine  große  Reihe  verschiedener  Linsen- 
dicken d — 6.  r,  die  zur  Achromatisierung  des  Brennpunktsortes 
erforderlichen  hinteren  Linsenflächen  eingezeichnet,  deren  Krüm- 
mungsradius n>  — (i.  r,  sich  aus  obiger  Tabelle  für  p ergibt  Die 
Figur  veranschaulicht  also  unmittelbar  eine  große  Anzahl  von 
Linsen  aus  Crownglas,  welche  in  dem  angedeuteten  Sinne  für 
parallel  der  Axe  einfallende  Strahlen  achromatisch  sind,  wobei 
man  sich  in  jedem  Falle  die  durch  0 bezeichnet«  Fläche  als  vordere 
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zu  denken  hat.  Die  an  jeder  hinteren  Linsenfläche  angeschriebene 
Zahl  gibt  den  Wert  des  Verhältnisses  rf  der  Linsendicke  d zu  dem 
vorderen  Krümmungsradius  r,  an;  dieselbe  kann  also  direkt  als 
Maß  der  Linsendicke  in  Zentimeter  betrachtet  werden,  falls  man 
als  Längeneinheit  die  Länge  von  1 cm  des  vorderen  Krümmungs- 
radius auffaßt 

Mit  Hilfe  der  früher  abgeleiteten  Formeln  für  die  Brennweiten 
einer  Linse  (vgl.S.  714  und  730)  kann  man  sich  nun  zunächst  davon 
Übezeugen,  daß  die  sämtlichen  durch  Fig.  273  dargestellten  Linsenr 
positive  vordere  Brennweitem  besitzen,  also  nach  der  früher  ein- 
geführten Bezeichnung  Kollektivsysteme  darstellen.  Allerdings 
wird  man  dabei  finden,  daß  durch  die  Achromatisierung  des  Brenn- 
punktsortes für  zwei  verschiedene  Farben  im  allgemeinen  nicht 
auch  zugleich  die  Brennweiten  für  diese  beiden  Farben  auf  gleiche 


Länge  gebracht  sind,  so  daß  also  wohl  die  Brennpunkte,  nicht  aber 
auch  die  Hauptebenen  für  dieselben  zusammenfallen.  Auf  die  Be- 
deutung dieser  Tatsache  soll  weiter  unten  noch  ausführlicher  ein- 
gegangen werden. 

Abgesehen  davon,  daß  alle  in  bezug  auf  den  Brennpunktsort 
achromatischen  Linsen,  deren  vordere  Fläche  gegen  das  einfallende 
Licht  konvex  ist,  kollektik  sind,  zeigt  die  hintere  Linsenfläche 
ein  mit  der  Linsendicke  wechselndes  Verhalten  gegenüber  der  die 
verschiedenfarbigen  hinteren  Brennpunkte  der  vorderen  Fläche 
enthaltenden  Axenstrecke  F\.  Für  Werte  von  ä kleiner  wie  ma 
wendet  die  hintere  Fläche  der  Strecke  Ft  ihre  Konkavität  zu,  aber 
so,  daß  ihr  Krümmungsmittelpunkt  noch  vor  F\  liegt;  infolgedessen 
unterwirft  sie  die  nach  Punkten  von  F\  konvergierenden  und  mit 
chromatischer  Unterkorrektion  behafteten  Strahlen  einer  chroma- 
tischen fberkorrektion.  Für  Werte  von  <J  zwischen  «o/und  in» mif 
ist  die  hintere  Linsenfläche  gegen  F\  konvex,  wobei  ihre  Krüm- 
mung mit  wachsenden  d immer  mehr  abnimmt,  bis  sie  schließlich 
für  J = ma mu  eben  geworden  ist;  sie  beeinflußt  daher  auch  in 
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allen  diesen  Fällen  das  Strahlenbündel  im  Sinne  der  chro- 
matischen Überkorrektion.  Für  Werfe  von  J,  die  größer 
wie  in a mu  sind,  wendet  die  hintere  Linsenfläche  dagegen  wieder 
ihre  konkave  Seite  der  kleinen  Axenst recke  F\  zu;  da  jedoch 
ihr  Krümmungsmittelpunkt  noch  vor  den  vorderen  Linsenscheitel 
fällt,  wie  unmittelbar  aus  den  in  der  Tabelle  niedergelegten  Werten 
von  q zu  ersehen  ist,  so  liegt  F\  zwischen  dem  Krümmungsmittel- 
punkt und  dem  Scheitelpunkt  der  hinteren  Linsenfläche,  und  dieselbe 
verändert  daher  wiederum  das  Strahlenbündel  im  Sinne  chroma- 
tischer Überkorrektion. 

Fig.  274  veranschaulicht  in  entsprechender  Weise  die  noch 
fehlenden  Fälle,  welche  durch  negative  Werte  von  ä charakteri- 
siert sind,  d.  h.  also  sich  auf  Linsen  beziehen,  deren  vordere  Fläche 
gegen  das  einfallende  Licht  konkav  ist.  Auch  in  dieser  Figur 


ist  für  die  mit  0 bezeichnete  vordere  Linsenfläche  ein  Krümmungs- 
radius von  1 cm  Länge  angenommen  worden.  Da  r._>  negativ  ist, 
so  liegt  in  diesem  Falle  die  Axenst  recke  F\ , welche  die  verschieden- 
farbigen zweiten  Brennpunkte  der  vorderen  Linsenfläche  enthält, 
vor  den  Linsen;  sie  findet  sich  in  Fig.  274  gar  nicht  besonders 
angegeben.  Die  den  verschiedenen  Dicken  entsprechenden  hin- 
teren Linsenflächen  wenden  ebenfalls  ihre  Konkavität  dem  ein- 

fallendcn  Lichte  zu,  wie  aus  den  positiven  Werten  von  Q = ,:  in 

ri 

Anbetracht  des  negativen  Vorzeichens  von  r,  zu  folgern  ist.  Die 
Krümmungen  der  hinteren  Flächen  sind  aber  dabei  durchweg 
noch  so  groß,  daß  ihr  KrümmungsmittelpuDkt  hinter  die  Strecke 
F\  zu  liegen  kommt.  Hieraus  folgt  aber 'nach  den  früheren  Er- 
örterungen, daß  in  allen  Fällen  die  hintere  Fläche  das  ursprünglich 
parallel  zur  Axe  auf  die  Linse  fallende  Strahlenbündel  chromatisch 
unterkorrigiert,  während  vorher  an  der  vorderen  Linsenfläche 
chromatische  überkorrektion  stattgefunden  hat.  Dadurch  wird  es 
verständlich,  daß  die  verschiedenfarbigen  Strahlen  nach  dem  Aus- 
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tritt  aus  der  Linse  schließlich  wieder  durch  denselben  Punkt  auf 
der  Axe  hindurchgehen.  Endlich  sei  noch  hervorgehoben,  daß 
sämtliche  durch  Fig.  274  dargestellten  Linsen  negative  vordere 
Brennweite  besitzen  und  daher  Dispansivsysteme  darstellen. 

Geht  man  nicht  wie  in  den  bisherigen  Erörterungen  von  der 
Dicke  der  Linse  aus,  sondern  nimmt  von  vornherein  außer  dem 
vorderen  Krümmungsradius  noch  den  hinteren  Krümmungsradius 
als  gegeben  an  und  fragt  nun  nach  der  Dicke,  welche  die  Linse 
besitzen  muß,  damit  Achromasie  des  Brennpunktsortes  eintritt,  so 
ergeben  sich  für  jeden  Wert  von  p,  wie  schon  hervorgehoben 
wurde  und  auch  aus  der  Tabelle  und  der  Fig.  272  zu  erkennen 
ist,  im  allgemeinen  zwei  Werte  von  d.  Es  gibt  aber  auch  Werte 
von  p,  für  welche  Achromasie  in  dem  angegebenen] Sinne  überhaupt 
nicht  möglich  ist,  da  ihnen  keine  reellen  Werte  von  d entsprechen. 
Aus  Fig.  272  geht  dies  besonders  deutlich  hervor;  denn  da  der 
obere  Hyperbelast  bis  etwa  zur  d-Axe  heranreicht,  während 
der  untere  dieser  Axe  nur  bis  auf  eine  Entfernung  von  21  Längen- 
einheiten (genauer  21.3)  nahe  kommt,  so  sind  bikonvexe  Linsen 
aus  Crownglas,  bei  denen  das  Verhältnis  des  hinteren  und  vor- 
deren Krümmungsradius  einen  Wert  besitzt,  welcher  zwischen 
0 und  — 21,3  liegt,  überhaupt  nicht  für  den  Brennpunktsort  zu 
achromatisieren.  Allgemein  ist  das  Intervall,  innerhalb  dessen  der 
Wert  von  p nicht  liegen  darf,  durch  die  Werte 

— (2  Hiß  um  — um  — um ) -j-  2 ][  mit «»// {um — 1 ) (nm  — 1 ) 

und 


— (2  um  um  — iiib  — um ) — 2 ^~mb  nm (mb  — 1 ) (um  — 1 ) 

begrenzt;  denn  für  diese  Grenzwerte  von  p besitzt  die  obige  qua- 
dratische Gleichung  für  d Doppel  wurzeln,  während  für  zwischen- 
liegende Werte  von  p die  Größe  d imaginär  wird.  Es  ist  nicht 
schwer,  durch  das  Auflösen  der  Beziehung  zwischen  d und  p (vgl. 
S.  885)  nach  d sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Angaben  zu  über- 


zeugen. — 

Mit  der  Vereinigung  dieser  Brennpunkte  für  verschiedene  Farben 
ist  nun,  wie  schon  oben  gelegentlich  horvorgehoben  wurde,  im  all- 
gemeinen nicht  auch  zugleich  eine  Zusammenlegung  der  Haupt- 
ebenen für  diese  Farben  erreicht.  Es  hahen  daher  in  diesem  Falle 
die  Brennweiten  für  verschiedene  Farben  verschiedene  Längen.  Da 


aus  der  Formel  für  die  Lateralvergrößerung 


(vgl.  S.  678) 
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hervorgeht,  daß  dieG roßen  der  verschiedenfarbigen  Bilder  eines  weißen 
Objektes  den  Brennweiten  der  farbigen  Strahlen  proportional  sind,  so 
besteht  also  nach  der  Achromatisierung  des  Bildortes  bzw.  des  Brenn- 
punktsortes in  der  Hegel  noch  eine  „ chromatische  Differenz  der  Ver- 
größerung“. Sendet  das  Objekt  nur  zweierlei  farbige  Strahlen,  etwa 
rote  und  violette  aus,  so  wird  daher,  falls  beide  Bilder  in  derselben 
Ebene  hervorgebracht  sind,  das  eine  farbige  Bild  über  das  andere 
übergreifen,  so  daß  das  Gesamtbild  in  einem  zentralen  Teile  in 
der  Mischfarbe,  am  Rande  dagegen  nur  in  einer  der  beiden  Farben 
erscheint 

Man  kann  nun  aber  auch  die  verschiedenfarbigen  Brennweiten 
und  damit  die  Vergrößerung  der  verschiedenfarbigen  Bilder  gleich 
groß  machen;  bei  einer  Linse  läßt  sich  jedoch  diese  Achromati- 
sierung der  Brennweiten  nur  erreichen,  wenn  man  gleichzeitig 
auf  die  Achromatisierung  des  Bildortes  verzichtet,  so  daß  die  in  der 
Größe  übereinstimmenden  Bilder  verschiedener  Farbe  in  verschie- 
denen Ebenen  entworfen  werden. 

Die  Bedingung  für  die  Achromatisierung  der  Brennweiten  läßt 
sich  bei  ausschließlicher  Verwendung  von  Zentralstrahlen  wiederum 
mit  Hilfe  der  früheren  Formeln  leicht  ableiten.  Die  Formel  für 
die  (vordere)  Brennweite  einer  von  Luft  umgebenen  Linse  vom 
Brechungsindex  lautete  (vgl.  S.  730): 


f n 

(h  — 1)  I»  (r,  — r»)  — (»  — 1)  (!| 

Führt  man  in  derselben  für  n einmal  nn  und  dann  n u ein 
und  setzt  beide  Werte  gleich,  so  erhält  man  nach  Beseitigung  der 
Nenner  und  einigen  leicht  zu  übersehenden  Zusammenfassungen 
als  Bedingungsgleichung  für  die  Achromatisierung  der  Brennweiten 
in  bezug  auf  die  roten  und  violetten  Strahlen 

(nB  itu  —\)d  — Kn niAri  — r.)  = 0 • 

Dividiert  man  durch  r,  und  bezeichnet  die  dann  nur  noch  in 

d r* 

der  Gleichung  vorhandenen  Verhältnisse  und  -■  wieder  bzw. 

r i _ f'i 

mit  ä und  <>,  so  erhält  man  schließlich  für  q die  Formel 


Q 


1 _ 1 
iiu  ntl 


Da  in  dieser  Gleichung  q und  <f  nur  in  der  ersten  Potenz 
Vorkommen , so  ist  das  Bild  derselben  eine  gerade  Linie.  Wählt 
man  wieder  die  Abszissenaxe  eines  rechtwinkligen  Koordinaten- 
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Systems  zur  Darstellung  von  d und  die  Ordinatenaxe  zur  Darstel- 
lung von  e,  so  schneidet  diese  gerade  Linie  die  Ordinatenaxe  im 

Abstande  -4-1,  die  Abszizissenaxe  dagegen  im  Abstande  — MÄ<n" 

vom  Koordinatenanfangspunkt.  Vergleicht  man  die  gerade  Linie 
mit  der  Hyperbel,  welche  die  Beziehung  zwischen  d und  q im 
Falle  der  Achromatisierung  des  Brennpunktsortes  veranschau- 
lichte, so  erkennt  man  zunächst,  daß  beide  Linien  die  Ordinatenaxe 
in  dem  gleichen  Punkte,  für  welchen  d=0  und  = ist, 
durchschneiden.  Dies  ist  aber  auch  der  einzige  Punkt,  welchen 
beide  gemeinsam  haben;  denn  die  ausführlichere  Diskussion  der 
Hyperbel  in  diesem  Punkte  zeigt,  daß  die  gerade  Linie  die  Hyperbel 
an  dieser  Stelle  berührt  Hieraus  geht  aber  hervor,  daß  mit  Aus- 
nahme des  Falles  einer  unendlich  dünnen  Linse  (d=0),  bei  welcher 
beide  Flächen  gleiche  Krümmung  besitzen  (p  = -j-  1 ),  so  daß  über- 
haupt keine  Strahlenablenkung  eintritt,  in  der  Tat  bei  keiner 
Linse  zugleich  der  Brennpunktsort  und  die  Brennweite  achromati- 
siert  werden  können. 

Wendet  man  das  erhaltene  Resultat  wieder  auf  Linsen  aus 
Fraunhoferschem  (Townglas  Nr. 9 an,  so  nimmt  nach  den  oben 
(vgl.  S.  888)  angenommenen  Näherungswerten  für  nB  und  nu  die 
Formel  für  q die  spezielle  Form  an 

q—  1 —0,577  d* 

In  folgender  Tabelle  sind  wieder  einige  aus  dieser  Formel  be- 
rechnete zusammengehörende  Werte  von  d und  q angegeben: 


d 

' f 

d 

Q 

<r 

e 

d 

Q 



ec 

+ * 

2 

1 + 2,15 

+ 3 

+ 3,5 

-0.73 

8,5 

3,90 

— 

1000 

+ 578 

— 1,5 

| + 1,87 

-1,02 

9 

— 4,19 

— 

1IKI 

+ 58,7 

— 1 

! -j—  1 

+ 3 

- 1.31 

-j- 

9,5 

— 4,48 

— 

50 

4 29, *5 

— 0.5 

j + 1,29 

+ 4,5 

— 1,(50 

+ 

10 

4,77 

— 

30 

4- 18,31 

0 

+ 1 

+ 5 

- 1.89 

T 

20 

— 10,5-1 

— 

20 

+ 12,54 

+ 0,5 

+ 0,71 

+ 5,5 

— 2,17 

+ 

30 

— 1(5,31 

— 

10 

4-  0,77 

+ 1 

+ 0,42 

— 2,4(5 

+ 

+ 

50 

— 27,85 

— 

5 i 

+ 3,89 

+ 1,5 

+ 0,13 

+ 0,5 

— 2,75 

100 

— 5(5,7 

— 

4 

+ 3,31 

+ 1,7331 

0 

~t~  ^ 

— 3,04 

1000 

— 570 

3 

2,5 

+ 2,73 
+ 2,44 

+ 2 
+ 2,5 

— 0,15 

— 0,44 

+ 7,6 
+ 8 

— 3,33 

— 3,(52 

-r 

X 

; - » 

Außerdem  findet  sich  in  der  früheren  Fig.  272  auf  S.  888  die  dieser 
Gleichung  zwischen  d und  o entsprechende  gerade  Linie  unter  Bei- 
behaltung des  zur  Konstruktion  der  Hyperbel  verwendeten  Maß- 
stabes angegeben  und  mit  TT  bezeichnet  Wie  man  sieht,  berührt 
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diese  Gerade  in  der  Tat  die  Hyperbel  in  dem  gemeinsamen  Schnitt- 
punkte beider  Kurven  mit  der  Ordinateuaxe. 

Aus  Tabelle  und  Figur  ist  deutlich  der  Unterschied  zwischen 
dem  Falle  der  Achromatisierung  der  Brennweite  mit  dem  der 
Achromat  isierung  des  Brennpunktsortes  zu  ersehen,  wenn  man 
zum  Vergleich  außerdem  die  Tabelle  auf  S.  889  heranzieht.  Vor 
allen  Dingen  ist  zu  erkennen,  daß  bei  gegebenem  Krümmungsradius 
der  vorderen  Linsenfläche  nicht  nur  zu  jeder  Linsendicke  eine 
bestimmte  Krümmung  der  hinteren  Linsenfläche,  sondern  umge- 
kehrt zu  jeder  Krümmung  der  hinteren  Linsenfläche  eine  be- 


Kig.  276 


stimmte  Linsendicke  gefunden  wird,  mit  welcher  Achromasio  betreffs 
der  Brennweite  hergestellt  werden  kann. 

Um  sich  auch  hier  wieder  die  verschiedenen  dabei  in  Betracht 
kommenden  Linsenformen  deutlich  veranschaulichen  zu  können, 
sind  in  Fig.  275,  oben  für  konvexe  und  unten  für  konkave  Krüm- 
mung der  vorderen  Linsenfläche,  eine  Reihe  von  speziellen  Linsen 
in  der  schon  in  den  Figg.  273  und  274  verwendeten  Weise  dar- 
gestellt worden.  Wie  man  sieht,  sind  im  Falle  einer  konvexen 
vorderen  Linsenfläche  die  hinteren  Linsenflächen  nur  für  Linsen- 
dicken, deren  Verhältnis  zum  vorderen  Krümmungsradius  kleiner 
wie  1,733  ist,  ebenfalls  gegen  das  einfallende  Licht  konvex;  im 
übrigen  handelt  es  sich  dabei  nur  um  Bikonvexlinsen.  Ist  dagegen 
die  vordere  Linsenfläche  gegen  das  einfallende  Licht  konkav,  so 
ist  es  auch  die  hintere  Linsenfläche,  wie  man  aus  dem  unteren 
Bild  in  Fig.  275  erkennt. 
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e)  Achromatische  Linsenpaare. 

Da  schon  bei  einer  einzigen  Linse  Achromasie  im  einen  oder 
anderen  Sinne  hergestellt  werden  kann,  wie  im  vorhergehenden 
Abschnitte  an  den  ausführlich  durchgeführten  Beispielen  der 
Achromatisierung  des  Brennpunktes  und  der  Achromatisierung  der 
Brennweite  der  Linse  gezeigt  worden  ist,  so  läßt  sich  Voraus- 
sagen, daß  dieser  Zweck  durch  Kombination  zweier  Linsen  unter 
Umständen  noch  einfacher  erreicht  werden  kann  Dies  ist  in  der  Tat 
der  Fall;  denn  man  braucht  bei  zwei  Linsen  gar  nicht  unbedingt 
auf  die  Dicke  der  einzelnen  Linsen  Rücksicht  zu  nehmen,  son- 
dern kann  schon  Achromasie  mit  Hilfe  zweier  unendlich  dünnen 
Linsen  erreichen.  Dies  soll  im  folgenden  noch  an  zwei  für  die 
Praxis  wichtigen  Beispielen  dargelegt  werden. 

Bei  der  Zusammensetzung  zweier  unendlich  dünnen  Linsen 
sind  zwei  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden.  Entweder  liegen 
die  Linsen  dicht  aneinander  und  stellen  demnach  mit  genügender 
Annäherung  zusammen  immer  noch  eine  unendlich  dünne  Linse 
dar;  oder  die  beiden  Linsen  befinden  sich  in  endlichem  Abstande 
voneinander,  so  daß  sie  also  eine  endliche  Luftschicht  zwischen 
sich  haben.  Im  ersten  Falle  decken  sich  die  Hauptebenen  für 
verschiedene  Farben,  so  daß  eine  Achromatisierung  des  Brenn- 
punktsortes zugleich  die  Brennweite  mit  achromatisiert  und  um- 
gekehrt. Im  zweiten  Falle  liegen  dagegen  die  Hauptebenen  für 
verschiedene  Farben  auseinander;  man  kann  daher  wie  bei  einer 
einzigen  Linse  im  allgemeinen  entweder  nur  den  Brennpunktsort 
oder  die  Brennweite,  nicht  aber  beide  zugleich  achromatisieren. 

Eine  achromatische  Kombination  zweier  sich  berührender  un- 
endb'ch  dünner  Linsen  ist  nur  möglich,  wenn  die  beiden  Linsen' 
verschiedenen  Brechungsindex  für  jede  einzelne  Farbe  besitzen, 
also  z.  B.  die  eine  aus  Flintglas,  die  andere  aus  dem  schwächer 
brechenden  Crownglas  besteht  Denn,  wie  aus  den  weiter  unten 
aufgestellten  Formeln  leicht  zu  ersehen  ist,  würde  bei  gleichem 
Material  der  Linsen  eine  Aufhebung  der  chromatischen  Aberration 
zugleich  die  Gesamtablenkung  vernichten,  so  daß  der  Zweck  der 
Linsenkombination,  den  VereinigungspuDkt  des  Strahlenbündels 
und  damit  die  Konvergenz  bzw.  Divergenz  desselben  zu  ändern, 
illusorisch  gemacht  wäre.  Nach  dem  oben  Gesagten  ist  voll- 
kommene Achromasie  für  zwei  Farben  hergestellt,  sobald  die 
Brennweiten  für  beide  gleich  gemacht  sind.  Damit  ist  dann  zu- 
gleich für  jede  Lage  des  Objektpunktes  auf  der  Achse  Achromasie 
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des  zugehörigen  Bildortes  und  auch  gleiche  Vergrößerung  der  ver- 
schiedenfarbigen Bilder  hergestellt 

Um  die  Bedingung  für  die  Achromatisierung  der  Brennweite 
aufzustellen,  hat  man  zunächst  folgendes  zu  beachten.  Bezeichnen 
r,  und  r2  die  beiden  Krümmungsradien  irgendeiner  unendlich  dünnen 
Linse  vom  Brechungsindex  n , so  berechnet  sich  deren  Brennweite 
nach  der  Formel  (vgl.  S.  715): 


Setzt  man  in  diese  Formel  einmal  n«  und  darauf  nB  als 
Brechungsindex  ein  und  bezeichnet  die  sich  hieraus  ergebenden 
Brennweiten  entsprechend  mit  fu  und  fu,  so  erhäJt  man  durch 
Subtraktion  der  beiden  Formeln,  wie  man  leicht  bestätigt, 


--  = (n„  — nB) 
Tb 


l 

r i 


1 

r« 


Zieht  man  noch  einen  dritten  Brechungsexponenten  in  Be- 
tracht, welcher  einer  mittleren  Farbe,  etwa  dem  der  Fraunhofer- 
schen  D-Linie  entsprechenden  Gelb,  entspricht,  so  kann  man  die 
letzte  Formel  auch  in  der  Form  schreiben 


1 _ J_ 

fu  fa 


nu — nB 
nD  — 1 


(Wß—  1) 


1 
r i 


1 _ na-  n„  1 
r j nB  — 1 //> 


unter  fo  die  Brennweite  für  die  gelben  Strahlen  verstanden.  Das 


Verhältnis 


nu—nB 
nD  — 1 ’ 


welches  bei  normaler  Dispersion  immer  einen 


positiven  Wert  besitzt,  gilt  allgemein  als  Maß  für  das  Dispersions- 
. vermögen  einer  Substanz.  Bezeichnet  man  dasselbe,  wie  es  üblich 
ist,  mit  v,  so  nimmt  die  letzte  Beziehung  die  einfachere  Form  an 


1 1 v 

fu  fß  Id 


Hat  man  nun  zwei  sich  berührende  unendlich  dünne  Linsen, 
deren  (vordere)  Brennweiten  bzw.  fi  und  fu  sind,  so  gilt  für  die  Ge- 
samtbrennweite f der  aus  ihnen  zusammengesetzten  unendlich 
dünnen  Linse  nach  S.  718 


1 

f 


Gibt  man  diesen  Brennweiten  wieder  noch  außerdem  den  Zu- 
satzindex B,  D oder  H,  je  nachdem  sie  sich  auf  rote,  gelbe  odei 
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violette  Strahlen  beziehen,  so  lautet  die  Bedingung  für  die  Gleich- 
heit der  roten  und  violetten  Brennweite  nach  geeigneter  Zusammen- 
fassung der  einzelnen  Glieder 

(JL  _,!_)  + («  l)  = o 

'fm  t w'  V (in  fuJ 

oder  unter  Berücksichtigung  der  vorhergehenden  Formel 


Vf  ■ V// 

f/D  f HD 


= 0, 


sofern  man  unter  vt  und  >7/  die  Werte  des  Dispersionsvermögens 
der  beiden  Linsen  versteht. 

Diese  Beziehung  ist  zwar  zunächst  nur  für  die  mittleren 
Brennweiten  fu>  und  fuo  streng  richtig.  Beachtet  man  aber,  daß 
die  zu  anderen  Farben  gehörenden  Brennweiten  sich  nur  um  einen 
kleinen  Bruchteil  der  mittleren  Brennweite  von  dieser  nach  der 
einen  oder  anderen  Seite  unterscheiden,  so  erkennt  man,  daß  auch 
die  zu  allen  anderen  Farben  gehörenden  Brennweiten  mit  großer 
und  für  die  praktische  Anwendung  ausreichender  Annäherung  der 
obigen  Beziehung  genügen.  Man  kann  daher  den  Index  D fort- 
lassen und  schreiben 


V/ 

fi 


um  damit  anzudeuten,  daß  ft  und  fu  zu  irgendeiner  Farbe  gehören 
können. 

Da  v/  und  v/f  immer  positiv  sind,  so  müssen  die  beiden  Brenn- 
weiten fi  und  fu  entgegengesetztes  Vorzeichen  besitzen,  damit  die 
letzte  Beziehung  bestehen  kann.  Es  läßt  sich  daher  nur  Acbro- 
masie  herstellen,  wenn  die  eine  Linse  kollektiv  und  die  andere 
dispansiv  ist,  ein  Resultat,  das  schon  aus  dem  Umstande  abzu- 
leiten war,  daß  eine  unendlich  dünne  Kollektivlinse  nur  chroma- 
tische Unterkorrektion,  eine  unendlich  dünne  Dispansivlinse  da- 
gegen nur  chromatische  Überkorrektion  hervorbringt  (vgl.  S.  807 
und  808).  Dabei  dürfen  aber  natürlich  die  beiden  Brennweiten  nicht 
entgegengesetzt  gleich  sein,  weil  sonst  die  Gesamtbrennweite  un- 
endlich groß  wäre,  und  das  System  wie  eine  planparallele  Platte  wirken 
würde.  Hieraus  ergibt  sich  aber  weiter,  daß  die  Werte  von  vt  und 
v// immer  verschieden  sein  müssen;  denn  die  Gleichheit  von  v,  und 
v//  würde  nach  der  obigen  Beziehung  ja  gerade  die  entgegen- 
gesetzte Gleichheit  der  beiden  Brennweiten  zur  Folge  haben. 
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Es  kann  daher  mit  zwei  unendlich  dünnen  Linsen,  die  sich 
in  Kontakt  befinden,  keine  Achromasie  hergestellt  werden,  wenn 
sie  aus  der  gleichen  Substanz  bzw.  aus  Substanzen  von  gleichem 
Dispersionsvermögen  bestehen. 

Nimmt  man  die  erste  Linse  aus  Fraunhoferschein  Flint- 
glase No.  13,  die  zweite  dagegen  aus  Fraunhoferschem  Crown- 
glase  Nr.  9 und  beachtet,  daß  für  das  Flintglas  no  — 1,635  036 
und  für  das  Crownglas  «o  = 1,529  587  ist,  so  ergibt  sich  nach 
den  schon  früher  (auf  S.  873)  angegebenen  Werten  für  tig  und  nu 
als  Dispersionsvermögen  für  die  beiden  Substanzen  vt=  0,068  206 
und  vu  = 0,039  138.  Es  besteht  daher  zwischen  den  Brennweiten 
der  beiden  Linsen  der  Zusammenhang 

fi=  — 1,743  f,r 

Hieraus  ist  ersichtlich,  daß  die  Flintglaslinse,  abgesehen  von 
dem  entgegengesetzten  Vorzeichen,  größere  Brennweite  und  daher 
kleinere  Brechkraft  besitzen  muß  als  die  Crownglaslinse.  Die  letz- 
tere gibt  daher  für  die  Gesamtwirkung  der  Linsenkombination  den 
Ausschlag;  je  nachdem  sie  kollektiv  oder  dispansiv  ist,  wird  auch 
das  achromatische  Linsenpaar  ein  Kollektiv-  oder  Dispansivsystem 
darstellen,  wenn  auch  mit  kleinerem  absoluten  Werte  der  Brech- 
kraft wie  bei  der  Crownglaslinse  allein. 

Bezeichnet  man  die  Krümmungsradien  der  ersten  Linse  mit  r, 
und  n,,  die  der  zweiten  Linse  mit  r3  und  r4,  so  kann  man  die 
Bedingungsgleichung  für  die  Achromasie  nach  den  obigen  Formeln 
auch  in  der  Form  schreiben 

(nUi—  n,H)  (—  — — ) -f  («////—  «/za)  (— -)  = 0. 

V,  rt>  Vs  rj 

Diese  Beziehung  zwischen  den  Krümmungsradien  der  vier 
brechenden  Flächen  läßt  erkennen,  daß  nur  drei  von  ihnen  be- 
liebig gewählt  worden  können,  und  gibt  zugleich  das  Mittel  an, 
den  vierten  Krümmungsradius  zu  berechnen,  sobald  die  drei  an- 
deren gegeben  sind.  In  der  Praxis  macht  man  gewähnlich  die 
Krümmungen  der  hinteren  Fläche  der  ersten  Linse  und  der  vor- 
deren Fläche  der  zweiten  Linse  gleich  und  kittet  dann  die  beiden 
Linsen  an  diesen  Flächen  zusammen.  Außerdem  schleift  man  in 
der  Regel  die  vordere  Fläche  der  Flintglaslinse  eben,  so  daß  man 
eine  Linsenkombination  erhält,  w'ie  sie  Fig.  276  veranschaulicht 
Unter  dieser  Voraussetzung  wird  r3  — r»  und  r,  = x . Setzt  man 
diese  speziellen  Werte  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  stellt  die- 
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selbe  dann  nur  noch  eine  Beziehung  zwischen  rs  und  r4  dar,  die 
sich  leicht  auf  die  Form  bringen  läßt 

(nun—  «////)  r,  -f  [(n/u—  nID)  — (nun—  nnu)\  r4  =0. 

Man  kann  dieselbe  verwenden,  um  einen  der  beiden  Krüm- 
mungsradien aus  dem  anderen  zu  berechnen.  Unter  Verwendung 
der  auf  S.  873  angegebenen  Werte  der  Brechungsindizes  des  Flint- 
und  Crownglases  für  die  Fraunhoferschen  Linien  B und  H er- 
hält man 

r%  — — 1 ,0897  r4  bz w.  r4  = — 0,9 177  r>. 

Es  ist  also  der  Krümmungsradius  der  Kittfläche  nur  wenig 
größer  wie  der  der  hinteren  Fläche  der  Crownglaslinse,  aber  die 
Krümmungen  finden  nach  entgegengesetzter  Richtung  statt.  Handelt 
es  sich  um  ein  kollektives  achromatisches 
Linsenpaar,  wie  es  gewöhnlich  zur  Ver- 
wendung kommt  und  durch  Fig.  276  dar- 
gestellt wird,  so  ist  die  Kittfläche  gegen 
das  einfallende  Licht  konvex,  die  letzte 
brechende  Fläche  des  Systems  dagegen 
konkav.  Bei  einem  achromatischen  Dis- 
pansivsystem  würde  es  dagegen  gerade 
umgekehrt  sein. 

Will  man  das  Paar  unendlich  dünner  l'ig.  276 

Linsen  für  zwei  andere  Farben  achroma- 

tisieren,  etwa  für  die  den  Fraunhoferschen  Linien  C und  F ent- 
sprechenden Farben  rotgelb  und  blau,  so  hat  man  in  die  obigen 
Formeln  nur  die  entsprechenden  Brechungsindizes  einzuführen,  so 
daß  also  diese  Formeln  allgemeine  Verwendung  finden  können.  — 

Der  zweite  Fall  einer  achromatischen  Kombination  zweier 
unendlich  dünnen  Linsen  ist  dadurch  charakterisiert,  daß  die 
beiden  Linsen  einen  endlichen  Abstand  d besitzen.  Wie  schon 
hervorgehoben  wurde,  lassen  sich  in  diesem  Falle  nicht  Brenn- 
punktsort und  Brennweite  zugleich  achrornatisieren.  Von  prak- 
tischer Bedeutung  ist  vor  allen  Dingen  die  Achromatisierung  der 
Brennweite;  daher  soll  diese  noch  ausführlich  behandelt  werden. 

Zwischen  den  (vorderen)  Brennweiten  fi  und  fu  der  beiden 
Linsen  und  der  Gesamtbrennweite  f des  Systems  gilt  für  irgend- 
eine Farbe  die  Beziehung  (vgl.  S.  700) 

1 1 1 d 

f f,  fu  f,  f„ 
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Als  Bedingung  der  Gleichheit  der  Brennweiten  für  die  roten 
und  violetten  Strahlen  erhält  nian  daher 


( fm  fnu  fuJ  ( fiufnu  ^ 

i 1 

Fügt  man  in  dem  Faktor  von  d den  Quotient  ^ .. — einmal 

/ /B  tim 


mit  negativem  und  außerdem  noch  einmal  mit  positivem  Vor- 
zeichen hinzu , wodurch  sich  natürlich  sein  Gesamtwert  nicht 
ändert,  so  kann  man  denselben  in'  der  Form  schreiben 


(J L)._L. 

' ftu  f I B'  flllt  'fl/U  f f/B  flB 

Beachtet  man  dies,  ersetzt  ferner  die  Differenzen  der  rezi- 
proken Werte  der  beiden  äußersten  Brennweiten  nach  dem  obigen 
durch  den  mit  dem  Dispersionsvermögen  multiplizierten  reziproken 
Wert  der  mittleren  Brennweite  und  macht  schließlich  von  der 
oben  begründeten,  auch  im  vorliegenden  Falle  geltenden  Erlaub- 
nis Gebrauch,  die  einzelnen,  nur  wenig  voneinander  verschiedenen 
farbigen  Brennweiten  für  die  Bedingungsgleichung  als  gleich  groß 
zu  betrachten,  so  erhält  man  die  mit  genügender  Annäherung 
geltende  Beziehung 

vr  . vji  V/ 

f,  + f,i  f,f„ 

Aus  derselben  ergibt  sich  als  Wert  für  d,  welcher  angesichts 
der  Vernachlässigung  der  beiden  Linsendicken  keine  absolute  Ge- 
nauigkeit vertragen  würde, 

d vifu  + v"fi . 

V/+V// 

Während  im  Falle  der  Berührung  beider  Linsen  die  Disper- 
sionsvermögen verschieden  sein  mußten,  läßt  sich  bei  endlichem 
Abstande  derselben  sehr  wohl  Achromasie  erzielen,  wenn  beide 
Linsen  aus  demselben  Materiale  hergestellt  sind.  Setzt  man  näm- 
lich in  der  letzten  Formel  n=V//,  so  erhält  man  immer  noch 
einen  brauchbaren  Wert  für  d , und  zwar 

d—Y-, 

d.  h.  es  muß  dann  zum  Zwecke  der  Achromat isierung  der  Brenn- 
weite der  Linsenabstand  d gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der 
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beiden  (vorderen)  Brennweiten  genommen  werden.  Sind  insbesondere 
in  diesem  Falle  beide  Linsen  von  gleicher  Brennweite,  so  ist  der 
Linsenabstand  gleich  dieser  gemeinsamen  Brennweite  zu  setzen. 

Im  vorhergehenden  ist  als  Maß  für  das  Dispersionsvermögen 

der  Quotient  — y8  verwendet  worden.  Neuerdings  benutzt  man 

für  den  Zähler  meist  nur  die  Differenz  nr  — »c,  da  man  in  der 
Regel  nur  die  den  Fraunhoferschen  Linien  C und  F entsprechen- 
den roten  und  blauen  Strahlen  zu  vereinigen  sucht  Außerdem 
kann  man  im  Nenner  an  Stelle  von  nD  auch  den  Brechungsindex 
für  irgendeine  andere  Farbe  einsetzen,  ohne  bei  gegebenem  Zähler 
den  Wert  des  Quotienten  um  mehr  als  höchstens  2%  zu  ändern. 
Welche  Farben  man  auch  im  speziellen  Falle  für  die  Bestimmung 
der  Größen  v herausgreift,  immer  werden  die  obigen  Formeln  ihre 
Geltung  behalten.  Hat  man  in  dem  zuletzt  angeführten  Beispiele 
der  Zusammenstellung  zweier  Linsen  aus  gleichem  Material 
Achromasie  der  Brennweite  für  irgend  zwei  Farben  erzielt,  so  ist 
dann  auch  für  alle  anderen  Farben  die  Brennweite  auf  die  gleiche 
Länge  gebracht,  weil  bei  gleichem  Materiale  unter  allen  Um- 
ständen v,  = v„  ist,  welches  Paar  von  Farben  man  auch  heraus- 
greift 

Die  Möglichkeit,  aus  zwei  in  endlichem  Abstande  liegenden 
unendlich  dünnen  Linsen  von  gleichem  Material  ein  achroma- 
tisches System  herzustellen,  hat  zu  der  Konstruktion  desHuygens- 
schen  und  des  Ramsdenschen  Okulars  geführt.  Denn,  wie  schon 
früher  (auf  S.  755)  angegeben  wurde,  besitzen  in  beiden  Okularen 
die  Linsen  einen  Abstand,  der  annähernd  gleich  dem  arithme- 
tischen Mittel  der  beiden  Brennweiten  ist.  Diese  Okulare  sind 
also  in  bezug  auf  die  Brennweite  für  alle  Farben  achromatisiert 

Will  man  bei  einem  System  außer  der  Brennweite  auch  noch 
den  Brennpunktsort  achromatisieren,  so  hat  man  hierzu  nur  das 
eine  Mittel,  die  Linsen,  welche  das  System  zusammensetzen,  jede 
für  sich  zu  achromatisieren,  d.  h.  jede  in  zwei  sich  berührenden 
Linsen  von  verschiedenem  Materiale  zu  zerteilen.  So  finden  sich 
in  der  Tat  die  Objektive  der  Mikroskope,  wenigstens  bei  den 
schwächeren  Systemen,  im  wesentlichen  aus  zwei  oder  drei  achro- 
matischen Linsenpaaren  von  der  durch  Fig.  276  dargestellten  Form 
zusammengesetzt.  * 
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d)  Sphärische  Differenz  der  chromatischen  Aberration.  Achromate. 

Apochromate  und  Koinpensationsokulare. 

Außer  den  chromatischen  Aberrationen,  welche  sich  schon  bei 
den  Zentralstrahlen  oder  Nullstrahlen  geltend  machen,  treten  bei 
größerer  Öffnung  des  einfallenden  Strahlenbündels  noch  Fehler 
auf,  welche  auf  die  sphärische  Aberration  der  einzelnen  farbigen 
Strahlenbündel  zurückzuführen  sind.  Wenn  ein  System  für  Zen- 
tralstrahlen betreffs  des  Bildortes  vollkommen  achromatisiert  ist, 
aber  noch  sphärische  Aberration  aufweist,  so  würden  trotzdem 
keine  chromatischen  Fehler  zu  bemerken  sein,  wenn  die  sphä- 
rische Aberration  für  alle  Farben  von  gleicher  Art  und  Größe 
wäre,  so  daß  die  kaustischen  Flächen  für  sämtliche  Farben  zu- 
sammenfielen. Das  letztere  ist  aber  nicht  der  Fall.  Infolge  der 
ungleichen  Dispersion  in  den  verschiedenen  zur  Achromatisierung 
verwendeten  Glassorten  besitzt  vielmehr  die  sphärische  Aberration 
für  verschiedene  Farben  ungleiche  Größe,  eine  Erscheinung,  die 
man  nach  Abbe  als  „sphärische  Differenz  der  chroma- 
tischen Aberration“  oder  auch  als  „chromatische  Differenz 
der  sphärischen  Aberration“  bezeichnet. 

Hätte  inan  also  z.  B.  bei  einem  Kollektivsystem  außer  der 
chromatischen  Aberration  der  Zentralstrahlen  eines  weißen  Strahlen- 
bündels von  großer  Öffnung  noch  für  eine  mittlere  Farbe,  etwa 
gelb,  die  sphärische  Aberration  vollkommen  gehoben,  so  würden 
alle  anderen  farbigen  Strahlenbündel  noch  sphärische  Aberration 
aufweisen,  und  zwar,  wie  sich  herausstellt,  die  roten  Bündel 
sphärische  Unterkorrektion,  die  violetten  und  blauen  Bündel  sphä- 
rische Uberkorrektion.  Dieser  Fehler  läßt  sich  theoretisch  niemals 
ganz  beseitigen.  Man  hat  aber  gelernt,  ihn  praktisch  auf  ein 
Minimum  zu  reduzieren.  So  lange  man  nur  wenige  Glassorten, 
in  der  Hauptsache  nur  das  oben  erwähnte  Flintglas  und  Crown- 
glas,  für  die  chromatische  Korrektion  zur  Verfügung  hatte,  war 
man,  z.  B.  bei  der  Herstellung  der  Mikroskopobjektive,  auf  einen 
Kompromiß  angewiesen.  Mau  beseitigte  in  der  Regel  für  gelbgrün 
die  sphärische  Aberration  für  die  ganze  Öffnung  des  Objektivs  und 
vereinigte  außerdem  noch  blau  und  rot  für  eine  mittlere  Zone. 
Die  Randzone  blieb  dabei  chromatisch  überkorrigiert,  die  Zentral- 
zone dagegen  chromatisch  unterkorrigiert,  so  daß  also  noch  eine 
merkliche  sphärische  Differenz  der  chromatischen  Aberration  übrig 
blieb.  Derartige  mit  deutlichen,  für  sie  charakteristischen  Farbeu- 
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resten  behaftete  Mikroskopobjektive  bezeichnet  man  allgemein  als 
„Achromate“.  Seitdem  es  nun  in  der  Mitte  der  achtziger  Jahre 
des  vergangenen  Jahrhunderts  auf  Anregung  von  Abbe  in  der 
Glashütte  von  Schott  in  Jena  gelungen  war,  Glasarten  herzu- 
stellen, welche  hohes  Dispersionsvermögen  mit  geringem  Brechungs- 
index, und  umgekehrt  hohen  Brechungsindex  mit  geringem  Disper- 
sionsvermögen vereinigen,  und  überhaupt  eine  große  Mannigfaltigkeit 
in  bezug  auf  Brechungs-  und  Dispersionsvermögen  aufweisen,  ist 
man  auch  in  den  Stand  gesetzt  worden,  die  chromatische  Korrek- 
tion noch  viel  weiter  zu  treiben  und  auch  bei  den  schon  be- 
stehenden Achromaten  noch  zu  verfeinern.  Man  vereinigt  jetzt 
bei  den  stärkeren  Mikroskopobjektiven  drei  verschiedene  Farben 
des  Spektrums  in  einem  Punkte  der  Axe,  hebt  also  damit  das 
sogen,  sekundäre  Spektrum  der  gewöhnlichen  acliromatischen 
Systeme  auf,  und  korrigiert  gleichzeitig  die  sphärische  Aberration 
für  zwei  verschiedene  Farben  des  Spektrums.  Für  diese  Objektive 
hat  Abbe  zum  Unterschied  von  den  Achromaten  die  Bezeichung 
„ Apochromate“  eingeführt. 

Die  Apochromate  sind  nicht  nur  in  der  Mitte  des  Sehfeldes 
frei  von  sekundärem  Spektrum,  sondern  es  ist  bei  ihnen  auch  die 
sphärische  Differenz  der  chromatischen  Aberrationen  praktisch  so 
gut  wie  vollkommen  beseitigt.  Da  es  sich  dabei  aber  in  erster 
Linie  um  Achromatisierung  des  Brennpunktortes  und  nicht  der 
Brennweite  handelt,  so  ist  es  nach  den  obigen  Erörterungen  ver- 
ständlich, daß  sie  noch  eine  chromatische  Differenz  der  Ver- 
größerung haben.  Das  von  einem  weißen  Objekt  durch  das  Mi- 
kroskopobjektiv entworfene  reelle  Bild  ist  für  die  blauen  Strahlen 
größer  wie  für  die  roten,  so  daß  das  Bild  eines  weißen  Objekts 
mit  blauen,  das  eines  schwarzen  Objekts  dagegen  mit  roten 
Außensäumen  erscheint.  Diese  farbigen  Säume  bringt  man  nun 
beim  Gesamtbilde  des  Mikroskops  dadurch  zum  Verschwinden,  daß 
man  die  zu  den  Apochromatobjektiven  gehörenden  Okulare  nicht 
vollkommen  für  die  Brennweite  achromatisiert,  sondern  dieselben 
absichtlich  mit  einer  chromatischen  Vergrößerungsdifferenz  ver- 
sieht, die  aber  gerade  im  entgegengesetzten  Sinne  wirkt  wie  die 
chromatische  Vergrößerungsdifferenz  der  Objektive.  Man  muß  also 
zu  diesem  Zwecke  dem  Okular  für  rot  eine  kleinere  Brennweite 
erteilen  wie  für  blau,  damit  das  vom  Okular  entworfene  rote 
Bild  größer  erscheint  wie  das  blaue.  Derartige  Okulare  bezeichnet 
man  als  „Kompensationsokulare“.  Durch  die  Zusamen- 
stellung eines  Apochromatobjektivs  mit  einem  geeigneten  Kom- 
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pensatioDsokular  ist  es  in  der  Tat  gelungen,  dem  Auge  mikrosko- 
pische Bilder  darzubieten,  welche  an  Farbenreinheit  nichts  mehr 
zu  wünschen  übrig  lassen. 

6.  Über  die  Begrenzung  der  abbildenden  StrahlenbQndel. 

Bei  der  Abbildung  durch  optische  Systeme  kommt  niemals 
das  ganze  von  einem  leuchtenden  Punkte  ausgehende  Strahlen- 
bündel zur  Geltung,  sondern  immer  nur  ein  mehr  oder  weniger 
ausgedehnter  Strahlenkegel.  Dieser  wird  entweder  durch  den 
Rand  einer  Linse  oder  durch  besondere,  im  System  angebrachte 
Blenden,  bei  den  zur  subjektiven  Beobachtung  bestimmten  Instru- 
menten eventuell  durch  die  Pupille  des  beobachtenden  Auges  be- 
grenzt. 

Die  Wirkung  der  Blendungsvorrichtungen  auf  das  Bild 
äußert  sich  in  zweifacher  Weise.  Einerseits  beschränken  sie  die 
Öffnung  der  von  den  verschiedenen  Objektpunkten  ausgehenden 
Strahlenbündel  und  beeinflussen  daher  die  Helligkeit  und,  wie 
noch  nachgewiesen  werden  soll,  auch  das  Detail  des  Bildes.  An- 
dererseits beschränken  sie  die  Ausdehnung  des  zur  Abbildung  ge- 
langenden Teiles  des  Objektes  und  begrenzen  daher  das  Gesichts- 
feld. Welche  von  den  vorhandenen  Blendungen  in  dem  einen 
oder  anderen  Sinno  wirksam  ist,  richtet  sich  nach  dem  Orte  und 
der  Größe  derselben.  Die  zur  Begrenzung  der  Öffnung  dienende 
wirksame  Blende  bezeichnet  man  als  „Aperturblende*,  und  die 
zur  Begrenzung  des  Gesichtsfeldes  wirksame  Blende  als  „G e - 
sich tsfeldbl endo“.  Dabei  kann  die  eine  oder  andere  der  beiden 
wirksamen  Blenden  durch  die  Fassung  einer  Linse  des  Systems 
gegeben  sein. 

In  der  Kegel  stehen  bei  zentrierten  Systemen  die  Blenden- 
ebenen senkrecht  zur  optischen  Axe,  und  die  Blendenöffnung  ist 
kreisförmig  mit  dem  Mittelpunkte  auf  der  Axe.  Setzt  man  dies 
im  folgenden  immer  voraus,  so  füllen  die  von  einem  Punkte  des 
Objektes  ausgehenden  Strahlen  im  Objektraume  und,  falls  die 
Homozentrizität  bei  dem  Durchgänge  durch  das  System  erhalten 
bleibt,  auch  im  Bildraume  je  einen  kreisförmigen  Kegel  aus.  Es 
ist  daher  an  jeder  Stelle  ein  zur  Axe  senkrechter  Querschnitt 
durch  den  Strahlenkegel  kreisförmig,  mag  das  Zentrum  des  Strahlen- 
kegels im  Objektraume  auf  der  Axe  oder  außerhalb  derselben  liegen. 
Den  Strahl  eines  solchen  Strahlenkegels,  welcher  durch  die  Mitten 
aller  zur  Axe  senkrechten  Querschnitte  hindurchgehl,  bezeichnet 
man  als  „Hauptstrahl“  desselben.  Die  Hauptstrahlen  der  ein- 
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zelnen  Strahlenbündel  können  als  Repräsentanten  derselben  auf- 
gefaßt werden,  und  der  Verlauf  derselben  im  Instrument  stellt  in 
seiner  Gesamtheit  den  sogen.  „Strahlengang“  dar. 

Es  soll  im  folgenden  nun  zunächst  an  einfachen  Beispielen 
dargelegt  werden,  in  welcher  Weise  der  Strahlengang  in  einem 
optischen  System  durch  die  wirksame  Aperturblende  beeinflußt  wird. 

a)  Aperturblende.  Eintrittspupille  und  Austrittspupllle. 

Handelt  es  sich  um  eine  einzige  Linse  bzw.  eine  achroma- 
tische Kombination  zweier  sich  berührender  unendlich  dünner 
Linsen,  und  ist  keine  besondere  Blende  vor  oder  hinter  der  Linse 
angebracht,  so  wirkt  die  Linsenfassung  als  Aperturblende.  Der 
Innenrand  der  Linsenfassung  stellt  dann  sowohl  für  den  einfallen- 
den wie  für  den  gebrochenen  Strahlenkegel  die  Basis  dar,  wäh- 
rend die  Spitzen  beider  Kegel  in  dem  Objektpunkte  und  seinem 
Bildpunkte  zu  suchen  sind.  Man  kann  sich  dies  leicht  mit  Hilfe 
der  früheren  Figg.  240  bis  243  vergegenwärtigen,  in  denen  das 
Objektiv  des  Mikroskopes  durch  eine  einzige  Linse  dargestellt  wrar. 
Gleichzeitig  erkennt  man  aus  diesen  Figuren  unmittelbar,  daß  die 
Hauptstrahlen  der  von  den  einzelnen  Punkten,  z.  B.  P und  Q,  des 
selbstleuchtenden  Objektes  ausgehenden  Strahlenbündel  sämtlich 
durch  die  Mitte  der  Objektivlinse  hindurchgehen.  Wenn  auch  im 
vorliegenden  speziellen  Falle  dieser  Schnittpunkt  der  Hauptstrahlen 
mit  dem  Hauptpunkte  der  unendlich  dünnen  Linse  zusammeu- 
fällt,  so  muß  doch  zur  Vermeidung  irrtümlicher  Vorstellungen 
schon  hier  darauf 'hingewiesen  werden,  daß  die  Hauptpunkte  eines 
zentrierten  optischen  Systems  im  übrigen  nichts  mit  den  als 
Hauptstrahlen  bezeichneten  mittleren  Strahlen  der  wirksamen 
Bündel  zu  tun  haben  und  jedenfalls  im  allgemeinen  nicht  mit  den 
Axenschnittpunkten  der  Hauptstrahlen  identisch  sind. 

Es  möge  nun  eine  besondere  Blende  vorhanden  sein,  welche 
das  auf  eine  Linse  fallende  Strahlenbündel  begrenzt.  Ist  die 
kreisförmige  Öffnung  derselben  klein  genug,  so  daß  Strahlen  eines 
jeden  Bündels  zurückgehalten  werden,  welche  sonst  noch  die  Linse 
passieren  könnten,  so  wirkt  diese  Blende  als  „Aperturblende“. 

Angenommen,  die  Blende  liege  vor  der  als  kollektiv  aufge- 
faßten Linse,  und  zwar  innerhalb  der  einfachen  Brennweite,  so 
hat  man  den  durch  Fig.  277  dargestellten  Verlauf  der  ein  Objekt 
POQ  in  PO‘Q‘  abbildenden  Strahlen.  Die  Hauptstrahlen  aller 
Objektpunkte  gehen  durch  den  Mittelpunkt  M der  Blende  hin- 
durch, wie  es  in  der  Figur  für  die  von  den  drei  Punkten  O P,  Q 
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ausgehenden  Strahlenbündel  angedeutet  ist.  Alle  Strahlenkegel 
besitzen  die  kreisförmige  Öffnung  AB  der  Blende  zur  Basis.  So- 
fern die  äußersten  Objektpunkte  P und  Q nicht  zu  weit  von  der 
Axe  entfernt  liegen,  haben  die  Strahlenkegel  außerdem  an  ihrer, 
im  Objekte  liegenden  Spitze  annähernd  den  gleichen  Winkel 
(2$.  A OB,  4 APB  und  zj  AQB  in  der  Figur).  Man  bezeichnet 

diesen  Winkel  als  den  „Öffnungs- 
winkel des  optischen  Systems“. 

Da  die  äußersten  Strahlen  aller 
von  Objektpunkten  ausgehenden  Bün- 
del in  der  Figur  durch  den  Punkt  A 
bzw.  B der  Blendenöffnung  hindurch- 
gehen, so  werden  sie  sich  nach  der 
Brechung  in  dem  konjugierten  Punkte 
Ä bzw.  B des  Bildraumes  schneiden. 
Das  Entsprechende  wird  für  jeden 
anderen  ebenen  Axenschnitt  durch 
die  Strahlenbündel  gelten.  Hieraus 
folgt  aber,  daß  die  abbildenden  Strah- 
lenkegel nach  der  Brechung  sämtlich 
die  Kreisfläche  A‘B‘  mit  dem  auf 
der  Axe  liegenden  Mittelpunkte  M‘ 
zur  Basis  haben,  welche  das  durch 
die  Linse  hervorgerufene  Bild  der 
Blendenöffnung  AB  mit  dem  Mittel- 
punkte M darstellt.  Dieses  im  vor- 
liegenden Falle  virtuelle  Bild  begrenzt 
also  in  ganz  entsprechender  Weise 
die  Strahlenbündel  im  Bildraume,  wie 
es  die  körperliche  Aperturblende  im 
Objektraume  getan  hat. 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  die 
Homozentrizität  der  Strahlenbündel 
nach  der  Brechung  noch  vorhanden 
ist,  bilden  die  sämtlichen  Strahlenkegel  im  Bildraume  an  der  im 
Bilde  liegenden  Spitze  annähernd  den  gleichen  Winkel  (2$.A‘  0‘B‘, 
2^A‘FB‘  und  2$ÄQ‘B‘  in  der  Figur),  den  man  den  „Projek- 
tionswinkel des  optischen  Systems“  nennt 

Weiterhin  bezeichnet  man  jetzt  allgemein  nach  Abbe  die  ge- 
meinsame kreisförmige  Basis  der  Strahlenkegel  im  Objektraume 
als  die  „Eintrittspupille“,  und  die  gemeinsame  kreisförmige 
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Basis  der  Strahlenkegel  im  Bildraume  als  die  „Austrittspupille“ 
des  Systems,  während  man  zuweilen  für  die  körperliche  Apertur- 
blende den  Namen  „Iris“  verwendet 

Beachtet  man  dies,  so  bedeutet  auch  der  Öffnungswinkel  des 
Systems  den  Winkel,  unter  welchem  die  Eintrittspupille  vom  Orte 
des  Objektes  aus,  und  der  Projektionswinkel  des  Systems  den 
Winkel,  unter  welchem  die  Austrittspupille  vom  Orte  des  Bildes 
aus  erscheint. 

Während  die  Hauptstrahlen  im  Objektraume  durch  den 
Mittelpunkt  M der  Eintrittspupille  hindurchgehen,  schneiden  sich, 
wie  man  aus  Fig.  277  ohne  weiteres  erkennt,  dieselben  im  Bild- 
raume im  Mittelpunkte  M‘  der  Austrittspupille.  Man  bezeichnet 
nun  den  Winkel  PMQ,  welchen  die  zu  den  äußersten  Objekt- 
punkten gehörenden  Hauptstrahlen  im  Objektraume  miteinander 
bilden,  als  den  „Objektwinkel  oder  Gesichtsfeldwinkel  des 
Systems“;  derselbe  stellt  zugleich  den  Winkel  dar,  unter  welchem 
das  Objekt  PQ  von  der  Mitte  M des  Eintrittspupille  aus  er- 
scheint. In  entsprechender  Weise  nennt  man  den  Winkel  PMQ“, 
welchen  die  zu  den  äußersten  Bildpunkten  gehörenden  Haupt- 
strahlen im  Bildraume  miteinander  bilden,  den  „Bildwinkel  des 
Systems“;  dieser  ist  mit  dem  Winkel  identisch,  unter  welchem 
das  Bild  PQ'  von  der  Mitte  M‘  der  Austrittspupille  aus  er- 
scheint. 

Der  Verlauf  der  Hauptstrahlen  richtet  sich,  wie  man  sieht, 
nur  nach  der  Lage  der  Aperturblende,  ist  aber  von  dem  Durch- 
messer der  kreisförmigen  Blendenöffnung  ganz  unabhängig,  so 
lange  nur  deren  Mittelpunkt  auf  der  Axe  liegt.  Wäre  daher  die 
Blende  eine  sogenannte  Irisblende,  wie  sie  jetzt  fast  allgemein 
beim  Mikroskop  verwendet  wird,  so  würde  eine  Verkleinerung 
oder  Vergrößerung  der  Blendenöffnung  den  Strahlengang  nicht  be- 
einflussen. Denkt  man  die  Irisblende  so  eng  gestellt,  daß  sie  den 
Strahlen  nur  den  Durchgang  durch  ein  nahezu  punktförmiges  Loch 
gestattet,  so  bleiben  dann  annähernd  nur  noch  die  Hauptstrahlen 
selbst  übrig;  dabei  ist  natürlich  von  der  an  einer  so  kleinen  Öff- 
nung sich  deutlich  bemerkbar  machenden  Beugungswirkung  zu- 
nächst abzusehen.  Durch  die  Vorstellung  einer  derartigen  Ver- 
engerung der  Aperturblende  kann  man  sich  also  in  jedem  Falle 
den  Verlauf  der  Hauptstrahlen  leicht  vergegenwärtigen. 

Im  Falle  von  Fig.  277  war  die  Eintrittspupille  reell  und  die 
Austrittspupille  virtuell.  Der  umgekehrte  Fall  tritt  ein,  wenn  sich 
die  Aperturbleude  hinter  der  Linse  befindet,  wobei  sie  zunächst 
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noch  vor  dem  hinteren  Brennpunkt©  F“  der  Kollektivlinse  liegen 
möge.  Dann  ist,  wie  man  aus  Fig.  278  unmittelbar  erkennt,  diese 
Blende  mit  der  Austrittspupillo  identisch.  Da  allgemein  die  Aus- 


trittspupille als  Bild  der  Eintrittspupille  aufzufassen  ist,  so  liegt  die 
letztere  nach  den  früher  erörterten  Bildgesetzen  ebenfalls  hinter  der 
Linse,  und  zwar  weiter  von  derselben  entfernt  wie  die  Blende.  In  Rück- 
sicht auf  das  Gesetz  der  Umkehrbarkeit  der  Strahlenwege  kann  man  in 
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diesem  Falle  auch  die  Eintrittspupille  als  dasBild  auffassen,  welches  die 
Linse  von  der  Öffnung  der  Aperturblende  entwerfen  würde,  wenn  die 
Strahlen  in  umgekehrter  Richtung,  also  in  Fig.  278  von  oben 
nach  unten  auf  die  Linse  auffallen  würden.  Wie  man  aus  der 
Figur  erkennt,  stellt  auch  in  diesem  Falle  die  Eintrittspupille  die 
gemeinsame  Basis  aller  von  Punkten  des  Objektes  PQ  ausgehenden 
Strahlenkegel  dar. 

Liegt  die  Aperturblende  hinter  der  Linse  und  zugleich  hinter 
dem  hinteren  Brennpunkte  F“  derselben,  wie  es  in  Fig.  279  an- 
genommen worden  ist,  so  ist  die  Eintrittspupille  vor  der  Linse  und 
zwar  außerhalb  der  einfachen  Brennweite  zu  suchen;  sie  verhält 
sich  dann  wie  ein  vor  der  Linse  befindliches  Objekt,  dessen  Bild 
hinter  der  Linse  liegt  und  mit  der  Öffnung  der  A^erturblende  zu- 
sammenfällt. Wenn  auch  die  vom  Objekte  PQ  ausgehenden  Strahlen, 
welche  das  Bild  P'Q'  erzeugen,  in  diesem  Falle  gar  nicht  durch 
die  Eintrittspupille  hindurchgehen,  so  kann  dieselbe  doch  auch  hier 
wieder  als  gemeinsame  (virtuelle)  Basis  aller  abbildenden  Strahlen- 
kegel im  Objektraume  aufgefaßt  werden. 

Wenn  die  Aperturblende  mit  der  hinteren  Brennebene  der  Linse 
zusammenfällt,  wie  es  in  Fig.  280  auf  S.  912  zur  Darstellung  gebracht 
ist,  so  liegt  die  Eintrittspupille  im  Unendlichen  und  ist  dabei  un- 
endlich groß.  Die  von  den  verschiedenen  Punkten  des  Objektes 
ausgehenden,  die  Abbildung  vermittelnden  Strahlenkegel  sind  dann 
genau  kongruent,  und  die  Hauptstrahlen  laufen  im  Objektraume 
der  Axe  parallel,  da  der  Scheitel  M des  Öffnungswinkels  ins  Un- 
endliche gerückt,  und  der  Winkel  daher  gleich  Null  geworden  ist 
Man  bezeichnet  in  diesem  speziellen  Falle  den  Strahlengang  als 
„telezentrisch  nach  der  Objektseite“.  Auf  der  Bildseite 
gehen  dementsprechend  die  Hauptstrahlen  durch  den  hinteren 
Brennpunkt  F‘  der  Linse  hindurch. 

Es  läßt  sich  jedoch  auch  ein  Strahlengang  erzielen,  welcher 
„telezentrisch  nach  der  Bildseite“  ist.  Zu  diesem  Zwecke 
braucht  man  nur  die  Aperturblende  vor  der  Linse  in  der  vorderen 
Brennebene  derselben  anzubringen,  wie  es  Fig.  281  veranschaulicht 
Da  die  Blendenöffnung  jetzt  wieder  wie  im  Falle  von  Fig.  277 
mit  der  Eintrittspupille  identisch  ist,  so  fällt  die  Austrittspupille 
ins  Unendliche,  so  daß  dann  die  Hauptstrahlen  im  Bildraume  der 
Axe  parallel  laufen. 

Die  praktische  Bedeutung  der  beiden  Arten  telezentrischen 
Strahlenganges  liegt  auf  der  Hand.  Ist  der  Strahlengang  bei  einer 
Linse,  oder  auch  einem  zusammengesetzten  System,  telezentrisch 


912 


Optik. 


nach  der  Objektseite,  so  ist  der  Bildwinkel,  wie  man  aus  Fig.  280 
erkennt,  unabhängig  von  der  Lage  des  Objektes;  er  würde  auch 
der  gleiche  bleiben,  wenn  das  Objekt  PQ  innerhalb  der  Brennweite 


Fig.  280 


läge,  so  daß  das  Bild  PQ'  ebenfalls  vor  der  Linse  zu  suchen,  also 
virtuell  wäre.  Die  angulare  Größe  eines  solchen  virtuellen  Bildes  wird 
aber  durch  die  Neigung  der  Hauptstrahlen  bestimmt;  selbst  bei 
unscharfer  Einstellung,  wo  jedem  Objektpunkte  als  Bild  ein  Zer- 
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streuungskreis  entspricht,  wird  man  die  angulare  Bildgröße  nach 
der  Richtung  der  Hauptstrahlen  bemessen,  weil  diese  in  jedem 
Falle  durch  die  Mitte  der  Zerstreuungskreise  hindurchgehen.  Daraus 
geht  aber  hervor,  daß  bei  telezentrischem  Strahlengange  nach  der 
Objektseite  die  angulare  Größe  eines  virtuellen  Bildes  von  etwaigen 
Verrückungen  bzw.  ungenauer  Einstellung  des  Objektes  unab- 
hängig ist 

Wenn  dagegen  der  Strahlengang  nach  der  Bildseite  tele- 
zentrisch  ist,  so  ist  die  Größe  eines  auf  einem  Schirme  aufgefangenen 
reellen  Bildes,  wie  man  aus  Fig.  281  erkennt,  davon  unabhängig, 
ob  das  Bild  genau  in  die  Ebene  des  Schirmes  fällt;  denn  wenn 
auch  bei  ungenauer  Einstellung  des  Schirmes  das  Bild  nicht  mehr 
ganz  scharf  erscheint,  so  haben  doch  die  Mitten  der  Zerstreuungs- 
kreise, welche  wiederum  sich  als  Schnitte  der  Hauptstrahlen  mit 
der  Schirmebene  ergeben,  die  gleiche  gegenseitige  Entfernung  wie  bei 
absolut  scharfer  Einstellung.  Dies  würde  natürlich  nicht  mehr 
der  Fall  sein,  wenn  die  Hauptstrahlen  wie  in  den  vorhergehenden 
Figuren  gegen  die  Axe  geneigt  wären.  Die  gleichen  Verhältnisse 
hat  man,  wenn  das  Bild  nicht  auf  einem  Schinne  aufgefangen, 
sondern  auf  einer  mit  Teilstrichen  versehenen  sogenannten  Poin- 
ticrungsebene  ausgemessen  werden  soll,  wie  es  bei  den  Okular- 
mikrometern mit  dem  durch  das  Objektiv  im  Vereine  mit  dem 
Kollektiv  des  Huygensschen  oder  eines  geeigneten  Kompensations- 
okulars  (Nr.  6)  erzeugten  reellen  Bilde  der  Fall  ist.  Auch  hier  würde 
bei  geneigten  Hauptstrahlen  das  Resultat  der  Messung  mit  der 
Lage  der  Pointierungsebene  wechseln. 

Es  ist  in  den  Figg.  277  bis  281  absichtlich  dieselbe  Objektlage 
immer  wieder  verwendet  worden,  damit  man  erkennen  kann,  daß 
der  Strahlengang  bei  einer  bestimmten  Lage  von  Objekt  und  Bild 
in  der  mannigfachsten  Weise  durch  Blenden  geändert  werden 
kann.  Diese  Beeinflussung  der  abbildenden  Strahlenkegel  bezieht 
sich  nicht  allein  auf  die  Größo  des  Offnungswinkels.  Man  könnte 
sich  ja  in  allen  fünf  Fällen  den  Durchmesser  der  Blendenöffnung 
so  gewählt  denken,  daß  der  Öffnungswinkel  denselben  Wert,  etwa 
die  aus  Fig.  279  sich  ergebende  Größe  besäße,  dann  würden  trotzdem 
die  von  den  Punkten  P und  Q des  Objekts  sowie  von  allen  an- 
deren außerhalb  der  Axe  gelegenen  Objektpunkten  ausgehenden 
Strahlenkegel  in  allen  fünf  Fällen  sich  verschieden  verhalten. 

Andererseits  wird  bei  einer  bestimmten  Lage  der  beiden  Pupillen 
der  Strahlengiing  natürlich  im  allgemeinen  auch  noch  von  der  Lage  des 
Objektes  und  des  zugehörigen  Bildes  beeinflußt;  denn  da  die  Haupt- 
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strahlen  sich  im  Objektraume  in  der  Mitte  der  Eintrittspupille,  und 
im  Bildraume  in  der  Mitte  der  Austrittspupille  durchkreuzen 
müssen,  so  hängt  ihre  gegenseitige  Neigung  von  der  Lage  des  Ob- 
jektes zur  Eintrittspupille  einerseits,  und  der  Lage  des  Bildes  zur 
Austrittspupille  andererseits  ab.  Eine  Ausnahme  hiervon  bildet 
nur  der  Fall  von  Fig.  280,  in  welchem  der  Strahlengang  nach  der 
Objektseite  telezentrisch  ist. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  daß  eine  bestimmte  Eintritts- 
pupille immer  nur  für  eine  bestimmte  Lage  des  Objektes  verwend- 
bar ist,  wenn  ein  bestimmter  Strahlengang  und  eine  bestimmte 
Öffnung  der  abbildenden  Strahlenkegel  erzielt  werden  soll.  Dies 
erweist  sich  insbesondere  für  das  Mikroskop  von  Bedeutung,  weil  hier 
dem  Objekt  nach  den  früheren  Erörterungen  über  die  Aberrationen 
eine  ganz  bestimmte  Lage  vor  dem  Objektiv  zugewiesen  ist,  von 
welcher  nur  sehr  wenig  abgewichen  werden  darf,  wenn  die  Güte 
des  Bildes  nicht  beeinträchtigt  werden  soll. 

Bisher  war  der  größeren  Anschaulichkeit  halber  nur  eine 
einzige  Linse  vorausgesetzt  Es  ist  aber  leicht  einzusehen,  daß  die 
Resultate  über  die  Wirkung  der  beiden  Pupillen  ohne  weiteres  auf 
ein  optisches  System  übertragen  werden  können,  welches  aus  mehreren 
Linsen  zusammengesetzt  ist,  sofern  nur  die  Aperturblende  entweder 
vor  oder  hinter  dem  System  angebracht  ist  Es  bleibt  daher 
schließlich  nur  noch  der  Fall  zu  erörtern  übrig,  daß  sich  die  Aper- 
turblende im  Innern  eines  zusammengesetzten  Systems  zwischen 
zwei  Linsen  desselben  vorfindet,  oder  eventuell  durch  die  Fassung 
einer  inneren  Linse  gegeben  ist.  Dieser  Fall  möge  gleich  in  Hin- 
blick auf  seine  Bedeutung  für  das  Mikroskop  behandelt  werden. 

Fig.  282  veranschauliche  in  etwas  unter  halber  Größe  ein  Mikro- 
skop, welches  sich  von  dem  durch  Fig.  243  auf  S.  773  dargestellen 
schematischen  Mikroskop  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  das  Objektiv 
aus  zwei  unendlich  dünnen  Linsen  von  HO  mm  und  40  mm  Brennweite 
zuzusammengesetzt  erscheint.  Da  diese  Linsen  einen  Abstand  von 
30  mm  besitzen,  so  ist  die  Gesamtbrennweite  des  Objektivs  wie  in 
dem  früheren  Falle  gleich  30  mm;  die  vordere  Hauptebene  des  zu- 
sammengesetzten Objektivs  liegt  221/»  mm  hinter  der  ersten  Linse, 
und  die  hintere  Hauptebene  derselben  30  mm  vor  der  zweiten 
Linse,  so  daß  die  letztere  direkt  mit  der  ersten  Linse,  und  der 
hintere  Bronnpunkt  des  Objektivs  mit  der  zweiten  Linse  zusammen- 
fällt Da  als  optisches  Intervall  zwischen  Objektiv  und  Okular 
auch  in  diesem  Falle  die  Länge  von  75  mm  genommen  ist,  so  be- 
stätigt man  leicht,  daß  die  erste  Linse  des  Objektivs,  die  man  in 
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Fig.  282 


der  Regel  als  deren  „Frontlinse“  bezeichnet,  an  derselben  Stelle  liegt 
wie  die  einzige  Objektivlinse  in  Fig.  243.  Dagegen  ist  aber  das  Objekt 
PQ  bei  Annahme  der  gleichen  Bildgröße  an  die  Frontlinse  um 
221/.  mm  näher  herangerückt,  entsprechend  dem  **  Abstande!  der 
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vorderen  Hauptebene  von  dieser  Linse;  im  übrigen  liegen  das 
Zwischenbild  pQ‘  innerhalb  des  Huygenssehen  Okulars  von  45  mm 
Brennweite,  und  das  virtuelle  Gesamtbild  P"Q"  des  ganzen  Mikro- 
skops an  derselben  Stelle  wie  in  Fig.  243  und  weisen  auch  die 
gleiche  Vergrößerung  auf. 

Während  in  dem  früheren  Falle  die  Fassung  der  einzigen  Ob- 
jektivlinse # als  Aperturblendo  wirkte,  soll  jetzt  eine  besondere 
Aperturblende  zwischen  die  beiden  Linsen  des  Objektivs  ein- 
geschoben sein.  Dieselbe  ist  dann  zunächst  für  die  Front- 
linse als  Austrittspupille  aufzufassen,  entsprechend  dem  durch 
Fig.  278  dargestellten  Falle;  ihr  durch  die  Frontlinse  erzeugtes 
virtuelles  Bild,  falls  die  Strahlen  von  oben  nach  unten  durch  die 
Frontlinse  hindurchgehen,  stellt  dagegen  die  Eintrittspupille  der 
Frontlinse  und  damit  des  ganzen  Mikroskops  dar.  In  dem  durch 
Fig.  282  veranschaulichten  Falle  ist  die  Aperturblende  in  einer 
Entfernung  von  16  mm  hinter  der  Frontlinse  angenommen;  das  als 
Eintrittspupille  wirkende  virtuelle  Bild  ihrer  Öffnung  liegt  daher 
34'/t  mm  hinter  derselben  und  ist  2l/7mal  so  groß.  Die  Apertur- 
blende wirkt  nun  für  die  zweite  Linse  des  Objektivs  als  Eintritts- 
impille, entsprechend  dem  durch  Fig.  277  dargestellten  Falle;  ihr 
Bild  in  bezug  auf  die  zweite  Objektivlinse  stellt  daher  die  Aus- 
trittspupille dieser  Linse  und  damit  des  ganzen  Objektivs  dar.  Da 
die  Aperturblende  von  der  zweiten  Linse  noch  um  14  mm  entfernt 
ist,  und  diese  Linse  eine  Brennweite  von  40  mm  besitzt,  so  liegt 
demnach  die  Austrittspupille  des  Objektivs  zwischen  beiden  Linsen 
desselben,  und  zwar  21,54  mm  vor  der  zweiten  Linse  und  ist 
1 "Zu  mal  so  groß  wie  die  Öffnung  der  Apertur  blende. 

Wie  man  aus  den  bisherigen  Erörterungen  erkennt,  wirkt  bei 
einem  System  von  zwei  Linsen  die  Öffnung  einer  zwischen  den- 
selben liegenden  Aperturblende  weder  als  Eintrittspupille  noch  als 
Austrittspupille,  sondern  die  Eintrittepupille  stellt  das  von  der 
ersten  Linso  nach  der  Objektseite,  und  die  Austrittspupille  das  von 
der  zweiten  Linse  nach  der  Bildseite  erzeugte  Bild  derselben  dar. 
Dies  gilt  ganz  allgemein  für  jedes  System,  das  aus  zwei  Linsen 
oder  auch  aus  zwei  beliebigen  Teilsystemen  zusammengesetzt  ist, 
zwischen  denen  sich  die  Aperturblende  befindet. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  das  ganz  Mikroskop  an,  so 
stellt  sich  demnach  die  Austrittspupille  des  Gesamtsystems  im 
Falle  von  Fig.  282  als  das  Bild  der  Apert  urblenden-öffnung  dar, 
welches  durch  die  zweite  Linse  dos  Objektivs  im  Vereine  mit  dem 
Huygenssehen  Okular  erzeugt  wird;  dasselbe  ist  reell  und  liegt 
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über  dem  Mikroskop  an  der  Stelle,  wo  die  Hauptstrahlen  die  Axe 
nach  ihrem  Austritt  aus  dem  Okular  schneiden.  Es  wäre  daher 
gar  nicht  nötig,  die  Brechung  der  Strahlen  an  den  einzelnen 
Linsen  gesondert  in  Betracht  zu  ziehen,  wenn  man  nur  die  Lage 
der  Austrittspupille  feststellen  wollte.  Dagegen  ist  dies  nötig, 
wenn  man  sich  außerdem  über  den  Verlauf  der  Hauptstrahlen 
zwischen  je  zwei  Linsen  des  Systems  Rechenschaft  geben  will. 

Wie  schon  hervorgehoben  wurde,  stellt  das  Bild,  welches  die 
zweite  Linse  des  Objektivs  von  der  Öffnung  der  Aperturblende  er- 
zeugt, die  Austritt spupille  des  Objektivs  dar.  Dasselbe  ist  aber  zugleich 
als  Eintrittspupille  für  die  erste  Linse  des  Okulars  (das  sogen.  Kol- 
lektiv) und  damit  als  Eintrittspu pille  für  das  ganze  Okular  auf- 
zufassen; denn  von  der  Mitte  Mt  dieses  Offnungsbildes  scheinen 
die  Hauptstrahlen  nach  dem  Austritt  aus  der  zweiten  Objektiv- 
linse herzukommen,  wie  man  aus  der  Figur  erkennt.  Das  Kollektiv 
des  Okulars,  welches  im  vorliegenden  Falle  nach  den  früheren 
Angaben  von  der  zweiten  Objektivlinse  521/»  mm  entfernt  ist  und 
eine  Brennweite  von  67*  2 mm  besitzt,  erzeugt  von  der  Eintritts- 
pupille des  Okulars  ein  10,3  mal  so  großes  Bild,  welches  764,2  mm 
über  dem  Kollektiv  liegt  und  die  Austrittspupille  des  Kollektivs  bzw. 
des  aus  dem  Objektiv  und  dem  Kollektiv  zusammengesetzten  Systems 
darstellt.  Da  dieser  Abstand  sehr  groß  im  Vergleich  zu  den  übrigen 
Dimensionen  des  Systems  ist,  so  laufen  die  Hauptstrahlen  zwischen 
den  beiden  Linsen  des  Huygensschen  Okulars  nahezu  parallel 
der  Axe.  Man  hat  daher  auf  dieser  Strecke  annähernd  tele- 
zentrischen  Strahlengang  nach  der  Bildseite,  was  nach  den  obigen 
Auseinandersetzungen  für  die  Ausmessung  des  Mikroskopbildes  mit 
Hilfe  eines  am  Orte  des  reellen  Bildes  1VQ‘  angebrachten  Mikro- 
meters von  besonderem  Vorteil  ist.  Genau  genommen  konvergieren 
die  Hauptstrahlen  auf  der  Strecke  zwischen  den  beiden  Linsen 
des  Okulars  nach  dem  764,2  mm  über  dem  Kollektiv  befindlichen 
(in  der  Figur  nicht  angebbaren)  Mittelpunkte  M.,  der  Austrittspupille 
des  Kollektivs.  Die  letztere  wirkt  schließlich  als  Eintrittspupille 
für  die  zweite  Linse  (die  sogen.  Augenlinse)  des  Okulars;  das  von 
der  Augenlinse  erzeugte  Bild  derselben  stellt  die  Austrittspupillc 
des  ganzen  Mikroskops  dar.  Da  die  beiden  Linsen  des  Okulars 
nach  dem  früheren  einen  Abstand  von  50Ä/S  mm  besitzen,  die  Ein- 
trittspupille der  Augenlinse  demnach  713,6  mm  hinter  derselben 
liegt,  und  da  feiner  die  Brennweite  der  Augenlinse  nach  dem 
früheren  33  “/«  beträgt,  so  ergibt  sich  als  Abstand  der  definitiven 
Austrittspupille  mit  dem  Mittelpunkte  M'  (vergl.  Fig.  282)  von  der 
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Augenlinse  32,2  mm,  wobei  das  Bild  im  Verhältnis  9:200  ver- 
kleinert erscheint  Der  hintere  Brennpunkt  des  ganzen  Mikroskops 
lag  27  mm  hinter  dem  hinteren  Brennpunkte  des  Okulars,  und 
dieser  1 1 x /4  mm  hinter  der  Augenlinse.  Es  ergibt  sich  hieraus, 
daß  in  dem  durch  Fig.  282  dargestellten  Falle,  bei  welchem  ja 
im  Interesse  der  Deutlichkeit  die  Gesamtbrennweite  des  Mikroskops 
noch  relativ  groß  genommen  wurde,  die  Austrittspupille  nur  6 mm 
vor  der  hinteren  Brennebene  des  Mikroskops,  liegt  Dieser  Abstand 
wird  im  allgemeinen  um  so  kleiner,  je  kleiner  sich  die  Brennweite 
des  Mikroskops  herausstellt,  weil  die  Austrittspupille  das  Bild  der 
Eintrittspupille  in  bezug  auf  das  ganze  Mikroskop  ist,  und  daher 
zwischen  ihren  Abständen  von  den  zugehörigen  Brennebenen  die 
Brennpunktsgleichung  bestehen  muß.  Legt  man  die  Aperturblende 
in  den  hinteren  Brennpunkt  der  Frontlinse,  so  fällt  die  Eintritts- 
pupille ins  Unendliche,  und  daher  die  Austrittspupille  genau  in  die 
hintere  Brennebenene  des  ganzen  Mikroskops. 

Aus  den  aufeinanderfolgenden  Lateral  Vergrößerungen  1 7/i»'> 
10,32  und  ®/wo  folgt,  daß  das  Verhältnis  des  Durchmessers  der 
Austrittspupille  zu  dem  Durchmesser  der  Blendenöffnung  0,715 
beträgt.  Beachtet  man,  daß  der  Durchmesser  der  Eintrittspupille 
21/,  mal  so  groß  wie  der  Durchmesser  der  Blendenöffnung  war, 
so  ergibt  sich,  daß  die  Austrittspupille  nur  die  Größe  von  einem 
Drittel  des  Durchmessers  der  Eintrittspupille  in  dem  als  Beispiel 
herangezogenen  Falle  besitzt. 

Aus  der  eingehenden  Behandlung  des  durch  Fig.  282  veran- 
schaulichten speziellen  Falles  ist  zu  ersehen,  daß  der  Strahlengang 
in  einem  Mikroskop,  oder  in  irgendeinem  anderen  zusammengesetzten 
System,  und  die  wechselnde  Öffnung  der  Strahlenkegel  bekannt 
ist,  sobald  man  die  von  den  aufeinanderfolgenden  Linsen  hervor- 
gebrachten Bilder  der  Aperturblende  nach  Ort  und  Größe  festge- 
stellt hat  Was  zunächst  den  Strahlengang  anlangt,  so  braucht 
man  außer  über  die  Lage  der  Aperturblende  nur  noch  über  die  Orte 
der  Mittelpunkte  ihrer  Bilder  orientiert  zu  sein,  um  die  von  den  äußer- 
sten Punkten  (P  und  Q in  der  Figur)  ausgehenden  Hauptstrahlen 
in  ihrem  ganzen  Verlaufe  von  Linse  zu  Linse  angeben  zu  können; 
denn  diese  Mittelpunkte  sind  die  sukzessiven  Zentren  auf  der  Axe, 
nach  welchen  die  Hauptstrahlen  hinzielen. 

Wie  das  rechte  Bild  in  Fig.  282  erkennen  läßt,  in  welchem 
der  Strahlengang  der  Deutlichkeit  halber  noch  einmal  gesondert 
aufgezeichnet  ist,  konvergieren  die  in  P und  Q beginnenden  Haupt- 
strahlen zunächst  nach  dem  Mittelpunkte  M der  Eintritlspupille. 
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An  der  Frontlinse  werden  sie  so  abgelenkt,  daß  sie  nunmehr  durch 
die  Mitte  3/0  der  Aperturblende  hindurchgehen.  Nach  dem  Aus- 
tritt aus  dem  Objektiv  scheinen  sie  von  der  Mitte  Mx  der  Aus- 
trittspupille des  Objektivs  herzukommen.  An  dem  Kollektiv  des 
Huygensschen  Okulars  ändern  sie  ihre  Richtung  so,  daß  sie  nun- 
mehr dem  entfernten  (außerhalb  des  Rahmens  der  Zeichnung) 
liegenden  Mittelpunkte  Mt  der  Austrittspupille  des  Kollektivs  zu- 
streben, und  bei  ihrem  Austritt  aus  dem  Okular  nehmen  sie  dann 
die  Richtung  auf  die  Mitte  M‘  der  Austrittspupille  des  ganzen 
Mikroskops  an. 

Will  man  sich  außerdem  die  Öffnung  der  zu  den  verschie- 
denen Hauptstrahlen  gehörenden  Strahlenkegel  vergegenwärtigen, 
so  muß  man  noch  die  Bilder  der  Blendenöffnung  in  ihrer  genauen 
Größe  ermittelt  haben;  dann  gestaltet  sich  die  Konstruktion  der 
Änderung  eines  Strahlenkegels  beim  Durchtritte  durch  eine  Linse 
so,  wie  es  das  linke  Bild  von  Fig.  282  deutlich  erkennen  läßt. 

Damit  die  durch  die  Aperturblende  begrenzte  Öffnung  der  ab- 
bildenden Strahlenbündel  bei  der  Beobachtung  mit  dem  Auge  ganz 
ausgenutzt  wird,  ist  natürlich  notwendig,  daß  die  Strahlenkegel 
ohne  weitere  Einschränkung  schließlich  in  das  Auge  gelangen. 
Hierdurch  ist  es  zunächst  geboten,  das  Auge  so  vor  das  Mikro- 
skop zu  stellen,  daß  die  Pupille  desselben  (genauer  die  weiter 
unten  näher  bestimmte  Eintrittspupille  des  Auges,  vgl.  Fig.  284) 
mit  der  Austrittspupille  des  Instrumentes  zusammenfällt.  Daher 
bezeichnet  man  den  Ort  der  Austrittspupille  des  optischen  Instru- 
mentes auch  als  „Augenort“  und  die  Austrittspupille  selbst  als 
„Augenkreis“  (früher  Ramsdenscher  Kreis  oder  auch  Biotscher 
Kreis  genannt).  Aber  selbst  wenn  das  Auge  die  richtige  Stellung 
eingenommen  hat,  brauchen  noch  nicht  die  Strahlenkegel  in  ihrer 
ganzen  Öffnung  in  das  Auge  einzudringen;  hierzu  ist  vielmehr 
erforderlich,  daß  die  Augenpupille  mindestens  denselben  Durch- 
messer besitzt  wie  die  Austrittspupille  des  Instrumentes. 

Daß  bei  stark  vergrößernden  Mikroskopen  der  Durchmesser 
der  Austrittspupille  in  der  Regel  für  diesen  Zweck  klein  genug 
ist,  davon  kann  man  sich  durch  folgende  Überlegung  Rechenschaft 
geben. 

Wenn  die  Austrittspupille  in  die  hintere  Brennebene  des 
ganzen  Mikroskops  fällt,  wie  es  gewöhnlich  mit  genügender  An- 
näherung der  Fall  ist,  so  ist  der  Abstand  des  Bildes  P"Q“  von 
derselben  identisch  mit  dem  Brennpunktsabstande  x‘.  Bezeichnet 
man  den  halben  Öffnungswinkel  des  Mikroskops  (vgl.  Fig.  282) 
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mit  n und  den  halben  Projektionswinkel  mit  so  hat  man  zu- 
nächst für  den  Radius  p‘  der  Austrittspupille  die  Formel 

p'=xf‘ianu', 

welche  in  Anbetracht  der  geringen  Größe  von  u‘  mit  genügender 
Genauigkeit  auch  in  der  Form 

p'  = x'  • u' 

geschrieben  werden  kann.  Die  Punkte  0 und  0“  auf  der  Axe,  in 
denen  sich  Objekt  und  Bild  befinden,  müssen  nach  dem  früheren 
der  Abb eschen  Sinusbedingung  genügen;  daher  gilt  weiter  in  An- 
betracht des  Umstandes,  daß  das  letzte  Medium  beim  Mikroskop 
stets  die  Luft  ist, 


. . n sin  u 

sin  u - — - — 

ß 

oder,  da  u‘  sehr  klein  ist, 


n sin  )( 


Nun  ist  aber  nach  dem  früheren  (vgl.  S.  678) 


ß = 


f" 


unter  f‘  die  hintere  Brennweite  des  Mikroskops  verstanden.  Folg- 
lich erhält  man  schließlich  für  den  Radius  der  Austrittspupille 


p'  = n sin  u-f‘  — a • f‘. 


Der  Faktor  nsinu , welcher  zuletzt  durch  den  Buchstaben  a 
ersetzt  worden  ist,  gibt  die  später  in  bezug  auf  ihre  Bedeutung 
noch  ausführlicher  zu  behandelnde  „ numerische  Apertur“  des 
Mikroskops  an;  die  letztere  ist  bei  Trockensystemen,  wo  n den 
Wert  1 hat,  stets  kleiner  wie  1 ; sie  kann  aber  bei  den  sog.  Immer- 
sionssystemen  praktisch  bis  zu  1,4  gesteigert  werden.  Daher  ist 
der  Radius  der  Austrittspupille  höchstens  gleich  1,4  Bei  einem 
Mikroskop  mit  der  numerischen  Apertur  0,95  und  der  Gesamt- 
brennweite 0,5  mm  (Zeißscher  Apochromat  4 mm  mit  Kompen- 
sationsokular Nr.  8)  ergibt  sich  demnach  als  Durchmesser  der 
Austrittspupille  0,95  mm,  also  eine  Größe,  welche  weit  unter  dem 
gewöhnlichen  Durchmesser  der  Augenpupille  liegt. 

Bei  dem  durch  Fig.  282  in  nahezu  halber  Größe  dargestellten 
schematischen  Mikroskop  erweist  sich  infolge  der  relativ  großen  Ge- 
samtbrennweite allerdings  der  Durchmesser  der  Austrittspupille 
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viel  größer  als  der  größtmögliche  Durchmesser  der  Augenpupille. 
Es  würde  daher  eine  so  große  Öffnung  der  abbildenden  Strahlen- 
bündel, wie  sie  im  Interesse  der  Deutlichkeit  angenommen  wurde, 
gar  nicht  ausgenutzt  werden  können;  vielmehr  würde  in  diesem 
Falle  die  Iris  des  Auges  als  Aperturblende  wirken,  wenn  nicht 
die  Öffnung  der  zwischen  den  Linsen  des  Objektivs  befindlichen 
Dlende  entsprechend  verkleinert  würde.  Jedenfalls  ist  aus  diesem 
Beispiele  zu  erkennen,  daß  bei  schwacher  Vergrößerung  eines 
Mikroskops  der  Öffnung  der  abbildenden  Strahlenbündel  schon 
durch  die  Dimensionen  der  Augenpupille  eine  bestimmte  Grenze 
gesetzt  ist. 

Bisher  war  immer  nur  ein  flächenförmiges,  und  zwar  ebenes, 
auf  der  optischen  Axe  senkrecht  stehendes  Objekt  vorausgesetzt 
worden.  In  Wirklichkeit  ist  aber  jedes  abzubildende  Objekt  auch 
nach  der  Tiefe  ausgedehnt.  Es  wird  daher  ein  Hauptstrahl  im 
Objektraume  nicht  nur  zu  einem  einzigen  Punkte  des  Objektes, 
sondern  zu  allen  Punkten  gehören,  in  welchem  er  das  Objekt 
schneidet. 

Nach  der  Bedeutung  der  Hauptstrahlen  ist  nun  ohne  weiteres 
klar,  daß  alle  auf  einem  Hauptstrahle  liegenden  Objektpunkte  so 
abgebildet  werden,  daß  ihre  Bilder  auf  dem  konjugierten  Haupt- 
strahle im  Bildraume  liegen.  Wenn  dabei  die  Punkte  vor  oder 
hinter  einer  bestimmten  Objektebene,  auf  welche  z.  B.  das  Mikro- 
skop eingestellt  ist,  und  die  man  daher  als  „Einstellungsebene“ 
bezeichnet,  bei  einigem  Abstande  von  dieser  Ebene  nicht  mehr 
ganz  scharf,  sondern  in  kleinen  Zerstreuungskreisen  abgebildet 
werden,  so  sind  doch  wenigstens  die  Mitten  dieser  Zerstreuungs- 
kreise auf  dem  Hauptstrahle  im  Bildraume  zu  suchen.  Selbst 
aber  wenn  die  außerhalb  der  Einstellungsebene  gelegenen  Punkte 
noch  mit  genügender  Schärfe  abgebildet  werden,  so  wird  doch 
das  so  entstehende  Bildrelief  weder  bei  den  Instrumenten  zum 
subjektiven  Gebrauche,  wie  dem  Mikroskop,  Fernrohr  u.  a.,  noch 
bei  den  sog.  Projektionssystemen , wie  dem  Projekt ionsmikroskop, 
den  photographischen  Apparaten  u.  a.,  in  seiner  Ausdehnung  nach 
der  Tiefe  verwertet.  Es  ist  vielmehr  stets  eine  bestimmte,  in  der 
Regel  ebene  Fläche  vorhanden,  auf  welcher  im  letzteren  Falle 
das  Bild  aufgefangen,  bzw.  für  welche  im  ersteren  Falle  das  Auge 
eingestellt  wird. 

Da  bei  den  Instrumenten  zum  subjektiven  Gebrauche  schließ- 
lich ein  reelles  Bild  des  Objektes  auf  der  Netzhaut  des  Auges 
aufgefangen  wird,  so  besteht  zwischen  beiden  Arten  von  Sy- 
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stemen  in  dieser  Hinsicht  kein  prinzipieller  Unterschied.  Man 
kann  daher  sagen,  daß  ganz  allgemein  durch  ein  optisches 
Instrument  ein  dreidimensionales  Objekt  auf  eine  Fläche  projiziert 
wird.  Ist  diese  dem  Bildraume  angehörende  Projektionsfläche  der 
Einstellungsebene  des  Objektraumes  konjugiert,  so  werden  auf 
ihr  alle  Punkte  der  letzteren  scharf  abgebildet,  während  allen 
anderen  Punkten  des  Objektes  auch  bei  scharfer  Abbildung  des 
Objektreliefs  in  ein  entsprechendes  Bildrelief  in  der  Projektions- 
fläche mehr  oder  weniger  ausgedehnte  Zerstreuungskreise  ent- 
sprechen. Die  Mitten  dieser  Zerstreuungskreiso  sind  die  Durch- 
schnittspunkte der  Hauptstrahlen  mit  der  Projektionsfläche.  Da 
die  sämtlichen  Hauptstrahlen  durch  die  Mitte  der  Austrittspupille 
hindurchgehen,  so  stellt  die  letztere  das  Zentrum  für  diese  Zent- 
ralprojektion dar. 

Andererseits  kann  man  sich  auch  das  dreidimensionale 
Objekt  vermittelst  der  von  seinen  Punkten  ausgehenden  Haupt- 
strahlen auf  die  Einstellungsebene  projiziert  denken.  Das 
Zentrum  dieser  Projektion  ist  die  Mitte  der  Eintrittspupille, 
in  welcher  sich  ja  alle  Hauptstrahlen  im  Objektraume  durch- 
kreuzen. Von  der  Projektionsfigur  in  der  Einstellungsebene  ist 
dann  die  nicht  in  allen  Punkten  scharfe  Projektionsfigur  in  der 
zur  Einstellungsebene  konjugierten  Ebene  des  Bildraumes  das 
direkte,  in  bestimmtem  Maßstabe  vergrößeite  oder  verkleinerte 
Abbild. 

Soll  dieses  Abbild  der  Projektion  des  Objektes  auf  die  Ein- 
stellungsebene in  allen  Teilen  ähnlich  sein,  so  müssen  die  Zentren 
dieser  beiden  Zentralprojektionen,  d.  h.  also  die  Mitten  der  Ein- 
trittspupille und  Austrittspupille  nach  dem  früheren  (vgl.  S.  861) 
orthoskopische  Punkte  sein;  die  Winkel,  welche  konjugierte  Huupt- 
strahlen  mit  der  Axe  bilden,  insbesondere  der  halbe  Objektwinkel 
« und  der  halbe  Bildwinkel  oa‘  müssen  daher  die  Airysche  Tan- 
gentenbedingung 

tan  » n'  - 

tan  o>'  n ^ 

erfüllen. 

Zwischen  Objekt  und  Bild  einerseits  und  Eintrittspupille  und 
Austrittspupille  eines  optischen  Systems  andererseits  besteht  eine 
gewisse  Reziprozität,  weiche  man  sich  leicht  mit  Hilfe  von  Fig.  2H2 
vergegenwärtigen  kann.  Dio  von  den  Punkten  des  Objektes  1*Q 
ausgehenden  Strahlenkegel  haben  die  Eintrittspupille,  und  die  von 
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den  Punkten  des  Bildes  P"Q“  (scheinbar)  ausgehenden  Strahlen- 
bündel die  Austrittspupille  zur  Basis.  Einen  speziellen  Fall  dieser 
Strahlenbündel  bilden  die  im  Objektraume  vom  Axenpunkte  0 
und  die  im  Bildraume  von  dem  konjugierten  Axenpunkte  0“  aus- 
gehenden Bündel.  Man  kann  aber  auch  aus  den  sämtlichen  ab- 
bildenden Strahlen  Kegel  herausgreifen,  welche  ihre  Spitze  in 
Punkten  der  Eintrittspupille  haben;  diese  besitzen  sämtlich  das 
Objekt  l'Q  als  Basis.  Die  konjugierten  Strahlenkegel  des  Bild- 
raumes liegen  dann  mit  ihrer  Spitze  in  der  Austrittspupille  und 
haben  das  Bild  P“Q“  zur  gemeinsamen  Basis.  Einen  speziellen 
Fall  dieser  letzteren  stellen  die  Strahlenkegel  der  Hauptstrahlen 
dar,  welche  im  Objektraume  die  auf  der  Axe  liegende  Mitte  M 
der  Eintrittspupille,  und  im  Bildraume  die  konjugierte  Mitte  M‘ 
der  Austrittspupille  als  Spitze  besitzen.  Man  kann  daher  auch 
das  Verhältnis  umkehren  und  die  beiden  Pupillen  zu  Objekt  und 
Bild  machen,  dagegen  aber  die  Pupillen  an  die  Stelle  von  1%) 
und  P“Q"  setzen. 

Dies  wird  besonders  anschaulich,  wenn  man  die  Austritts- 
pupille zum  Objekt  macht,  und  demnach  die  Strahlen  in  umge- 
kehrter Richtung  durch  das  System  gehen  läßt  Dann  erweist 
sich  die  ursprüngliche  Eintrittspupille  als  das  (in  Fig.  282  eben- 
falls virtuelle)  Bild  derselben.  Die  neue  Eintrittspupille  fällt  dann 
mit  P“Q“  und  die  Austrittspupille  mit  PQ  zusammen.  Die  Aper- 
turblende wäre  dabei  an  der  Stelle  des  Zwischenbildes  P“Q‘  anzu- 
bringen. Allerdings  würde  das  so  erzeugte  Bild  eines  an  der 
Stelle  der  Austrittspupille  befindlichen  Objektes  mit  allen  mög- 
lichen Fehlern  behaftet  sein,  weil  Objekt-  und  Bildpunkt  auf  der 
Axe  jetzt  nicht  mehr  aplanatische,  sondern  orthoskopische  Punkte 
wären,  während  dio  Mitten  der  beiden  Pupillen  diese  für  sie  not- 
wendige Eigenschaft  nicht  hätten. 

Man  kann  aber  auch  die  Strahlenrichtung  beibehalten  und 
die  ursprüngliche  Eintrittspupille  als  Objekt  verwenden,  welches 
dann  allerdings  im  Falle  von  Fig.  282  virtuell  wäre.  Dabei  ist 
die  frühere  Austrittspupille  das  reelle  Bild,  ferner  das  frühere  Ob- 
jekt PQ  die  neue  Eintrittspupille,  und  das  Bild  P“Q“  die  Aus- 
trittspupille, während  auch  in  diesem  Falle  die  Aperturblende  die 
Stelle  des  Zwischenbildes  P'Q'  einnehmen  würde.  Da  bei  dieser 
Vertauschung  der  Öffnungswinkel  zum  Objektwinkel  bzw.  der  Pro- 
jektionswinkel zum  Bildwinkel  wird,  und  umgekehrt,  so  würde 
im  Vergleiche  zu  der  Abbildung  des  kleinen  Objektes  7-ty  durch 
weit  geöffnete  Strahlenbündel  dann  das  mit  der  früheren  Ein- 
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trit  tspupille  sich  deckende  größere  Objekt  durch  Strahlenbündel 
von  viel  geringerer  Öffnung  abgebildet  werden,  und  zwar  ähnlich, 
da  die  Punkte  M und  M‘  orthoskopische  Punkte  sind.  Schließ- 
lich ist  noch  zu  beachten,  daß  bei  der  Umkehrung  die  Rand- 
strahlen des  vom  Axenpunkte  0 ausgehenden  Strahlenbündels  die 
Rolle  der  Hauptstrahlen  übernehmen,  so  daß  man  im  linken  Bilde 
von  Fig.  282  in  den  Begrenzungsstrahlen  des  schraffierten  Bündels 
direkt  den  neuen  Strahlengang  vor  Augen  hat. 

b)  tiesichtsfeldblende.  Eintrittsluke  und  Austrittsluke. 

Außer  der  Aperturblende  gibt  es  in  einem  zusammengesetzten 
optischen  System  in  der  Regel  noch  eine  Blende,  welche  die  Be- 
stimmung hat,  das  Gesichtsfeld  scharf  zu  begrenzen  bzw.  so  ein- 
zuschränken, daß  bis  zum  Rande  desselben  überall  gleiche  Hellig- 
keit vorhanden  ist.  Die  Wirksamkeit  dieser  Blende,  welche  man 
als  „Gesichtsfeldblende“  bezeichnet,  kann  man  sich  ebenfalls 
mit  Hilfe  von  Fig.  282  leicht  veranschaulichen. 

In  dieser  Figur  sind  die  Dimensionen  des  Objektes  PQ,  der 
Aperturblendenöffnung  und  der  einzelnen  Linsen  so  gewählt  wor- 
den, daß  nicht  nur  alle  von  Punkten  des  Objektes  ausgehenden 
abbildenden  Strahlenbündel  annähernd  gleiche  Öffnung  besitzen, 
sondern  auch  die  Linsen  bis  zum  Rande  von  wirksamen  Strahlen 
getroffen  werden.  Denkt  man  sich  nun  aber  das  selbstleuchtende 
Objekt  nach  beiden  Seiten  weiter  ausgedehnt,  so  werden  die  von 
Punkten  jenseits  P oder  von  Punkten  jenseits  Q ausgehenden 
Strahlenkegel,  welche  die  Eintrittspupille  zur  Basis  haben,  nicht 
mehr  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  von  der  Frontlinse  aufgenom- 
men. Dies  ist  aus  Fig.  282,  in  welcher  einige  dieser  Strahlenkegel 
wenigstens  in  ihrem  Anfänge  angedeutet  sind,  unmittelbar  zu  er- 
kennen. Von  einer  gewissen  Entfernung  von  P oder  Q an  werden 
überhaupt  keine  Strahlen  mehr  in  die  Frontlinse  eintreten  können; 
aber  auch  die  wenigstens  zum  Teil  von  der  Frontlinse  aufge- 
nommenen Strahlenkegel  werden  bei  ihrem  weiteren  Verlaufe  durch 
das  System  im  allgemeinen  von  der  einen  oder  anderen  Linse  des- 
selben nochmals  beschnitten  werden,  wenn  nicht  überhaupt  an 
derselben  vorbeilaufen,  und  daher  für  die  Abbildung  verloren  gehen. 
Von  dieser  für  die  Beurteilung  der  Wirksamkeit  der  Gesichtsfeld- 
blende wichtigen  Tatsache  kann  man  sich  leicht  mit  Hilfe  der 
folgenden  Fig.  283  Rechenschaft  geben. 

In  dieser  Figur  ist  das  Schicksal  der  von  zwei  Punkten  P, 
und  Qt  außerhall)  PQ  ausgehenden  Strahlenkegel  in  anschaulicher 
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Weise  dargestellt  worden.  Der  Punkt  I\  liegt  noch  verhältnis- 
mäßig nahe  an  P;  es  geht  daher  nur  ein  kleiner  Teil  seines 
Strahlenkegels  links  an  der  Frontlinse  vorbei.  Der  die  Frontlinse 
passierende  Teil  wird  auch  von  der 
etwas  größeren  zweiten  Objektivlinse 
aufgenommen  und  so  gebrochen,  daß 
seine  Strahlen  nach  dem  durch  das 
Objektiv  erzeugten  reellen  Bildpunkte 
(P,)  von  P,  konvergieren.  Das  Kol- 
lektivglas  des  Huygens  sehen  Okulars 
nimmt  aber  nicht  den  ganzen  aus 
dem  Objektiv  austretenden  Strahlen- 
kegel auf,  sondern  spaltet  nur  einen 
Teil  davon  ab,  den  es  nach  dem  inner- 
halb des  Okulars  wirklich  zustande 
kommenden  Bildpunkto  P‘x  in  der 
Ebene  des  Bildes  P‘Q'  ablenkt;  der 
andere  Teil  geht  rechts  am  Kollektiv 
vorüber  und  vereinigt  sich  tatsächlich 
im  Punkte  ( P,-).  Von  dem  in  das  Okular 
eintretenden  Teile  wird  schließlich  an 
der  Augenlinse  nochmals  ein  Teil  ab- 
gespalten, der  von  dem  (in  der  Figur 
nicht  mit  angegebenen)  virtuellen  Bild- 
punkte P"  in  der  Ebene  des  Mikro- 
skopbildes P“Q"  (vgl.  hierzu  Fig.  282) 
auszugehen  scheint  und  durch  die 
Austrittspupille  hindurchgeht;  der  noch 
übrigbleibende  Teil  geht  rechts  an 
der  Augenlinse  vorüber  und  damit 
wiederum  für  die  Abbildung  ver- 
loren. Es  ist  also  von  dem  Strahlen- 
kegel, welcher  im  Objektraume  den 
Punkt  Pj  als  Spitze  und  die  Eintritts- 
pupille zur  Basis  hat,  nur  ein  Teil 
für  die  Abbildung  wirksam;  dieser  füllt  Fig_  283 

demnach  auch  die  Austrittspupille 

nicht  ganz  aus.  Die  Folge  davon  ist,  daß  der  Punkt  Pi  zwar  ab- 
gebildet wird,  aber  mit  geringerer  Helligkeit  als  die  Punkte  des 
ursprünglich  angenommenen  Objektes  PQ.  Das  Bild  eines  Objektes, 
welches  auf  beiden  Seiten  über  P und  Q hinausgeht,  erscheint 
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daher  nur  in  dem  innerhalb  PQ  liegenden  Teile  von  gleichmäßiger 
Helligkeit;  nach  dem  Rande  zu  wird  es  aber  immer  lichtschwächer, 
und  zwar  um  so  mehr,  je  weiter  sich  die  Punkte  von  der  Axe 
entfernen. 

Bei  einem  bestimmten  Abstande  der  Obiektpunkte  von  der 
Axe  hört  das  Bild  auf,  weil  dann  überhaupt  keine  Strahlenbündel 
mehr  zur  Wirkung  gelangen.  Der  Abstand,  von  welchem  an  dieser 
Fall  eintritt,  ist  bei  dem  durch  Fig.  282  dargestellten  Mikroskop 
noch  nicht  das  Doppelte  des  Abstandes  der  Punkte  P und  Q von 
der  Axe.  In  Fig.  283  ist  das  Schicksal  des  Strahlenbündels,  wel- 
ches von  einem  an  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  liegenden  Punkte 
Qi  ausgeht,  noch  zur  Darstellung  gebracht  worden.  Wie  man 
sieht,  wird  auch  dieses  Strahlenbündol  noch  zum  allergrößten 
Teil  von  der  Front  linse  aufgenommen,  wenn  auch  der  Teil,  welcher 
rechts  an  derselben  vorbeiläuft,  schon  größer  ist  wie  der,  welcher 
bei  der  Lago  P,  des  Objektpunktes  auf  der  linken  Seite  nicht  mehr 
in  die  Frontlinse  eintreten  konnte.  Von  dem  die  Frontlinse  passie- 
renden Teile  des  von  Qt  ausgehenden  Strahlenbündels  zieht  wieder 
ein  Teil  links  an  der  zweiten  Linso  dos  Objektivs  vorüber,  so  daß 
das  Strahlenbündel  auf  beiden  Seiten  verschnitten  das  Objektiv 
verläßt.  Da  die  Dimensionen  des  Kollektivglases  so  gewählt  sind, 
daß  der  Hauptstrahl  gerade  noch  den  Rand  desselben  berührt,  so 
geht  an  dieser  Linse  mohr  als  die  Hälfte  des  ursprünglichen 
Strahlenbündels  für  die  Abbildung  verloren.  Der  in  das  Okular 
eintretende  Teil  wird  aber  schließlich  noch  am  Augenglase  unwirk- 
sam, so  daß  in  der  Tat  der  Punkt  Qt,  wie  auch  jeder  andere  in 
derselben  oder  in  größerer  Entfernung  von  der  Axe  liegende  Objekt- 
punkt,  gar  nicht  mehr  im  Bilde  erscheint. 

Das  Gesichtsfeld  ist  also  durch  die  Dimensionen  der  Linsen 
auf  einen  Kreis,  dessen  Radius  der  Abstand  des  Punktes  Qi  von 
der  Axe  ist,  beschränkt,  und  zwar  gibt  hierfür,  wie  die  letzten 
Erörterungen  erkennen  lassen,  im  Falle  des  schematischen  Mikro- 
skops von  Fig.  282  die  Augenlinse  des  Huygensschen  Okulars 
den  Ausschlag.  Die  Fassung  dieser  Linse  wirkt  daher  als  Ge- 
sichtsfeldblende. Die  Begrenzung  des  Gesichtsfeldes  ist  allerdings 
dabei  keine  scharfe,  denn  die  Helligkeit  des  Bildes  verringert  sich 
am  Rande  allmählich  bis  auf  Null.  Will  man  trotz  der  Ausdeh- 
nung des  Objektes  nur  den  Teil  mit  dem  Durchmesser  J\>  zur 
Abbildung  gelangen  lassen,  so  muß  man  eine  besondere  Blende 
einschalten,  welche  zwar  den  von  PQ  ausgehenden  Strahlen- 
bündeln den  Durchtritt  ohne  Einschränkung  gestattet,  alle  anderen 
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Strahlenbündel  aber  zurückhält  Eine  solche  Gesichtsfeldblende 
könnte  z.  B.  direkt  auf  das  fläehenförmige  Objekt  aufgelegt  werden 
und  müßte  dann  eine  Öffnung  mit  dem  Durchmesser  PQ  besitzen. 
Der  gleiche  Zweck  wird  aber  erreicht,  wenn  man  die  Gesichtsfeld- 
blende in  der  Ebene  des  reellen  Zwischen bildes  P'Q1  im  Innern 
des  Okulars  anbringt  und  den  Durchmesser  ihrer  Öffnung  gleich 
der  Länge  P‘Q‘  macht,  wie  es  in  Fig.  282  angedeutet  ist.  Das 
von  den  drei  ersten  Linsen  des  schematischen  Mikroskops  auf 
der  Objektseite  entworfene  Bild  dieser  Blende,  welches  man  auch 
als  die  „Eintrittsluke“  des  Systems*)  bezeichnet  hat,  deckt  sich 
dann  mit  der  in  der  Ebene  von  PQ  anzubringenden  Blende,  so 
daß  die  letztere  dadurch  überflüssig  wird.  Das  durch  die  Augen- 
linse hervorgebrachte  Bild  der  in  der  Ebene  von  P'Q ‘ liegenden 
Blende,  welches  die  „Austrittsluke“  des  Systems  darstellt,  fällt 
dabei  natürlich  in  die  Ebene  des  definitiven  Mikroskopbildes  P“Q“ 
und  begrenzt  dieses. 

Wie  man  aus  den  Figg.  282  und  283  unmittelbar  erkennt, 
beeinträchtigt  diese  Blende  die  von  Punkten  zwischen  P und  Q 
ausgehenden  Strahlenbündel  nicht  im  geringsten,  sobald  sie  genau 
in  der  Ebene  des  Zwischenbildes  P'Q'  liegt;  dagegen  würde  sie  die 
zu  den  äußersten  (Punkten  P und  Q gehörenden  Bündel  sofort 
etwas  beschneiden,  wenn  sie  nur  wenig  über  oder  unter  die 
Ebene  P'Q'  verlegt  würde,  und  dabei  sogar  einem  Teil  der  Strah- 
lenbündel den  Durchtritt  gestatten,  welche  zu  Punkten  jenseits  P 
und  Q gehören. 

Hieraus  geht  also  hervor,  daß  eine  solche  im  Innern  des  In- 
strumentes liegende  Blende  nur  dann  eine  scharfe  Begrenzung  des 
Gesichtsfeldes  bewirkt,  wenn  sie  sich  genau  in  der  Ebene  des 
Zwischenbildes  befindet  und  eine  Öffnung  gleich  diesem  reellen 
Bilde  besitzt,  damit  nur  die  Hauptstrahlen  derjenigen  Strahlen- 
bündel die  Blendenöffnung  passieren  können,  welche  schließlich 
die  Austrittspupille  vollkommen  ausfüllen. 

In  der  Tat  findet  man  bei  allen  Huygens  sehen  Okularen  eine 
Gesichtsfeldblende  an  dieser  Stelle  angebracht  Bei  den  Ramsden- 
schen  Okularen  ist  dieselbe  entweder  in  der  Fassung  des  Kollek- 
tivglases gegeben,  oder  sie  liegt  außerhalb  des  Okulars  etwas  vor 
dem  Kollektivglase,  entsprechend  dem  Umstande,  daß  hier  das 
Zwischenbild  in  der  Regel  kurz  vor  dem  Okular  zustande  kommt 
(vgL  Fig.  241  auf  S.  768). 

*)  Vgl.  Die  Bilderzeugung  in  optischen  Instrumenten.  Herausgegeben 
von  M.  v.  Rohr.  Berlin  1994.  S.  471. 
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Da  beim  Vorhandensein  einer  genau  in  der  Ebene  des  Zwischen- 
bildes liegenden  Gesichtsfeldblende  die  Eintrittsluke  bzw.  Austritts- 
luke sich  mit  dem  zur  Abbildung  gelangenden  Objektteile  PQ  bzw. 
seinem  Bilde  decken,  so  kann  man  den  früher  eingeführten  Objekt- 
oder  Gesichtsfeldwinkel  auch  als  den  Winkel  definieren,  unter  wel- 
chem in  diesem  Falle  die  Eintrittsluke  von  der  Mitte  der  Eintritts- 
pupille erscheint,  und  den  Bildwinkel  als  den  Winkel,  unter  welchem 
die  Austrittsluke  von  der  Mitte  der  Austrittspupille  erscheint  Umge- 
kehrt stellt  sich  dann  der  Offnungswinkel  dar  als  der  Winkel, 
unter  welchem  die  Eintrittspupille  von  der  Mitte  der  Eintrittsluke 
aus,  und  der  Projektionswinkel  als  der  Winkel,  unter  welchem 
die  Austrittspupille  von  der  Mitte  der  Austrittsluke  aus  erscheint 
Dies  gilt  aber  nur  in  dem,  bei  den  optischen  Instrumenten  aller- 
dings in  der  Regel  verwirklichten  Falle,  daß  das  Gesichtsfeld  scharf 
begrenzt  und  bis  zum  Bande  gleichmäßig  hell  erscheint;  denn  nur 
in  diesem  Falle  liegt  die  Eintrittsluke  in  der  Ebene  des  Objektes 
und  die  Austrittsluke  in  der  Ebene  des  vom  Instrument  heivor- 
gebrachtcn  Bildes. 

Wenn  in  einem  zentrierten  optischen  System  zwei  oder  mehr 
Blenden  vorhanden  sind,  zu  denen  auch  die  Fassungen  der  ver- 
schiedenen Linsen,  sowie  bei  den  Instrumenten  zum  subjektiven 
Gebrauche  die  Iris  des  Auges  gerechnet  werden  müssen,  so  findet 
man  die  wirksame  Aperturblende  und  die  wirksame  Gesichtsfeld- 
blende auf  folgende,  durch  die  vorhergehenden  Erörterungen  un- 
mittelbar verständlich  gemachte  Weise.  Man  denke  sich  von  jeder 
Blende  das  Bild  konstruiert,  welches  der  vor  ihr,  d.  h.  also  zwischen 
ihr  und  dem  Objekt  liegende  Teil  des  optischen  Systems  entwirft, 
falls  man  die  Strahlen  in  umgekehrter  Richtung  durch  das  In- 
strument gehen  läßt.  Man  bezeichnet  dieses  Bild  kurz  als  das 
objektseitige  Abbild  der  Blende. 

Diejenige  Blende  ist  nun  die  wirksame  Aperturblende,  deren 
objektseitiges  Abbild  von  der  Mitte  des  Objektes  aus  unter  dem 
kleinsten  Winkel  erscheint;  dieser  Winkel  stellt  zugleich  den  Off- 
nungswinkel des  Systems  dar.  Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache, 
daß  dann  auch  das  Bild,  welches  der  hinter  dieser  Blende  lie- 
gende Teil  des  Systems  von  derselben  erzeugt,  und  das  man  als 
das  bildseitige  Abbild  derselben  bezeichnet,  von  der  Mitte  des  vom 
Objekt  durch  das  ganze  System  erzeugten  Bildes  aus  unter  dem 
kleinsten  Winkel  erscheint;  der  letztere  Winkel  ist  dann  der  Pro- 
jektionswinkel. Die  von  den  beiden  Teilen  des  Systems  objekt  - 
seitig  und  bildseitig  erzeugten  Bilder  der  auf  diese  Weise  bestimm- 
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ten  wirksamen  Aperturblende  stellen  die  Eintritts-  und  Austritts- 
pupille dar.  Bei  Objekten,  die  nicht  selbstleuchtend  sind,  sondern 
von  einer  anderen  begrenzten  Lichtquelle  erst  beleuchtet  werden, 
kann  unter  Umständen  die  Lichtquelle  oder  das  von  derselbe  durch 
ein  besonderes  Beleuchtungssystem  (Kondensor)  erzeugte  Bild  als 
Eintrittspupille  wirken.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  diese  Lichtquelle 
bzw.  ihr  Bild  vom  Objekt  aus  unter  noch  kleinerem  Winkel  er- 
scheint als  die  Eintrittspupille  des  Instrumentes  bei  selbstleuchten- 
dem Objekt 

Die  wirksame  Gesichtsfeldblende  ist  ferner  diejenige  unter 
den  im  System  vorhandenen  Blenden,  deren  objektseitiges  Bild 
von  der  Mitte  der  Eintritlspupille  aus  unter  dem  kleinsten  Winkel 
erscheint.  Dann  wird  auch  gleichzeitig  das  bildseitige  Abbild 
dieser  Blende  von  der  Mitte  der  Austrittspupille  aus  unter  dem 
kleinsten  Winkel  erscheinen.  Die  beiden  Bilder  der  wirksamen 
Gesichtsfeldblende  stellen  die  Eintritts-  und  Austrittsluke  dar; 
falls  diese  in  die  Ebenen  des  Objektes  und  des  von  diesem  durch 
das  ganze  Instrument  erzeugten  Bildes  fallen,  was  man  in  der 
Regel  zu  erreichen  sucht,  sind  die  zuletzt  genannten  Winkel 
der  Objekt-  oder  Gesichtsfeldwinkel  einerseits  und  der  Bildwinkel 
andererseits. 

Es  wurde  im  letzten  Abschnitte  hervorgehoben,  daß  die  Iris 
des  Auges,  selbst  wenn  sie  in  die  Ebene  der  Austrittspupille  des 
Instrumentes  gebracht  ist,  als  Aperturblende  w’irken  muß,  falls 
der  Durchmesser  der  Augenpupille  kleiner  als  der  der  Austritts- 
pupille ist.  Befindet  sich  dagegen  die  Iris  des  Auges  vor  oder 
hinter  der  Austrittspupille  des  Instrumentes,  so  kann  sie  unter 
Umständen  das  Gesichtsfeld  beeinträchtigen.  Ist  der  Durchmesser 
der  Augenpupille  z.  B.  gerade  gleich  dem  Durchmesser  der  Aus- 
trittspupille des  Instrumentes,  so  wird  die  Iris  schon  bei  geringer 
Entfernung  von  der  letzteren  etwas  von  den  äußersten  Strahlen- 
bündeln zurückhalten,  wie  aus  Fig.  282  auf  S.  915  ohne  weiteres  zu 
erkennen  ist.  Infolgedessen  wird  dann  das  Gesichtsfeld  am  Rande 
weniger  hell  erscheinen  als  in  der  Mitte.  Bei  größerem  Abstande  von 
der  Austrittspupille  des  Instrumentes  kann  sie  aber  die  äußersten 
Strahlenbündel  ganz  abblenden;  dann  wirkt  sie  direkt  als  Ge- 
sichtsfeldblende. Dies  wird  auch  eiutreteu,  wenn  der  Durchmesser 
der  Augenpupille  nicht  mit  dem  der  Austrittspupille  des  Instru- 
mentes übereinstimmt,  falls  nur  die  Entfernung  der  Iris  von  der 
letzteren  genügend  groß  ist. 

Es  ist  daher  auch  aus  dem  zuletzt  angeführten  Grunde  nötig, 

i*'isclier,  Medizin.  Physik.  “ 
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die  Augenpupille  in  die  Ebene  der  Austrittspupille  zu  bringen,  um 
die  Güte  und  Ausdehnung  des  vom  Instrument  erzeugten  Bildes 
nicht  zu  beeinträchtigen. 


c)  Eintritts*  und  Austrittspupille  sowie  Eintritts«  und  Austrittsluke  des 

menschlichen  Auges. 


Beim  Auge  stellt  die  Iris  die  Aperturblende  dar;  ilieselbe  liegt 
der  Linse  des  Auges  an*),  so  daß  man  mit  genügender  Genauig- 
keit die  Mitte  der  Irisöffnung,  die  bekanntlich  die  Pupille  des 
Auges  genannt  wird,  in  den  Scheitelpunkt  der  vorderen  Fläche  der 
Augenlinse  verlegen  kann.  Die  Iris  unterscheidet  sich  nun  dadurch 
von  den  im  Innern  eines  Mikroskopes,  Fernrohres  und  anderer 
optischer  Instrumente  liegenden  wirksamen  Aperturblenden,  daß 
ihre  Öffnung  innerhalb  bestimmter  Grenzen  erweitert  oder  ver- 
engert werden  kann.  Bekanntlich  hat  man  aber  auch  körperliche 
Blenden  konstruiert,  deren  Öffnung  ebenfalls  geändert  werden 
kann,  und  die  man  wegen  des  Vorbildes  am  Auge  als  „Irisblenden“ 
bezeichnet.  Man  verwendet  dieselben  insbesondere  außerhalb  des 
Mikroskopes  zur  Begrenzung  der  zur  Beleuchtung  mikroskopischer 
Objekte  dienenden  Strahlenkegel,  ferner  bei  der  photographischen 
Kamera  und  anderen  Projektionssystemen. 

Unter  der  Eintrittspupille  des  Auges  ist  nach  den  vorstehen- 
den Auseinandersetzungen  nicht  die  Irisöffnung,  d.  h.  also  die  Augen- 
pupille im  gewöhnlichen  Sprachgebrauche,  sondern  das  durch  die  Horn- 
haut auf  der  Objektseite  erzeugte  Bild  derselben  zu  verstehen.  Um 
die  Lage  desselben  zu  bestimmen,  hat  man  zu  beachten,  daß  nach 
den  früheren  Angaben  (vgl.  S.  702  u.  703)  die  Iris  3,6  min  hinter 
dem  Hornhautscheitel,  und  infolge  des  Wertes  von  31,095  mm  für 
die  hintere  Brennweite  der  Hornhaut  27,495  mm  vor  dem  hinteren 
Brennpunkte  derselben  liegt  Aus  der  zur  Hornhaut  gehörenden 
Brennpunktsgleichung  ergibt  sich  daher  für  den  Abstand  der  Ein- 
trittspupille von  dem  vorderen,  23,266  mm  vor  der  Hornhaut  lie- 
genden Brennpunkte  derselben  der  absolute  Wert 


31,095 -23,266 -31 
27,495 


:26,312  mm, 


und  zwar  liegt  die  Eintrittspupille  in  der  Richtung  des  in  das 
Auge  einfallenden  Lichtes  von  diesem  Brennpunkte  ab.  Man  er- 
hält daher  das  Resultat,  daß  die  Eintrittspupille  des  Auges  sich 


*)  Vgl.  hierzu  Helmholtz,  Handbuch  der  physiologischen  Optik.  2.  Auf- 
lage, S.  30. 
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26,312  mm  — 23,266  mm  — - 3,046  »Im 

hinter  dem  Hornhautscheitel  bzw.  0,554  mm  vor  der  Mitte  der 
Irisöffnung,  also  im  Innern  der  vorderen  Augenkainmer,  befindet*). 

In  Fig.  284  ist  in  die  in  fünffacher  Vergrößerung  wiedergegebene 
vordere  Augenkammer  die  Eintrittspupille  in  ihrer  richtigen  Lage 
und  Größe  im  Vergleich  zu  der  Irisöffnung  eingezeichnet  worden. 
Dieselbe  erscheint  etwas  größer  wie  die  Irisöffnung,  da  sich  als 
Wert  der  Lateralvergrößerung 


ß 


31,095 

27,495 


- 1,131 


ergibt.  Nimmt  man  also  am,  wie  es  in  der  Figur  geschehen  ist, 


Fig.  284  (Vergrößerung  5:1) 


daß  der  Radius  der  Irisöffnung  2 »im  beträgt,  so  besitzt  die  Ein- 
trittspupille einen  Radius  von  2,26  m»i. 

Um  die  Bedeutung  der  Eintrittspupille  des  Auges  in  anschau- 
licher Weise  erkennen  zu  lassen,  sind  in  der  Figur  drei  in  das 
Auge  eintretende  Strahlenbündel  in  ihrem  Verlaufe  vor  und  hinter 
der  Hornhaut  angedeutet  worden.  Da  die  zur  Bestimmung  der 
Eintrittspupille  verwendete  Lage  des  vorderen  Linsenscheitels  sich 
auf  den  Akkommodationszustand  des  Auges  für  unendliche  Ferne 


*)  Ks  beruht  demnach  die  Angabe  auf  S.  602,  Z.  11  und  12  von  oben 
der  ersten  Abteilung  des  zweiten  Bandes  von  Müller-Pouillets  Lehrbuch  der 
Physik  Ineunte  Auflage),  daß  die  Hornhaut  und  das  Augenwasser  von  der 
bis  ein  Bild  vor  dem  Auge  entwerfen,  auf  einem  Irrtume  b/.w.  einom  Druck- 
fehler. 
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bezieht,  so  mußten  dementsprechend  die  drei  Strahlenbündel  vor 
dem  Auge  als  Parallelstrahlen  angenommen  werden.  Die  Haupt- 
strahlen derselben  konvergieren  nach  dem  Mittelpunkte  M,  und 
ihre  Randstrahlen  nach  je  einem  Endpunkte  A und  B der  Ein- 
trittspupille. Nach  der  Brechung  an  der  Hornhaut  konvergieren 
die  Hauptstrahlen  nach  dem  vorderen  Linsenscheitel,  und  die  Rand- 
strahlen nach  dem  oberen  bzw.  unteren  Rande  der  Irisöffnung. 

Die  Austrittspupille  des  Auges  wird  durch  das  von  der  Augen- 
linse entworfene  Bild  der  Irisöffnung  dargestellt.  Da  die  vordere 
Hauptebene  der  Augenlinse  sich  2,126  mm  hinter  dem  vorderen 
Linsenscheitel  befindet,  und  die  Brennweite  der  vorn  und  hinten 
von  einem  Medium  mit  dem  gleichen  Brechungsindex  umgebenen 
Linse  50,617  mm  beträgt  (vgl.  S.  703),  so  hat  man  nach  der  Brenn- 
punktsgleichung für  den  Abstand  der  Austrittspupille  von  dem 
hinteren  Brennpunkte  der  Linse  den  absoluten  Wert 


50,617  • 50,617 
48,491 


mm  = 52,836  mm , 


und  zwar  liegt  dieselbe  vor  diesem  Brennpunkte.  Aus  dem  Werte 
der  Brennweite  folgt  weiter,  daß  die  Austrittspupille  auch  noch 
vor  der  hinteren  Hauptebene  der  Linse,  nämlich  um  2,219  mm  zu 
suchen  ist.  Beachtet  man,  daß  die  hintere  Hauptebene  der  Linse 
2,324  mm  hinter  dem  vorderen  Linsenscheitel  liegt,  so  ergibt  sich 
schließlich  das  Resultat,  daß  die  Austrittspupille  des  Auges  nur 
wenig,  nämlich  nur  0,105  mm  hinter  der  Irisöffnung  zu  suchen 
ist,  wie  es  sich  in  Fig.  284  dargestellt  findet  Auch  die  Aus- 
trittspupille ist  etwas  größer  wie  die  Irisöffnung,  da  die  Lateral- 
vergrößerung den  Wert 


52.836 

50,617 


1,044 


hat.  Bei  2 mm  Radius  der  Irisöffnung  besitzt  daher  die  Austritts- 
pupille des  Auges  den  Radius  von  2,09  mm. 

In  Fig.  284  ist  nun  auch  noch  der  weitere  Verlauf  der  ein- 
zelnen herausgegriffenen  Strahlen  angedeutet  worden.  Dieselben 
erfahren  zunächst  eine  neue  Ablenkung  an  der  vorderen  Linsen- 
fläche und  werden  dann  schließlich  an  der  hinteren  Linsenfläche 
nochmals  so  gebrochen,  daß  die  Hauptstrahlen  der  Bündel  vom 
Mittelpunkte  M‘,  und  die  Randstrahlen  bzw.  von  den  Endpunkten 
.4'  und  B‘  der  Austrittspupille  herzukommen  scheinen.  Im  übrigen 
konvergieren  der  Hauptstrahl  und  die  beiden  Randstrahlen  eines 
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jeden  Strahlenbündels  nach  je  einem  Punkte  auf  der  Netzhaut 
des  Auges. 

Während  der  Verlauf  der  verschiedenen  Strahlen  außerhalb 
der  Linse  durch  die  Figur  unter  Zuhilfenahme  der  Eintritts-  und 
Austrittspupille  richtig  wiedergegebeu  ist,  kann  es  sich  bei  den 
innerhalb  der  Linse  liegenden  Strecken  der  Strahlen  nur  um  eine 
schematische  Darstellung  handeln.  Denn  infolge  des  Umstandes, 
daß  die  Linse  kein  homogenes  Medium  darstellt,  werden  die 
Strahlen  innerhalb  der  Linse  natürlich  keinen  genau  geradlinigen, 
sondern  einen  mehr  oder  weniger  gekrümmten  Verlauf  zeigen 
müssen,  der  sich  aber  bei  unserer  ungenügenden  Kenntnis  der 
stetigen  Änderung  der  optischen  Dichte  innerhalb  der  Augenlinse 
nicht  exakt  angeben  läßt. 

Als  Gesichtsfeldblende  wirkt  bei  ruhendem  Auge  der  an  den 
Rand  der  Hornhaut  angrenzende  Teil  der  Sehnenhaut  des  Auges, 
soweit  nicht  nach  der  Medianebene  des  Körpers  zu  die  Nase  das 
Gesichtsfeld  noch  etwas  mehr  einschränkt.  Die  Lage  des  objekt- 
seitigen  wie  des  bildseitigen  Bildes  der  durch  den  Rand  der  Horn- 
haut begrenzten  Öffnung,  welche  die  Eintrittsluke  und  Austrittsluke 
des  Auges  darstellen,  läßt  sich  jedoch  nicht  genau  bestimmen,  weil 
der  Rand  der  Hornhaut  auf  der  Hornhaut  selbst,  die  übrigen  Teile 
der  durch  den  Hornhautrand  begrenzten  Kreisfläche  dagegen  im 
Innern  der  vorderen  Augenkammer  zu  suchen  sind,  und  zwar  um 
so  weiter  von  der  Hornhaut  entfernt,  je  näher  sie  an  der  optischen 
Axe  des  Auges  liegen.  Jedenfalls  folgt  daraus,  daß  die  Bilder  dieser 
Kreisfläche  nicht  mehr  eben  sein  können;  das  von  der  Hornhaut 
entworfene  Bild,  die  Eintrittsluke,  fällt  am  Rande  mit  der  Grenze 
zwischen  Hornhaut  und  Sehuenhaut  zusammen,  wölbt  sich  aber 
in  der  Mitte  nach  hinten,  so  daß  es  gegen  die  einfallenden  Strahlen 
konkav  erscheint.  Um  sich  die  Lage  und  Gestalt  der  Austritts- 
luke zu  vergegenwärtigen,  hat  man  zu  beachten,  daß  die  Ebene 
der  Gesichtsfeldblende  annähernd  mit  der  vorderen  Hauptebene 
des  Auges  zusammenfällt,  wie  Fig.  211  auf  S.  705  erkennen  läßt, 
sofern  man  sich  in  derselben  die  Hornhaut  und  die  vordere  Haupt- 
ebene $r  des  auf  unendliche  Ferne  eingestellten  Auges  bis  zu 
ihrem  Schnitte  fortgesetzt  denkt.  Der  Rand  der  Austrittsluke  wird 
daher  annähernd  in  die  hintere  Hauptebene  fv  des  ganzen  Auges 
fallen,  da  der  Hornhautrand  ja  von  dem  ganzen  Auge  abgebildet 
wird;  die  Mitte  der  Austrittsluke  wird  sich  dagegen  nach  vorn 
wölben,  weil  die  übrigen  Teile  der  kreisförmigen  Öffnung  der  Ge- 
sichtsfeldblende nur  von  der  Augenlinse  abgebildet  werden.  Die 
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Austrittsluke  erscheint  demnach  als  eine  gegen  das  einfallenile 
Licht  konvexe  Fläche.  Allerdings  können  diese  Angaben  nicht 
unbedingte  Geltung  beanspruchen,  da  sich  ja  die  Gaußsche  Ab- 
bildungslehre nicht  ohne  weiteres  auf  Obiektpunkte  anwenden 
läßt,  welche  sich  in  endlichem  Abstande  von  der  Axe  befinden. 
Sieht  man  von  den  Wölbungen  der  beiden  Luken  ab  und  berück- 
sichtigt, daß  die  beiden  Hauptebenen  des  Auges  nur  sehr  geringe 
Entfernung  voneinander  besitzen,  so  kann  man  sagen,  daß  beim 
Auge  die  Eintrittsluke  mit  der  Austrittsluke,  und  beide  mit  der 
Ebene  des  Hornhautrandes  nahezu  zusammenfallen. 

Bisher  war  vorausgesetzt  worden,  daß  das  Auge  ruht,  die 
Visierlinie  des  Auges  also  nach  einem  bestimmten  Punkte  in  der 
Kerne  gerichtet  ist.  Dann  werden  alle  in  anderer  Richtung  lie- 
genden Punkte  der  Außenwelt  nur  indirekt  und  undeutlich  ge- 
sehen. Will  man  dagegen  auch  einen  solchen  Punkt  deutlich 
sehen,  so  muß  bei  ruhender  Kopfhaltung  das  Auge  so  gedreht 
werden,  daß  die  Visierlinie  durch  ihn  hindurchgeht.  Man  hat  es 
daher  beim  direkten  Sehen  nicht  mit  einem  ruhenden,  sondern  mit 
einem  um  einen  nahezu  festen  Punkte  drehbaren  optischen  Systeme 
zu  tun. 

Während  sich  beim  ruhenden  Auge  die  Hauptstrahlen  der 
abbildenden  Strahlenbündel  sämtlich  im  Mittelpunkte  der  Eintritts- 
pupille schneiden  mußten,  gehen  dieselben  bei  bewegtem  Auge  da- 
gegen durch  den  Drehpunkt  desselben  hindurch,  so  daß  die  Ein- 
trittspupille in  dieser  Hinsicht  nicht  mehr  die  Bedeutung  w’ie  bei 
einem  ruhenden  System  besitzt. 

Vielmehr  werden  dio  Verhältnisse  jetzt  so,  als  ob  beim 
ruhenden  Auge  alle  Stellen  der  Netzhaut  deutliches  Sehen  ver- 
mitteln würden,  die  Mitte  der  Eintrittspupille  aber  mit  dem  Dreh- 
punkte des  Auges  zusammenfiele. 

Daß  auch  der  Rand  der  Hornhaut  beim  bewegten  Auge  nicht 
mehr  das  Gesichtsfeld  begrenzen  kann,  ist  ohne  weiteres  einzu- 
sehen. 

Wie  schon  im  vorhergehenden  Abschnitt  angedeutet  wurde, 
muß  in  dem  Falle,  daß  das  Auge  mit  einem  optischen  Instrument 
in  Verbindung  tritt,  die  Eintrittspupille  des  Auges,  wenn  irgend 
möglich,  mit  der  Austrittspupille  des  Instrumentes  zusammen- 
gebracht werden,  damit  die  Iris  des  Auges  nicht  als  Gesichtsblende 
wirken  kann.  Diese  Forderung  ist  aber  im  allgemeinen  nur  an 
das  ruhende  Auge  zu  stellen.  Ist  dagegen  das  Gesichtsfeld  des 
Instrumentes  so  groß,  daß  man  genötigt  ist,  das  Auge  zu  drehen, 
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um  die  verschiedenen  Stellen  des  Bildes  scharf  zu  sehen,  so  ist 
es  nach  dem  Gesagten  geboten,  den  Drehpunkt  des  Auges  in  die 
Mitte  der  Austrittspupille  des  Instrumentes  zu  bringen.  Dabei  muß 
aber  die  letztere  etwas  enger  als  die  Augenpupille  sein,  da  sonst 
die  Ausdehnung  des  Gesichtsfeldes  beeinträchtigt  werden  kann. 

In  dem  Falle,  daß  die  Eintrittspupille  des  Auges  sich  in  der 
Ebene  der  Austrittspupille  des  Instrumentes  befindet,  darf  die 
erstere  nicht  enger  sein  wie  die  letztere,  wenn  nicht  die  Iris  des 
Auges  als  Aperturblende  wirken  soll.  Andererseits  hat  es  aber 
einen  Einfluß  auf  die  Helligkeit  des  vom  Auge  gesehenen  Bildes, 
wenn  die  Austrittspupille  des  Instrumentes  enger  ist  wie  die  Ein- 
trittspupille des  Auges.  Durch  die  Austrittspupille  eines  Instru- 
mentes gehen  ja  (abgesehen  von  etwaigen  Verlusten  durch  Re- 
flexion und  Absorption  im  Innern  des  Instrumentes)  schließlich 
alle  Strahlen  hindurch,  welche  in  die  Eintrittspupille  eingetreten 
sind.  Je  größer  die  letztere,  um  so  größer  ist  auch  die  Austritts- 
pupille. Eine  Vergrößerung  der  Eintrittspupille  bedeutet  aber  eine 
Vergrößerung  der  Öffnung  der  abbildenden  Strahlenkegel  und  da- 
mit eine  Vermehrung  der  wirksamen  Strahlen,  welche  wiederum 
eine  Vergrößerung  der  Helligkeit  des  Bildes  nach  sich  zieht.  Wenn 
nun  die  Austrittspupille  des  Instrumentes  kleiner  wie  die  Eintritts- 
pupille des  Auges  ist,  so  erscheint  demnach  dem  Auge  das  Bild 
weniger  hell,  als  weDn  unter  sonst  gleichen  Umständen  die  Öff- 
nung der  abbildenden  Strahlenkegel  so  groß  wäre,  daß  diese  bei 
ihrem  Eintritt  in  das  Auge  die  Eintrittspupille  des  letzteren  ganz 
ausfüllten.  Die  Größe  der  Austrittspupille  eines  Instrumentes,  wie 
z.  B.  des  Mikroskopes,  steht  nun  nach  dem  früheren  (vgl  S.  920) 
im  engsten  Zusammenhänge  mit  der  hinteren  Brennweite  f‘  des 
Mikroskopes  und  der  sogenannten  numerischen  Apertur  a = n sin  u, 
wobei  h den  halben  Öffnungswinkel  der  abbildenden  Strahlen 
bedeutete.  Von  der  Brennweite  des  Mikroskopes  hängt  aber 
dessen  Vergrößerungsvermögen  V ab,  welches  nach  dem  früheren 
(vgl.  S.  729)  durch  den  negativen  reziproken  Wert  der  hinteren 
Brennweite  gemessen  wird. 

Es  gehört  daher  zu  einer  bestimmten  numerischen  Apertur  a 
und  einem  bestimmten  Radius  p‘  der  Austrittspupille  eines  Instru- 
mentes auch  ein  bestimmtes  Vergrößerungsvermögen,  das  sich  in- 
folge von  — (vgl.  S.  920)  durch  die  Formel 
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berechnen  läßt.  Je  größer  der  Radius  p‘  der  Austrittspupille,  um 
so  kleiner  erweist  sich  bei  einer  bestimmten  numerischen  Apertur 
die  Vergrößerung.  Will  man  also  die  optischen  Verhältnisse  des 
Instrumentes  so  ändern,  daß  die  zu  kleine  Austrittspupille  gleich 
der  Eintrittspupille  des  Auges  wird,  so  erhöht  man  zwar  die 
Helligkeit,  setzt  aber  damit  die  Vergrößerung  des  Bildes  herab. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  daß  bei  einem  optischen  In- 
strument, also  z.  B.  bei  einem  Mikroskop,  eine  bestimmte  Ver- 
größerung zur  Erzeugung  eines  möglichst  hellen  Bildes  besonders 
günstig  ist,  nämlich  die  Vergrößerung,  bei  welcher  sich  die  Aus- 
trittspupille des  Mikroskopen  der  Eintrittspupille  des  Auges  als 
gleich  herausstellt.  Man  nennt  dieses  Vergrößerungsvermögen  das 
„Normalvergrößerungsvermögen  des  Mikroskopes“.  Be- 
zeichnet man  dasselbe  mit  F„,  so  ergibt  sich  zu  seiner  Bestimmung 
die  Formel 


unter  p den  Radius  der  Augenpupille  verstanden.  Wendet  man 
bei  gleicher  numerischer  Apertur  eine  stärkere  Vergrößerung  an, 
so  füllen  die  wirksamen  Strahlen  die  Augenpupille  nicht  aus,  und 
es  wird  dann  die  Helligkeit  des  Bildes,  wie  im  nächsten  Ab- 
schnitte noch  ausführlicher  dargelegt  werden  soll,  in  demselben 
Verhältnisse  kleiner,  in  welchem  die  Fläche  der  Austrittspupille 
des  Mikroskopes  kleiner  wie  die  Fläche  der  Eintrittspupille  des 
Auges  ist. 

Entsprechend  dem  Normalvergrößerungsvermögen  erhält  man 
weiter  für  die  „Normalvergrößerungszahl“  N„  nach  S.  729 
den  Wert 


wobei  S die  deutliche  Sehweite  des  Beobachters  bedeutet. 

Bei  dem  früher  (vgl.  S.  775  und  S.  776)  schon  als  Beispiel 
herangezogenen  Zeiß sehen  Mikroskop  mit  Apochromatobjektiv  von 
4 mm  Brennweite  und  7 verschiedenen  Kompensationsokularen 
hat,  wie  schon  angeführt  wurde,  die  numerische  Apertur  den 
Wert  0,95.  Nimmt  man  an,  daß  der  Radius  p der  Augenpupille 
2 mm  beträgt,  so  ergibt  sich  (vom  negativen  Vorzeichen  abgesehen) 
für  das  Normal  vergrößerungsvermögen  F»  der  Wert  0,475  und  bei 
Annahme  von  250  m/n  deutlicher  Sehweite  für  die  Normal  vergröße- 
rungszahl Nn  der  Wert  1 183/4.  Bei  einem  Augenpupillenradius  von 
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nur  1,5  mm  würde  die  Normalvergrößerung  dagegen  den  Wert 
0,633  bzw.  1587s  annehmen.  Diese  Werte  bleiben  in  jedem  Falle 
weit  hinter  den  mit  den  verschiedenen  Kompensationsokularen  tat- 
sächlich erreichten  Vergrößerungen  zurück.  In  welchem  Grade 
hierdurch  die  Helligkeit  des  Bildes  beeinträchtigt  wird,  soll  im 
folgenden  Abschnitte  auseinandergesetzt  werden. 

7.  Über  die  Beleuchtungsstärke  und  die  Helligkeit  optischer 
Bilder  sowie  ihre  Abhängigkeit  von  der  numerischen  Apertur. 

Zum  Verständnis  des  folgenden  ist  es  nötig,  daß  man  sich 
zunächst  die  bekannten  photometrischen  Grundgesetze  für  den 
Fall  einer  punktförmigen  Lichtquelle  vergegenwärtigt. 

Eine  glühende  Metallkugel,  deren  Dimensionen  so  klein  sind, 
daß  sie  mit  genügender  Annäherung  als  punktförmig  aufgefaßt 
werden  kann,  sendet  nach  allen  Richtungen  hin  in  gleicher  Weise 
Licht  aus.  Es  werden  daher  innerhalb  zweier  kreisförmiger 
Strahlenkegel  von  gleichem  Offnungswinkel  gleiche  Lichtmengen 
ausgesandt.  Denkt  man  sich  um  die  punktförmige  Lichtquelle 
eine  Kugel  mit  dem  Lichtpunkt  als  Zentrum  gelegt,  so  schneiden 
zwei  verschiedene  Strahlenkegel  aus  der  Oberfläche  dieser  Kugel 
Teile  aus,  deren  Flächeninhalte  den  in  den  Strahlenkegeln  vor- 
handenen Lichtmengen  direkt  proportional  sind.  Dies  ist  unmittel- 
bar einzusehen,  wenn  man  die  Anzahl  der  von  dem  Lichtpunkt 
ausgehenden  Strahlen  zwar  sehr  groß,  aber  doch  endlich  an- 
nimmt, bzw.  den  Strahlenkegel  in  eine  große  Anzahl  von  Strahlen- 
kegeln mit  verschwindend  kleiner  Öffnung  (sogen.  Lichtröhren)  zer- 
legt denkt,  und  dann  jede  solche  Lichtröhre  als  Lichtstrahl  auffaßt. 
Diese  Strahlen  müssen  dann  gleichmäßig  verteilt,  und  jeder  als 
Träger  ein  und  derselben  kleinen  Lichtmenge  gedacht  werden. 
Unter  dieser  Voraussetzung  wird  ein  Strahlenkegel,  der  die  doppelte 
Anzahl  Strahlen  und  demnach  die  doppelte  Lichtmenge  enthält 
wie  ein  anderer,  auf  der  Kugel  ein  Flächenstück  ausschneiden, 
welches  doppelt  so  groß  ist  wie  das  von  dem  anderen  Strahlen- 
kegel ausgeschnittene  Flächenstück. 

Verwendet  man  als  Radius  der  Kugel  die  Längeneinheit,  so 
bezeichnet  man  die  Lichtmenge  S,  welche  in  einem  Strahlenkegel 
enthalten  ist,  der  aus  dieser  sogen.  „Einbeitskugel“  ein  Flächen- 
stück gleich  der  Flächeneinheit  ausschneidet,  als  „Lichtstärke 
der  punktförmigen  Lichtquelle“.  Demnach  wird  ein  Strahlen- 
kegel, welcher  aus  der  Einbeitskugel  die  Fläche  f ausschneidet,  die 
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Lichtmenge  f-  8,  und  insbesondere  die  ganze  Lichtquelle  die  Licht- 
menge An  8 enthalten. 

Aus  einer  Kugel  mit  dem  Radius  r und  ebenfalls  dem  Licht- 
punkte als  Zentrum  schneidet  ein  beliebiger  Strahlenkegel  ein 
Flächenstück  aus,  welches  r*mal  so  groß  ist,  wie  das  von  ihm 
aus  der  Einheitskugel  ausgeschnittene  Flächenstück.  Die  auf  ein 
gleich  großes  Flächenstück  auftreffende  Lichtmenge  ist  daher  nur 
der  r5te  Teil  wie  auf  der  Einheitskugel.  Die  Lichtmenge,  welche 
auf  gleich  große  Flächenstücke  zweier  Kugeln  mit  den  Radien  r, 
und  rt  um  den  Lichtpunkt  als  Zentrum  auffallen,  sind  daher  den 
Quadraten  der  Radien  umgekehrt  proportional. 

Wenn  ganz  allgemein  auf  irgendeine  Fläche  Licht  auffällt, 
so  bezeichnet  man  die  auf  die  Flächeneinheit  auffallende  Licht- 
menge als  die  „Beleuchtungsstärke  der  Fläche“.  Ist  die 
Fläche  an  allen  Stellen  gleich  stark  beleuchtet,  so  erhält  man 
demnach  die  Beleuchtungsstärke  B,  indem  man  die  gesamte  auf 
die  Fläche  auffallende  Lichtmenge  M durch  die  Größe  f der  Fläche 
dividiert,  so  daß  man  also  hat 


Fallen  die  Lichtstrahlen  senkrecht  auf  die  Fläche  auf,  wie  es 
bei  den  um  den  Lichtpunkt  gelegten  Kugelflächen  der  Fall  ist,  so 
hat  man  nach  der  Bedeutung  von  8 als  Beleuchtungsstärke  einer 
solchen  Kugelfläche  vom  Radius  r 


Bei  genügend  großem  Radius  r kann  man  ein  nicht  zu  großes 
Stück  der  Kugelfläche  als  eben  auffassen.  Es  gilt  daher  auch  die 
letzte  Formel  für  die  Beleuchtungsstärke  eines  kleinen  ebenen 
Flächenstücks,  wenn  sich  dasselbe  im  (nicht  zu  kleinen)  Ab- 
stande r von  dem  Lichtpunkte  befindet,  und  die  Strahlen  senkrecht 
auffallen.  Man  macht  von  derselben  bekanntlich  in  der  Photo- 
metrie Gebrauch,  wenn  man  die  Lichtstärken  zweier  verschiedener 
Lichtquellen  miteinander  vergleichen  will.  Zu  dem  Zwecke  bringt 
man  die  letzteren  so  in  zwei  verschiedene  Entfernungen  r,  und  r., 
von  einem  Schirme,  daß  dieser  von  beiden  Lichtquellen  gleich  stark 
beleuchtet  wird;  dann  verhalten  sich  die  Lichtstärken  S,  und  Aj 
wie  die  Quadrate  der  Entfernungen  rt,  r».  Nimmt  man  die 
Lichtstärke  der  einen  Lichtquelle  als  Maßeinheit,  z.  B.  die  sogen. 
„Hefnerkerze“,  so  kann  man  dann  auf  diese  Weise  die  Licht- 
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stärke  der  anderen  Lichtquelle  in  Hefnerkerzen  ausdrücken.  Die 
Beleuchtungsstärke,  welche  eine  Hefnerkerze  in  der  Entfernung 
von  1 m auf  einem  senkrecht  zu  den  Lichtstrahlen  gestellten 
Schinne  hervorbringt,  bezeichnet  man  als  eine  „Meterkerze“.  Die- 
selbe gibt  die  Maßeinheit  für  die  Messung  von  Beleuchtungsstärken  ab. 
Eine  Lichtquelle  von  der  Stärke  von  S Hefnerkerzen  ruft  demnach 
an  einem  zu  den  Strahlen  senkrechten  Schirme  im  Abstande  von  r 


a 

Metern  eine  Beleuchtungsstärke  von  4 Meterkeizen  hervor. 

Wenn  nun  die  Lichtstrahlen,  nicht  senkrecht  sondern  schief 
auf  einen  Schirm  auffallen,  und  zwar  so,  daß  sie  um  den  Winkel 
& von  der  zum  Schirme  senkrechten  Richtung  abweichen,  dann 
verändert  sich  die  Beleuchtungsstärke  im  Verhältnis  des  Cosinus 
dieses  Winkels.  Die  letzte  Formel  geht  daher  für  diesen  Fall 
über  in 

n S n 
B — „ cos  (•). 

r~ 


Die  bisherigen  Betrachtungen  bezogen  sich  zunächst  auf  eine 
punktförmige  Lichtquelle  und  haben  nur  für  diese  exakte  Gültig- 
keit. Wenn  dagegen  die  Lichtquelle  flächenförmig  ist,  etwa  aus 
glühendem  Platinblech  besteht,  so  sendet  dieselbe  nicht  mehr  nach 
allen  Richtungen  gleiche  Lichtmengen  aus.  Die  größte  Lichtmenge 
wird  senkrecht  zur  Fläche  abgeschickt,  während  in  einer  Richtung, 
welche  von  der  zur  Fläche  senkrechten  Richtung  um  den  Winkel# 
ab  weicht,  nach  dem  Lambertschen  Grundgesetze  der  Photometrie*) 
nur  eine  im  Verhältnis  des  Cosinus  dieses  Winkels  kleinere  Licht- 
menge abgeschickt  wird.  Außerdem  ist  natürlich  in  jeder  Richtung 
die  Lichtmenge  der  Ausdehnung  der  strahlenden  Fläche  proportional. 

Ein  Beweis  für  diese  Abhängigkeit  der  ausgesandten  Licht- 
menge von  der  Richtung  der  Lichtstrahlen  gegen  die  leuchtende 
Fläche  kann  darin  erblickt  werden,  daß  dio  Helligkeit  einer  leuch- 
tenden Fläche  sich  nicht  ändert,  wenn  dieselbe  unter  Bei- 
behaltung ihres  Abstandes  vom  Auge  beliebig  schräg  gegen  unsere 
Blicklinie  gestellt  wird.  Infolge  der  Schrägstellung  bietet  sich  uns 
irgendein  begrenzter  Teil  der  Fläche  unter  kleinerem  Gesichts- 
winkel dar,  als  wenn  wir  senkrecht  auf  dieselbe  blicken,  und 
zwar  verkleinert  sich  die  scheinbare  Größe  desselben  entsprechend 
dem  Cosinus  des  Winkels,  um  welchen  dio  Fläche  von  der  zur 


*)  vgl.  Lambert.  Photometria  sive  de  mensura  ot  gradibus  luminis  etc 
1 760,  übersetzt  von  E.  Anding,  Leipzig  1892. 
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Blicklinie  senkrechten  Stellung  aus  geneigt  worden  ist.  Die  von 
den  verschiedenen  Punkten  des  Flächenstücks  nach  unserem  Auge 
gerichteten  Strahlen  sind  daher  auf  kleinerem  Winkelraume  zu- 
sammengedrängt Würden  sie  in  dieser  schrägen  Richtung  die 
gleichen  Lichtmengen  mit  sich  führon  wie  in  der  zur  Fläche  senk- 
rechten Richtung,  so  müßte  demnach  jeder  Teil  der  Fläche  in 
schräger  Richtung  viel  heller  erscheinen  als  in  senkrechter  Rich- 
tung. Da  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  muß  die  in  jedem  einzelnen 
Strahle  enthaltene  Lichtmenge  um  so  kleiner  sein,  je  mehr  er  von 
der  senkrechten  Richtung  abweicht,  und  zwar  muß  diese  Abnahme 
der  Lichtmenge  ebenfalls  proportional  dem  Cosinus  des  Neigungs- 
winkels stattfinden,  damit  die  Helligkeit  ungeändert  bleibt.  Aus 
diesem  Grunde  erscheint  uns  auch  eine  glühende  Metallkugel,  die 
Sonne  oder  der  Mond,  als  glühende  Scheibe,  welche  bis  zum 
Rande  die  gleiche  Helligkeit  besitzt,  während  man  bei  Unabhängig- 
keit der  Lichtmenge  von  der  Strahlenrichtung  in  den  Randzonen 
viel  größere  Helligkeit  wie  in  der  Zentralzone  erwarten  müßte. 

In  Fig.  285  bedeute  <p  (der  schwarze  Fleck,  welcher  im  Inter- 
esse der  Deutlichkeit  zu  groß  gezeichnet  ist)  ein  in  horizontaler 
Ebene  liegendes  selbstleuchtendes  Flächenelement.  Dasselbe  sendet 
nach  dem  Gesagten  in  verschiedener  Richtung  im  allgemeinen  ver- 
schiedene Lichtmengen  aus.  Denkt  man  sich  wieder  eine  Kugel 
konstruiert,  deren  Mittelpunkt  in  das  leuchtende  Flächenelement 
fällt,  so  werden  demnach  zwei  verschiedene  Strahlenkegel,  die 
von  dem  Flächenelement  ausgehen,  nicht  mehr  wie  bei  einer 
punktförmigen  Lichtquelle  aus  der  KugeloberflächeTeile  ausschneiden, 
deren  Flächeninhalt  den  in  den  Strahlenkegeln  vorhandenen  Licht- 
mengen proportional  sind. 

Beschränkt  man  sich  zunächst  auf  einen  Strahlenkegel  mit 
unendlich  kleinem  Öffnungswinkel,  so  wird  derselbe  aus  der  Kugel 
ein  unendlich  kleines  Flächenstück  ausschneiden.  Dieses  wird  nur 
dann  der  im  Strahlenkegel  mitgoführten  Lichtmenge  proportional 
sein,  wenn  der  Hauptstrahl  des  Kegels  vertikal,  also  senkrecht 
zu  dem  leuchtenden  Flächenelement  gerichtet  Ist.  Bildet  der  Haupt- 
strahl dagegen  einen  Winkel  # mit  der  Senkrechten  zu  der  Ebene 
von  (p  (vgl.  die  Figur),  dann  ist  die  Lichtmenge  im  Verhältnis 
cos  9 : 1 kleiner,  so  daß  dieselbe  jetzt  einem  Flächenstück  entspricht, 
dessen  Inhalt  zu  dem  Inhalte  des  vom  Strahlenkegel  ausgeschnittene 
Flächenstückes  ebenfalls  im  Verhältnis  cos  tt : 1 steht.  Ein  solches 
Flächenstück  kann  man  sich  leicht  durch  Projektion  des  aus  der 
Kugeloberfläche  ausgeschnittenen  Flächenstücks  auf  die  Ebene  des 
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leuchtenden  Flächenelementes  veranschaulichen.  Denn  es  ist  aus 
Fig.  285  leicht  zu  erkennen,  daß  das  kleine  Flächenstück  von  der 
Größe  K,  welches  der  mit  seinem  Hauptstrahl  um  den  Winkel  & 
von  der  Flächennormalen  abweichende  Strahlenkegel  aus  der  Kugel- 
oberfläche ausschneidet,  gegen  die  (in  der  Figur  horizontale)  Ebene 
des  leuchtenden  Flächenelements  gerade  um  den  Winkel  geneigt 
ist,  da  ja  die  Normale  von  K mit  der  Normalen  des  Flächen- 
elements diesen  Winkel  bildet.  Die  Projektion  K'  des  Flächen- 
stückes  K auf  diese  Ebene  ist  daher  gleich  K cos  fh  Dabei  ist 
allerdings  vorausgesetzt,  daß  das  Flächenstück  so  klein  ist,  daß 
es  noch  mit  genügender  Annäherung  als  eben  aufgefaßt  werden 


kann,  was  ja  bei  unendlich  kleinem  Öffnungswinkel  des  Strahlen- 
kegels in  der  Tat  der  Fall  ist. 

Hat  man  nun  einen  Strahlenkegel  von  endlicher  Öffnung,  so 
kann  man  denselben  nach  dem  obigen  aus  lauter  Strahlenkegeln 
von  unendlich  kleiner  Öffnung  zusammengesetzt  denken.  Das  von 
ihm  aus  der  Kugeloberfläche  ausgeschnittene  endliche  Flächenstück 
stellt  daher  ebenfalls  die  Summe  der  entsprechenden  kleinen  Elemen- 
tarflächenstücke dar.  Da  in  jedem  Falle  die  von  dem  einzelnen 
engen  Strahlenkegel  mitgeführte  Lichtmenge  der  Projektion  seines  an 
der  Kugeloberfläche  ausgeschnittenen  Flächenstückes  auf  die  Ebene 
des  leuchtenden  Flächenelementes  proportional  ist,  so  muß  dies  auch 
für  einen  Strahlenkegel  von  endlicher  Öffnung  gelten. 
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Fig.  286  veranschaulicht  einen  kreisförmigen  Strahlenkegel 
vom  Öffnungswinkel  2m,  dessen  Hauptstrahl  auf  der  Ebene  des 
Flächenelements  <p  senkrecht  steht,  so  daß  die  äußersten  Rand- 
strahlen mit  der  Normalen  des  Flächenelements  den  Winkel  u 
bilden.  Dieser  Strahlenkegel  schneidet  aus  der  um  das  Flächen- 
element konstruierten  Kugelfläche  eine  Kalotte  aus,  deren  Pro- 
jektion auf  die  Ebene  des  Flächenelements  der  gesamten  im 
Strahlenkegel  enthaltenen  Lichtmenge  proportional  ist.  Nimmt 
man  wieder  den  Radius  der  Kugelfläche  als  Längeneinheit,  so  stellt 
diese  Projektion  der  Kugelkalotte  einen  Kreis  mit  dem  Radius 


sin  u dar,  so  daß  ihr  Flächeninhalt  n sin2«  beträgt.  Außer  der 
Größe  dieser  Projektion  ist  natürlich  die  Lichtmenge  auch  der 
Größe  (f  des  leuchtenden  Flächenelements  proportional.  Bezeichnet 
man  die  gesamte  Lichtmenge  mit  L , so  hat  man  demnach  die 
Formel 

L — i • nsinhi  • <f, 

unter  i einen  Proportionalitätsfaktor  verstanden,  den  man  die 
„spezifische  Intensität  der  Lichtquelle“  nennt  Man  kann 
denselben  als  diejenige  Lichtmenge  auffassen,  welche  die  Flächen- 
einheit auf  eine  Kalotte  der  Einheitskugel  ausstrahlt,  deren  Pro- 
jektion auf  die  leuchtende  Fläche  ebenfalls  gleich  der  -Flächeneinheit 
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ist,  die  sich  demnach  mit  der  leuchtenden  Flächeneinheit  deckt, 
falls  der  Mittelpunkt  der  Kugelkalotte  in  der  Normalen  des  Mittel- 
punktes der  leuchtenden  Fläche  liegt. 

Sind  die  spezifische  Lichtintensität  i und  die  Größe  <p  des 
leuchtenden  Flächenelements  gegeben,  so  richtet  sich  die  Licht- 
menge in  einem  Strahlenkegel  dann  nur  noch  nach  der  Größe  der 
Projektion  des  aus  der  Einheitskugel  vom  Strahlenkegel  ausge- 
schnittenen Flächenstückes  auf  die  Ebene  des  Flächenelements.  In 
Fig.  286  sind  diese  Projektionen  für  eine  Reihe  von  Strahlen- 
kegeln angedeutet,  deren  Öffnungswinkel  im  Verhältnis  1 :2:3:4:ö 
stehen.  Man  kann  aus  denselben  ersehen,  wie  die  zwischen  zwei 
aufeinander  folgenden  dieser  fünf  Strahlenkegel  liegenden  Kugel- 
zonen, welche  auf  der  Kugel  alle  die  gleiche  Breite  haben,  sich 
auf  die  Ebene  des  leuchtenden  Flächenelements  in  immer  schmalere 
Kreisringe  projizieren,  je  weiter  sie  von  der  Flächonnormalen  NN 
abstehen. 

Im  speziellen  Falle  eines  Strahlenbündels  von  unendlich  kleiner 
Öffnung,  wie  es  z.  B.  die  Zentralstrahlen  oder  paraxialen  Null- 
strahlen bei  einem  optischen  System  darstellen,  kann  man  für 
sin  u den  halben  Öffnungswinkel  u selbst  setzen;  dann  geht  die 
obige  Formel  für  die  gesamte  Lichtmengo  des  Strahlenbündels 
über  in 

L — t • n u~-  <f. 

Mit  Hilfe  der  allgemeinen  Formel  für  die  in  einem  Strahlen- 
kegel von  endlicher  Öffnung  enthaltene  Lichtmenge  kann  man 
sich  zunächst  von  der  für  das  Verständnis  der  Leistungen  opti- 
scher Instrumente  wichtigen  Tatsache  Rechenschaft  geben,  daß 
dio  spezifische  Lichtintensität  eines  von  einem  optischen 
Instrument  in  Luft  erzeugten  Bildes  niemals  größer, 
sondern  höchstens  gleich  der  spezifischen  Lichtintensität 
des  Objektes  sein  kann. 

Die  aus  einem  optischen  Instrument  austretende  Lichtmenge 
L‘  kann  natürlich  niemals  größer  sein  als  die  in  dasselbe  ein- 
tretende Lichtmenge  L , sondern  sie  wird  sich  infolge  unvermeid- 
licher Reflexionen  an  den  verschiedenen  brechenden  Flächen  und 
Absorptionen  in  den  verschiedenen  Medien  stets  etwas  kleiner 
heraussteilen.  Die  eintretende  Lichtmenge  L hat  bei  einem  zen- 
trierten optischen  System  mit  dem  Öffnungswinkel  2m,  der  sich 
nach  der  Größe  und  Lage  der  Eintrittspupille  richtet,  den  oben 
angegebenen  Wert  in  sin  *«.</>,  sofern  <f  der  eventuell  durch  eine 
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geeignet  angebrachte  Gesichtsfeldblende  scharf  begrenzte  Teil  des 
leuchtenden  Objektes  bzw.  die  Größe  der  Eintrittslucke  des  Systems 
ist.  Die  in  die  Eintrittspupille  eiutretenden  Strahlenkegel  treten 
nun  nach  dem  früheren  aus  der  Austrittspupille  aus  mit  einem 
Offnungswinkel  2«',  der  den  Projektionswinkel  des  Instrumentes 
darstellt,  und  haben  ihre  Zentren  in  den  konjugierten  Punkten  des 
optischen  Bildes,  dessen  Flächengröße  <f‘  sein  möge.  Es  strahlt 
also  die  austretende  Lichtmenge  L‘  gewissermaßen  von  einer 
Fläche  <f  ‘ mit  dem  Öffnungswinkel  u'  aus;  bezeichnet  man  die 
spezifische  Intensität  dieser  Strahlung  mit  t‘,  so  hat  dieselbe  nach 
der  obigen  ganz  allgemein  gültigen  Formel  den  Wert 

L‘  — i'n  sin  ■«'  • g‘. 

Sieht  man  von  den  unvermeidlichen  Verlusten  im  Innern  des 
Instrumentes  ab  und  nimmt  daher  L‘  gleich  L an,  so  erhält  man 
für  die  spezifische  Lichtintensität  des  Bildes 


Da  nun  bei  einem  optischen  Instrument  Objekt  und  Bild  in 
den  beiden  aplanatisehen  Punkten  desselben  liegen  müssen,  wenn 
überhaupt  ein  Flächenelement  frei  von  sphärischer  Aberration  ab- 
gebildet werden  soll,  so  müssen  die  halben  Offnungswinkel  der 
Strahlenkegel  im  Objekt-  und  Bildraume  die  Abbesche  Sinus- 
bedingung (vgl.  S.  814)  erfüllen,  so  daß 


Betrachtet  man  weiter,  daß  die  Flächenvergrößerung  in  eiuem 
Instrument  natürlich  gleich  dem  Quadrat  der  linearen  Vergrößerung, 

d.  h.  also  gleich  sein  muß,  und  daß  der  Faktor  — . der  rezi- 

proke  Wert  dieser  Flächenvergrößerung  ist,  so  erhält  man  zwischen 
i und  »'  die  allgemein  gültige  Beziehung 

i ; i‘ 

d.  h.  die  spezifischen  Licht  int ensitäten  des  Objektes  und  Bildes 
verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  Brechungsindizes  der  Medien, 
in  denen  sie  sich  befinden. 

Wird  also  das  Bild  in  einem  Mittel  von  höherem  Brechungs- 
index entworfen,  so  ist  seine  spezifische  Intensität,  von  Verlusten 
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durch  Reflexion  und  Absorption  im  Innern  des  Instrumentes  ab- 
gesehen, größer  als  die  des  leuchtenden  Objektes.  Bei  den,  dem 
subjektiven  Gebrauche  dienenden  optischen  Instrumenten  entsteht 
dagegen  das  Bild  ausnahmslos  in  Luft,  so  daß  n'  den  Wert  1 
besitzt  und  jedenfalls  nicht  größer  wie  n sein  kann.  Es  bestätigt, 
sich  daher  der  oben  angeführte  Satz,  daß  in  diesem  Falle  die 
spezifische  Intensität  des  Bildes  höchstens  gleich  der  des  Objektes 
sein  kann. 

Bei  Fernrohren  und  Lupen  befindet  sich  in  der  Regel  das 
Objekt  in  Luft,  so  daß  auch  n = 1 ist.  Die  spezifische  Intensität 
des  Bildes  ist  dann  auch  annähernd  gleich  der  des  Objektes.  Beim 
zusammengesetzten  Mikroskop  ist  das  Objekt  in  der  Regel  in  einem 
Mittel  von  höherem  Brechungsindex  eingebettet;  würde  dasselbe 
in  diesem  Mittel  selbstleuchten,  so  wäre  die  spezifische  Intensität 
seines  mikroskopischen  Bildes  geringer,  als  wenn  es  in  Luft  leuchtete. 

Man  kann  sich  dies  auch  auf  folgende  Weise  klar  machen.  Auf 
das  in  einem  Mittel  von  höherem  Brechungsindex  eingebettete 
selbstleuchtende  Objekt  wirken  zunächst  die  Grenzflächen  zwischen 
dem  Einbettungsmittel  und  dem  Deckglas  und  zwischen  Deckglas 
und  Luft  als  optisches  System,  welches  von  dem  Objekt  schon 
ein  Bild  vor  dem  Mikroskop  entwerfen.  Dieses  Bild  stellt  dann 
eigentlich  erst  das  Objekt  für  das  Mikroskop  dar.  Da  dasselbe  in 
Luft  erzeugt  wird,  wenn  es  sich  um  ein  Trockensystem  handelt, 
so  ist  seine  spezifische  Intensität  geringer  wie  die  des  leuchtenden 
Objektes.  Es  kann  daher  auch  das  Mikroskop  nur  ein  Bild  von 
kleinerer  Intensität  entwerfen,  trotzdem  bei  ihm  n = ri  ist,  da 
das  ihm  dargebotene  Objekt  schon  eine  geringere  Intensität  besitzt 
wie  das  wirkliche  Objekt.  Hat  man  dagegen  ein  Immersionssystem, 
bei  dem  aber  zunächst,  wie  in  der  Regel  bei  der  Wasserimmersion, 
der  Index  der  lmmersionsflüssigkeit  noch  geringer  ist  wie  der  des 
Einbettungsmittels,  so  wird  wieder  zuerst  ein  Bild  des  selbst- 
leuchtenden Objektes  in  der  Immersionsflüssigkeit  entworfen, 
dessen  Intensität  etwas  geringer  wie  die  des  Objektes  ist  Da 
sich  dieses,  das  Objekt  für  das  Mikroskop  darstellende  Bild  jetzt 
nicht  mehr  in  Luft  befindet,  so  wird  bei  der  Abbildung  durch  das 
Mikroskop  eine  weitere  Verringerung  der  spezifischen  Intensität 
hervorgebracht,  so  daß  der  Gesamteffekt  der  gleiche  ist  wie  bei 
einem  Trockensystem,  soweit  er  sich  auf  die  Veränderung  der 
spezifischen  Lichtintensität  bei  der  Abbildung  bezieht  Bei  den 
sogen,  homogenen  Immersionen,  bei  welchen  die  Brechungsindizes 
des  Einbettungsmittels,  der  Immersionsflüssigkeit  und  des  Glases 
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der  Frontlinse  übereinstimmen,  sind  die  Verhältnisse  nur  insofern 
anders,  als  jetzt  das  selbstleuchtende  Objekt  direkt  zugleich  das 
Objekt  für  das  Mikroskop  darstellt.  Dagegen  ist  auch  hier  die 
Verminderung  der  Intensität  durch  die  Abbildung  die  gleiche  wie 
in  den  anderen  Fällen. 

Nun  sind  aber  die  einem  Mikroskop  dargebotenen  Objekte  in 
der  Regel  nicht  selbstleuchtend,  wie  bisher  angenommen  wurde, 
sondern  die  Objekte  werden  durch  eine  außerhalb  des  Mikroskops 
befindliche  natürliche  oder  künstliche  Lichtquelle  beleuchtet,  l'm 
eine  möglichste  Konzentration  der  beleuchtenden  Strahlen  her- 
vorzubringen, wird  durch  ein  besonderes  unterhalb  des  Objektes 
befindliches  Beleuchtungssystem  (Kondensor)  am  Orte  des  mikro- 
skopischen Objektes  ein  Bild  der  Lichtquelle  hervorgebracht.  Da 
dieses  Bild  innerhalb  des  Einbettungsmittels  entsteht,  so  ist  seine 
spezifische  Intensität  größer  als  die  spezifische  Intensität  der  in 
Luft  befindlichen  Lichtquelle.  Bezeichnet  man  die  letztere  mit 
und  die  Intensität  des  im  Einbettungsmittel  mit  dem  Brechungs- 
index n,  erzeugten  Bildes  der  Lichtquelle  mit  ü,  so  hat  man  nach 
dem  obigen  zwischen  den  Intensitäten  die  Beziehung 

*’<  = «?  • iq. 

Wenn  nun  das  Mittel  zwischen  dem  beleuchteten  Objekt  und 
der  Frontlinse  des  Mikroskops  den  Brechungsindex  n hat,  so  wird 
von  diesem  Bilde  der  Lichtquelle  durch  die  Flächen  des  Deck- 
gläschens abermals  ein  Bild  von  der  spezifischen  Intensität  i er- 
zeugt, für  welche  nach  demselben  Satze  gilt 

also  t = \ tV  = »*•*.. 
ni 

Da  die  Intensität  i die  Intensität  des  vom  Mikroskop  abzu- 
bildenden Objektes  darstellt,  so  hat  man  für  die  in  das  Mikroskop 
von  dem  beleuchteten  Flächenelement  y gesandte  Lichtmenge, 
welche,  von  einigen  Verlusten  im  Innern  abgesehen,  aus  der  Aus- 
trittspupille des  Mikroskops  wieder  austritt,  nach  der  früheren 
Formel  den  Wert 

L — i‘7i  sin * u ■ y = i,  • 7t  • ( n sin  «)2  • y. 

Diese  Lichtmenge  ist  also  zunächst  proportional  der  spezi- 
fischen Intensität  der  zur  Beleuchtung  verwendeten  Lichtquelle 
und  der  Größe  des  abzubildenden  Flächenelementes;  außerdem  ist 
sie  aber,  wie  mau  sieht,  proportional  dem  Quadrate  des  von  Abbe 
als  „numerische  Apertur“  eingeführten  Produktes  des  Sinus  des 
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halben  Öffnungswinkels  mit  dem  Brechungsindex  des  vor  der  Front- 
linse befindlichen  Mittels.  Bezeichnet  man  die  numerische  Apertur 
mit  a,  so  kann  man  demnach  auch  schreiben 

L — iq  • na 5 • <7. 

Von  der  Lichtmenge,  welche  ein  leuchtendes  flächenförmiges 
Objekt  bzw.  ein  zu  demselben  gehörendes  Bild  aussendet,  und  der 
Beleuchtungsstärke  ist  nun  die  Helligkeit  zu  unterscheiden,  in 
welcher  eine  leuchtende  Fläche  einem  Beobachter  erscheint.  Die- 
selbe hängt  ab  von  der  Beleuchtungsstärke  auf  der  Netzhaut 
unseres  Auges,  d.  h.  also  von  der  Lichtmenge,  welche  bei  der  Ab- 
bildung eines  in  der  Außenwelt  befindlichen  Objektes  oder  Bildes 
auf  die  Netzhaut  des  Auges  die  Flächeneinheit  der  letzteren  emp- 
fängt. Die  Lichtempfindung  wird  bekanntlich  dadurch  vermittelt, 
daß  kleine  lichtempfindliche  Elemente  auf  der  Netzhaut  des  Auges, 
die  man  als  Stäbchen  und  Zapfen  bezeichnet,  von  dem  einfallen- 
den Lichte  gereizt  werden.  Der  Lichtmenge,  welche  die  einzelnen 
Sehelemente  empfangen,  ist  die  Helligkeitsempfindung  proportional. 
Verbreitet  sich  eine  bestimmte  Lichtmenge  einmal  auf  ein  kleineres, 
ein  anderes  Mal  auf  ein  größeres  Gebiet  auf  der  Netzhaut,  so  wird 
in  dem  ersten  Falle  jedes  von  Licht  getroffene  Sehelement  die 
größere  Lichtmenge  erhalten  und  daher  auch  die  größere  Hellig- 
keitsempfindung vermitteln  wie  in  dem  zweiten  Falle. 

Was  nun  zunächst  die  Helligkeit  einer  gleichmäßig  leuchten- 
den Fläche  anlangt,  so  kann  man  sich  leicht  ohne  alle  Rechnung 
davon  Rechenschaft  geben,  daß  uns  eine  leuchtende  Fläche 
in  jeder  Entfernung  in  der  gleichen  Helligkeit  erscheinen 
muß. 

Fig.  287  auf  S.  U48  veranschaulicht  den  Fall,  daß  das  Auge  nach 
einer  Fläche  PQ  blickt,  und  zwar  zuerst  in  der  Lage  PtQi  und  dann 
in  einer  zweiten  Lage  1\Q>,  welche  die  halbe  Entfernung  vom 
Auge  haben  möge  wie  die  erste  Lage.  Dann  wird  im  zweiten 
Falle  der  halbe  Offnungswinkel  tu  der  von  den  Punkten  der  Fläche 
in  das  Auge  gesandten  Strahlenkegel  mit  genügender  Annäherung 
doppelt  so  groß  sein  wie  der  halbe  Öffnungswinkel  der  von 
P1Q1  ausgehenden  Strahlenkegel.  Denn  erstens  müssen  die  Ent- 
fernungen der  Fläche  vom  Auge  natürlich  viel  größer  sein,  als  sie 
im  Interesse  der  Deutlichkeit  in  der  Figur  angenommen  sind,  und 
dann  ist  die  Eintrittspupille  des  Auges,  welche  ja  die  gemeinsame 
Basis  aller  in  das  Auge  eintretenden  Strahlenkegel  abgibt,  sehr 
klein  im  Vergleich  zu  diesen  Entfernungen.  Aus  beiden  Gründen 
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folgt,  daß  die  halben  Öffnungswinkel  ut  und  tt?  so  klein  sind,  daß 
der  halben  Entfernung  mit  genügender  Genauigkeit  der  doppelte 
Winkel  entspricht,  und  daß  man  außerdem  die  Winkel  selbst  an- 
stelle ihrer  Sinus  oder  trigonometrischen  Tangenten  setzen  kann. 
Nach  der  für  diesen  Fall  geltenden  speziellen  Formel  für  die  Licht- 
menge (vgl.  S.  943)  folgt  dann  weiter,  daß  die  gesamte  von  der 
leuchtenden  Fläche  in  das  Auge  gesandte  Lichtmenge  bei  halber 
Entfernung  viermal  so  groß  geworden  ist  wie  in  der  ursprünglichen 
Lage  PiQi.  Denkt  man  nun  den  Knotenpunkt  K des  (reduzierten) 
Auges  für  die  vorliegende  Betrachtung  nach  dem  in  seiner  Nähe 
liegenden  Mittelpunkte  der  Eintrittspupille  verlegt,  was  angesichts 
der  Abstände  der  Fläche  vom  Auge  wiederum  ohne  Beeinträch- 
tigung der  Genauigkeit  geschehen  kann,  so  erkennt  man  anderer- 


seits aus  der  Figur,  daß  die  lineare  Größe  des  Netzhautbildes  P^Q , 
in  der  ersten  Entfernung  nur  halb  so  groß  ist  wie  die  lineare 
Größe  des  zur  zweiten  Entfernung  der  Fläche  gehörenden  Netz- 
hautbildes die  Größen  der  Flächenbilder  auf  der  Netzhaut 

verhalten  sich  daher  wie  1:4.  Daraus  geht  aber  hervor,  daß  im 
zweiten  Falle  zwar  die  vierfache  Lichtmenge  in  das  Auge  eintritt, 
dieselbe  verbreitet  sich  aber  auch  auf  ein  viermal  so  großes 
Flächenstück  der  Netzhaut,  so  daß  die  für  die  Helligkeit  maß- 
gebende Lichtmenge  pro  Flächeneinheit  der  Netzhaut  in  beiden 
Fällen  dieselbe  ist.  Allgemein  gilt  für  zwei  verschiedene  Abstände 
der  leuchtenden  Fläche  von  der  Eintrittspupille  des  Auges,  daß 
sowohl  die  in  das  Auge  gelangenden  Lichtmengen  als  auch  die 
Flächen  der  Netzhautbilder  sich  umgekehrt  wie  die  Quadrate  dieser 
Abstände  verhalten,  so  daß  also  bei  Annäherung  bzw.  Entfernung 
der  F'läche  beide  in  demselben  Verhältnis  zu-  bzw.  abnehmen, 
und  daher  die  Beleuchtungsstärke  auf  der  Netzhaut  konstant 
bleibt. 

Da,  wie  schon  oben  hervorgehoben  wurde,  auch  eine  beliebige 
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Neigung  der  Fläche  gegen  die  Blicklinie  keinen  Einfluß  auf  die 
subjektive  Helligkeit  ausübt,  so  gilt  also  allgemein,  daß  eine 
leuchtende  Fläche  von  jedem  Standpunkte  aus  in  der 
gleichen  Helligkeit  erscheint,  solange  nur  der  Durch- 
messer der  Augenpupille  und  der  Adaptationszustand  des 
Auges,  d.  h.  also  die  Lichtempfindlichkeit  desselben,  sich 
nicht  geändert  haben. 

Was  nun  die  Größe  der  einer  leuchtenden  Fläche  entsprechen- 
den objektiven  Beleuchtungsstärke  anlangt,  welche  das  Maß  für 
die  sogen,  absolute  Helligkeit  H darstellt,  so  erhält  man  dieselbe, 
indem  man  in  der  früheren  Formel  für  die  Lichtmenge  des  optischen 
Bildes  (vgl.  S.  944)  die  Flächengröße  <f‘  gleich  1 annimmt.  Es 
ist  also 

H—i'nsinru ', 

unter  i‘  die  spezifische  Lichtintensität  im  Netzhautbilde,  und  unter 
u'  den  halben  Projektionswinkel  im  Auge  verstanden.  Ist  q'  der 
Radius  der  Austrittspupille  im  Auge,  welcher  nach  den  früheren 
Angaben  (vgl.  S.  932)  nur  wenig  von  dem  Radius  der  Augenpupille 
abweicht,  und  e'  der  Abstand  eines  Punktes  am  Rande  dieser 
Austrittspupille  von  der  Netzhautgrube  (vgl.  Fig.  287),  für  welchen 
auch  infolge  der  kleinen  Größe  des  Projektionswinkels  im  Auge 
(etwa  5“)  mit  genügender  Genauigkeit  der  Abstand  der  Pupillen- 
mitte von  der  Fovea  gesetzt  werden  kann,  so  ergibt  sich  zunächst 
. * 

für  sin  «'  der  Wert  Ist  die  spezifische  Lichtintensität  der 

leuchtenden  Fläche,  welche  sich  in  Luft  befinden  möge,  so  kann 
man  ferner  i nach  dem  obigen  (S.  946)  durch  ri'-iq  ersetzen,  unter 
n'  den  Brechungsindex  des  Glaskörper  im  Auge  verstanden.  Be- 
achtet man  dies,  so  erhält  man  für  die  absolute  Helligkeit  den  Wert 


Man  bestätigt  auch  aus  dieser  Formel,  daß  die  absolute  Hellig- 
keit von  der  Lage  der  leuchtenden  Fläche  im  Außenraume  ganz  un- 
abhängig ist,  solange  die  Pupillenweite  konstant  bleibt.  Ändert 
sich  die  letztere,  so  ändert  sich  dagegen  auch  die  Helligkeit,  und 
zwar  verhalten  sich  nach  der  Formel  die  zu  verschiedenen  Pupillen- 
weiten gehörenden  Helligkeiten  wie  die  Quadrate  der  Pupillenhalb- 
messer oder,  mit  anderen  Worten,  wie  die  Pupillengrößen. 

Von  der  absoluten  Helligkeit  H ist  die  vom  Beobachter  empfun- 
dene, also  subjektive  Helligkeit  zu  unterscheiden,  die  man  auch  als 
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„ indizierte  Helligkeit“  bezeichnet  hat  Dieselbe  hängt  natürlich 
von  der  absoluten  Helligkeit  ab;  sie  wird  aber  außerdem  von  dein 
allgemeinen  Adaptationszustande  des  Auges  und  anderen  physio- 
logischen Faktoren,  wie  dem  Zustande,  in  dem  sich  die  an  das 
Netzhautbild  angrenzenden  Partien  der  Netzhaut  befinden,  der 
Beugung  des  Lichtes  an  dem  Rande  der  Augenpupille*)  u.  a.  be- 
einflußt, so  daß  sich  für  die  Bestimmung  der  subjektiven  Hellig- 
keit keine  allgemein  gültige  Formel  aufstellen  läßt 

Infolge  der  Beugung  des  Lichtes  am  Pupillenrande  und  der 
schon  früher  erwähnten  sphärischen  und  chromatischen  Aberra- 
tionen im  Auge  ist  es  jedenfalls  nicht  möglich,  daß  die  von  einem 
leuchtenden  Punkte  der  Außenwelt  kommenden  Strahlen  sich  auf 
der  Netzhaut  nur  in  einem  einzigen  Zapfen  vereinigen,  sondern 
es  wird  voraussichtlich  von  jedem  ursprünglich  homozentrischen 
Strahlenbündel  immer  eine  Gruppe  von  Sehelementen  erregt,  deren 
Anzahl  C.  Hess  selbst  unter  den  günstigsten  Umständen  auf  min- 
destens 7 schätzt.**)  Es  entspricht  daher  die  von  physikalischer 
Seite  vielfach  gemachte  Annahme,  daß  die  von  punktförmigen 
Objekten  bzw.  von  unendlich  weit  entfernten  Objekten,  wTie  z.  B. 
den  Fixsternen,  ausgehenden  Strahlenbündel  sich  nur  auf  einem 
einzigen  Sehelernent  der  Netzhaute  vereinigen  können,  nicht  den 
Tatsachen.  Trotzdem  besteht  aber  ein  Unterschied  zwischen  dem 
Verhalten  der  Helligkeit  punktförmiger  Objekte  und  dem  flächen- 
haft ausgedehnter  Objekte.  Die  Ausdehnung  des  Beugungsbildes 
auf  der  Netzhaut  ist  nämlich  bei  punktförmigen  Objekten  im 
wesentlichen  unabhängig  von  der  Entfernung  des  leuchtenden 
Punktes  vom  Auge.  Es  wird  daher  immer  die  gleiche  Anzahl  von 
Sehelementen  auf  der  Netzhaut  getroffen,  wo  auch  der  leuchtende 
Punkt  sich  befindet,  während  bei  flächenhaften  Objekten  die  An- 
zahl der  erregten  Sehelemente  sich  umgekehrt  dem  Quadrate  des 
Abstandes  der  leuchtenden  Fläche  vom  Auge  änderte.  Da  nun 
bei  Annäherung  eines  leuchtenden  Punktes  die  in  das  Auge 
dringende  Lichtmenge  bei  konstanter  Pupillenweite  sich  vergrößert, 
und  zwar  4 mal,  9 mal,  16  mal  so  groß  wird,  wenn  die  Annäherung 
bis  auf  die  Hälfte,  den  dritten  Teil,  den  vierten  Teil  der  ursprüng- 
lichen Entfernung  stattgefunden  hat,  so  erkennt  man,  daß  die 
Helligkeit  punktförmiger  Objekte  nicht  mehr  unabhängig  von  der 
Entfernung  ist,  sondern  sich  unter  sonst  gleichen  Umständen  als 

*)  Vgl.  hierzu  C.  Hess,  a.  a.  O..  S.  121). 

**)  Khonda  S.  122. 
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umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  leuchten- 
den Punktes  vom  Auge  herausstellt. 

Wie  oben  bewiesen  wurde,  ist  die  spezifische  Intensität  eines 
optischen  Bildes  höchstens  gleich  der  spezifischen  Intensität  des 
Objektes,  falls  beide  sich  in  demselben  Medium  befinden.  Dieser 
Fall  tritt  beim  Mikroskop  stets  ein,  da  ja  die  eigentliche  Licht- 
quelle nicht  das  mikroskopische  Objekt,  sondern  die  dasselbe  durch- 
leuchtende Lichtquelle  ist.  Da  nun  die  Helligkeit  bei  konstanter 
Pupillenweite  nach  der  letzten  Formel  (auf  S.  949)  nur  noch  von 
der  spezifischen  Intensität  abhängig  und  dieser  direkt  proportional 
ist,  so  ergibt  sich  das  wichtige  Resultat,  daß  die  Helligkeit  des 
mikroskopischen  Bildes  höchstens  gleich  der  Helligkeit 
der  das  mikroskopische  Objekt  durchleuchtenden  Licht- 
quelle, also  z.  B.  der  Sonne,  des  das  Sonnenlicht  diffus 
zerstreuenden  Himmels,  der  künstlichen  Beleuchtungs- 
lampe usw.  ist. 

Damit  die  Helligkeit  des  mikroskopischen  Bildes,  von  den  un- 
vermeidlichen Reflexions-  und  Absorptionsverlusten  abgesehen, 
gleich  der  Helligkeit  der  Lichtquelle  wird,  ist  allerdings  nötig,  daß 
die  abbildenden  Strahlenkegel  die  Eintrittspupille  des  beobachten- 
den Auges  ganz  ausfüllen.  Es  muß  also  in  diesem  Falle  die  Aus- 
trittspupille des  Instrumentes  mindestens  gleich  der  Eintrittspupille 
des  Auges  sein.  Ist  dagegen  die  erstere  kleiner  wie  die  letztere, 
so  ist  die  Helligkeit  des  Bildes  unter  allen  Umständen  kleiner  wie 
die  Helligkeit  der  Beleuchtungsquelle.  Es  verhält  sich  dann  genau 
so,  als  ob  man  das  Objekt  selbst  mit  der  wahren  Eintrittspupille 
des  Auges  betrachtete,  bei  der  Betrachtung  des  Bildes  dagegen 
die  Eintrittspupille  sich  bis  auf  die  Größe  der  Austrittspupille  des 
Mikroskops  verengt  hätte.  Nach  den  obigen  Erörterungen  müssen 
daher  die  Helligkeiten  in  beiden  Fällen  verschieden  sein;  und  zwar 
müssen  sie  sich  wie  die  Größe  der  Eintrittspupille  des  Auges  zu 
der  Größe  der  Austrittspupille  des  Mikroskops  bzw.  wie  die  Quad- 
rate ihrer  Halbmesser  verhalten. 

Man  würde  sich  daher  sehr  im  Irrtum  befinden,  wenn  man 
annehmen  wollte,  daß  man  mit  der  Vergrößerung  im  Mikroskop 
zugleich  auch  eine  Vermehrung  der  Helligkeit  erzielen  könnte. 
Im  Gegenteil  muß  man  von  einer  bestimmten  Bildgröße  an  bei 
weiterer  Steigerung  der  Vergrößerung  zugleich  eine  Verminde- 
rung der  Helligkeit  mit  in  den  Kauf  nehmen;  denn  wie  auf  S.  920 
gezeigt  wurde,  verändert  sich  der  Halbmesser  p'  der  Austritts- 
pupille des  Mikroskops  proportional  der  lauteren  Gesamtbrenn- 
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weite  desselben;  er  nimmt  also  mit  wachsender  Vergrößerung 
immer  mehr  ab. 

Aus  der  Formel  auf  S.  935  folgt  unmittelbar,  daß 
, n «d 

P ~ V N ’ 

unter  V das  Vergrößerungsvermögen,  N die  Vergrößerungszahl, 
d die  deutliche  Sehweite  und  « die  numerische  Apertur  des  Mi- 
kroskops verstanden. 

Wie  schon  im  vorhergehenden  Abschnitt  angeführt  wurde, 
bezeichnet  man  die  Vergrößerung,  bei  welcher  der  Halbmesser  p‘ 
der  Austrittspupille  des  Mikroskops  gleich  dem  Halbmesser  g der 
Eintrittspupille  des  Auges  ist,  als  die  Normalvergrößerung  des  In- 
strumentes. Nach  den  Erörterungen  des  vorliegenden  Abschnittes 
ist  dieselbe  dadurch  ausgezeichnet,  daß  bei  ihr  das  mikroskopische 
Bild  gerade  noch  die  natürliche  Helligkeit  der  Lichtquelle  besitzt 
Bezeichnet  man  die  letztere  mit  Ht,  die  einer  stärkeren  Ver- 
größerung entsprechende  Helligkeit  dagegen  mit  H,  so  hat 
man  also 

woraus  nach  der  letzten  Formel  folgt 

zr  H n’-F  H 

n p«  "o  y*  "0  • 

Berücksichtigt  man  die  früher  (auf  S.  936)  angegebenen  Werte 
für  das  Normalvergrößerungsvermögen  F,  und  die  Normalver- 
größerungszahl  N»,  so  hat  man  auch 

d.  b.  aber:  Bei  einer  über  die  Normal  Vergrößerung  hinaus- 
gehenden Vergrößerung  eines  mikroskopischen  Bildes 
verhält  sich  die  Helligkeit  desselben  zu  der  natürlichen 
Helligkeit  der  Beleuchtungsquelle  umgekehrt  wie  das 
Quadrat  seiner  Vergrößerung  zu  dem  Quadrat  der  Nor- 
malvergrößerung des  Mikroskops. 

Da  V — — y-  ist,  so  gewinnt  man  aus  der  letzten  Proportion 

die  zur  Berechnung  der  Bildhelligkeit  aus  der  natürlichen  Hellig- 
keit //„  der  Beleuchtungsquelle  besonders  geeignete  Formel 

H=v;r*H0. 

In  dem  wiederholt  als  Beispiel  verwendeten  Zeißschen  Mikro- 
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skop  mit  Apochromatobjektiv  4 mm  und  der  numerischen  Apertur 
0,95  besaß  die  Normalvergrößerung  Vn  bei  2 mm  Radius  der  Augen- 
pupille den  absoluten  Wert  0,475,  bei  1,5  mm  Pupillenradius  da- 
gegen den  Wert  0,633  (vgl.  S.  936  u.  937),  während  N*  den  absoluten 
Wert  118*/«  bzw.  1587s  batte.  Demnach  ergeben  sich  bei  An- 
wendung der  verschiedenen  Kompensationsokulare  die  in  folgender 
Tabelle  niedergelegten  Helligkeiten  des  mikroskopischen  Bildes; 
gleichzeitig  finden  sich  in  dieser  Tabelle  die  nach  der  Formel 
p'=a-f‘  berechneten  Radien  der  Austrittspupille  des  Mikroskops 
mit  angegeben. 


Nummer  des 

I 

Kompensa- 

1 

2 

4 

6 

8 

12 

18 

tionsokulars  | 

| 

Gesamtbrenn- 
weite  des  Mi- 
kroskops . . 
Vergröße- 

1 

4 mm 

2 mm 

1 mm 

’U  mm 

mm 

Vs  mm 

*1»  mm 

rungszahl  N 
für  d = 

260  tum  . . . 

62,5 

125 

250 

375 

500 

750 

1125 

Radius  der 

Austrittspu- 
pillc  des  Mi- 
kroskops . . 

3,8  mm 

1,9  mm 

0,95  mm 

0,633  mm 

0,475  mm 

0,317mm 

0,211  mm 

Helligkeit  des 

Bildes  bei 
2 mm  Radius 

der  Augen- 
pupille . . . 

0,903  H0 

0,226  ff0 

© 

8 

£ 

0,056  H„ 

0,025  Hl: 

O 

O 

o5 

Helligkeit  des 

Bildes  bei  i 
1,5  mm  Ra- 
dius der 

Augenpu- 
pille , . . . . j 

\ H° 

Ho 

0*633  H„ 

0,178  Ha 

0,100  H„ 

lO 

0 

ö 

0,020  H0 

Man  nimmt  gewöhnlich  an,  daß  die  Deutlichkeit  des  Bildes 
noch  genügend  ist,  wenn  die  Helligkeit  desselben  noch  nicht 
unter  den  vierten  Teil  der  natürlichen  Helligkeit  der  Beleuchtungs- 
quelle  herabgesuuken  ist.  Dies  würde  in  dem  vorliegenden  Bei- 
spiel für  2 mm  Pupillenradius  bei  einer  etwas  unter  250,  und  für 
1,5  mm  Pupillenradius  bei  einer  etwius  unter  375  liegenden  Ver- 
größerungszahl der  Fall  sein.  Zur  Berechnung  des  genauen 
Grenzwertes  N.i  der  Vergrößerungszahl  für  die  unverminderte 
Deutlichkeit  erhält  man  nach  S.  936  die  Formel 
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woraus  sich  für  <J  — 250  mm  folgende  Abhängigkeit  des  absolu- 
ten Wertes  dieser  Vergrößerungszahl  von  der  numerischen  Apertur 
ergibt : 


Numerische 
Apertur  . . . 

0,5 

0,6 

0,7  0,8 

0,9 

0,95  1,0 

1.2  1,3 

1.4 

1.5 

1,6 

N.t  hei  2 » im 
Radius  der 
Augenpupille , 

125 

150 

175  .200 

225 

237,5  250 

300  325 

350 

375 

400 

Xj  bei  1,5  mm 
Radius  der 
Augenpupille  ] 

106,7 

200 

233.3266,7 

1 1 

300 

316,7  333,3 

400  433,3 

466,7 

500 

533,3 

Wie  beim  Mikroskop,  so  ist  auch  beim  Fernrohr  die  spezi- 
fische Intensität  des  Bildes,  von  Reflexions-  und  Absorptionsver- 
lusten abgesehen,  gleich  der  spezifischen  Intensität  des  Objektes, 
da  sich  beide  in  dem  gleichen  Medium  befinden.  So  weit  es  sich 
um  punktförmige  selbstleuchtende  Objekte,  wie  Fixsterne  oder 
weit  entfernte  Objekte  von  verhältnismäßig  kleinen  Dimensionen 
handelt,  kann  aber  hier  die  absolute  Helligkeit  durch  das  Instru- 
ment gesteigert  werden,  weil  nach  den  obigen  Auseinander- 
setzungen (vgl.  S.  Ü50)  mit  einer  Vergrößerung  der  in  das  Auge 
gelangenden  Lichtmenge  nicht  gleichzeitig  eine  Vermehrung  der 
erregten  Sehelemente  verbunden  ist.  Die  wirksame  Lichtmenge 
ist  aber  beim  Fernrohre  infolge  des  verschwindenden  oder  doch 
wenigstens  sehr  kleinen  Öffnungswinkels  der  abbildenden  Strahlen- 
bündel der  Fläche  der  Eintrittspupille  des  Instrumentes  propor- 
tional. Als  Eintrittspupille  dient  bei  einem  Fernrohr  in  der  Regel 
direkt  das  Objektiv.  Es  verhält  sich  daher  die  Helligkeit  des 
vom  Fernrohr  erzeugten  Bildes  zu  der  natürlichen  Helligkeit  des 
Objektes  (bei  der  Betrachtung  mit  bloßem  Auge)  wie  die  Flächen- 
größe des  Fernrohrobjektivs  zu  der  Größe  der  Augenpupille. 
Hierbei  ist  natürlich  vorausgesetzt,  daß  die  Augenpupille  nicht 
als  Aperturblende  wirkt,  d.  h.  also,  daß  die  Eintrittspupille  des 
Auges  nicht  kleiner  wie  die  Austrittspupille  des  Fernrohrs  ist. 
Wirkt  dagegen  die  Augenpupille  infolge  ihrer  Kleinheit  als  Aper- 
turblende, so  ist  ihr  vom  Fernrohr  erzeugtes  objektseitiges  Bild 
als  Eintrittspupille  des  Instruments  aufzufassen.  Bedeutet  ß die 
(konstante)  Lateralvergrößerung  des  Fernrohrs,  so  stehen  demnach 
die  Flächen  der  Eintrittspupillen  des  Fernrohrs  und  des  Auges  im 
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Verhältnis  l:fP.  Nach  S.  694  ist  aber  bei  einem  teleskopischen 
System,  bei  welchem  das  erste  und  letzte  Mittel  gleichen  Bre- 
chungsindex besitzen,  ß gleich  dem  reziproken  Werte  der  (an- 
gularen) Femrohrvergrößerung  y.  Man  hat  daher  das  Resultat, 
daß  in  diesem  Falle  die  Helligkeit  des  punktförmigen  Objektes  im 
Fernrohre  y-’mal  so  groß  ist  wie  bei  der  Betrachtung  mit  bloßem 
Auge. 

V.  Über  die  Abbesche  Theorie  der  Abbildung 
nicht  selbstleuchtender  Objekte. 

1.  Unterschied  zwischen  selbstleuchtenden  und  beleuchteten 
Objekten.  Kohärentes  und  inkohärentes  Licht. 

Die  vom  Standpunkte  der  geometrischen  Optik  gewonnenen 
Abbildungsgesetze  können  nur  so  lange  uneingeschränkte  Gültig- 
keit beanspruchen,  als  sie  mit  dem  eigentlichen  Wesen  des  Lichtes 
als  Wellenbewegung  im  Einklang  stehen. 

Die  geometrische  Optik  bekümmert  sich  nur  darum,  ob  die 
Strahlen  eines  homozentrischen  Strahlenbündels  sich  nach  der 
Brechung  bzw.  Reflexion  an  den  verschiedenen  Flächen  eines 
optischen  Systems  wieder  in  einem  Punkte  schneiden,  den  sie 
dann  als  den  Bildpunkt  des  Strahlenzentrums  auffaßt;  sie  läßt  es 
aber  dabei  vollkommen  offen,  ob  der  Punkt,  von  welchem  die 
Strahlen  ausgehen,  selbstleuchtend  ist,  oder  ob  er  erst  beleuchtet 
worden  ist  und  daher  nicht  sein  eigenes  Licht,  sondern  das  von 
irgendeiner  anderen  Lichtquelle  empfangene  Licht  weiter  strahlt 
Vom  Standpunkte  der  Wellentheorie  des  Lichtes  aus  besteht  aber 
zwischen  diesen  beiden  Fällen  ein  prinzipieller  Unterschied. 

Wie  schon  früher  bei  Gelegenheit  der  Ableitung  des  Ab  be- 
sehen Sinussatzes  (vgl.  S.  815  ff.)  auseinandergesetzt  wurde,  ist 
ein  selbstleuchtender  Punkt  der  Ausgangspunkt  einer  Äther- 
schwingung, die  sich  in  kugelförmigen  Wellen  nach  allen  Seiten 
hin  gleichmäßig  fortpflanzt,  solange  die  Wellenbewegung  inner- 
halb des  gleichen  homogenen  und  zugleich  isotropen  Mediums 
bleibt.  Der  einzelne  Lichtstrahl,  mit  dem  die  geometrische  Optik 
operiert,  hat  keine  physische  Existenz,  sondern  nur  das  Strahlen- 
bündel, welches  einen  kegelförmig  begrenzten  Teil  der  Kugelwelle 
darstellt.  Innerhalb  des  letzteren  faßt  man  die  vom  leuchtenden 
Punkte  ausgehenden  Linien,  welche  alle  Wellenflächen  senkrecht 
durchschneiden  und  daher  im  Falle  kugelförmiger  Wellen  die  Ra- 
dien der  Wellenfläche  darstellen,  als  Lichtstrahlen,  oder  korrekter 
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nur  als  Strahlenrichtungen  auf.  Will  man  aber  einen  solchen 
Lichtstrahl,  etwa  mit  Hilfe  einer  Blende,  isolieren,  indem  man 
die  Öffnung  der  Blende  immer  kleiner  und  schließlich  verschwin- 
dend klein  macht,  so  hört  der  Lichtstrahl  auf,  als  solcher  zu  be- 
stehen; es  breitet  sich  vielmehr  von  der  unendlich  kleinen  Öff- 
nung der  das  Strahlenbündel  begrenzenden  Blende  aus  das  Licht 
nach  allen  möglichen  Richtungen,  welche  von  der  ursprünglichen 
Lichtstrahlrichtung  abweichen,  aus,  eine  Erscheinung,  welche  man 
bekanntlich  als  Beugung  des  Lichtes  bezeichnet,  und  die  sich 
stets  einstellt,  sobald  das  Licht  an  einer  scharfen  Kante  oder, 
wie  man  es  gewöhnlich  ausdrückt,  an  einer  Halbebene  vorüber- 
zieht, wie  es  am  Rande  einer  körperlichen  Blende  von  beliebiger 
Öffnung  der  Fall  ist. 

Jeder  Punkt  einer  Wellenfläche  dient  nach  dem  Huygens- 
schen  Prinzip  immer  wieder  als  Zentrum  für  eine  neue  Wellen- 
bewegung. so  daß  schließlich  die  verschiedenen  Ätherteilchen  im 
umgebenden  Raume  unzählig  vielen  Schwingungen  unterworfen 
werden,  welche  sich  je  nach  ihren  Schwingungsphasen  zum  Teil 
verstärken,  zum  Teil  durch  Interferenz  vernichten.  Dies  ist  aber 
nur  möglich,  wenn  alle  diese  Schwingungen  ursprünglich  von 
demselben  Schwingungszentrum,  d.  h.  also  von  einem  selbstleuch- 
tenden Punkte  ausgegangen  sind.  Zwei  von  verschiedenen  Punkten 
eines  selbstleuchtenden  Objektes  ausgehende  Wellenbewegungen 
sind  dagegen,  wie  die  Erfahrung  lehrt,  nicht  fähig,  sich  gegen- 
seitig zu  beeinflussen  und  also  miteinander  zu  interferieren,  son- 
dern jede  der  beiden  Wellenbewegungen  pflanzt  sich  ungestört  so 
im  Raume  fort,  als  ob  die  andere  Wellenbewegung  gar  nicht  vor- 
handen wäre. 

Man  bezeichnet  Licht,  welches  interferenzfähig  ist,  als  „kohä- 
rentes Licht“,  solches,  welches  aus  nicht  interferenzfähigen 
Schwingungen  besteht,  dagegen  als  „inkohärentes  Licht“,  und 
redet  daher  auch  von  kohärenten  und  inkohärenten  Lichtstrahlen. 
In  diesem  Sinne  sendet  jeder  einzelne  Punkt  eines  selbstleuchten- 
den Körpers,  wie  der  Sonne,  eines  glühenden  Metallkörpers,  einer 
leuchtenden  Flamme  usw.  kohärente  Strahlen  aus,  während  die 
von  verschiedenen  Punkten  desselben  herrührenden  Strahlen  in- 
kohärent sind.  Da  ein  Punkt  eines  beleuchteten  bzw.  durchleuch- 
teten Objektes  Licht  von  verschiedenen  Punkten  der  Beleuchtungs- 
quelle erhält  und  weiter  strahlt,  so  sind  die  von  einem  beleuch- 
teten übjektpunkte  ausgehenden  Strahlen  inkohärent.  Dagegen 
erhalten  zwei  verschiedene  Punkte  eines  beleuchteten  Objektes 
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unter  anderen  auch  Strahlen,  die  demselben  Punkte  der  Beleuch- 
tungsquelle ihre  Entstehung  verdanken  und  daher  kohärent  sind. 

Auf  diesen  prinzipiellen  Unterschied  zwischen  dem  Verhalten 
der  Strahlen  eines  selbstleuchtenden  Körpers  und  derjenigen  eines 
beleuchteten  Objektes  hat  zuerst  Abbe  hingewiesen  und  die  daraus 
sich  ergebenden  Folgerungen  für  die  Bildentstehung  bei  den  bei- 
den Arten  der  Objekte  einer  eingehenden  Untersuchung  unter- 
worfen. 


2.  Abbildung  selbstleuchtender  Objekte. 

Handelt  es  sich  zunächst  um  die  Abbildung  eines  selbst- 
leuchtenden  Punktes  durch  ein  beliebiges  zentriertes  optisches 
System,  und  ist  dabei  wie  gewöhnlich  das  abbildende  Strahlen- 
bündel durch  eine  kreisförmige  Aperturblende  bzw.  Eintrittspupille 
begrenzt,  so  kann  selbst  in  dem  Falle,  daß  die  Strahlen  vom 
Standpunkte  der  geometrischen  Optik  aus  streng  homozentrisch 
aus  dem  System  wieder  austreten,  von  einem  Bildpunkte  im 
Sinne  der  physikalischen  Optik  keine  Rede  sein.  Infolge  der 
Beugung  am  Rande  der  Blendenöffnung  und  der  Interferenz  der 
in  diesem  Falle  durchweg  kohärenten  Strahlen  entsteht  vielmehr 
in  der  zum  Objektpunkte  gehörenden,  zur  optischen  Axe  senk- 
rechten Bildebene  ein  heller,  kreisrunder,  kleiner  Lichtfleck,  wel- 
cher von  einer  Schar  von  abwechselnd  dunkeln  und  hellen,  kon- 
zentrischen Beugungsringen  umgeben  ist,  deren  Intensität  mit 
wachsendem  Radius  jedoch  schnell  abnimmt  Man  nennt  diese 
Erscheinung  das  zur  Blendenöffnung  gehörende  Fraunhof ersehe 
Beugungsspektrum.  Je  größer  die  Öffnung  des  eiufallenden  Strah- 
lenbündels ist,  um  so  schneller  findet  diese  Abnahme  der  Intensi- 
tät der  den  Lichtfleck  umgebenden  Beugungsringe  statt,  bis 
schließlich  bei  genügender  Öffnung  sich  die  ganze  Verteilung  des 
Lichtes  in  der  Bildebene  fast  nur  auf  den  kleinen  Beugungsfleck 
beschränkt,  der  dann  die  Rolle  des  Bildpunktes  spielt.  In  Wirk- 
lichkeit ist  aber  der  Bildpunkt  nur  die  ideelle  Grenze,  welcher 
sich  die  Beugungsfigur  in  der  Bildebene  mit  zunehmender  Ver- 
größerung der  Öffnung  des  abbildenden  Strahlenbündels  immer 
mehr  nähert. 

Hat  man  nicht  nur  einen  einzigen  Punkt,  sondern  ein 
Flächenelement,  welches  selbstleuchtet,  so  entspricht  jedem  Punkte 
desselben  in  der  Bildebene  ein  im  allgemeinen  gleich  großer 
Lichtfleck,  sofern  die  Abbesche  Sinusbedingung  erfüllt  ist,  d.  h. 
also  Objekt-  und  Bildebene  die  Axe  in  aplanatischen  Punkten 
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schneiden.  Die  zu  benachbarten  Objektpunkten  gehörenden  Licht- 
flecke werden  sich  zwar  zum  Teil  Übereinanderlagern,  aber  doch 
nicht  gegenseitig  stören  können,  da  sie  inkohärenten  Strahlen  ihre 
Entstehung  verdanken.  Die  Lage  und  Verteilung  der  Lichtflecke 
in  der  Bildebene  entspricht  nun  genau  den  Abbildungsgesetzen 
der  geometrischen  Optik,  sofern  man  von  der  Ausdehnung  der 
Lichtflecke  absieht  und  jeden  auf  einen  Punkt  beschränkt  denkt. 

Hieraus  geht  also  hervor,  daß  bei  der  Abbildung  selbst - 
leuchtender  Objekte  die  vom  Standpunkte  der  geometrischen 
Optik  gewonnenen  Resultate  mit  den  Ergebnissen  der  Wellentheorie 
in  Einklang  sind  und  daher  durch  die  letztere  gestützt  werden, 
sofern  man  nur  jeden  Bildpunkt  der  geometrischen  Optik  durch 
den  der  Öffnung  der  Aperturblende  entsprechenden  Beugungsfleck 
der  physischen  Optik  bzw.  durch  die  Stelle  in  der  Bildebene  er- 
setzt denkt,  an  welcher  das  Maximum  der  vom  entsprechenden 
Objektpunkt  ausgehenden  Lichtwirkung  stattfindet. 

3.  Abbildung  beleuchteter  bzw.  durchleuchteter  Objekte. 

Ganz  anders  verhält  es  sich  nun  bei  der  Abbildung  beleuch- 
teter bzw.  durchleuchteter  Objekte.  Hier  findet  zunächst  nur  eine 
Abbildung  der  Beleuchtungsquelle  statt,  welche  mit  der  angeführ- 
ten Beugungsmodifikation  den  Gesetzen  der  geometrischen  Optik 
entspricht.  Die  außerdem  noch  stattfindende  Abbildung  des  be- 
leuchteten Objektes  ist  dieser  primären  Abbildung  der  Lichtquelle 
gegenüber  ein  sekundärer  Vorgang,  dessen  Endergebnis  man  sich 
nur  unter  besonderen  Umständen  mit  den  Regeln  der  geometri- 
schen Optik  veranschaulichen  kann.  Das  Objekt  wirkt  mit  seinen 
durchsichtigen  Teilen  als  Aperturblende  für  die  von  der  Beleuch- 
tungsquelle kommenden  Strahlen  und  ruft  daher  an  den  Grenzen 
zwischen  durchsichtigen  und  undurchsichtigen,  bzw.  weniger  durch- 
sichtigen Partien  in  ganz  entsprechender  Weise  Beugungserschei- 
nungen hervor,  wie  dies  bei  einem  selbstleuchtenden  Objekt  an 
der  eigentlichen  Aperturblende  der  Fall  ist  Es  entsteht  daher  in 
der  zur  Beleuchtungsquelle  konjugierten  Ebene  jedem  Punkte  dieser 
Lichtquelle  entsprechend  ein  Fraunhofersches  Beugungsspektrum, 
für  welches  das  mikroskopische  Objekt  die  Rolle  der  Blenden- 
öffnung spielt.  Dieses  Beugungsbild  der  Lichtquelle  ist  der  un- 
mittelbare Lichteffekt,  welcher  von  dem  optischen  System  hervor- 
gerufen wird.  Man  kann  dasselbe  bei  einem  Mikroskopokjektiv 
(nach  Abnahme  des  Okulars)  ohne  weiteres  in  der  zur  Beleuch- 
tungsquelle konjugierten  Ebene  wahrnehmen.  Von  diesem  Beugungs- 
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bilde  hängt  die  Lichtvvirkuung  in  jeder  anderen  Ebene  ab;  es  be- 
stimmt daher  auch  die  Licht  Verteilung  in  der  zum  mikroskopischen 
Objekt  konjugierten  Bildebene,  die  allein  das  darstellt,  was  man 
als  das  mikroskopische  Bild  bezeichnet. 

Es  kommt  also  das  Bild  des  durchleuchteten  mikroskopischen 
Objektes  nicht  in  der  gleichen  Weise  zustande  wie  das  eines  selbst- 
leuchtenden Objektes,  sondern  es  ist  eine  Erscheinung,  und  zwar, 
wie  unten  noch  ausführlicher  erläutert  werden  soll,  eine  Inter- 
ferenzerscheinung, die  neben  der  direkten  Abbildung  der  Beleuch- 
tungsquelle einhergeht  und  die  letztere  zur  Voraussetzung  hat. 
Dies  hat  Abbe  auf  schlagende  Weise  durch  das  Experiment  be- 
wiesen, indem  er  zeigte,  daß  das  mikroskopische  Bild  sich  ändert, 
wenn  man  das  Bild  der  Beleuchtungsquelle  zum  Teil  abblendet, 
so  daß  nicht  mehr  alle  Partien  desselben  zur  Hervorbringung’ der 
Lichtverteilung  in  der  zum  mikroskopischen  Objekt  gehörenden 
Bildebene  beitragen  können. 

Wegen  der  großen  Wichtigkeit  dieser  Verhältnisse  für  die 
Deutung  und  Bewertung  der  mikroskopischen  Bilder  mögen  die- 
selben an  einigen  bestimmten  Beispielen  noch  ausführlicher  aus- 
einandergesetzt werden. 

*)  Abbildung  einer  kreisförmigen  Öffnung. 

Es  sei  zunächst  angenommen,  daß  das  mikroskopische  Objekt 
bis  auf  eine  durchsichtige  kreisrunde  Stelle  PQ , deren  Mittelpunkt 
0 auf  der  Axe  des  optischen  Systems  liegt  (vgl.  Fig.  288  auf  S.  960), 
absolut  undurchlässig  für  Licht  ist.  Dann  besteht  also  dieses  Objekt 
aus  einem  Kreis,  welcher  aber  nicht  selbstleuchtet,  sondern  sein  Licht 
erst  von  einer  weiter  vor  dem  System  S liegenden  Beleuchtungs- 
quelle Aß  erhält.  Diese  Beleuchtungsquelle  bildet  sich  nach  den 
obigen  Erörterungen  in  der  Weise  ab,  daß  die  von  den  Punkten 
.4,  if,  C ausgehenden  Kugelwellen  durch  das  System  wieder  in 
Kugelwellen  umgewandelt  werden,  welche  ihre  Zentren  bzw.  in 
den  Bildpunkten  A‘ , B\  C'  haben,  wobei  aber  infolge  der  Beugungs- 
wirkung der  Objektöffnung  PQ  diese  Bildpunkte  in  Wirklichkeit 
Beugungsflecke  mit  Beugungsringen  darstellen.  Die  nach  einem 
Punkte,  z.  B.  A!  des  Bildes  A!  B‘  der  Beleuchtungsquelle  hin- 
ziehende, durch  die  Objektöffnung  IX}  begrenzte  Kugelwelle  breitet 
sich  jenseits  A ' wieder  aus  und  durchdringt  die  dem  mikroskopi- 
schen Objekt  konjugierte  Ebene  in  einem  Kreis  P‘  Q‘,  welcher  bei 
genügendem  Abstand  dieser  Ebene  von  A‘B'  annähernd  als  Teil 
der  Welleufläche  aufgefaßt  werden  kann.  Es  findet  daher  inner- 
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halb  P'Q'  nahezu  gleichmäßige  Liehtverteilung  statt;  nur  ist  der 
Rand  das  Kreises  P'Q'  nicht  scharf  infolge  der  vorhergehenden 
Beugungswirkung  der  Öffnung  PQ.  Wie  von  A‘,  so  geht  auch 
von  jedem  anderen  Punkte  des  Lichtquellenbildes  A'B'  aus  eine 
Kugelwelle  weiter,  welche  die  Bildebene  des  mikroskopischen  Ob- 
jektes ebenfalls  in  dem  Kreise  P‘Q‘  durchdringt.  Alle  diese  Wellen- 
flächen überlagern  sich  an  der  Bildebene,  ohne  sich  zu  beein- 
flussen, weil  sie  inkohärentes  Licht  enthalten.  Es  entsteht  daher 
in  dieser  Bildebene  durch  Überlagerung  aller  der  einzelnen  Licht- 
flecke ein  heller  kreisförmiger  Lichtfleck  P'Q'  mit  dem  Mittelpunkte 
0 ' auf  der  Axe,  welcher  aber  selbst  in  dem  Falle,  daß  0 und  O“ 


die  aplanatischen  Punkte  des  Systems  darstellen,  infolge  der 
Beugungswirkung  des  Objektes  PQ  nicht  scharf  begrenzt  ist. 

So  lange  der  Radius  der  Objektöffnung  PQ  verhältnismäßig 
groß  ist,  nehmen  nach  den  früheren  Erörterungen  die  den  Rand 
von  1VQ‘  unscharf  machenden  Beugungsringe  sehr  rasch  an  Inten- 
sität ab,  so  daß  sie  nahezu  unmerklich  sind.  Das  Bild  P“Q‘  ent- 
spricht dann  nach  Lage  und  Größe  mit  genügender  Annäherung 
den  Regeln  der  geometrischen  Optik,  wie  aus  dem  in  Fig.  268  an- 
gedeuteten Strahlengang  leicht  zu  ersehen  ist.  Dieses  Resultat 
gilt  auch  noch  annähernd,  wenn  das  Objekt,  welches  vom  opti- 
schen System  abgebildet  werden  soll,  aus  mehreren  Öffnungen 
von  nicht  zu  kleinen  Dimensionen  besteht. 

Die  mikroskopischen  Objekte  setzen  sich  nun  aber  nur  in 
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ganz  vereinzelten  Fällen  aus  verhältnismäßig  großen  Öffnungen  zu- 
sammen, welche  das  Licht  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  in  gleichem 
Maße  durchlassen;  sonst  würde  man  zu  ihrer  Betrachtung  eines 
Mikroskops  gar  nicht  bedürfen.  Vielmehr  weisen  dieselben  in  der 
Regel  eine  mehr  oder  weniger  regelmäßige  Struktur  auf,  indem 
dicht  nebeneinander  liegende  Partien  desselben  dem  Licht  in  sehr 
verschiedener  Weise  den  Durchgang  gestatten.  Je  feiner  diese 
Struktur  ist,  um  so  kleiner  sind  die  Öffnungen,  durch  welche  sich 
das  Licht  hindurchzwängen  muß,  so  daß  man  ein  mikroskopisches 
Objekt  im  obigen  Sinne  in  der  Regel  als  eine  Aperturblende  für 
die  Beleuchtungsstrahlen  aufzufassen  hat,  welche  nicht  nur  eine, 
sondern  eine  sehr  große  Zahl  feiner  und  feinster  Öffnungen  und 
Spalten  besitzt  Im  Gegensatz  zu  einer  einzigen  nicht  zu  kleinen 
Blendenöffnung  wird  daher  der  dem  mikroskopischen  Objekt  ent- 
sprechende Beugungseffekt  in  der  der  Beleuchtungsquelle  konju- 
gierten Ebene  ein  sehr  ausgedehnter  und  verwickelter,  so  daß 
dann  schon  von  einer  Abbildung  der  Beleuchtungsquelle  nach  den 
Regeln  der  geometrischen  Optik  nicht  mehr  die  Rede  sein  kann. 
Man  findet  vielmehr  in  dieser  Ebene  jetzt  eine  große  Menge  mehr 
oder  weniger  ausgeprägter  Beugungsspektren,  die  sich  zum  Teil 
nebeneinander,  zum  Teil  übereinander  lagern.  Dieses  Beugungs- 
bild ist  aber  auch  in  diesem  Falle  der  einzige  unmittelbare  Ab- 
bildungsvorgang, welcher  allein  für  die  Lichtverteilung  in  der  dem 
mikroskopischen  Objekt  konjugierten  Bildebene  maßgebend  ist. 
Kennt  man  das  erstere,  so  muß  sich  daher  die  letztere  in  ein- 
deutiger Weise  aus  demselben  ableiten  lassen;  allerdings  gestaltet 
sich  die  erforderliche  Rechnung  bei  einigermaßen  unregelmäßiger 
Struktur  des  mikroskopischen  Objektes  so  kompliziert,  daß  die  von 
der  Mathematik  zur  Verfügung  gestellten  Mittel  in  der  Regel  nicht 
ausreichen,  um  sie  exakt  durchzuführen.  Man  muß  sich  daher 
auf  die  Behandlung  einfacherer  Strukturverhältnisse  beschränken. 

b)  Abbildung  eines  Parallelgitters.  Verallgemeinerung  der  gefundenen 

Resultate. 

Das  mikroskopische  Objekt  besitze  eine  große  Anzahl  sehr 
schmaler  Streifen  von  gleicher  Breite,  welche  für  das  Licht  durch- 
lässig sind;  dieselben  seien  parallel  so  nebeneinander  angeordnet, 
daß  der  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Streifen  vorhandene, 
für  das  Licht  undurchlässige  Zwischenraum  überall  die  gleiche 
Breite  besitzt,  die  aber  von  der  Breite  der  durchlässigen  Streifen 
verschieden  sein  möge.  Dann  ist  das  Beugungsbild,  welches  von 
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einein  solchen  sogen.  „ Gitter“  in  der  zur  Beleuchtungsquelle  kon- 
jugierten Ebene  entsteht,  leicht  anzugeben.  Es  besteht  aus  einer 
Anzahl  paralleler  Beugungsspektren,  die  zuerst  von  Fraunhofer 
für  den  Fall  abgeleitet  worden  sind,  daß  die  Lichtquelle  im  Un- 
endlichen liegt  Ohne  auf  die  ausführliche,  auch  hier  nicht  gerade 
ganz  einfache  Rechnung  eingehen  zu  müssen,  läßt  sich  die  Ent- 
stehung dieser  sogen.  Fraunhoferschen  Beugungserscheinung  ver- 
hältnismäßig einfach  auf  folgende  Weise  veranschaulichen. 

In  Fig.  289  stelle  SlMmTy  den  Durchschnitt  eines  solchen  Gitters 
in  starker  Vergrößerung  dar,  wobei  M"‘  auf  der  optischen  Axe  des 
Mikroskops  liegen  möge.  Dasselbe  sei  durch  Licht  beleuchtet,  welches 
von  einer  sehr  entfernten  Lichtquelle  herrührt  Berücksichtigt  man  zu- 
nächst nur  das  Licht,  das  von  einem  Punkte,  etwa  dem  Axenpunkte 
der  Beleuchtungsquelle  ausgeht,  so  sind  diese  mit  genügender  Genauig- 
keit parallel  auf  das  Gitter  auftreffenden  Lichtstrahlen  kohärent, 
also  interferenzfähig.  Jeder  Punkt  innerhalb  eines  der  fünf  in 
der  Figur  angedeuteten  durchsichtigen  Streifen  S'T1  bis  SrTr, 
deren  Mitten  bzw.  durch  M'  bis  Mv  bezeichnet  sein  mögen,  wird 
nun  nach  dem  Huygensschen  Prinzip  zum  Zentrum  einer  Kugel- 
welle; er  sendet  also  nach  allen  Richtungen  hin  Licht  aus,  und 
zwar  Licht,  welches  in  der  Ebene  des  Gitters  für  alle  Lichtwege 
mit  gleicher  Schwingungsphase  beginnt  und  sowohl  mit  dem  Licht, 
das  von  den  anderen  Wellenzentren  innerhalb  desselben  Streifens 
ausgeht,  als  auch  mit  dem  von  Punkten  irgendeines  anderen 
Streifens  herrührenden  Licht  interferieren  kann. 

Es  seien  nun  in  jedem  Streifen  eine  Anzahl  von  Punkten,  die 
von  1 bis  n numeriert  und  mit  der  zum  Streifen  gehörenden 
Marke  I,  II  usw.  bezeichnet  sind,  herausgegriffen.  Außerdem  sei 
unter  allen  von  diesen  Punkten  ausgehenden  Strahlenrichtungen 
nur  eine  bestimmte  zunächst  in  Betracht  gezogen,  wie  es  die  Figur 
durch  die  ebenfalls  mit  V bis  n'  bzw.  1"  bis  n"  usw.  numerierten 
parallelen,  zur  Axe  unter  dem  Winkel  u geneigten  Strahlen  an- 
deutet. Denkt  man  diese  Strahlen  durch  ein  Kollektivsystem,  wie 
es  das  Objektiv  des  Mikroskops  darstellt,  konvergent  gemacht,  so 
werden  dieselben,  da  sie  parallel  auf  das  System  auffallen,  sämt- 
lich in  einem  Punkte  der  hinteren  Brennebene  des  Systems  ver- 
einigt. Es  fragt  sich  nun,  welche  Lichtwirkung  in  diesem  Punkte 
stattfinden  muß. 

Hätte  man  die  abgebeugten  Strahlen  berücksichtigt,  welche 
der  optischen  Axe  parallel  laufen,  so  ist  ohne  weiteres  klar,  daß  die- 
selben sich  in  ihrer  Wirkung  verstärken  müssen,  da  sie  ja  bis  zum 
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hinteren  Brennpunkte  alle  die  gleiche  optische  Weglänge  (vgl.  hierzu 
S.  81 6 ff.)  haben  und  von  der  Ebene  des  Gitters  mit  gleicher 
Schwingungsphase  ausgegangen  sind.  Für  die  unter  einem  Winkel  u 
gegen  die  Axe  geneigten  parallelen  Strahlen  sind  dagegen  die  optischen 
Wegläogen  von  der  Ebene  des  Gitters  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte 
mit  der  hinteren  Brennebene  des  Objektivs  verschieden,  und  zwar 
nehmen  dieselben  in  dem  durch  Fig.  289  dargestellten  Falle  vom 
Strahl  1'  an  bis  zum  Strahl  nr  stetig  zu.  Denkt  man  sich  durch 
den  Ausgangspunkt  des  Strahles  V am  ersten  Streifen  eine  Ebene 
gelegt,  welche  auf  der  gemeinsamen  Richtung  dieser  Strahlen 


senkrecht  steht,  so  gibt  das  zwischen  dieser  Ebene  und  der 
Ebeno  des  Gitters  liegende  Stück  bei  jedem  Strahl  an,  um  welches 
Stück  seine  optische  Weglänge  größer  ist  wie  die  Weglänge  des 
Strahles  1'.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung,  daß  allo  Streifen 
unter  sich  gleich  breit  sind  und  auch  die  für  Licht  undurchlässi- 
gen Zwischenräume  unter  sich  die  gleiche  Breite  besitzen,  besteht 
zwischen  den  Strahlen  V und  1"  der  gleiche  Unterschied  der  op- 
tischen Weglängen  bis  zur  hinteren  Brennebene  wie  zwischen  den 
Strahlen  1"  und  1"',  I"'  und  l,r,  n'  und  n",  n"  und  n'"  oder 
irgend  zwei  entsprechend  gelegenen  Strahlen,  die  von  benachbarten 
Streifen  ausgehen.  Die  Größe  <1  dieses  konstanten  Unterschiedes 
der  optischen  Weglängen  entsprechend  gelegener  Strahlen  ist  nun 
für  die  Lichtwirkung  in  der  hinteren  Brennebene  maßgebend. 
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Ist  J gleich  der  Wellenlänge  A der  Beleuchtungsstrahlen,  falls 
die  Beleuchtungsquelle  nur  Licht  von  einer  Farbe  aussendet,  so 
langen  alle  entsprechend  liegenden  Strahlen  der  verschiedenen 
Streifen  in  der  hinteren  Brennebene  mit  gleicher  SchwiDgungs- 
phase  an  und  verstärken  sich  daher  gegenseitig.  Jedoch  kann 
dabei  die  Lichtwirkung  nicht  annähernd  so  intensiv  sein  wie  für 
die  zur  Axe  parallelen  Strahlen;  denn  während  für  diese  S = O 
ist,  und  sie  daher  sämtlich  in  gleicher  Schwingungsphase  am  hin- 
teren Brennpunkte  ankommen,  besitzen  im  Falle  <J  = A alle  von 
Punkten  des  gleichen  Streifens  ausgehenden  Strahlen  verschiedene 
Schwingungsphase  in  der  hinteren  Brennebene,  so  daß  sie  sich 
nur  zum  Teil  in  ihrer  Wirkung  verstärken,  zum  Teil  aber  auch 
schwächen  oder  sogar  ganz  aufheben.  Wenn  z.  B.  der  Unterschied 
in  der  Weglängo  der  beiden  Randstrahlen  1 1 und  nr  des  Streifens 
S'Tr  gleich  einer  Wellenlänge  A wäre,  so  müßten  sich  alle  von 
den  Punkten  dieses  Streifens  ausgehenden  Strahlen  dieser  Rich- 
tung in  ihrer  Wirkung  ganz  aufheben.  Um  dies  einzusehen,  braucht 
man  nur  zu  beachten,  daß  in  diesem  Falle  in  jedem  Streifen  der 

Strahl  1 gegen  den  mittelsten  Strahl  (von  der  Nummer  j einen 
Unterschied  der  optischen  Weglänge  gleich  ^ aufweisen  würde; 
das  gleiche  gilt  aber  auch  für  die  Strahlen  2 und  -f- 1 , ferner 


für  die  Strahlen  3 und  -j-  2 usf.,  so  daß  man  die  ganze  Strahlen- 

Ci 

menge  in  zwei  Hälften  eingeteilt  denken  könnte  in  der  Weise, 
daß  zu  jedem  Strahl  der  einen  Hälfte  ein  bestimmter  Strahl  in 

der  zweiten  Hälfte  gehörte,  welcher  um  „ von  demselben  in  seiner 


optischen  Weglänge  abwiche. 

In  dem  durch  die  Figur  dargestellten  Falle  beträgt  nun  unter 
der  Annahme,  daß  J= A ist,  der  Unterschied  in  den  optischen  Weg- 
längen der  Strahlen  / und  n weniger  als  A.  Sondert  man  vom  Strahl  1 
an  eine  erste  Gruppe  so  ab,  daß  die  äußersten  Strahlen  als  Unter- 
schied ihrer  Weglängen  ’ besitzen,  so  umfaßt  diese  Gruppe  mehr 

Cä 


als  die  Hälfte  aller  Strahlen;  es  findet  sich  daher  in  der  zweiten 
noch  übrig  bleibenden  Gruppe  nicht  zu  jedem  Strahl  der  ersten 

Gruppe  ein  solcher  Strahl,  dessen  optische  Weglänge  um  ~ größer 
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ist,  so  daß  sich  also  nicht  das  ganze  von  dem  Streifen  S'T'  (oder 
irgendeinem  anderen  Streifen)  in  der  angenommenen  Richtung  aus- 
strahlende Licht  in  seiner  Wirkung  aufheben  kann.  Man  sieht  aber 
leicht  ein,  daß  man  dem  letzteren  Falle  um  so  näher  kommt,  je 
kleiner  der  von  Strahlen  dieser  Richtung  nicht  ausgefüllte  Zwischen- 
raum im  Vergleich  zu  der  Breite  des  Streifens  S‘T‘  ist.  Anderer- 
seits erkennt  man,  daß  der  durch  Interferenz  aufhebbare  Teil  des 
Lichtes  im  allgemeinen  um  so  geringer  wird,  je  mehr  die  Breite 
der  Zwischenräume  zunimmt. 

Sobald  <J  nur  wenig  größer  oder  kleiner  wie  A ist,  stellen  sich 
die  Verhältnisse  sofort  insofern  ungünstiger  für  die  Lichtwirkung 
in  der  hinteren  Brennebene  heraus,  als  dann  entsprechend  ge- 
legene Strahlen  in  den  verschiedenen  Streifen  nicht  mehr  mit 
gleicher  Schwingungsphase  in  dieser  Ebene  anlangen.  Man  hat 
daher  zunächst  das  Resultat,  daß  in  der  Richtung  aller  abgebeugten 
Strahlen,  für  welche  der  Unterschied  <f  in  der  optischen  Weglänge 
entsprechend  gelegener  Strahlen  von  benachbarten  Streifen  gleich 
der  Wellenlänge  A ist,  ein  relatives  Maximum  der  Lichtwirkung 
in  der  hinteren  Brennebene  eintritt,  dessen  Intensität  allerdings 
noch  von  dem  Verhältnis  der  Streifenbreite  zu  der  Breite  des 
zwischen  zwei  benachbarten  Streifen  vorhandenen  Zwischenraums 
abhängt. 

Ist  d=2A,  so  verstärken  sich  zunächst  wieder  die  entsprechend 
gelegenen  Strahlen  sämtlicher  Streifen  $'  T‘ , S"T"  usw.  In 
diesem  Falle  wird  aber  dann  innerhalb  eines  jeden  Streifens  im 
allgemeinen  eine  stärkere  Schwächung  des  Lichtes  eintreten.  Unter 
der  in  Fig.  289  verwirklichten  Voraussetzung,  daß  die  Streifen 
breiter  wie  die  Zwischenräume  sind,  kann  man  z.  B.  von  den 
Strahlen  eines  Streifens,  welche  in  der  <f  = 2A  entsprechenden 
Richtung  abgebeugt  sind,  eine  Gruppe  herausgreifen,  deren  äußerste 
Strahlen  gerade  den  Unterschied  A in  der  optischen  Weglänge  auf- 
weisen; dann  werden  sich  die  sämtlichen  Strahlen  dieser  Gruppe 
nach  der  obigen  Auseinandersetzung  in  ihrer  Wirkung  aufheben. 
Es  kann  daher  bei  jedem  Streifen  nur  noch  eine  Lichtwirkung  in 
Frage  kommen,  welche  höchstens  gleich  der  Wirkung  der  nach 
Abtrennung  jener  Gruppe  noch  übrig  bleibenden  Strahlenmenge 
ist  In  dem  Falle,  daß  Streifen  und  Zwischenräume  gleich  breit 
wären,  würde  sogar  eine  vollkommene  Aufhebung  der  Lichtwirkung 
stattfinden.  Schließt  man  diesen  Fall  aus,  so  gelangt  man  durch 
Überlegungen,  welche  den  oben  für  i~X  angestellten  durchaus 
analog  sind,  schließlich  zu  dem  Resultat,  daß  in  der  Richtung  aller 
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abgebeugten  Strahlen,  für  welche  der  Unterschied  in  der  optischen 
Weglänge  entsprechend  gelegener  Strahlen  von  benachbarten  Streifen 
gleich  der  doppelten  Wellenlänge  ist,  ebenfalls  ein  relatives  Maxi- 
mum der  Lichtwirkung  in  der  hinteren  Brennebene  eintritt,  dessen 
Intensität  aber  noch  geringer  ist  wie  das  dem  Falle  d= A ent- 
sprechende relative  Maximum. 

Zu  dem  entsprechenden  Resultat  gelangt  man,  wenn  d irgend 
ein  anderes  Vielfaches  der  Wellenlänge,  also  allgemein  d=wA  ist, 
unter  m eine  beliebige  ganze  Zahl  verstanden.  Je  größer  m ist. 
um  so  geringer  wird  aber  dabei  die  Intensität  des  in  der  hinteren 
Brennebene  sich  oinstellenden  Lichtmaximums. 

Ist  der  Unterschied  d der  optischen  Weglängen  entsprechend 
gelegener  Strahlen  von  zwei  Nachbarstreifen  dagegen  gleich  einer 
halben  Wellenlänge  oder  allgemein  einem  ungeraden  Vielfachen 
derselben,  also 

A 3 A 5 A 

. ; 0 oder  -p-  usw., 

so  treffen  diese  Strahlen  durchweg  mit  genau  entgegengesetzter 
Schwingungsphase  in  der  hinteren  Brennebene  des  optischen  Sy- 
stems an  und  vernichten  sich  daher  vollkommen  in  ihrer  Licht- 
wirkung. Es  tritt  daher  in  jedem  dieser  Fälle  an  der  betreffenden 
Stelle  der  hinteron  Brennebene  ein  absolutes  Minimum  der  Licht- 
wirkung ein. 

Es  hat  sich  also  das  Resultat  ergeben,  daß  durch  das  gitter- 
förmige  mikroskopische  Okjekt  von  der  vorausgesetzten  regel- 
mäßigen Struktur  eine  Beugungswirkung  in  der  hinteren  Brenn- 
ebene des  Mikroskopobjektivs  hervorgerufen  wird,  die  aus  abwechselnd 
hellen  und  dunkeln  Partien  besteht.  Zwar  werden  sich  zwischen 
je  einem  Lichtmaximum  und  dem  benachbahrten  Minimum,  die 

zu  zwei  um  i?  voneinander  verschiedenen  Werten  von  d gehören, 

in  der  Regel  noch  weitere  Maxima  und  Minima  vorfinden.  Diese 
Maxima  treten  aber  in  ihrer  Intensität  sehr  stark  gegen  die  schon 
in  Betracht  gezogenen  zurück;  mit  abnehmender  Breite  der  Streifen 
am  mikroskopischen  Objekt  werden  sie  zwar  immer  zahlreicher, 
aber  auch  zugleich  lichtschwächer,  so  daß  sie  von  einer  gewissen 
Grenze  an  gegenüber  den  obigen  vernachlässigt  werden  können, 
und  man  mit  genügender  Annäherung  annehmen  darf,  daß  zwischen 
zwei  zu  d tu  A und  i = (m  J-  1)  A gehörenden  Lichtmaximis  nur 
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Lichtminima  vorhanden  sind  und,  was  damit  zusammenhängt,  eine 
scharfe  Begrenzung  der  Lichtmaxima  stattfindet. 

Die  Richtung,  in  welcher  die  einzelnen  Strahlen  von  den 
Streifen  S1  T',  Su  T"  usw.  abgebeugt  werden  müssen , um  ein 
Lichtmaximum  in  der  hinteren  Brennebene  hervorzubringen,  läßt 
sich  leicht  bestimmen.  Bezeichnet  man  mit  e die  sogenannte 
„ Gitterkonstante“,  d.  h.  nämlich  den  Abstand  zweier  benachbarter 
Streifen,  also  z.  B.  die  Strecke  S1  Su  oder  die  Strecke  T‘  T“  in 
Fig.  289  bezw.  die  Strecke  von  der  Mitte  Ml  des  einen  Streifens 
bis  zur  Mitte  M"  des  Nachbarstreifens,  so  kann  man  sich  leicht 
davon  überzeugen,  daß  allgemein  gilt 

«J 

sin  t*  = — • 
e 

Denn  die  Punkte  ST,  S"  und  R bilden  in  Fig.  289  die  Ecken 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  der  Hypotenuse  e und  der  einen 
Kathete  S"R  — d-,  dieser  Kathete  liegt  aber  der  Neigungswinkel  u 
der  abgebeugten  Strahlen  gegen  die  Axe  gegenüber,  da  S'S"  gegen 
den  einen  und  S'R  gegen  den  anderen  Schenkel  von  u senkrecht 
gerichtet  ist.  Bezeichnet  man  nun  mit  Um  den  Wert  von  u, 
welchem  vom  absoluten  Maximum  an  gerechnet  das  «ite  relative 
Lichtmaximum  entspricht,  und  beachtet,  daß  dasselbe  für  <f  = m A 
eintritt,  so  hat  man 

m A 

Sill  Hm  = — • 

e 

Wenn  das  mikroskopische  Objekt  von  Luft  umgeben  ist,  so 
kommt  für  den  Beugungseffekt  die  Wellenlänge  des  Lichtes  in 
Luft  bzw.  die  absolute  Wellenlänge  in  Betracht  Findet  sich 
dagegen  das  mikroskopische  Objekt  in  einem  Medium  vom 
Brechungsindex  n eingebettet,  so  ist  für  die  Beugungswirkung 
desselben  natürlich  die  Wellenlänge  maßgebend,  welche  das  be- 
treffende Licht  in  dem  Medium  mit  dem  Index  n besitzt  Da  sich  die 
Wellenlängen  wie  die  Lichtgeschwindigkeiten,  und  diese  umgekehrt 
wie  die  Brechungsindizes  in  zwei  verschiedenen  Medien  verhalten 
(vgl.  hierzu  u.  aS.  816),  so  muß  man  die  in  Luft  bzw.  im  absoluten 
Raume  vorhandene  Wellenlänge  A0  durch  n dividieren,  um  die 
Wellenlänge  im  Medium  mit  dem  Brechungsindex  n zu  erhalten. 
Führt  man  demnach  die  sogen,  absolute  Wellenlänge  A,,  in  die 
letzte  Formel  ein,  so  geht  diese  über  in 

m A0 

sin  um  — • 

n c 
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Das  absolute  Maximum  gehört  zu  dem  Werte  ro  = 0,  so  daß 
nach  der  Formel  für  dasselbe  u0  = 0 wird.  Es  wird  daher  bei 
der  Annahme  axenparalleler  Beleuchtungsstrahlen  das  absolute 
Lichtmaximum,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  durch  die 
Strahlen  hervorgerufen,  welche  auch  nach  dem  Durchgänge  durch 
das  mikroskopische  Objekt  noch  zur  Axe  parallel  laufen  und  dem- 
nach die  direkte  Fortsetzung  der  Beleuchtungsstrahlen  darstellen. 
Das  erste  relative  Lichtmaximum  auf  beiden  Seiten  der  Axe  ent- 
spricht dem  Werte  m = 1,  so  daß  man  für  den  Richtungswinkel  «, 
der  abgebeugten  Strahlen,  welche  dieses  Maximum  erzeugen,  erhält 


Das  zweite  relative  Lichtmaximum  gehört  zu  m = 2,  so  daß  man 
für  die  Richtung  der  entsprechenden  abgebeugten ' Strahlen  erhält 

2 Xo 

»in  Um  = usw. 

ne 

Es  ist  dabei  zu  beachten,  daß  nicht  die  Winkel  Mj,  ut  usw.  selbst 
das  Zweifache,  Dreifache  usw.  des  Winkels  ut  darstellen,  sondern 
deren  Sinus,  so  daß  also  z.  B.  das  zweite  relative  Lichtmaximum 
durch  abgebeugte  Strahlen  hervorgerufen  wird,  welche  um  mehr 
als  den  doppelten  Winkel  gegen  die  Axe  geneigt  sind  wie  die 
das  erste  relative  Maximum  bildenden  Strahlen. 

Aus  der  obigen  allgemeinen  Formel  ist  nun  weiterhin  zu  er- 
sehen, daß  unter  sonst  gleichen  Umständen  die  Winkel  um  um  so 
größer  werden,  je  kleiner  der  Abstand  e zweier  benachbarter 
Streifen  des  mikroskopischen  Objektes,  d.  h.  also  die  Gitterkonstante, 
ist  und  umgekehrt.  Es  sind  daher  die  Lichtmaxima  in  der  hinteren 
Brennebene  des  Objektivs  um  so  weiter  von  einander  entfernt, 
je  dichter  die  Streifen  am  mikroskopischen  Objekt  aneinander  liegen, 
d.h.  also  je  feiner  die  Struktur  desselben  ist. 

Da  »in  um  auch  dem  Brechungsindex  n des  Mittels,  in  welchem 
die  abgebeugten  Strahlen  vom  Objekt  bis  zum  Objektiv  verlaufen, 
umgekehrt  proportional  ist,  so  erkennt  man,  daß  bei  Immersions- 
systemen mehr  Lichtmaxima  zustande  kommen  können  wie  bei 
Trockensysternen , wodurch,  wie  sich  weiter  unten  zeigen  wird, 
eine  größere  Auflösbarkeit  der  Struktur  durch  die  Immersions- 
systeme bedingt  wird.  Für  die  Anzahl  m der  in  das  Objektiv 
eines  Mikroskops  eintretenden  relativen  Lichtmaxima  ergibt  sich 
aus  der  obigen  Formel: 
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n sin  Hoi  • e. 

m—  — , 

A o 

wofern  man  dabei  unter  u™  den  zur  Erzeugung  eines  Lichtmaximums 
nötigen  Winkel  versteht,  welcher  dem  Axenwinkel  der  äußersten 
vom  Objektiv  aufgenommenen  Randstrahlen  von  unten  her  am 
am  nächsten  kommt.  Ist  zufällig  u»  gerade  gleich  diesem  halben 
Öffnungswinkel  des  Objektivs,  so  stellt  n.sinum  die  sogen,  nume- 
rische Apertur  desselben  dar.  Es  geht  also  daraus  hervor,  daß 
durch  die  Vergrößerung  der  numerischen  Apertur  im  allgemeinen 
die  Licbtmaxima  in  der  hinteren  Brennebene  des  Objektivs  vermehrt 
werden. 

Endlich  sieht  man  aus  der  Formel,  daß  die  Richtungen  der 
die  Lichtmaxima  bildenden  abgebeugten  Strahlen  um  so  mehr  von 
der  Axenrichtung  abweichen,  je  größer  die  Wellenlänge  des  zur 
Beleuchtung  verwendeten  Lichtes  ist.  Hat  man  es,  wie  es  in 
der  Regel  der  Fall  ist,  mit  weißem  Lichte  zu  tun,  so  fallen 
demnach  die  relativen  Lichtmaxima  gleicher  Ordnung  für  die 
verschiedenen  das  weiße  Licht  zusammensetzenden  farbigen 
Strahlen  in  der  hinteren  Brennebene  des  Objektivs  nicht  zusammen, 
sondern  sie  liegen  nebeneinander  und  bilden  jo  ein  sogen.  Beugungs- 
spektrum. Nur  beim  absoluten  Lichtmaximum  decken  sich  die 
verschiedenen  Farben,  so  daß  sie  sich  wieder  zu  weiß  ergänzen; 
an  dasselbe  schließen  sich  dann  die  verschiedenen  Beugungsspektren 
auf  jeder  Seite  der  Axe  in  der  Weise  an,  daß  sie  immer  ihr  vio- 
lettes Ende  der  Axe  zukehren,  entsprechend  dem  kleineren  Werte 
von  A0  für  die  violetten  Strahlen  im  Vergleiche  zu  dem  der  roten 
Strahlen. 

Was  nun  die  genaue  Lage  der  verschiedenen  Lichtmaxima  in 
der  hinteren  Brennebene  5'  des  Objektivs  anlangt,  so  läßt  sich 
dieselbe  folgendermaßen  bestimmen. 

In  Fig.  290  auf  S.  970  stelle  PQ  die  Ebene  des  als  mikro- 
skopisches Objekt  dienenden  Gitters  dar,  dessen  mittelster  Streifen 
den  Axenpunkt  0 enthalten  möge.  Das  optische  System  (Objektiv) 
ist  durch  eine  einzige  Linse  angedeutet  worden,  deren  Dimen- 
sionen im  Interesse  der  Deutlichkeit  absichtlich  zu  groß  gewählt 
sind.  Von  den  am  Objekt  abgebeugten  Strahlenbündeln  finden 
sich  auf  beiden  Seiten  der  Axe  nur  die  hervorgehoben,  welche  zu 
ie  einem  Lichtmaximum  in  der  hinteren  Brennebene  führen. 
Diese  Lichtmaxima  sind  auf  beiden  Seiten  der  Axe  der  Reihe 
nach  durch  Bu  B.:  und  Ba  bezeichnet  worden,  wobei  die  Annahme 
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gemacht  ist,  daß  die 
Strahlenbündel,  welche 
noch  weitere  relative 
Lichtmaxima  erzeugen 
würden,  im  vorliegenden 
Falle  vom  Objektiv  nicht 
mehr  aufgenommen  wer- 
den. Das  absolute  (nullte) 
Maximum  fällt  bei  den 
vorausgesetzten  axen- 
parallelen  Beleuchtungs- 
strahlen mit  dem  hin- 
teren Brennpunkte  F* 
selbst  zusammen. 

Die  Punkte  F‘,  2?,, 
Bi  und  Bi  stellen  nach 
dem  Huygensschen 
Prinzip  die  Zentren  neuer 
Wellen  dar,  sie  senden 
also  in  dem  früher  er- 
örterten Sinne  nach  allen 
Richtungen  Lichtstrah- 
len aus,  und  zwar  Strah- 
len, welche,  soweit  sie 
die  gleiche  Wellenlänge 
besitzen,  kohärentes 
Licht  mit  sich  führen, 
da  ja  zunächst  ange- 
nommen worden  ist, 
daß  die  zur  Beleuch- 
tung dienenden  Strahlen 
einem  einzigen  Punkte 
der  Lichtquelle  entstam- 
men. Unter  den  von  den 
genannten  Punkten  in 
der  hinteren  Brennebene 
ausgehenden  Strahlen 
gibt  es  immer  einen,  wel- 
cher als  die  direkte  Fort- 
setzung des  vom  Axen- 
punkte  0 ausgehenden 
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Strahls  des  Beugungsbündels  nach  dessen  Brechung  im  Mikroskopob- 
jektiv aufgefaßt  werden  kann.  Alle  diese  Strahlen  werden  sich  schließ- 
lich in  dem  zu  0 konjugierten  Axenpunkte  O schneiden,  da  ja  0 und 
( y die  beiden  aplanatischen  Punkte  des  Objektivs  darstellen  müssen, 
wenn  überhaupt  eine  scharfe  Abbildung,  und  zwar  nicht  nur  des 
Axenpunktes  0,  sondern  eines  unendlich  kleinen  Flächenelementes 
stattfinden  soll.  Es  müssen  daher  diese  nach  0'  zielenden  Strahlen 
gegen  die  Axe  um  Winkel  «j,  m‘„  (vgl.  die  Figur)  geneigt 
sein,  für  welche  die  Abbesche  Sinusbedingung  erfüllt  ist.  Die 
letztere  kann  man  hier  infolge  der  Kleinheit  dieser  Winkel  und 
des  Umstandes,  daß  0“  beim  Mikroskop  immer  in  Luft  erzeugt 
wird,  in  der  Form  schreiben  (vgl.  S.678) 


, n sin  i(,„ 

Um  — " ß ~ 1 

wo  m der  Reihe  nach  gleich  1,  2 oder  3 zu  setzen,  und  unter  ß 
wieder  die  zu  0 und  O1  gehörende  Lateralvergrößerung  zu  ver- 
stehen ist 

Unter  Berücksichtigung  des  oben  (auf  S.  967)  angegebenen 
Wertes  von  sinum  geht  diese  Formel  über  in 

, m Xn 


Da  sich  hierbei  der  Brechungsindex  n des  zwischen  dem 
Objekt  und  dem  optischen  System  befindlichen  Mediums  heraus- 
gehoben hat,  so  erkennt  man,  daß  derselbe  auf  die  Größe  der 
Winkel  u‘  keinen  Einfluß  ausübt. 

in 

Infolge  der  Kleinheit  der  Winkel  u‘m  ergeben  sich  für  die  Ab- 
stände der  Punkte  Bx , Bt  und  Bs  von  der  Axe  mit  genügender 
Genauigkeit  bzw.  die  Werte  B u\ ■ x'  u‘,  und  x'm„  unter  x‘  wie 
früher  den  Abstand  des  Punktes  0'  vom  hinteren  Brennpunkte  F" 
verstanden.  Eigentlich  müßten,  wie  man  aus  Fig.  290  erkennt, 
die  trigonometrischen  Tangenten  der  Winkel  u'm  in  Rechnung  ge- 
zogen werden;  dieselben  lassen  sich  ja  aber  bei  kleinen  Winkeln 
ebenso  wie  die  Sinus  durch  die  Wmkel  selbst  ersetzen,  so- 
fern man  diese  durch  das  Verhältnis  des  Bogens  zum  Radius 
mißt  Beachtet  man,  daß  die  Lateral  Vergrößerung  ß gleich  dem 


Quotienten  y,  ist  (vgl.  S.  678),  wenn  f‘  die  hintere  Brennweite  des 

optischen  Systems  bedeutet,  so  kann  man  nach  der  letzten  Formel 
die  Abstände  der  Punkte  B von  der  Axe  in  der  Form  schreiben 
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F'  lh  - 2 und  ^5,=— , 

wobei  hier,  wo  es  sich  nur  um  die  absoluten  Werte  dieser  Axen- 
abstände  handelt,  unter  /'  nur  der  absolute  Wert  der  hinteren 
Brennweite  verstanden,  also  das  negative  Vorzeichen  derselben 
nicht  berücksichtigt  sein  soll.  Da  sich  der  zweite  Abstand  doppelt, 
und  der  dritte  dreimal  so  groß  wie  der  erste  herausstellt,  so  be- 
finden sich  je  zwei  aufeinanderfolgende  Lichtmaxima  in  der  hinteren 
Brennebene  in  gleichem  Abstande.  Bezeichnet  man  denselben  mit 
e (vgl.  Fig.  290),  so  hat  man  also 


e 


Diese  Formel  zeigt,  daß  für  jede  bestimmte  Farbe  bei  ge- 
gebener Gitterkonstante  e der  Abstand  e nur  von  der  hinteren 
Brennweite  des  Systems  abhängt  und  dieser  direkt  proportional 
ist.  Dagegen  ist  er  der  Gitterkonstante  umgekehrt  proportional, 
so  daß  also  z.  B.  die  Lichtmaxima  in  die  doppelte  oder  dreifache 
gegenseitige  Entfernung  rücken,  wenn  man  die  in  einem  be- 
stimmten Raume  vorhandene  Anzahl  der  Streifen  des  Gitters  ver- 
doppelt oder  verdreifacht.  Endlich  ergibt  sich  aus  der  Formel, 
daß  bei  verschiedenfarbigen  Beleuchtungsstrahlen  der  Abstand  e 
sich  der  Wellenlänge  des  Lichtes  proportional  ändert;  damit  ist 
aber  die  Anordnung  und  genaue  Lage  der  verschiedenen  Farben 
in  den  in  der  hinteren  Brennebene  bei  weißen  Beleuchtungsstrahlen 
entstehenden  Beugungsspektren  gegeben. 

Durch  das  Beugungsbild  in  der  hinteren  Brennebene  oder  all- 
gemein in  der  der  Lichtquelle  konjugierten  Ebene  ist  nun  in  jedem 
Falle  das  mikroskopische  Abbild  der  Objektstruktur  vollständig 
bestimmt;  denn  es  kann  der  Ebene  7"  Q*  dieses  Abbildes  (vgl. 
Fig.  290)  natürlich  nur  die  Energie  zufließen,  welche  schon  in  der 
hinteren  Brennebene  des  Objektivs  vorhanden  ist. 

Von  jedem  Lichtmaximum  in  der  hinteren  Brennebene  5' 
breiten  sich  Kugelwellen  aus,  welche  in  jedem  Moment  mit  gleicher 
Schwingungsphase  beginnen,  da  die  optischen  Längen  vom  (sehr 
entfernten)  Axenpunkte  der  Lichtquelle  bis  zu  einem  Punkte  der 
Ebene  PQ  gleich  sind  und  daher  sich  bis  zu  einem  Lichtmaximum 
in  der  hinteren  Brennebene  um  eine  Anzahl  ganzer  Wellenlängen 
unterscheiden,  und  welche  sämtlich  miteinander  interferieren  können, 
da  sie  ja  nur  kohärentes  Licht  enthalten.  Da  jede  dieser  Kugel- 
wellen die  Fortsetzung  eines  am  Objekt  abgebeugten  Lichtbündels 
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bildet,  welches  durch  die  Ausdehnung  des  Objektgitters  (von  S1 
bis  Tv  vgl.  Fig.  289)  begrenzt  ist,  so  ist  auch  jede  dieser  Kugel- 
wellen auf  einen  kegelförmigen  Raum  eingeschränkt,  welcher  den 
Scheitelkegel  zu  dem  nach  je  einem  Punkte  der  hinteren  Brenn- 
ebene ( F‘ , B,  usw.)  konvergierenden  Beugungskegel  darstellt 

Alle  diese  Wellenzüge  langen  zunächst  im  Axenpunkte  0'  mit 
gleicher  Schwingungsphase  an,  so  daß  hier  ein  Maximum  der  Licht- 
intensität  vorhanden  ist;  denn  die  optischen  Längen  der  Licht- 
wege F‘0\Bi0‘  usw.  sind  infolge  der  relativ  großen  Entfernung 
des  Punktes  0'  von  der  hinteren  Brennebene  des  Objektivs  als 
gleich  groß  anzusehen.  Dies  trifft  um  so  exakter  zu,  je  strenger 
der  Aplanatismus  der  beiden  Axenpunkte  0 und  0'  durch  die 
Anordnung  der  Linsen  des  Mikroskopobjektivs  verwirklicht  ist, 
was  doch  im  Grunde  auf  die  Gleichmachung  der  optischen  Längen 
der  Lichtwege  0F‘0‘,0B,0'  usw.  hinausläuft  Daraus  geht 
auch  hervor,  daß  bei  genauem  Aplanatismus  die  Lichtmaxima 
Bi,  Bi,  Bs  nicht  auf  einer  Ebene,  sondern  auf  einer  durch 
den  hinteren  Brennpunkt  F'  gehenden  Kugelfläche  um  0'  als 
Mittelpunkt  gelagert  sind,  die  aber  bei  dem  relativ  großen  Radius 
x‘  zwischen  den  äußersten  Punkten  B3  von  der  in  F‘  auf  der 
Axe  senkrecht  stehenden  Ebene  in  kaum  merklichem  Grade  ab- 
weicht. Nebenbei  folgt  hieraus,  daß  auch  die  von  0 bis  zu  den 
Punkten  F',Bl}  Bt,  Ba  führenden  optischen  Längen  der  abgebeugten 
Strahlen  untereinander  gleich  sein  müssen. 

Innerhalb  einer  in  0'  auf  der  Axe  senkrecht  stehenden  Ebene 
P'Q'  bzw.  einer  von  dieser  nur  unmerklich  abweichenden  Fläche 
werden  nun  auf  beiden  Seiten  der  Axe  im  allgemeinen  noch  andere 
Maxima  der  Lichtintensität  vorhanden  sein.  Es  sind  das  zunächst 
diejenigen  Stellen,  für  welche  der  Unterschied  der  optischen  Längen 
der  von  zwei  benachbarten  Wellenzentren  F‘,  Bu  Bt,  Bs  ausgehen- 
den Lichtwege  gerade  eine  Wellenlänge  A0  beträgt  Der  Abstand 
dieser  in  Fig.  290  mit  M"‘  und  M,r>  bezeichneten  Punkte  von  0' 
sei  e\  dann  stellt  z.  B.  F'O'M1"  ein  Dreieck  dar,  welches  mit 
genügender  Annäherung  als  gleichschenklig  aufgefaßt  werden  kann; 
die  Länge  eines  Schenkels  beträgt  x\  während  die  Basis  der  Ab- 
stand e'  ist.  Denkt  man  andererseits  auf  dem  vom  linken  Punkte 
Bi  nach  M"‘  führenden  Strahl  von  M"‘  aus  rückwärts  die  Länge 
M'l‘F‘  abgetragen  und  den  Endpunkt  C,  derselben  mit  F‘  ver- 
bunden (vgl.  Fig.  290),  so  bildet  F'Bi  Ct  ein  ebenfalls  nahezu 
gleichschenkliges  Dreieck,  dessen  Schenkel  f und  dessen  Basis  A0 
ist.  Dieses  kleine  Dreieck  ist  dem  Dreieck  F'O'M"'  ähnlich,  da 
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F'Bi  auf  F‘0‘ , und  F‘(\  auf  F‘M"‘  mit  genügender  Annäherung; 
senkrecht  steht.  Es  ergibt  sich  daher  die  Proportion 


woraus  folgt 


e‘:x‘  — X0:t, 

. F).,. 


Ein  weiteres  Maximum  der  Lichtintensität  findet  sich  in  den 
beiden  Punkten  Mr  und  Mv\  für  welche  der  Unterschied  der 
optischen  Längen  der  von  je  zwei  benachbarten  Wellenzentren  in 
der  Ebene  3'  ausgehenden  Lichtwege  2A0  beträgt.  Durch  eine 
ganz  analoge  Betrachtung  wie  die  vorhergehende  erhält  man  das 
Resultat,  daß  diese  beiden  Punkte  doppelt  so  weit  vom  Axen- 
punkte  0'  entfernt  liegen  wie  die  Punkte  Mn‘  und  Mir\  so  daß 
sie  von  den  letzteren  wiederum  bzw.  den  Abstand  e‘  besitzen. 
Jenseits  Mr  bzw.  Mr‘  hätte  man  weiterhin  Maxima  der  Licht- 
intensität zu  erwarten,  welche  zu  einem  Unterschied  von  3A0, 
4A0  usw.  der  von  benachbarten  Wellenzentren  in  der  hinteren 
Brennebene  des  Systems  ausgehenden  optischen  Längen  gehören 
würden.  Diese  können  aber  infolge  der  oben  angegebenen  Be- 
grenzung der  betreffenden  Lichtkegel  nicht  zustande  kommen.  Von 
jedem  Lichtmaximum  aus  nimmt  nun  die  Intensität  zu  beiden 
Seiten  mehr  oder  weniger  schnell  ab,  indem  sich  die  Wirkungen 
der  Strahlen  von  benachbarten  Wellenzentren  nur  teilweise  ver- 
stärken, teilweise  aber  auch  auflieben.  In  der  Mitte  zwischen 
zwei  benachbarten  Maximis  stellt  sich  dann  immer  ein  Intensitäts- 
minimum an,  weil  hier  der  Unterschied  der  optischen  Längen  der 
interferierenden  Strahlen  eine  halbe  Wellenlänge  bzw.  eine  un- 
gerade Anzahl  halber  Wellenlängen  beträgt.  Die  Lichtverteilung 
in  der  Ebene  P‘Q‘  besteht  daher  aus  abwechselnd  dunklen  und 
hellen  Streifen  von  der  Farbe  der  Beleuchtungsstrahlen. 

Da  0‘M1'  und  0'My>  doppelt  so  groß  sind  wie  0‘M,r  und 
0‘M'V\  so  folgen  sich  die  Intensitätsmaxima  in  der  Ebene  P‘  Q ‘ 
in  derselben  regelmäßigen  Anordnung  wie  die  Mitten  M1  bis  M 1 
der  durchsichtigen  Streifen  in  der  konjugierten  Objektebene  P(J, 
nur  daß  der  gegenseitige  Abstand  jetzt  einen  von  e abweichenden 
Wert  e'  besitzt.  Unter  Berücksichtigung  des  oben  (auf  S.  972) 
angegebenen  Wertes  von  e läßt  sich  dieser  Abstand  in  der  Form 
schreiben 

l X‘ 

e=j,e  = ße, 


« 
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wo  ß die  zu  den  konjugierten  Punkten  0 und  0'  gehörende  La- 
teralvergrößerung ist 

Die  Punkte  Mr  bis  M'"  liegen  daher  in  der  zu  PQ  konju- 
gierten Bildebene  P‘Q‘  gerade  an  den  Stellen,  welche  sich  im 
Sinne  der  geometrischen  Optik  als  die  Bildpunkte  von  M‘  bis  Mv 
ergeben  würden.  Somit  deckt  sich  also  die  Lichtverteilung  in  der 
Bildebene  P‘Q‘  mit  der  aus  den  Regeln  der  geometrischen  Optik 
folgenden.  Da  in  dem  Ausdruck  für  e‘  die  Wellenlänge  A0  der 
Beleuchtungsstrahlen  nicht  mehr  vorkommt,  so  ist  der  Abstand  e‘ 
von  derselben  unabhängig.  Bei  weißer  Lichtquelle  besteht  daher 
auch  das  durch  den  beschriebenen  Interferenzvorgang  erzeugte 
Bild  des  aus  parallelen  Streifen  zusammengesetzten  Gitters  aus 
abwechselnd  weißen  und  dunklen  Streifen. 

Daß  sich  in  den  Punkten  M‘‘  bis  Mv‘  der  Bildebene  P‘Q\ 
welche  nach  den  Regeln  der  geometrischen  Optik  den  Objektpunkten 
M‘  bis  Mv  konjugiert  sind,  Maxima  der  Lichtintensität  einstellen 
müssen,  davon  kann  man  sich  auch  ohne  alle  Rechnung  über- 
zeugen. Da  die  Punkte  0 und  0‘  die  aplanatischen  Punkte  des 
optischen  Systems  darstellen  sollen,  für  welche  die  Abbesche 
Sinusbedingung  erfüllt  ist,  so  sind  die  optischen  Längen  aller  in 
M'  beginnenden  und  nach  ihrem  Durchgang  durch  das  optische 
System  bis  M1  hinziehenden  Lichtwege  gleich.  Ebenso  besitzen 
die  Lichtwege  zwischen  M"  und  M“‘  gleiche  optische  Länge  usw. 
Diese  Tatsache  ist  davon  unabhängig,  daß  z.  B.  nicht  alle  in  Ml 
abgebeugten  Strahlen  bis  Mr  gelangen,  sondern  nur  die,  welche 
die  Punkte  F\  Bt,  Bt,  7/*  in  der  hinteren  Brennebene  passiert 
haben,  weil  die  übrigen  Strahlen  unterwegs  durch  Interferenz  ver- 
nichtet worden  sind. 

Wie  die  an  der  Mitte  M eines  Streifens  des  Gitters  in  i%> 
abgebeugten  Strahlen  ein  Intensitätsmaximum  M'  in  der  Bildebene 
P'Q'  hervorrufen,  dessen  Lage  nach  den  Gesetzen  der  geometri- 
schen Optik  zu  M konjugiert  ist.  so  ergibt  sich  das  gleiche  Resultat 
auch  für  die  von  einem  der  beiden  Endpunkte  oder  irgendeinem 
anderen  Punkte  eines  Gitterstreifens  ausgehenden  Beugungsstrahlen. 
Man  erhält  daher  durch  Vermittlung  der  am  Gitter  abgebeugten 
Strahlen  eine  Lichtverteilung  innerhalb  der  Bildebene,  welche  der 
Struktur  des  Gitters  in  der  Objektebene  entspricht. 

Da  das  mikroskopische  Abbild  des  Gitters  in  PQ  nach  den 
bisherigen  ausführlichen  Erörterungen  durch  Interferenz  der  am 
Gitter  abgebeugten  Strahlen  entsteht,  so  ist  ohne  weiteres  ver- 
ständlich, das  dasselbe  nicht  Zustandekommen  kann,  wenn  dieser 
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Interferenzvorgang  verhindert  wird.  Blendet  man  z.  B.  in  der 
hinteren  Brennebene  alle  außerhalb  der  Axe  an  den  Stellen  B,, 
Bi  und  B9  liegenden  Spektren  ab  und  läßt  somit  nur  die  vom 
absoluten  Maximum  in  F‘  aus  sich  weiter  ausbreitende  Licht- 
bewegung bestehen,  so  kann  weder  in  den  Punkten  Mr  bis  M * 
noch  an  irgendeinem  anderen  Ort  in  der  Bildebene  F‘Q‘  ein  Inten- 
sitätsmaximum zustande  kommen.  Es  muß  daher  innerhalb  dieser 
Ebene  eine  gleichmäßige  Lichtverteilung  zu  beobachten  sein,  d.  h. 
sie  muß  als  mehr  oder  weniger  helle  Fläche  ohne  alle  Struktur 
erscheinen,  welche  infolge  der  Begrenzung  des  durch  F'  gehenden 
Beugungskegels  die  Ausdehnung  des  Objektgitters  besitzt.  Die 
Verhältnisse  gestalten  sich  in  diesem  Falle  auch  nicht  anders, 
wenn  man  die  Beleuchtungsstrahlen  nicht,  wie  vorläufig  ange- 
nommen wurde,  nur  von  einem  einzigen  Punkte,  sondern  von 
einer  ausgedehnten  Lichtquelle  ausgehen  läßt;  denn  das  von  ver- 
schiedenen Punkten  einer  Lichtquelle  herstammende  Licht  ist  in- 
kohärent, so  daß  die  verschiedenen  Strahlen  an  keinem  Orte  mit- 
einander interferieren  können. 

Sobald  außer  dem  absoluten  Maximum  in  F‘  nur  noch  eins 
der  Beugungsspektren  in  der  hinteren  Brennebene  5'  frei  geblieben 
ist,  so  daß  die  in  demselben  konzentrierten  Beugungsstrahlen  zur 
Bildebene  P'Q‘  gelangen  können,  sind  dagegen  die  Bedingungen 
zur  Interferenz  mit  den  durch  F‘  hindurchgehenden  Strahlen  ge- 
geben. Es  entstehen  daher  die  geschilderten  Intensitätsmaxima  in 
der  Bildebene.  Der.  Intensitätsabfall  ist  aber  in  unmittelbarer 
Nähe  dieser  Maxima  bei  der  Mitwirkung  nur  eines  relativen  Licht- 
maximums nicht  genau  derselbe,  als  wenn  mehrere  Maxima  in 
freibleiben  und  das  Interferenzbild  in  P'Q ‘ beeinflussen.  Es  kann 
vielmehr  das  letztere  nur  in  allen  Einzelheiten  ein  ähnliches  Ab- 
bild der  Struktur  des  in  der  Ebene  PQ  gelegenen  Objektes  dar- 
stellen, wenn  sämtliche  von  diesem  Objekt  abgebeugten  Strahlen, 
soweit  sie  ein  Lichtmaximum  in  der  hinteren  Brennebene  des 
Mikroskopobjektivs  hervorbringen  würden,  sich  an- der  Erzeugung 
des  Interferenzbildes  in  der  Ebene  P'Q'  beteiligen;  denn  sonst 
geht  ja  ein  Teil  der  vom  Objekt  ausgestrahlten  Lichtenergie  dem 
Interferenzbilde  in  der  Bildebene  P'Q'  verloren.  Da  die  Intensität 
der  relativen  Lichtmaxiina  bei  axenparallelen  Beleuchtungsstrahlen 
mit  ihrer  Entfernung  von  der  Axe  sehr  rasch  abnimmt,  so  wird 
die  Struktur  des  Objektes  im  Interferenzbild  schon  ziemlich  genau 
wiedergegeben,  wenn,  wie  es  in  Fig.  290  angenommen  wurde,  etwa 
nur  die  ersten  drei  Lichtmaxima  auf  jeder  Seite  der  Axe  in  der 
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hinteren  Brennebene  des  Objektivs  Zustandekommen.  Jedenfalls 
wird  die  Struktur  des  Abbildes  in  P'Q'  immer  mehr  alle  Einzel- 
heiten der  Struktur  des  in  der  Ebene  PQ  gelegenen  Objektes 
wiedergeben,  je  mehr  aufeinanderfolgende  Beugungsspektren  in  3' 
zur  Wirkung  auf  die  Ebene  P'Q'  gelangen. 

Wenn  von  den  Beugungsspektren  in  der  hinteren  Brennebene 
des  Objektivs  außer  dem  absoluten  Maximum  in  F'  etwa  nur  die 
in  Bi  und  eventuell  die  (in  Fig.  290  nicht  mehr  mit  angegebenen) 
Beugungsspektren  in  ß4,  Bn  usw.,  also  nur  die  geradzahligen  seit- 
lichen Beugungsspektren  zur  Wirkung  gelangen  könnten,  so  würden 
natürlich  z.  B-  in  den  Punkten  Mr-  bis  Mv  der  Ebene  P'Q'  trotz- 
dem Intensitiitsmaxima  auftreten.  Beachtet  man  aber,  daß  dann 
die  von  zwei  aufeinanderfolgenden  wirksamen  Wellenzentren  wie  F‘ 
und  B-i,  B«  und  Bi  usw.  nach  M"‘  bzw.  M,r‘  gelangenden  Strahlen 
sich  schon  um  2 ^ in  ihrer  optischen  Länge  unterscheiden,  so  er- 
kennt man  unschwer,  daß  auch  an  den  zwischen  0'  uud  M"‘ 
bzw.  Mir‘  gerade  in  der  Mitte  liegenden  Stellen,  für  welche  der 
Unterschied  in  den  optischen  Längen  der  von  F'  und  Bt  usw. 
ausgehenden  Lichtwege  nur  eine  Wellenlänge  A0  beträgt,  sich  noch 
besondere  Intensitätsmaxima  einstellen  müssen,  die  ebenfalls  nur 
den  an  den  Mitten  der  Gitterstreifen  abgebeugten  Strahlen  ihre 
Entstehung  verdanken.  Diese  Maxima  kommen  bei  Wirksamkeit 
der  Beugungsspektren  in  B ,,  Bx,  B.-,  usw.  deshalb  nicht  zustande, 
weil  in  der  Mitte  zwischen  0'  und  M"‘  bzw.  M‘v‘  die  optischen 
Längen  der  von  Bu  Ba  usw.  ausgehenden  Lichtwege  gegen  die 
von  F',Bi,Bt  usw.  ausgehenden  Lichtwege  um  eine  halbe  Wellen- 
länge bzw.  eine  ungerade  Anzahl  halber  Wellenlängen  verschieden 
sind,  so  daß  sie  die  letzteren  durch  Interferenz  vernichten.  Wie 
in  der  Mitte  zwischen  0'  und  M‘r  bzw.  ()'  und  M'v\  so  werden 
aus  entsprechenden  Gründen  auch  in  der  Mitte  zwischen  M“'  und 
Mr  ebenso  wie  in  der  Mitte  zwischen  M11’  und  M 1 Intensitäts- 
maxima entstehen,  falls  die  Beugungsspektren  B ,,  Bs,  Ba,  etwa 
durch  Abblenden,  unwirksam  gemacht  sind.  Es  ergibt  sich  daher 
für  diesen  Fall  das  Resultat,  daß  in  der  Bildebene  doppelt  so  viel 
den  Streifenmitten  entsprechende  Intensitätsmaxima  auftreten  müssen, 
wie  das  Objektgitter  durchsichtige  Streifen  besitzt.  Das  Interferenz- 
bild ist  also  dann  dem  Objekt  nicht  mehr  ähnlich;  es  entspricht 
vielmehr  einem  Objektgitter,  bei  welchem  die  doppelte  Anzahl 
von  Streifen  vorhanden  ist 

So  merkwürdig  auch  dieses  Resultat  erscheinen  mag,  so  wird 
es  doch  unmittelbar  plausibel,  wenn  man  beachtet,  daß  nach  den 
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obigen  Erörterungen  bei  einem  Gitter  von  halber  Gitterkonstante  e 
die  Beugungsspektren  in  der  hinteren  Brennebene  des  optischen 
Systems  in  doppeltem  Abstand,  d.  h.  also  das  erste  Beugungs- 
spektrum auf  jeder  Seite  der  Axe  an  der  Stelle  Bt,  das  zweite 
an  der  Stelle  usf.,  erscheinen  müssen.  Durch  Abblenden  der 
Beugungsspektren  71, , Bt  usw.  verwandelt  man  daher  das  Beugungs- 
bild in  der  hinteren  Brennebene  in  ein  solches,  wie  es  einem  regel- 
mäßigen Gitter  entspricht,  bei  welchem  die  Streifen  in  halbem 
Abstand  aufeinander  folgen.  Da  das  Beugungsbild  in  der  hinteren 
Brennebene  die  Lichtverteilung  in  der  Bildebene  P‘Q‘  bestimmt, 
so  muß  daher  in  der  letzteren  das  gleiche  Interferenzbild  erscheinen, 
wie  es  einem  Gitter  mit  halben  Streifenabstand  zukommt. 

Durch  ganz  entsprechende  Überlegungen  wird  man  zu  dem 
Resultat  geführt,  daß  in  der  Bildebene  B‘Q‘  innerhalb  eines  Ge- 
bietes von  gleicher  Ausdehnung  die  dreifache  Anzahl  heller  Bild- 
streifen entstehen  muß,  wenn  man  in  der  hinteren  Brennebene  des 
optischen  Systems  von  den  Beugungsspektren  auf  beiden  Seiten 
der  Axe  das  erste  und  zweite,  ferner  das  vierte  und  fünfte  usw. 
abblendet,  so  daß  nur  das  nullte,  dritte,  sechste  usw.  zur  Wirkung 
auf  die  Lichtverteilung  in  der  Bildebene  P‘Q‘  gelangen  können. 
Denn  dann  unterscheiden  sich  z.  B.  die  von  F“  und  2?gl  ebenso 
wie  die  von  Ba  und  B«  aus  nach  M"'  führenden  Lichtwege  um 

e‘  2e‘ 

drei  ganze  Wellenlängen,  so  daß  im  Abstand  „ bzw.  — von  O' 


schon  ein  Unterschied  von  einer  bzw.  zwei  Wellenlängen  in  den 
entsprechenden  Lichtwegen  vorhanden  ist  Damit  steht  auch  im 
Einklang,  daß  das  Beugungsbild  in  3',  bei  welchem  nur  das  ab- 
solute Maximum  und  jederseits  die  Beugungsspektren  Bs,  Br,  usf. 
frei  sind,  zu  einem  regelmäßigen  Objektgitter  gehört,  dessen  Streifen 
nur  den  dritten  Teil  des  tatsächlich  in  BQ  vorhandenen  Abstandes 
besitzen,  so  daß  zwischen  Ml  und  My  die  dreifache  Anzahl  der 
Streifen  vorhanden  ist 

Bisher  war  vorausgesetzt  worden,  daß  die  Beleuchtungsstrahlen 
nur  vou  einem  Punkte  der  entfernten  Lichtquelle  herrühren,  welcher 
zunächst  auf  der  Axe  liegen  sollte.  Hält  man  an  der  ersten 
Voraussetzung  noch  fest,  verlegt  aber  den  Ausgangspunkt  der 
Beleuchtungsstrahlen  nach  irgendeinem  seitlich  der  Axe  gelegenen 
Punkte  der  Lichtquelle,  so  ändern  sich  nur  insofern  die  Verhält- 
nisse, als  dann  das  Parallel  bündel  der  beleuchtenden  Strahlen 
nicht  mehr  parallel  der  Axe,  sondern  in  irgendeiner  anderen  Rich- 
tung auf  das  Objekt  in  der  Ebene  BQ  auffällt  Infolgedessen  er- 
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scheint  das  Beugnngsbild  in  der  hinteren  Brennebene  des  optischen 
Systems  zwar  noch  in  derselben  Weise  wie  bei  axenparallelen 
Beleuchtungsstrahlen  aus  einem  absoluten  Maximum  und  seitlichen 
Beugungsspektren  mit  dem  gegenseitigen  Abstand  e zusammen- 
gesetzt; es  ist  aber  jetzt  seitlich  verschoben,  so  daß  das  absolute 
Maximum  nicht  mehr  mit  dem  hinteren  Brennpunkte  F',  sondern 
mit  einem  anderen  (nach  den  Regeln  der  geometrischen  Optik  leicht 
bestimmbaren)  Punkte  in  der  hinteren  Brennebene  des  optischen 
Systems  zusammenfällt.  Daß  trotzdem  die  Lichtverteilung  in  der 
Bildebene  P'Q'  nicht  geändert  wird,  und  insbesondere  nicht  auch 
eine  Verschiebung  ihrer  Intensitätsmaxima  erfährt,  kann  man  sich 
leicht  auf  folgende  Weise  plausibel  machen. 

Während  in  der  hinteren  Brennebene  $ ' des  optischen  Systems 
die  verschiedenen  Maxima  von  ungleicher  Intensität  sind,  indem 
sie  mit  ihrer  Entfernung  vom  absoluten  Maximum  immer  licht- 
schwächer werden,  sind  die  Intensitätsmaxima  in  den  Punkten  M‘‘ 
bis  Mr'  der  Bildebene  P'Q'  alle  gleich  stark.  Dies  hat  darin 
seinen  Grund,  daß  an  der  Hervorbringung  eines  jeden  der  letzteren 
Maxima  sich  Strahlen  von  allen  Wellenzentren  in  beteiligen. 
Wurde  daher  infolge  schräg  gegen  die  Axe  einfallender  Beleuch- 
tungsstrahlen z.  B.  das  absolute  Maximum  in  der  Ebene  3'  nach 
Bu  Bi  oder  B&  fallen,  so  könnte  dies  auf  die  Lichtverteilung  in 
der  Ebene  P‘Q‘  höchstens  den  Einfluß  ausüben,  daß  die  sämt- 
lichen Intensitätsmaxima  in  Mr  bis  Mv‘  etwas  schwächer  aus- 
fielen, als  wenn  das  absolute  Maximum  sich  im  Brennpunkte  F‘ 
befindet;  denn  es  kämen  dadurch  auf  der  einen  Seite  des  ab- 
soluten Maximums  einige  Beugungsspektren  in  Wegfall,  während 
auf  der  anderen  Seite  ebensoviel  neue  Beugungsspektren  in  Wirk- 
samkeit treten  würden,  die  jedoch  wegen  ihrer  größeren  Entfernung 
vom  absoluten  Maximum  geringere  Intensität  wie  die  ausge- 
schalteten Beugungsspektren  besäßen. 

Um  einzusehen,  daß  z.  B.  die  den  Punkten  M‘  bis  Mv  des 
Objektgitters  entsprechenden  Intensitätsmaxima  in  der  Bildebene 
P‘Q‘  auch  dann  noch  an  die  Stellen  Mr  bis  Mv‘  fallen,  wenn 
das  absolute  Maximum  in  der  hinteren  Brennebene  des  optischen 
Systems  sich  nicht  gerade  in  Bu  B.,  oder  Ba,  sondern  an  irgend- 
einer anderen  Stelle  befindet,  hat  man  folgendes  zu  beachten. 

Wie  schon  oben  hervorgehoben  wurde,  müssen  alle  von  einem 
Punkte  des  Objektgitters  ausgehenden  Beugungsstrahlen  bis  zu 
dessen  konjugiertem  Punkto  in  der  Bildebene  gleiche  optische  Länge 
besitzen,  da  für  die  konjugierten  Stellen  0 und  0‘  auf  der  Axe 
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die  Abbesche  Sinusbedingung  erfüllt  sein  soll.  Es  werden  daher 
alle  z.  B.  in  M‘  (vgl.  Fig.  289)  mit  gleicher  Schwingungsphase 
beginnenden  Lichtwege  in  M‘‘  (vgl.  Fig.  290)  ebenfalls  mit 
gleicher  Phase  anlangen  und  sich  daselbst  durch  Interferenz  ver- 
stärken. Die  Schwingungen,  in  welche  M'  durch  die  von  irgend- 
einem Punkte  der  Lichtquelle  ausgehenden  Beleuchtungsstrahlen 
versetzt  wird,  erzeugen  daher  stets  in  Mr  ein  Intensitäts- 
maximum, an  welchen  Stellen  der  hinteren  Brennebene  des 
optischen  Systems  sich  auch  die  verschiedenen  Beugungsspektren 
befinden  mögen,  sofern  nur  überhaupt  mindestens  zwei  dieser 
Spektren  zur  Wirkung  auf  die  Bildebene  P‘Q‘  gelangen.  Für 
zwei  in  verschiedener  Richtung  einfallende  Parallelbündel  von 
Beleuchtungsstrahlen  wird  nun  zwar  im  allgemeinen  M'  in  dem 
gleichen  Momente  verschiedene  Schwingungsphasen  erhalten . so 
daß  die  von  verschiedenen  Punkten  der  Lichtquelle  herrühren- 
den Intensitätsmaxima  in  M‘‘  in  der  Regel  zu  Schwingungen 
mit  irgendeinem  Phasenunterschiede  gehören,  der  je  nach  der 
Lage  des  Ausgangspunktes  der  Beleuchtungsstrahlen  jeden  be- 
liebigen Wert  annehmen  kann.  Trotzdem  werden  sich  aber  diese 
Schwingungen  nicht  durch  Interferenz  vernichten  können,  falls 
etwa  der  Phasenunterschied  gerade  eine  halbe  Wellenlänge  be- 
trägt, da  ja  das  von  verschiedenen  Punkten  einer  Lichtquelle  her- 
rührende  Licht  inkohärent  ist.  Die  Intensitätsmaxima  werden 
daher  ungestört  nebeneinander  an  derselben  Stelle  Mr  bestehen 
können. 

Hieraus  ergibt  sich  das  Resultat,  daß  auch  bei  einer  beliebig 
ausgedehnten  Lichtquelle,  welche  in  sehr  verschiedenen  Richtungen 
Licht  auf  das  Objekt  in  der  Ebene  PQ  wirft,  das  Iuterferenzbild 
in  der  Ebene  P'Q1  dem  Objekte  ähnlich  ist  und  die  Struktur  des 
letzteren  um  so  genauer  in  allen  Einzelheiten  wiedergibt,  je  mehr 
von  den  Beugungsspektren,  welche  zu  je  einer  bestimmten  Rich- 
tung der  Beleuchtungsstrahlen  gehören,  in  der  hinteren  Brenn- 
ebene des  optischen  Systems  zustande  kommen  und  die  Licht  Ver- 
teilung in  der  Bildebene  PQ1  beeinflussen  können. 

Während  bei  einem  einzigen  Parallelbündel  von  Beleuchtungs- 
strahlen das  Beugungsbild  in  der  hinteren  Brennebene  des  opti- 
schen Systems  aus  einzelnen  voneinander  getrennten  Beugungs- 
spektren besteht,  werden  bei  Verwendung  einer  ausgedehnten  Licht- 
quelle die  verschiedenen  Beugungsbilder  diese  ganze  Ebene  aus- 
füllen, so  daß  sie  in  der  Regel  nicht  mehr  gesondert  beobachtet 
werden  können.  Diesem  Umstande  ist  es  wohl  in  erster  Linie 
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zuzuschreiben,  daß  vor  den  Untersuchungen  von  Abbe  niemand 
eine  Ahnung  davon  hatte,  welche  grundlegende  Bedeutung  die 
Beugung  der  Beleuchtungsstrahlen  am  Objekt  für  die  Entstehung 
des  mikroskopischen  Abbildes  besitzt. 

Die  an  dem  einfachen  Beispiele  eines  regelmäßigen  Objekt- 
gitters  gewonnenen  Resultate  haben  nach  Abbe  ganz  allgemeine 
Geltung  für  die  Bilderzeugung  eines  beleuchteten  Objektes  durch 
das  Mikroskop  oder  ein  beliebiges  anderes,  dem  subjektiven  Ge- 
brauche dienendes  optisches  Instrument.  Der  primäre  Vorgang  ist 
dabei  immer  die  Entstehung  eines  der  Struktur  des  beleuchteten 
Objektes  entsprechenden  Beugungsbildes  der  Lichtquelle  in  der  der 
Ebene  dieser  Lichtquelle  in  bezug  auf  das  optische  System  konju- 
gierten Ebene.  Durch  dieses  Beugungsbild  wird  die  Lichtvertei- 
lung in  der  zum  Objekt  konjugierten  Bildebene  in  eindeutiger 
Weise  bestimmt.  Diese  Lichtverteilung  stellt  nur  dann  ein  punkt- 
weises und  in  allen  Struktureinzelheiten  ähnliches  Abbild  des  Ob- 
jektes dar,  wenn  alle  Beugungsspektren  bis  zu  verschwindender 
Intensität  zur  Erzeugung  dieses  Bildes  beitragen  können.  Ist  da- 
gegen ein  Teil  der  Beugungsspektren,  etwa  infolge  künstlicher 
Abblendung  oder  auch  nur  zu  großer  Beschränkung  der  Öffnung 
des  Systems,  gehindert,  auf  die  Lichtverteilung  in  der  zum  Ob- 
jekt konjugierten  Bildebene  einzu wirken,  so  ist  das  Abbild  dem 
Objekt  mehr  oder  weniger  unähnlich.  Dieselbe  entspricht  dann 
einem  fingierten  Objekt,  welches  infolge  seiner  Struktur  gerade 
den  noch  wirksamen  Teil  des  Beugungsbildes  als  vollständiges 
Beugungsbild  erzeugen  würde. 

e)  Experimentelle  PrUfung  der  Abbeschen  Theorie  mit  Hilfe  des  Dlflrnb* 

tlonsapparates. 

Das  Ergebnis  der  Abbeschen  theoretischen  Untersuchungen 
läßt  sich  mit  Hilfe  des  sog.  Abbeschen  Diffraktionsapparates 
am  Mikroskop  experimentell  bestätigen.  Derselbe  besteht  aus 
einer  als  mikroskopisches  Objekt  dienenden  sog.  Diffraktions- 
platte, auf  der  sich  mehrere  Streifensysteme  in  eine  dünne  Silber- 
schicht eingeritzt  finden,  und  einer  Reihe  von  Blenden,  die  mit 
Hilfe  eines  drehbaren  Schiebers  in  der  hinteren  Biennebene  des 
Mikroskopobjektivs  angebracht  werden  können.  Die  Diffraktionsplatte 
enthält  zunächst  ein  Streifensystem,  welches  aus  parallelen  Linien 
besteht,  die  in  der  einen  Hälfte  doppelt  soweit  voneinander  ent- 
fernt sind  als  in  der  anderen.  Die  dieses  Objekt  beleuchtenden 
Strahlen  sind  durch  eine  im  Beleuchtungsapparat  unterhalb  des 
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Objektes  eingelegte  spaltförmige  Blende  eingeschränkt,  deren  Spalt 
in  die  Richtung  der  Streifen  des  Objektgitters  gedreht  werden 
muß,  damit  das  vom  Objekt  hervorgerufene  Beugungsbild  der 
Lichtquelle  aus  getrennten  Beugungsspektren  besteht.  Dieses  reelle 
Beugungsbild,  das  man  nach  Abnahme  des  Okulars  in  der  Nähe 
der  hinteren  Brennebene  des  Objektivs  in  der  Luft  schweben  sieht, 
besteht  dementsprechend  außer  dem  absoluten  Maximum,  d.  h.  also 
dem  direkten  Bilde  des  Blendenspaltes  im  Beleuchtungsapparate, 
aus  einer  zu  beiden  Seiten  der  Axe  sich  erstreckenden  Anzahl  von 
Beugungsspektren,  welche  in  der  dem  weiteren  Gitter  entsprechen- 
den Hälfte  nur  halb  soweit  voneinander  entfernt  sind  wie  die 
Beugungsspektren,  welche  zu  dem  engeren  Gitter  gehören. 

Die  mittels  des  drehbaren  Schiebers  in  der  Ebene  des  reellen 
Beugungsbildes  anzubringenden  Blenden  sind  nun  folgendermaßen 
konstruiert  Eine  Blende  läßt  nur  das  in  der  Mitte  befindliche 
absolute  Maximum  frei;  der  Effekt  ist  ein  gleichmäßig  helles  Ge- 
sichtsfeld ohne  Struktur.  Eine  zweite  Blende  läßt  außer  dem  ab- 
soluten Maximum  die  beiden  eisten  Beugungsspektren  des  weite- 
ren Gitters  frei;  im  Mikroskope  erscheint  nur  hi  der  entsprechen- 
den Hälfte  die  Struktur  des  weiteren  Gitters  angedeutet,  während 
die  andere  Hälfte  dts  Gesichtsfeldes  noch  ohne  Struktur  ist-  Eine 
dritte  Blende  hat  drei  parallele  Spalten,  welche  außer  dem  abso- 
luten Maximum  auf  jeder  Seite  das  erste  Beugungsspektrum  des 
engeren  Gitters  in  der  einen  Hälfte  und  das  in  dessen  Verlänge- 
rung liegende  zweite  Beugungsspektrum  des  weiteren  Gitters  in 
der  anderen  Hälfte  frei  lassen,  während  alle  anderen  Beugungs- 
spektren, insbesondere  das  zum  weiteren  Gitter  gehörende  eiste 
Spektrum  auf  jeder  Seite  abgeblendet  werden;  der  Effekt  ist  An- 
deutung des  engeren  Gitters  in  der  einen  und  Verdoppelung  der 
Streifen  des  weiteren  Gitters  in  der  anderen  Hälfte  des  Gesichts- 
feldes, so  daß  kein  Unterschied  mehr  in  der  Anzahl  der  Stieifen 
beider  Gitter  besteht,  sondern  vielmehr  die  Streifen  der  eirjen 
Hälfte  direkt  die  Fortsetzung  der  Streifen  in  der  anderen  Hälfte 
darstellen,  was  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  ohne  wei- 
teres verständlich  ist. 

Außer  dem  Parallelgitter  befinden  sich  auf  der  Abb eschen 
Diffraktionsplatte  noch  zwei  durch  Übereinanderlagerung  zweier 
gleichmäßiger  Parallelgitter  hervorgebrachte  Kreuzgitter;  bei  dem 
einen  sind  die  Stieifen  beider  Gitter  unter  90°,  bei  dem  anderen 
unter  ü0°  gegeneinander  geneigt.  Außerdem  müssen  jetzt  gleich- 
zeitig die  Beleuchtungsstrahlen  durch  eine  Blende  mit  kleine 
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kreisförmiger  Öffnung  im  Beleuchtungsapparat  auf  ein  enges 
Parallelbündel  eingeschränkt  sein,  um  das  Beugungsbild  in  der 
hinteren  Brennebene  klar  hervortreten  zu  lasseD.  Da  die  Beleuch- 
tungsstrahlen nur  an  den  Stellen  die  Diffraktionsplatte  durch- 
setzen können,  an  welchen  sich  je  zwei  Streifen  der  beiden  Paral- 
lelgitter durchschneiden , so  besteht  in  beiden  Fällen  das  mikro- 
skopische Objekt  aus  einer  großen  Anzahl  heller  Punkte,  die  in 
zwei  unter  90°  bzw.  60°  gegeneinander  geneigten  Reihen  regel- 
mäßig angeordnet  sind.  Eine  entsprechende  Anordnung  zeigen 
auch  die  in  der  Gegend  der  hinteren  Brennebene  des  Objektivs 
hervorgerufenen  reellen  Beugungsspektren,  sofern,  wie  angenommen 
wurde,  die  den  Beleuchtungskegel  begrenzende  Blende  nur  eine 
verhältnismäßig  enge  kreisförmige  Öffnung  besitzt.  Trotzdem  das 
Objekt  im  vorliegenden  Falle  nur  aus  hellen  Punkten  besteht,  so 
lassen  sich  doch  durch  schmale  spaltförmige  Blenden  in  der  hin- 
teren Brennebene  des  Objektivs  die  mannigfaltigsten  Systeme 
paralleler  Streifen  im  Gesichtsfelde  hervorzaubern*),  welche  der 
Abbeschen  Theorie  der  Bilderzeugung  im  Mikroskop  genau  ent- 
sprechen und  daher  eine  weitere  glänzende  Bestätigung  derselben 
geben. 

Man  kann  sich  auch  an  einigen  der  üblichen  Testobjekte  von 
der  Richtigkeit  der  Abbeschen  Theorie  überzeugen.  Verwendet 
man  z.  B.  als  Objekt  Pleurosigina  angulatum,  so  beobachtet  man 
im  Falle  axenparalleler  Beleuchtungsstrahlen  bei  einem  Objektiv 
von  der  numerischen  Apertur  0,95  (z.  B.  dem  Zeißschen  Apochro- 
mat  von  4 mm  Brennweite)  nach  Abnehmen  des  Okulars  in  der 
hinteren  Brennebene  des  Objektivs  am  Rande  des  Gesichtsfeldes 
gerade  noch  die  blauen  Enden  von  sechs  gleichmäßig  um  das  ab- 
solute Maximum  gruppierten  Beugungsspektren,  während  die  gel- 
ben und  roten  Partien  dieser  Spektren  nicht  mehr  zustande  kom- 
men. Dementsprechend  findet  man  nach  dem  Aufsetzen  des 
Okulars  (z.  B.  des  Kompensationsokulars  Nr.  8)  im  mikroskopi- 
schen Bilde  die  Struktur  der  Pleurosiginaschale  angedeutet,  wenn 
man  zur  Beleuchtung  weißes  oder  blaues  Licht  benutzt,  während 
bei  monochromatischem,  gelbem  oder  rotem  Lichte  diese  Struktu# 
nicht  zu  sehen  ist.  Läßt  man  dagegen  die  Beleuchtungsstrahlen 
schief  auf  das  Objekt  fallen,  so  tritt  auch  in  letzterem  Falle  die 

*)  Vgl.  hierzu  L.  Dippel,  Das  Mikroskop  und  seino  Anwendungen, 
Braunschweig  1882,  woselbst  man  auf  S.  154  und  155  eine  Reihe  dieser 
künstlich  hervorgeroferien  Bilder  aufgezeichnet  findet. 
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Struktur  hervor,  weil  bei  schiefem  Lichte  auch  an  einigen  der 
Spektren  die  gelben  und  roten  Teile  in  der  hinteren  Brennebene 
des  Objektivs  zum  Vorscheine  kommen.  Verwendet  man  anderer- 
seits z.  B.  das  Ze  iß  sehe  Objektiv  D mit  Okular  Nr.  4,  oder  irgend- 
ein anderes  System  von  entsprechender  numerischer  Apertur,  so 
kommt  bei  enger  zentraler  Beleuchtung  überhaupt  kein  Beugungs- 
spektrum in  der  hinteren  Brennebene  des  Objektivs  zustande,  und 
dementsprechend  ist  auch  die  Struktur  der  Pleurosigmaschale  nicht 
zu  sehen.  Dagegen  kann  dieselbe  auch  hier  durch  schiefe  Be- 
leuchtung zum  Vorscheine  gebracht  werden.  Taucht  die  Struktur 
auf  , so  kann  man  sich  nach  Abnahme  des  Okulars  davon  über- 
zeugen, daß  in  demselben  Momente  außer  dem  absoluten  Maximum 
noch  das  eine  oder  andere  relative  Beugungsspektrum  in  der  hin- 
teren Brennebene  des  Objektivs  sichtbar  geworden  ist, 

4.  Über  die  Grenzen  llir  die  Auflösbarkeit  der  Struktur  eines 
mikroskopischen  Objektes. 

Für  den  Abstand  e der  Streifen  eines  Parallelgitters,  die  sog. 
Gitterkonstante,  gilt  nach  S.  967  die  Formel 

__  _ rn  ■ K 

n sin  um 

Faßt  man  hierbei  m als  die  Nummer  des  äußersten  relativen 
Beugungsmaximums  auf,  welches  infolge  der  Öffnung  eines  Mikro- 
skopes  noch  in  der  hinteren  Brennebene  des  Objektivs  zustande 
kommen  kann,  so  stellt  um  nahezu  den  halben  öffnungswinkel 
des  Mikroskopes  dar;  jedenfalls  kann  der  letztere  nicht  um  so  viel 
größer  sein,  daß  noch  die  das  folgende  Maximum  erzeugenden 
Bougungsstrahlen  in  das  Objektiv  gelangen.  Nimmt  man  im  Inte- 
resse der  vollkommenen  Ausnutzung  der  Öffnung  an,  daß  um  nur 
unendlich  wenig  von  dem  halben  öffnungswinkel  verschieden  ist, 
so  bedeutet  n sin  Um  die  sog.  „numerische  Apertur“  des  Mrkro- 
skopes.  Bezeichnet  man  diese  wieder  mit  a,  so  geht  die  obige 
Formel  über  in 

a 

Will  man  absolute  Ähnlichkeit  des  mikroskopischen  Abbildes 
erzielen,  so  muß  hierbei  m die  Nummer  desjenigen  relativen  Beu- 
gungsmaximums darstellen,  dessen  Intensität  gerade  noch  groß 
genug  ist,  damit  es  einen  Einfluß  auf  die  Lichtverteilung  in  der 
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dem  Objekt  konjugierten  Bildebene  ausüben  kann.  Das  hängt 
natürlich  von  der  Stärke  der  Beleuchtungsstrahlen  ab.  Bei  be- 
stimm! em  Werte  von  m wird  daher  ein  Parallelgitter,  dessen 

ftl  ) 

Streifenabstand  kleiner  wie  - 0 ist,  nicht  mehr  absolut  ähnlich 

a 


abgebildet  Verwendet  man  zur  Beleuchtung  nur  einfarbiges  Licht, 
so  darf  das  Gitter  für  diesen  Zweck  um  so  enger  sein,  je  kleiner 
die  Wellenlänge  A0  der  Beleuchtungsstrahlen  ist. 

Verzichtet  man  auf  absolute  Ähnlichkeit  und  will  nur  gerade 
noch  die  einzelnen  Streifen  im  Bilde  voneinander  getrennt  sehen, 
also  die  Struktur  des  Objektes  gerade  noch  auflösen,  so  genügt  es 
nach  den  obigen  Erörterungen  bei  axenparallelen  Beleuchtungs- 
strahlen, wenn  außer  dem  absoluten  Maximum  auf  jeder  Seite 
nur  noch  ein  relatives  Beugungsmaxirnum  in  der  hinteren  Brenn- 
ebene de3  Objektivs  zustande  kommen  kann.  Es  hat  dann  m den 
Wert  1,  und  die  obige  Formel  geht  über  in 


e 


a 


Da  die  numerische  Apertur  für  Trockensysteme  immer  unter 
1 bleiben  muß,  bei  Wasserimmersion  dagegen  1,25  und  bei  homo- 
genen Ölimmersionen  1,4  betragen  kann,  so  lehrt  diese  Formel, 
daß  bei  zentraler  Beleuchtung  im  günstigsten  Falle  noch  die 
Streifen  eines  Paralielgitters  aufgelöst  werden  können,  welche  um 
2 

wenig  mehr  wie  - der  Wellenlänge  der  Beleuchtungsstrahlen  von- 

D 

einander  abstehen. 

Verwendet  man  dagegen  schiefe  Beleuchtungsstrablen,  so 
kann  diese  Grenze  für  die  Auflösbarkeit  der  Gitterstruktur  noch 
weiter  hinausgeschoben  werden.  Läßt  man  nämlich  die  schiefen 
Beleuchtungsstrahlen  unter  einem  solchen  Winkel  auf  das  Objekt 
auftreten,  daß  sie  in  ihrer  Verlängerung  am  äußersten  Rande  des 
Mikroskopobjektivs  in  dasselbe  eintreten,  so  ist  nach  den  früheren 
Erörterungen  zur  Auflösung  der  Struktur  nur  nötig,  daß  auf  einer 
Seite  das  erste  Beugungsbündel,  welches  das  erste  relative  Maxi- 
mum in  der  hinteren  Brennebene  erzeugt,  gerade  noch  am  ent- 
gegengesetzten Rande  in  das  Objektiv  gelangen  kann.  Es  befindet 
sich  dann  dieses  eine  relative  Maximum  in  der  hinteren  Brenn- 
ebene des  Objektivs  im  doppelten  Abstande,  als  wenn  bei  zent- 
mler  Beleuchtung  auf  jeder  Seite  gerade  noch  das  erste  relative 
Maximum  zustande  kommen  kann.  Daraus  folgt  aber  bei  gegebe- 
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ner  Öffnung  des  Systems  eine  Verkleinerung  der  Gitterkonstanten 
e auf  die  Hälfte  des  oben  angegebenen  Wertes,  so  daß  man  hat 


Es  können  daher  bei  schiefer  Beleuchtung  im  günstigsten 
Falle  gerade  noch  die  Streifen  eines  Parallelgitters  aufgelöst  werden, 
welche  um  wenig  mehr  wie  7*  der  Wellenlänge  der  Beleuchtungs- 
strahlen voneinander  entfernt  sind.  Damit  ist  aber  die  äußerste 
theoretische  Grenze  für  die  Auflösungsfähigkeit  eines 
mikroskopischen  Systems  gegeben. 

Ungefähr  gleichzeitig  mit  Abbe  war  Helmholtz  unabhängig 
von  ihm  auf  anderem  Wege  zur  gleichen  theoretischen  Grenze  für 
die  Leistungsfähigkeit  der  Mikroskope*)  gelangt;  er  war  aber  dabei 
von  Voraussetzungen  ausgegangen,  welche  nur  für  selbstleuchtende 
Objekte  zutreffen,  so  daß  sein  Ergebnis  sich  nicht  ohne  weiteres 
auf  die  mikroskopische  Abbildung  beleuchteter  Objekte  über- 
tragen läßt 

Nach  den  angegebenen  Grenzwerten  für  die  Gitterkonstante  e 
hat  man  zwei  verschiedene  Möglichkeiten,  um  die  Grenze  der  Auf- 
lösbarkeit einer  Struktur  möglichst  hinauszuschieben.  Entweder 
sucht  man  die  numerische  Apertur  a des  Mikroskopobjektivs  zu 
vergrößern,  oder  man  verwendet  zur  Beleuchtung  Licht  von  mög- 
lichst kleiner  Wellenlänge.  Dieselben  beiden  Wege  kann  man 
einschlagen,  wenn  man  bei  Strukturen,  welche  noch  nicht  an  der 
Grenze  der  Auflösbarkeit  liegen,  den  Grad  der  Ähnlichkeit  im  Bilde 
vergrößern  will. 

Die  numerische  Apertur  läßt  sich  durch  Anwendung  von  Im- 
mersion möglichst  vergrößern.  Um  auf  diesem  Wege  das  äußerste 
zu  erreichen,  ist  erforderlich,  daß  Deckglas,  Immersionsflüssigkeit 
und  Frontlinse  des  Objektivs  gleichen  Brechungsindex  besitzen, 
welcher  überdies  möglichst  dem  Brechungsindex  dos  für  das  mikro- 
skopische Präparat  verwendeten  Einschlußmittels  gleich  sein  muß, 
wenn  der  optische  Vorteil  der  Einbettung  nicht  zum  Teil  wieder 
aufgehoben  werden  soll.  Das  gleiche  gilt  für  den  Objektträger 
und  den  Beleuchtungsapparat.  Mit  Hilfe  einer  derartigen  homo- 
genen Immersion  wird,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  die  zur- 

*)  Vgl.  Die  theoretische  Grenzo  für  die  Leistungsfähigkeit  der  Mikroskope. 
Poggendorfs  Annalen,  Jubelband  1874,  S.  557 — 684  und  Wissenschaftliche 
Abhandlungen,  Band  II,  S.  185 — 212,  1883. 


Digitized  by  Google 


über  d.  Grenzen  f.  d.  Auflösbarkeit  d.  Struktur  eines  mikrosk.  Objektes.  987 

zeit  bei  einem  Mikroskop  praktisch  erreichbare  obere  Grenze  für 
die  numerische  Apertur  gleich  1,4. 

Die  Anwendung  von  Beleuchtungsstrahlen  kleiner  Wellenlänge 
erfordert  Ausschluß  des  Lichtes  von  größerer  Wellenlänge,  damit  die 
Strahlen  von  größerer  Wellenlänge,  welche  nicht  so  feine  Struktur 
auflösen  können,  das  Bild  nicht  beeinträchtigen.  Für  die  subjektive 
Beobachtung  ist  jedoch  kurzwelliges  Licht  nur  bis  zu  einer  bestimm- 
ten Grenze  anwendbar,  da  das  Auge  von  einer  bestimmten  Wellen- 
länge an  um  so  unempfindlicher  für  das  Licht  wird,  je  kleiner  die 
Wellenlänge  ist.  Am  empfindlichsten  stellt  sich  das  Auge  etwa 
für  eine  grüne  Farbe  von  der  Wellenlänge  550  ufi  heraus.  Ent- 
sprechend der  praktisch  erreichbaren  numerischen  Apertur  1,4  ist 
daher  die  untere  Auflösbarkeitsgrenze  bei  subjektiver  Beobachtung 
nahezu  0,2  /«.  Verwendet  man  dagegen  das  Mikroskop  als  Pro- 
jektionsinstrument zum  Photographieren  mikroskopischer  Objekte, 
so  kann  man  sogar  Strahlen  heranziehen,  welche  weit  im  ultra- 
violetten Gebiet  des  Spektrums  liegen  und  für  das  Auge  ganz 
unsichtbar  sind;  da  solche  Strahlen  besonders  stark  auf  die  photo- 
graphische Platte  einwirken,  so  löst  man  auf  diese  Weise  nicht 
nur  Strukturen  auf,  welche  bei  subjektiver  Beobachtung  unsicht- 
bar sind,  sondern  man  erhält  auch  besonders  helle  Bilder. 

Die  Mikrophotographie  mit  ultraviolettem  Licht  ist  zuerst  von 
A.  Köhler  ausgearbeitet  und  ausgeführt  worden.*)  Da  Glas  die 
ultravioletten  Strahlen  absorbiert,  so  kann  man  zu  diesem  Zwecke 
kein  gewöhnliches  Projektionsmikroskop  verwenden.  Auch  darf 
man  sich  zur  Einbettung  der  Objekte  und  als  Immersionsflüssig- 
keit weder  des  Kanabalsams  noch  des  Zedernöls  bedienen,  weil 
diese  Stoffe  ebenfalls  das  ultraviolette  Licht  absorbieren.  Wasser 
läßt  zwar  die  ultravioletten  Strahlen  durch,  doch  nimmt  man  als 
Immersionsflüssigkeit  am  besten  verdünntes  Glyzerin,  hauptsäch- 
lich deshalb,  um  bei  der  Korrektion  der  Systeme  die  Vorteile  zu 
haben,  welche  die  Anwendung  einer  streng  homogenen  Immersion 
darbietet.  Als  Linsenmaterial  für  das  Mikroskopobjektiv,  den  Be- 
leuchtungsapparat und  den  Objektträger  kommt  nur  Bergkristall 
in  Frage,  dem  man  durch  Schmelzen  seine  kristallinische  Struktur 
genommen  hat,  weil  diese  sonst  Doppelbrechung  verursachen  würde. 
Nur  für  das  Okular  kann  man  ungeschmolzenen  Bergkristall  neh- 
men, weil  hier  Doppelbrechung  nicht  stört.  Da  man  zu  den  mikro- 

*)  Vgl.  A.  Köhler,  Mikrophotographische  Untersuchungen  mit  ultra- 
violettem Licht.  Zeitschrift  für  wissenschaftliche  Mikroskopie  und  für  mikro- 
skopische Technik.  Bd.  XXI,  1904,  S.  129— 16B  und  S.  273—304. 
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photographischen  Aufnahmen  mit  ultraviolettem  Licht  monoehroma- 
sches  Licht  verwendet,  so  brauchen  die  Mikroskopobjektive  nicht 
chromatisch  korrigiert  zu  sein.  Die  ultravioletten  Strahlen  stellt 
man,  wie  nebenbei  bemerkt  sein  mag,  am  besten  durch  Funken- 
entladungen zwischen  Kadmium-  oder  Magnesiumelektroden  her. 
Verwendet  man  dann  eine  Linie  von  der  Wellenlänge  275  fr/r,  so 
läßt  sich  bei  einer  numerischen  Apertur  von  1,4  noch  ein 
Streifenabstand  von  0,1  n mikrophotographisch  auflösen. 

Die  Anwendung  des  ultravioletten  Lichtes  ersetzt  auch  bis 
zu  einem  gewissen  Grade  die  Färbung,  da  bestimmte  Teile  orga- 
nischer Gebilde  das  ultraviolette  Licht  stark  absorbieren,  während 
andere  Teile  es  durchlassen.  Die  Photogramme  frischer  ungefärbter 
Präparate  machen  daher  nach  den  Angaben  von  A.  Köhler  meist 
den  Eindruck,  als  ob  die  Schnitte  gefärbt  wären.  Bei  der  Photo- 
graphie überlebender  organischer  Gewebe  muß  man  infolge  der 
nachteiligen  Einwirkung  der  ultravioletten  Strahlen  die  Expositions- 
zeit möglichst  kurz  nehmen.  In  monochromatischem  Licht  wird 
auch  bei  den  Monochromaten  wie  bei  allen  Systemen  von  großer 
Apertur  nur  ein  optischer  Querschnitt  abgebildet.  Verwendet  man 
dagegen  bei  diesen  Systemen  Licht  verschiedener  Wellenlänge  zur 
Mikrophotographie,  so  kann  durch  den  Umstand,  daß  das  Objektiv 
nicht  chromatisch  korrigiert  ist,  nach  A.  Köhlers  Angaben  bis  zu 
gewissem  Grade  Tiefenwirkung,  d.  h.  Abbildung  verschiedener  op- 
tischer Querschnitte  erzielt  werden.  — 


Von  der  Auflösung  der  Struktur  eines  mikroskopischen  Ob- 
jektes ist  zu  unterscheiden  die  bloße  Sichtbarmachung  kleinster 
Objekte.  Diese  läßt  sich  noch  erreichen  bei  Dimensionen  der  Ob- 
jekte, welche  weit  unter  dem  kleinsten  Streifenabstand  eines 
Parallelgitters  liegen,  das  sich  unter  den  günstigsten  Verhältnissen 
noch  auflösen  läßt  Der  Erörterung  der  hierzu  erforderlichen  Methoden 
ist  der  folgende  Abschnitt  gewidmet 


VI.  Dunkelfeldbeleuchtung  und  Ultramikroskopie. 

1.  Über  das  Wesen  der  Dunkelfeldbeleuchtung. 

Wenn  man  die  Beleuchtungsstrahlen  auf  irgendeine  Weise 
verhindert,  nach  ihrer  Beleuchtung  des  Okjektes  in  ihrer  direkten 
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Über  das  Wesen  der  Dunkelfeldbelcuchtung. 

Fortsetzung  auf  die  Lichtverteilung  in  der  zum  mikroskopischen 
Objekt  konjugierten  Bildebene  einzu wirken,  so  ist  im  allgemeinen 
dadurch  die  Entstehung  eines  Bildes  noch  nicht  unmöglich  ge- 
macht. Es  beteiligen  sich  aber  an  derselben  dann  nur  am  Objekt 
abgebeugte  Strahlenbündel  bzw.  von  denselben  hervorgebrachte 
relative  Beugungsspektren,  da  das  absolute  Maximum  in  der  hin- 
teren Brennebene  jetzt  überhaupt  nicht  zustande  kommen  kann. 
Das  Gesichtsfeld  erscheint  infolgedessen  dunkel  und  das  von  den 
relativen  Beugungsbündeln  herrührende  Bild  hell  auf  dunklem 
Grunde.  Man  hat  es  dann  mit  einem  sogen,  positiven*)  oder 
Dunkel  feldbild  zu  tun;  die  zugehörige  Beleuchtung  bezeichnet 
man  als  „Dunkelfeldbeleuchtung“.  Zum  Unterschiede  hiervon 
bezeichnet  man  das  unter  gewöhnlichen  Umständen,  d.  h.  unter 
Mitwirkung  der  direkten  Belenchtungsstrahlen  entstandene  Bild, 
welches  gewöhnlich  dunkel  auf  hellem  Grunde  erscheint,  als  nega- 
tives oder  Hellfoldbild. 

Das  positive  Bild  zeigt  viel  stärkere  Kontraste  wie  das  nega- 
tive Bild,  und  es  werden  besonders  kleine  punktförmige  oder  auch 
lineare  Objekte,  wie  manche  Bakterien,  durch  die  Helligkeitsver- 
mehrung erst  sichtbar  gemacht,  während  sie  sich  im  Hellfeldbilde 
der  direkten  Beobachtung  entziehen.  Die  Bedeutung  der  Dunkel- 
feldbeleuchtung kann  also  nicht  in  einer  Verbesserung  des  Auf- 
lösungsvermögens, sondern  in  einer  Vergrößerung  deä  Helligkeits- 
kontrastes zwischen  dem  Bild  kleiner  Körperchen  und  dem  Hinter- 
grund, auf  welchem  dasselbe  erscheint,  gesucht  werden.  Durch 
planmäßige  Steigerung  dieses  Kontrastes  ist  es  schließlich  ge- 
lungen, Teilchen  sichtbar  su  machen,  deren  Dimensionen  unterhalb 
der  im  vorhergehenden  Abschnitt  angegebenen  Grenze  des  Auf- 
lösungsvermögens der  Mikroskopobjektive  liegen,  und  die  man  da- 
her als  „ultramikroskopisch“  bezeichnet. 

Im  folgenden  sollen  nun  zunächst  die  verschiedenen  Methoden 
zur  Verwirklichung  der  Dunkelfeldbeleuchtung  auseinandergesetzt 
und  in  einem  weiteren  Kapitel  die  Bedingungen  angegeben  werden, 
unter  denen  die  Sichtbarmachung  ultramikroskopischer  Teilchen 
gelingt. 

*)  Vgl.  H.  Siedontopf,  Über  die  physikalischen  Prinzipien  der  Sichtbar- 
machung ultramikroskopischer  Teilchen.  Herlinor  klinische  Wochenschrift  1904, 
No.  32,  S.  6 und  ders.,  über  ultramikroskopischo  Abbildung.  Zeitschr.  f,  vvisseuseb. 
Mikroskopie  u.  f.  mikroskopische  Technik.  Bd.  XXVI,  1!H)9,  S.  396. 
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2.  Die  verschiedenen  Methoden  zur  Verwirklichung 
der  Dunkelfeldbeleuchtung. 

a)  Seitliche  Beleuchtung. 

Hat  man  die  Beleuchtungsstrahlen  durch  eine  im  Abbeschen 
Beleuchtungsapparat  angebrachte  Blende  mit  sehr  kleinem  Loch 
auf  einen  engen  Kegel  eingeschränkt,  so  erzielt  man  in  der  Regel 
schon  ohne  jede  weitere  Vorrichtung  Dunkelfeldbeleuchtung,  wenn 
man  die  Blende  zur  Seite  schraubt  und  dadurch  dem  Beleuch- 
tungskegel eine  so  schiefe  Einfallsrichtung  erteilt,  daß  er  in  seiner 
direkten  Fortsetzung  in  das  Mikroskopobjektiv  nicht  mehr  ein- 
treten  kann.  Bei  Objektiven  von  schwacher  Vergrößerung  kann 
man  auch  ohne  Abbeschen  Beleuchtungsapparat  Dunkelfeldbe- 
leuchtung erhalten,  wenn  man  den  Spiegel  so  schräg  stellt,  daß 
die  direkten  Beleuchtungsstrahlen  am  Objektiv  Vorbeigehen. 

Schließlich  läßt  sich  auch  unter  Umgehung  des  Mikroskop- 
spiegels eine  so  stark  seitliche  Beleuchtung  erzielen,  daß  die  di- 
rekten Beleuchtungsstrahlen  nicht  in  das  Mikroskop  eindriugen.  So 
erzielte  zuerst  I.  B.  Reade  dadurch  Dunkelfeldbeleuchtung,  daß 
er  seitlich  vom  Mikroskop  eine  Lichtquelle  aufstellte  und  deren 
Strahlen  mittelst  einer  geeigneten  Linse  im  Objekt  konzentrierte. 
H.  Siedentopf  und  R.  Zsigmondy  verwenden  sogar  bei  ihrem 
im  nächsten  Kapitel  noch  eingehender  zu  besprechenden  Spalt- 
ultramikroskop einen  Beleuchtungskegel,  dessen  Axe  auf  der  Axe 
des  Mikroskops  senkrecht  steht  Man  hat  auch  die  totale  Reflexion 
an  der  Grenze  zwischen  Glas  und  Luft  benutzt,  um  dem  Beleuch- 
tungskegel eine  möglichst  schiefe  Richtung  zu  geben.  So  lassen 
u.  a.  A.  Cotton  und  H.  Mouton*)  den  schräg  von  oben  nach 
unten  verlaufenden  Beleuchtungskegel,  wie  es  Fig.  291  veranschau- 
licht, an  einer  zur  Axe  des  Kegels  senkrechten  Fläche  eines  Glas- 
Parallelepipeds  in  das  letztere  eindringen,  so  daß  die  Strahlen 
dann  an  einer  anderen  Fläche  total  reflektiert  und  dadurch  nicht 
nach  .4,  sondern  einem  Punkte  .4.'  des  Objektes  hinzielen.  Damit 

*)  A.  Cotton  et  H.  Mouton,  Nouveau  procede  pour  mettre  en  evidence 
les  objets  ultramicroscopiques.  Conopt.  Rend..  t.  CXXXVI,  1903,  p.  1657— 1659. 
Man  vergleiche  hierzu  auch  die  Arbeit  von  H.  Siedentopf,  Die  Vorgeschichte 
der  Spiegelkondensoren.  Zeitschr.  f.  wissonsch.  Mikroskopie  u.  mikroskop. 
Technik,  Bd.  XXIV,  1908,  S.  382 — 395.  In  dieser  Arbeit  findet  man  noch  eine 
Reihe  von  Vorrichtungen  zur  Erzielung  der  Dunkelfeldbeleuchtung  bei  seitlich 
einfallenden  Strahlen  angeführt,  die  aber  zum  groben  Teil  nur  noch  histori- 
sches Interesse  beanspruchen  können. 


Digitized  by  Google 


Die  verschied.  Methoden  zur  Verwirklichung  d.  Dunkelfeldboleuchtung  QQ1 

die  Strahlen  wirklich  zum  Objekt  gelangen  können,  muß  das  Glas- 
Parallelepiped  P durch  Immersionsflüssigkeit  mit  dem  Objekt- 
träger Ot  verbunden  sein.  Es  findet  dann  erst  an  dem  Deckglas 
D nochmals  totale  Reflexion  statt,  so  daß  die  Beleuchtungsstrahlen 
überhaupt  nicht  in  den  Raum  zwischen  Deckglas  und  Mikroskop- 
objektiv im  Falle  eines  Trockensystems  eintreten. 

Die  bisher  angeführten  Arten  der  Erzeugung  der  Dunkelfeld- 
beleuchtung haben  den  Nachteil,  daß  das  Objekt  nur  eine  ein- 
seitige Beleuchtung  erfährt  Die  Axe  des  Beleuchtungskegels  liegt 
mit  der  Axe  des  Mikroskops  in  einer  bestimmten  Ebene,  deren 
Orientierung  man  zweckmäßigerweise  durch  den  Winkel  angibt, 
welchen  sie  mit  einer  im  Mikroskop  festliegenden  Ebene,  etwa 


Fig.  291 


der  Symmetrieebene  des  Mikroskops,  bildet.  Diesen  Winkel  be- 
zeichnet man  als  das  „Azimut“  der  Beleuchtung.  Vorteilhafter 
ist  es  in  manchen,  noch  näher  zu  erörternden  Beziehungen,  wenn 
in  jeder  durch  die  Axe  des  Mikroskops  gehenden  Ebene  ein  schiefes 
Bündel  von  Beleuchtungsstrahlen  vorhanden  ist,  welches  aber 
immer  nur  zur  Beleuchtung  des  Objektes  dienen  und  nicht  in  den 
Raum  eindringen  darf,  in  welchem  das  Abbild  des  mikroskopischen 
Objektes  zustande  kommt 

b)  Zentrale  Blende  im  Diaphragmentrliger  des  Belencbtnngsapparates. 

Eine  allseitig  schiefe  Beleuchtung  läßt  sich  beispielsweise  da- 
durch erreichen,  daß  man  in  den  Diaphragmenträger  des  Beleuch- 
tungsapparates, also  unterhalb  des  Kondensors,  eine  geeignete 
Zentralblende,  d.  h.  also  eine  solche  Blende  einlegt,  welche  etwa 
die  durch  Fig.  292  dargestellte  Form  besitzt,  so  daß  sie  den  zen- 
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Fig.  202 


Fig.  293 


traten  Teil  des  in  diesem  Falle  ge- 
raden Beleuchtungskegels  abblendet 
und  durch  eine  ringförmige  Öffnung 
nur  ein  im  Querschnitt  ringförmiges 
Bündel  von  Randstrahlen  in  den  Kon- 
densor eintreten  läßt. 

Fig.  293  veranschaulicht  in  sche- 
matischer Weise  die  Wirkungsart  einer 
solchen  Zentralblende;  die  über  der 
Blende  befindliche  Linse  soll  den  Kon- 
densor des  Beleuchtungsapparates,  und 
die  über  dem  Objekt  angedeutete  Linse 
mit  Tubus  das  untere  Ende  des 
Mikroskops  darstellen.  Wie  man  ohne 
weiteres  aus  der  schematischen  Figur 
erkennt,  darf  die  numerische  Apertur 
des  Mikroskops  nicht  größer  sein  wie 
die  numerische  Apertur  der  mit  der 
Axe  den  kleinsten  Winkel  einschließen- 
den Beleuchtungsstrahlen,  so  daß  also 
die  numerische  Apertur  der  äußersten 
Beleuchtungsstrahlen  merklich  größer 
sein  muß  wie  die  numerische  Apertur 
des  Mikroskopobjektivs.  Hiernach  ist 
die  Zentralblende  in  ihren  Dimensionen 
zu  bemessen. 

Will  man  bei  einem  Trocken- 
system von  hoher  numerischer  Aper- 
tur mittels  einer  Zentralblende  Dun- 
kelfeldbeleuchtung hervorbringen , so 
muß  dementsprechemd  die  Apertur 
des  Kondensors  größer  wie  1 sein, 
wenn  überhaupt  noch  genügend  viel 
Beleuchtungsstrahlen  wirksam  sein 
sollen;  es  kann  sich  daher  in  diesem 
Falle  nur  um  einen  Immersionskonden- 
sor handeln.  Bei  dem  dreilinsigen  A b b e- 
schen  Immersionskondensor  von  der 
numerischen  Apertur  1,4  hat  man  die 
Zentralblende  im  Diaphragmenträger 
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24  mm*)  groß  zu  machen,  um  alle  Beleuchtungsstrahlen  von  klei- 
nerer numerischer  Apertur  wie  1 abzublenden,  so  daß  nur  Strahlen 
von  den  Aperturen  1 bis  1,4  das  Objekt  erreichen.  Diese  Strahlen 
können  nun  nicht  mehr  in  den  Raum  zwischen  dem  mikroskopi- 
schen Objekt  und  der  Frontlinse  des  Objektivs  austreten,  da  sie 
infolge  ihrer  Apertur  an  der  oberen  Fläche  des  Deckgläschens 
totale  Reflexion  erfahren;  sie  würden  aus  demselben  Grunde  über- 
haupt gar  nicht  bis  zum  Objekt  gelangen,  wenn  es  sich  nicht  um 
einen  Immersionskondensor  handelte,  d.  h.  einen  Kondensor,  bei 
welchem  der  Zwischenraum  zwischen  seiner  oberen  Planfläche  und 
der  unteren  Fläche  des  Objektträgers  durch  eine  Flüssigkeit  von 
dem  Brechungsindex  des  Glases  bzw.  des  Einbettungmittels  aus- 
gefüllt ist.  Beim  Fehlen  der  Immersionsflüssigkeit  würden  alle  nicht 
abgeblendeten  Beleuchtungsstrahlen  schon  an  der  oberen  Plan- 
fläche des  Kondensors  totale  Reflexion  erleiden,  so  daß  also  das 
Objekt  unbeleuchtet  bliebe. 

Daß  man  diese  Methode  der  Erzeugung  von  Dunkelfeldbe- 
leuchtung nicht  für  Immersionsobjektive  verwenden  kann,  bei 
denen  die  numerische  Apertur  ja  den  Wert  1 erheblich  über- 
schreitet, ist  leicht  einzusehen.  Denn  es  würden  dabei  die  Be- 
leuchtungsstrahlen keine  totale  Reflexion  an  der  oberen  Fläche 
des  Deckgläschens  erfahren,  sondern  zum  Teil  in  das  Mikroskop- 
objektiv eintreten.  Um  diese  unschädlich  zu  machen,  müßte  man 
etwa  durch  eine  innerhalb  des  Objektivs  angebrachte  Blende  die 
numerische  Apertur  des  Objektivs  wieder  auf  0,95  oder  einen  noch 
geringeren  Betrag  reduzieren,  wodurch  man  aber  den  Vorteil  des 
größeren  Auflösungsvermögens  des  Immersionsobjektivs  wieder 
aufgeben  würde. 

c)  Parabololdkondensor. 

Bei  Verwendung  einer  Zentralblende  im  Abbeschen  Immer- 
sion skondensor  werden  die  Bilder  durch  unvermeidliche  störende 
Reflexionen  der  Beleuchtungsstrahlen  an  den  Linsenflächen  u.  a. 
zum  Teil  verschleiert.  Um  dies  zu  verhindern,  kann  man  sich 
an  Stelle  des  gewöhnlichen  Abbeschen  Kondensors  eines  sogen. 
Paraboloidkondensors  bedienen,  wrie  er  zuerst  von  Wenham**) 

•)  Vgl.  H.  Siedentopf,  Dunkelfeldbeleuchtung  und  Ultramikroskopie. 
Xeitschr.  f.  wissenseh.  Mikroskopie  u.  f.  mikrosk.  Technik,  Bd.  XXIV,  1007, 
S.  13-20. 

**)  Vgl.  F.  II.  Wenham,  On  a mothod  of  illuminaling  opaque  objecta 
under  the  highest  powere  of  tbp  mjorosrope.  Trans.  Micr.  Soc.  London,  n.  ser., 
vol.  IV,  1850,  p.  55 — 60. 

Fischer,  Uedixin.  Physik.  03 
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angegeben  und  später  von  der  Firma  Carl  Zeiß  in  Jena  infolge 
sehr  sorgfältiger  technischer  Ausführung  verbessert  und  außer- 
ordentlich leistungsfähig  gemacht  worden  ist. 

Der  Paraboloidkondensor  stellt  einen  Glaskörper  von  der  Form 
eines  Rotationsparaboloids  dar,  welcher  an  zwei  Stellen  senkrecht 
zur  Rotationsaxe  eben  abgeschliffen  ist,  so  wie  es  Fig  294  ver- 
anschaulicht. Die  in  der  Figur  oben  gelegene  plane  Fläche  be- 
findet sich  unterhalb  des  Brennpunktes  des  Paraboloids,  so  daß 
also  der  letztere  in  dem  abgeschliffenen  Scheitelsegmente  zu  suchen 

ist.  Beim  Gebrauche  wird  der 
Paraboloidkondensor  an  Stelle 
des  Abb eschen  Kondensors  derart 
eingesetzt,  daß  seine  obere  plane 
Fläche  mit  der  Tischfläche  des 
Mikroskops  etwa  abschneidet,  so 
daß  zwischen  ihr  und  der  Unter- 
seite des  Objektträgers  (Ot  tin 
Fig.  294)  nur  ein  sehr  dünner 
Zwischenraum  übrig  bleibt,  der 
mit  Zedernholzöl  ausgefüllt  wird. 
Wenn  der  Objektträger  eine  Dicke 
von  1 tnm  bis  1,5  mm  besitzt, 
so  liegt  dann  der  Brennpunkt 
des  Paraboloids  dicht  über  dem- 
selben im  Präparat. 

Die  Wirkungsweise  des  Para- 
boloids ist  leicht  zu  verstehen, 
wenn  man  beachtet,  daß  nach 
einer  bekannten  Eigenschaft  der 
Parabel  die  von  unten  her  senkrecht  auf  die  untere  plane  Fläche 
des  paraboloidischen  Glaskörpers  einfallenden,  d.  h.  also,  parallel 
der  Axe  verlaufenden  Strahlen  an  der  Innenseite  der  Paraboloid- 
fläche  so  reflektiert  werden,  daß  sie  sämtlich  durch  den  Brenn- 
punkt des  Paraboloids  hindurchgehen.  Durch  eine  an  der  unteren 
planen  Fläche  des  Glaskörpers  angebrachte  Zentralbleude  (B  in 
der  Figur)  wird  die  numerische  Apertur  der  diesen  Brennpunkt 
erreichenden  Strahlen  auf  Werte  von  etwa  1,1  bis  1,4*)  ein- 

*)  Vgl.  11.  Siodentopf,  Paraboloid-Kondensor,  eine  neue  Methode  zur 
Sichtbarmachung  und  zur  Moment-Mikrophotographie  lebender  Bakterien  usw. 
Zeitschr.  f.  wissensch.  Mikroskopie  u.  mikroskopische  Technik,  Bd.  XXIV,  1907, 
S.  100-108. 


Fig.  294 
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geschränkt.  Die  den  Brennpunkt  des  Paraboloids  passierenden 
Strahlen  werden  infolgedessen  alle  an  der  letzten  Fläche  des 
Deckglases  (I)  in  der  Figur)  total  reflektiert.  Wie  man  sieht,  ist 
auch  der  Paraboloidkondensor  nur  als  Immersionskondensor  zu 
gebrauchen,  weil  beim  Fehlen  der  Immersionsflüssigkeit  zwischen 
der  oberen  Kondensor-  und  der  unteren  Objektträgerfläche  die  Be- 
leuchtungsstrahlen bei  ihrer  hohen  numerischen  Apertur  gar  nicht 
in  den  Objektträger  eintreten  könnten,  da  sie  schon  an  der  oberen 
planen  Fläche  des  Kondensors  total  reflektiert  würden. 

Im  Vergleich  zu  der  Abblendung  der  Strahlen  mittelst  Zentral- 
blende im  Abbe  sehen  Beleuchtungsapparat  hat  die  Verwendung 
des  Paraboloidkondensors  den  Vorzug,  daß  bei  genügend  sorg- 
fältiger Herstellung  desselben  die  Beleuchtungsstrahlen  sehr  viel 
besser  sphärisch  korrigiert  sind,  und  daß  gar  keine  chromatischen 
Aberrationen  auftreten,  weil  es  sich  nicht  um  Brechung,  sondern 
um  Reflexion  der  Strahlen  innerhalb  des  Kondensors  handelt 
Allerdings  erfüllen  die  wirksamen  Beleuchtungsstrahlen  nicht  die 
Abbesche  Sinusbedingung,  wie  aus  dem  früher  (auf  S.  831  ff.)  er- 
örterten Kriterium  für  dieselbe  zu  ersehen  ist;  denn  zu  diesem  Zwecke 
müßten  ja  entsprechende  Strahlen  sich  auf  einer  Kugelfläche  und 
nicht  wie  hier  auf  einer  Paraboloidfläche  schneiden.  Der  unendlich 
ferne  Punkt  der  Paraboloidaxe  und  der  Brennpunkt  des  Para- 
boloids sind  also  trotz  der  aberrationsfreien  Vereinigung  der 
Strahlen  in  letzterem  keine  aplanatischen  Punkte  im  Abbeschen 
Sinne.  Dies  geht  nach  H.  Siedentopf  auch  schon  daraus  hervor, 
daß  die  von  einem  bestimmten  Punkte  der  sehr  entfernt  zu 
denkenden  Lichtquelle  herrührenden  Strahlen  in  verschiedenen  Zonen 
verschiedene  Länge  von  der  Paraboloidfläche  bis  zu  deren  Brenn- 
punkte, d.  h.  aber  verschiedene  Brennweiten  (vgl.  S. 836)  besitzen; 
sie  langen  daher  im  Brennpunkte  des  Paraboloids  nicht  durchweg 
mit  gleicher  Schwingungsphase  an,  so  daß  sie  sich  teilweise  durch 
Interferenz  schwächen.  Immerhin  bewirkt  der  Paraboloidkondensor 
wegen  des  Fehlens  der  das  Bild  verschleiernden  Reflexe  und  der 
chromatischen  Aberration  einen  dunkleren  Untergrund  und  daher 
größere  Helligkeitskontraste  bei  der  Dunkelfeldbeleuchtung  wie 
der  Linsenkondensor  mit  eingelegter  Zentralblende. 

d)  Kardioldkondensor. 

Eine  nicht  bloß  aberrationsfreie,  sondern  sogar  aplanatische 
Strahlen  Vereinigung  erzielt  man  schließlich  durch  einen  Spiegel- 
kondensor, welcher  eine  zuerst  von  II.  Siedentopf*)  erkannte 
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Eigenschaft  der  als  „Kardioide“  bezeichneten  Rollkurve  benutzt, 
von  der  man  sich  am  einfachsten  auf  folgende  Weise  Rechen- 
schaft geben  kann.**) 

Die  Kardioide  ist  diejenige  spezielle  Kurve,  welche  ein  Punkt 
der  Peripherie  eines  Kreises  beschreibt,  während  dieser  auf  oinem 
feststehenden  Kreise  von  gleichem  Radius  abrollt,  ln  Fig.  295 
sei  C der  Mittelpunkt  des  festen  Kreises  mit  dem  Radius  CA=r, 
welcher  in  der  Figur  durch  Schraffierung  vor  den  anderen  Kreisen 
kenntlich  gemacht  ist.  Beim  Abrollen  des  beweglichen  Kreises 
beschreibt  dessen  Mittelpunkt  eine  Kreisbahn  DE,  deren  Radius 
doppelt  so  groß  wie  der  Radius  beider  Kreise,  also  gleich  2 r ist. 
Ein  Punkt,  welcher  der  Peripherie  des  beweglichen  Kreises  fest 
angehört,  falle  in  der  durch  den  Ort  D seines  Mittelpunktes  ge- 
gegebenen  Stellung  des  beweglichen  Kreises  mit  dem  Berührungs- 
punkte A zusammen.  In  irgendeiner  anderen  Stellung  des  be- 
weglichen Kreises,  z.  B.  der  dem  Urte  E seines  Mittelpunktes  (vgl. 
Fig.  295)  entsprechenden,  besitzt  dann  der  betreffende  Punkt  P 
auf  der  Peripherie  einen  Bogenabstand  von  dem  neuen  Berührungs- 
punkte B,  welcher  infolge  des  Abrollens  gleich  dem  Bogen  AB 
auf  der  Peripherie  des  feststehenden  Kreises  ist.  Die  Radien  EB 
und  EP  des  beweglichen  Kreises  bilden  daher  in  jeder  Stellung 
denselben  Winkel  miteinander  wie  die  Radien  CA  und  CB  des 
festen  Kreises.  Da  B den  Berührungspunkt  der  beiden  Kreise 
darstellt,  so  liegen  außerdem  C,  B und  E in  gerader  Linie,  und 
das  Viereck  ACEP  stellt  infolge  der  Gleichheit  der  Winkel  bei 
C und  E ein  symmetrisches  Trapez  dar,  bei  welchem  auch  die 
Winkel  bei  A und  P gleiche  Größe  u besitzen.  Verbindet  man 
in  diesem  Trapez  den  Mittelpunkt  B der  einen  der  beiden  paral- 
lelen Seiten  mit  den  Endpunkten  A und  P der  anderen  parallelen 
Seite,  so  erkennt  man  leicht  aus  dem  Umstand,  daß  die  Strecken 
CB  und  CA  einerseits  und  EB  und  EP  andererseits  als  Radien 
der  Kreise  gleich  sind,  daß  sowohl  die  Gerade  BA  den  Winkel 
bei  .4,  als  auch  die  Gerade  PB  den  Winkel  bei  P halbiert 
Zieht  man  durch  E eine  Parallele  zum  Radius  G.4.,  so  schneidet 
dieselbe  A P in  einem  Punkte  S,  welcher  auf  der  Peripherie  des 


*)  Vgl.  hierzu  H.  Siedentopf,  Über  einen  Fortschritt  in  der  Ultramikro- 
skopie.  Verhandlungen  der  Deutschen  Physikalischen  Gesellschaft,  XII.  Jahr- 
gang. 1910,  Nr.  I,  S.  6 und  7. 

**)  Vgl.  hierzu  Otto  Fischer,  Über  die  Abbesche  Sinusbedingung.  Archiv 
f.  die  ges.  Physiologie,  Bd.  13t5,  1910,  S.  177  ff. 
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beweglichen  Kreises  liegt;  denn  das  Viereck  ACES  stellt  ein  Pa- 
rallelogramm dar.  so  daß  ES— CA,  also  gleich  dem  Radius  r der 
beiden  Kreise  ist;  außerdem  ist  AS— CE,  also  gleich  dem  dop- 
pelten Radius  2 r.  Die  Fortsetzung  EE'  dieser  Parallelen  über 
E hinaus  bildet  dann  mit  der  Verlängerung  EB‘  des  Radius  EB 
denselben  Winkel  wie  der  Radius  EP,  da  2$.B‘EE‘  gleich  dem 
Trapezwinkel  an  der  Ecke  .4,  und  21B‘EP  gleich  dem  Trapez- 
winkel an  der  Ecke  P ist,  und  beide  die  gleiche  Größe  u besitzen. 

Es  liegt  nun  im  Wesen  des  Abrollens,  daß  der  Übergang  des 


Fig.  295 

beweglichen  Kreises  aus  der  in  Fig.  295  gezeichneten  Stellung 
EBSP  in  eine  unendlich  benachbarte  Stellung  einer  unendlich 
kleinen  Drehung  des  Kreises  um  seinen  Berührungspunkt  B ent- 
spricht (vgl.  S.  140).  Jeder  Punkt  dieses  Kreises  wird  sich  daher  im 
ersten  Moment  in  einer  Richtung  weiter  bewegen,  welche  auf  seiner 
Verbindungslinie  mit  dem  instantanen  Drehpunkte  B senkrecht 
steht  Diese  letztere  Verbindungslinie  stellt  infolgedessen  die  mo- 
mentane Normale  der  Bahnkurve  des  betreffenden  Punktes  dar. 
So  steht  BE  auf  dem  Bahnkreise  des  Mittelpunktes  des  beweg- 
lichen Kreises  an  der  Stelle  E senkrecht,  wie  ohne  weiteres  er- 
sichtlich ist  Es  stellt  aber  auch  BP  die  Normale  zu  der  Bahn- 
kurve des  Punktes  P,  d.  h.  also  zu  der  Kardioide  an  der  Stelle  P 


998  Optik. 

dar;  die  Tangente  an  die  Kardioide  im  Punkte  P würde  demnach 
auf  BP  senkrecht  stehen. 

Denkt  mail  Fig.  295  um  die  Gerade  NDACH0  als  Axe 
herumgedreht,  so  beschreibt  der  Kreis  DE  eine  Kugelfläche,  und 
die  Kardioide  A P eine  Rotations-Kardioidfläche,  welche  insbeson- 
dere in  A eine  nach  einwärts  gehende  Spitze  besitzt  In  jedem 
Durchschnitte  der  beiden  Flächen  mit  einer  durch  die  Axe  XHo 
gehenden  Ebene  hat  man  dann  immer  wieder  die  gleichen  geo- 
metrischen Verhältnisse  wie  in  Fig.  295,  welche  ebenfalls  als  ein 
solcher  Durchschnitt  aufzufassen  ist 

Es  sei  nun  eine  Einrichtung  getroffen,  welche  es  einem  von 
der  Spitze  A der  Kardioidfläche  ausgehenden  Strahle  gestattet, 
ohne  Ablenkung  bis  zu  der  Kardioidfläche  vorzudringen  und  an 
der  letzteren  eine  Reflexion  zu  erfahren;  dann  wird  ein  solcher 
Strahl  nach  den  angegebenen  geometrischen  Eigenschaften  der 
Kardioide  in  seinem  Einfallspunkte  P gerade  in  die  Richtung  PE 
abgelenkt,  da  BP  das  Einfallslot  in  P darstellt;  der  Einfalls- 

u 

winkel  und  Reflexionswinkel  besitzen  dabei  die  Größe  — , falls 

der  Strahl  AP  gegen  die  Rotationsaxe  AH0  um  den  Winkel  u 
geneigt  ist.  Nun  soll  weiterhin  der  reflektierte  Strahl  PE  im 
Punkte  E eine  abermalige  Reflexion  an  der  Außenseite  der  Kugel- 
fläche DE  erfahren  können;  dann  wird  derselbe  schließlich  in 
eine  Richtung  EE‘  gebracht,  welche  der  Rotationsaxe  beider 
Flächen  parallel  läuft;  der  Einfallswinkel  und  Reflexionswinkel 
haben  bei  dieser  Reflexion  die  Größe  m,  da  das  Einfallslot  im 
Punkte  E der  Kugelfläche  die  Verlängerung  des  Radius  CE 
darstellt 

Bringt  man  die  durch  die  doppelte  Reflexion  entstehende 
Strahlenrichtung  EE'  durch  Rückwärtsverlängern  zum  Schnitte 
mit  dem  einfallenden  Strahle  AP,  so  ergibt  sich  nach  den  obigen 
Betrachtungen,  daß  der  Schnittpunkt  8 stets  den  Abstand  2 r von 
A besitzt,  ganz  unabhängig  davon,  in  welcher  Richtung  der  ur- 
sprüngliche Strahl  von  A aus  verläuft  Es  liegen  daher  die  sämt- 
lichen Schnittpunkte  S auf  einer  Kugelfläche  um  A als  Mittel- 
punkt mit  dem  Radius  g — 2 r.  Diese  Kugelfläche  trifft  die  Axe 
in  den  Punkten  H0  und  N.  Da  die  von  A ausgehenden  Strahlen 
nach  der  Reflexion  sämtlich  der  Axe  parallel  laufen,  d.  h.  nach 
dem  unendlich  fernen  Punkte  A'  derselben  gerichtet  sind,  so  folgt 
nach  dem  früher  angeführten  Kriterium  (vgl.  S.  836),  daß  die  durch 
A und  A'  gehenden  konjugierten  Strahlenbüschel  die  Abbesche 


Digitized  by  Google 


Pie  verschied.  Methoden  zur  Verwirklichung  d.  Dunkelfeldheleuchtung.  999 

Sinusbedingung  erfüllen.  Es  ergibt  sich  weiterhin,  daß  H0  den 
reduzierten  Hauptpunkt,  die  durch  H0  gehende  Kugelfläche  um  A 
als  Mittelpunkt  die  reduzierte  Hauptkugelfläche,  A selbst  den 
Brennpunkt  F,  und  der  Radius  q — 2 r die  Brennweite  f des  be- 
treffenden optischen  Systems  darstellt 

Nach  dem  Prinzip  der  Umkehrbarkeit  der  Strahlenwege  lassen 
sich  natürlich  auch  die  der  Axe  parallelen  Strahlen  in  der  um- 
gekehrten Richtung  E‘  E als  einfallende  Strahlen  auffassen;  die- 
selben schneiden  sich  dann  nach  der  doppelten  Reflexion  an  der 
Außenseite  der  Kugelfläche  uin  C und  der  Innenseite  der  Kar- 
dioidfläche  genau  im  Punkte  A,  so  daß  dieser  als  Biidpunkt  des 
unendlich  fernen  Punktes  der  Axe  aufgefaßt  werden  kann,  wobei 
die  abbildenden  Strahlen  wieder  dem  oben  angeführten  Kriterium 
für  die  Ab  besehe  Sinus bedingung  genügen.  Der  letztere  Strahlen- 
gang hat  z.  B.  bei  dem  Kardioidkondensor  der  Firma  Carl  Zeiß 
in  Jena  Verwendung  gefunden. 

Es  ist  an  der  Hand  von  Fig.  295  leicht  ersichtlich,  daß  man 
die  Kugelfläche  mit  dem  Mittelpunkte  C , und  daher  auch  die 
Kardioidfläche,  nicht  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  als  spiegelnde 
Flächen  verwenden  kann,  wenn  die  vom  Punkte  A ausgehenden 
bzw.  die  nach  diesem  Punkte  hinzielenden  Strahlen  auf  ihrem 
Wege  zwischen  A und  der  Kardioidfläche  ohne  Ablenkung  gerad- 
linig verlaufen  sollen.  Um  den  in  Fig.  295  gezeichneten  Strahl  AP 
ungehindert  von  A nach  P gelangen  zu  lassen,  darf  z.  B.  der 
spiegelnde  Teil  der  Kugelfläche  nicht  bis  an  denselben  heranreichen. 
Daher  kann  immer  nur  ein  verhältnismäßig  beschränkter  Teil  des 
von  A ausgehenden  Strahlenbüschels  innerhalb  jeder  durch  die 
Axe  NH0  hindurchgehenden  Ebene  der  doppelten  Reflexion  unter- 
worfen werden,  so  z.  B.  in  Fig.  295  nur  alle  Strahlen,  welche  ent- 
weder nach  der  ersten  Reflexion  an  der  Kardioidfläche  auf  Punkte 
der  Kugelfläche  auf  treffen,  die  zwischen  E und  AP  fallen,  oder 
falls  der  spiegelnde  Teil  der  Kugelfläche  schon  in  E aufhört,  nur 
solche  Strahlen,  welche  zwischen  AP  in  Fig.  295  und  der  Ver- 
bindungslinie von  A und  E liegen.  Natürlich  würde  in  derselben 
Axenebene  noch  auf  der  anderen  Seite  der  Axe  ein  symmetrisch 
zu  demselben  gelegener  Teil  des  Strahleubüschels  und  überhaupt 
eine  aus  dem  begrenzten  Strahlenbüschel  in  der  Ebene  der  Fig.  295 
durch  Rotation  um  die  Axe  entstehende  Strahlenzone  in  Frage 
, kommen. 

Bei  dem  Kardioidkondensor,  bei  welchem  ja  die  Strahlen  in 
umgekehrter  Richtung  verlaufen,  ist  dies  dadurch  erreicht,  daß 
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zwischen  A und  dem  allein  für  die  Reflexion  in  Betracht  kommen- 
den Teil  der  Kardioidfläche*)  das  gleiche  Medium  angebracht  ist, 
während  der  zur  Reflexion  verwendete  Teil  der  Kugelfläehe  die 
Grenze  zwischen  Glas  und  einem  im  Innern  des  Apparates  frei 
gelassenen  Luftraum  darstellt,  so  wie  es  Fig.  29t»  veranschaulicht, 
in  welcher  auch  die  entsprechenden  Strahlenbüschel  in  ihrem  Ver- 
laufe angedeutet  sind.  Daß  der  Kondensor  in  dieser  Form  aus 
zwei  Teilen  zusammengekittet  werden  muß,  weil  der  innere  Luft- 


Fig.  290 


raum  sonst  nicht  herzustellen  ist,  bleibt  für  die  Wirkungsweise 
desselben  belanglos.  Wie  beim  Paraboloidkondensor  (vgl.  Fig.  294 

*)  Iu  Wirklichkeit  handelt  es  sich  bei  dem  Kardioidkondensor  der  Firma 
Zeiß  gar  nicht  um  eine  Kardioidfläche,  sondern  ebenfalls  um  eine,  der  Kar- 
dioidfläche allerdings  in  dem  betreffenden  Teile  sehr  nahe  kommende  Kugel- 
fläche. Dasselbe  gilt  von  einem  schon  früher  von  W.  v.  Ignatowskv  an- 
gegebenen Spiegelkondensor,  bei  welchem  in  ähnlicher  Weise  die  Beleuchtungs- 
Strahlen  durch  zweimalige  Spiegelung  an  Kugelflächen  zur  Vereinigung  gebracht 
werden  (vgl.  Zeitschrift  für  wissenschaftl.  Mikroskopie  und  für  mikroskopische 
Technik.  Bd.  XXV,  1908,  S.  64-67  und  S.  438). 
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auf  S.  994),  so  muß  auch  hier  der  Glaskörper  au  zwei  Stellen 
senkrecht  zur  Rotationsaxe  eben  abgeschliffen  sein;  dabei  muß 
sich  die  obere  plane  Fläche  noch  unterhalb  des  Vereinigungs- 
punktes Ä der  auf  die  untere  plane  Fläche  senkrecht  auffallenden 
Beleuchtungsstrahlen  befinden,  und  zwar  in  einem  Abstand  von 
demselben,  welcher  nur  verschwindend  größer  wie  die  Dicke  des 
Objektträgers  Ot  ist.  Auch  hier  werden,  wie  beim  Paraboloid- 
kondensor  und  dem  Ab  besehen  Immersionskondensor  mit  einge- 
legter Zentralblende,  die  Strahlen  schließlich  an  der  obersten 
Fläche  des  Deckgläschens  total  reflektiert,  so  daß  Dunkelfeld- 
beleuchtung vorhanden  ist 

Außer  für  einen  Kondensor  kann  das  aus  Kardioidfläche  und 
Kugelfläche  zusammengesetzte  katoptrische  System,  wie  hier  bei- 
läufig bemerkt  werden  soll,  jedenfalls  noch  die  mannigfaltigste 
Verwendung  zur  Erzeugung  eines  aplanatischen  Strahlenganges 
finden.  Seine  Verwendbarkeit  wird  durch  den  Umstand  sehr  ge- 
steigert, daß  es  gar  nicht  nötig  ist,  das  an  der  Kardioidfläche 
beginnende  Medium  bis  zum  Punkte  A fortzusetzen.  Denn,  wie 
man  unmittelbar  einsehen  wird,  braucht  man  dasselbe  ja  nur 
nach  A hin  durch  eine  Kugelfläche  um  A als  Mittelpunkt  von 
beliebigem  Radius  zu  begrenzen,  damit  die  Strahlen  beim  Austritt 
keine  Brechung  erfahren.  Bei  geeigneter  Wahl  des  Radius  dieser 
Begrenzungsfläche  kann  sich  dieselbe  direkt  außen  an  die  ver- 
wendete Zone  der  spiegelnden  Kugelfläche  (mit  dem  Mittelpunkte  C 
in  Fig.  295)  anschließen.  Man  erhält  dann  z.  B.  einen  Glaskörper, 
welcher  durch  Rotation  der  schraffierten  Fläche  in  Fig.  297  auf  S.  1002 
hervorgebracht  werden  kann;  natürlich  muß  man  etwa  durch  Ver- 
silbern der  ganzen  Calotte  der  spiegelnden  Kugelfläche  dafür  sorgen, 
daß  nur  in  der  zu  der  Kugelfläche  um  den  Mittelpunkt  A gehörenden 
Zone  Strahlen  von  A in  das  System  eintreten,  bzw.  nach  A ge- 
richtete Strahlen  aus  demselben  austreten  können.  Man  kann 
also  auf  diese  Weise  die  von  einem  in  Luft  befindlichen  leuchten- 
den Punkte  A ausgehenden  Strahlen  einer  bestimmten  Randzone 
genau  parallel  machen  bzw.  parallele  Strahlen,  welche  einer  be- 
stimmten ringförmigen  Zone  angehören,  zu  einer  exakt  aplana- 
tischen Vereinigung  in  einem  Punkte  in  Luft  bringen. 

Wie  groß  die  Öffnung  der  von  A ausgehenden  Zone.  d.  h.  die 
Öffnung  eines  jeden  der  beiden  symmetrisch  zur  Axe  gelegenen 
Strahlenbüschel  innerhalb  einer  Axenebene  höchstens  sein  kann, 
läßt  sich  leicht  berechnen.  Ist  in  Fig.  295  auf  S.  997  .1  P der  äußerste 
Strahl  des  Büschels,  so  würde  der  gegen  die  Axe  am  wenigsten  ge- 
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neigte  Strahl  höchstens  in  die  Richtung  AE  fallen  können.  Der 
maximale  Offnungswinkel  « des  Strahleubüschels  stellt  sich  also  in 
Fig.  295  als  der  Winkel  dar,  welchen  die  Diagonale  AE  des 
Parallelogramms  ACES  mit  der  Seite  AS  bildet  Da  der  Winkel 
an  der  Ecke  A den  Axenwinkel  « des  äußersten  Strahles  AP  dar- 
stellt, und  die  Seiten  AC  und  AS  des  Parallelogramms  bzw.  die 
Längen  r und  2r  besitzen,  so  gelangt  man  unter  Anwendung  des 


Fig.  297 

Sinussatzes  und  Cosinussatzes  der  ebenen  Trigonometrie  ohne  Mühe 
zu  der  Formel  für  a 

, 3 sin  n 

sin  a = ; • 

V 5 -j-  4 cos  n 

Aus  dieser  Formel  ist  zunächst  zu  ersehen,  daß  die  maximale 
Öffnung  a des  verwendbaren  Strahlenbüschels  bzw.  der  Strahlen- 
zone von  den  Dimensionen  des  optischen  Systems  unabhängig  ist; 
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ferner  erkennt  man,  daß  sie  mit  dem  Axenwinkel  u des  äußersten 
Randstrahles  immer  mehr  7.unimmt;  denn  bei  Vergrößerung  von  u 
wird  der  Zähler  des  Bruehes  größer  und  der  Nenner  kleiner.  In 
der  folgenden  Tabelle  finden  sich  für  alle  um  je  5°  voneinander 
verschiedenen  Werte  von  u zwischen  0°  und  90"  die  zugehörigen, 
nach  der  obigen  Formel  berechneten  Öffnungswinkel  auf  Winkel- 
rninuten  abgerundet  angegeben: 


u 

« 

M 

a 

u 

a 

o • 

0° 

35°  1 

11°30' 

70® 

21®51' 

5»  : 

1°40‘ 

40“ 

13®  5' 

75® 

23“  9' 

10° 

3°  20' 

45" 

14°38' 

80“ 

24°22' 

15»  1 

4 “ 59 ' 

50° 

10°10' 

85" 

25“31 ' 

20“  ; 

6"  38' 

55® 

17“39' 

90® 

26"34' 

25“ 

8“  16' 

60° 

19®  0' 

HO" 

0°  54 ' 

«5®  | 

20®31 ' 

In  der  Praxis  werden  die  Öffnungswinkel  bei  Verwendung 
eines  derartigen  Kardioidsystems  etwas  kleiner  als  die  angegebenen 
Werte  seia  müssen,  damit  sich  der  der  Axe  am  nächsten  liegende 
Randstrahl  AP  und  der  an  der  Kardioidfläche  reflektierte  Strahl 
des  äußersten  Randstrahles  nicht  stören.  Immerhin  sieht  man  aus 
der  Tabelle  deutlich,  daß  sich  ein  derartiges  katoptrisches  System 
nur  für  Zonen  von  Randstrahlen  gut  eignet,  deren  Neigung  gegen 
die  Axe  nicht  zu  klein  ist. 

Bei  Verwendung  zur  Dunkelfeldbeleuchtung  dürfen  natürlich 
die  Beleuchtungsstrahlen  nicht  wie  in  Fig.  297  in  Luft  austreten, 
damit  ihre  nach  der  zweiten  Reflexion  erhaltene  numerische  Apertur 
nicht  wieder  herabgesetzt  wird.  Dies  ließ  sich  vermeiden,  wenn 
man  dem  in  Fig.  297  dargestellten  Glaskörper  noch  einen  zweiten 
Glaskörper  von  der  Form  eines  Kugelsektors  mit  dem  Mittelpunkte  A 
hinzufügt,  welcher  den  ersteren  in  den  kugelförmigen  Austrittsflächen 
der  nach  A konvergierenden  Beleuchtungsstrahlen  berührt,  wie  es 
aus  Fig.  298  auf  S.  1004  ohne  weitere  Beschreibung  ersichtlich  sein 
wird.  Natürlich  müssen  dann  beide  Teile  des  Kondensors  an  ihren 
Berührungsflächen  mit  einer  Substanz  vom  Brechungsindex  des 
verwendeten  Glases  zusammengekittet,  oder  doch  wenigstens  durch 
eine  Immersionsflüssigkeit,  wie  Zedernholzöl,  verbunden  sein.  Der 
obere  kugelförmige  Teil  wäre  dann  wieder  unterhalb  seines  Mittel- 
punktes A senkrecht  zur  Rotationsaxe  des  Kondensors  in  einem 
Abstand  von  etwas  mehr  wie  der  Dicke  des  Objektträgers  Ot  eben 
abzuschleifeD,  und  der  Zwischenraum  zwischen  dieser  planen  Fläche 
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und  der  l'nterfläche  des  Objektträgers  mit  Immersionsflüssigkeit 
auszufüllen.  Der  Vorteil  einer  derartigen  Ausführung  des  Kardioid- 
kondensors  läge  darin,  daß  man  die  beiden  spiegelnden  Flächen 
an  ein  und  demselben  Glaskörper  (dem  unteren  in  Fig.  298)  ab- 
zuschleifen hätte  und  dadurch  von  vornherein  eine  größere  Ge- 
nauigkeit in  ihrer  gegenseitigen  Orientierung  und  Zentrierung  er- 


Fig.  298 


reichen  könnte,  als  es  bei  der  bisher  üblichen  Verteilung  der 
spiegelnden  Flächen  auf  zwei  Glasstücke  möglich  sein  wird. 

Da  zur  Dunkelfeldbeleuchtung  nach  der  zuletzt  angegebenen 
Methode  Strahlen  von  einer  numerischen  Apertur  unter  1 nicht  in  Frage 
kommen,  so  scheidet  von  vornherein  mehr  als  die  Hälfte  der  in 
der  Tabelle  auf  S.  1003  angegebenen  Fälle  aus.  Nimmt  man  als 
Hrechungsindex  für  das  verwendete  Glas  8/4  an,  so  müssen  die 
äußersten  nach  A zielenden  Randstrahlen  mindestens  unter  einem 
Winkel  von  60°  gegen  die  Axe  geneigt  sein  und  demnach  eine 
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numerische  Apertur  von  3Jz  sin  60°  = 1,30  besitzen;  denn  dann 
folgt  aus  der  früheren  Tabelle  für  die  am  wenigsten  gegen  die  Axe 
geneigten  Strahlen  ein  Neigungswinkel  von  60°  — 19°  01  = 40°  54', 
dem  die  numerische  Apertur  0,98,  also  abgerundet  1;  entspricht. 
Beachtet  man,  daß  die  Öffnung  des  wirksamen  Bündels  von  Be- 
leuchtungsstrahlen so  wie  so  praktisch  etwas  kleiner  wie  19°  0! 
sein  muß,  so  hätte  man  also  in  diesem  Falle  numerische  Aperturen 
zwischen  ljO  und  1,3,  und  es  würden  demnach  alle  Beleuchtungs- 
strahlen am  Deckgläschen  total  reflektiert  werden.  Denkt  man 
dagegen  den  Kardioidkondensor  aus  Flintglas  vom  Brechungsindex 
1,65  hergestellt,  so  brauchen  die  äußersten  Randstrahlen  nur 
unter  dem  Winkel  von  55°  gegen  die  Axe  geneigt  zu  sein;  sie 
besitzen  dann  die  numerische  Apertur  1,35,  während  die  am 
wenigsten  gegen  die  Axe  geneigten  Strahlen  nur  den  Neigungs- 
winkel 55° — I7°39'  = 37°2r  und  die  numerische  Apertur  1,00 
haben. 

Aus  der  folgenden  Tabelle,  in  welcher  die  Neigungswinkel 
und  die  numerischen  Aperturen  der  die  einzelnen  Strahlenbündel 
begrenzenden  äußersten  und  innersten  Strahlen  nebeneinander  ge- 
stellt sind,  kann  man  sich  über  die  bei  einem  Kardioidkondensor 
verfügbaren  numerischen  Aperturen  leicht  Rechenschaft  geben. 


Äußerste  Strahlen  und  zugehörige  innerste  Strahlen 


Neigungs- 

Numerische  Apertur 

Neigungs- 

Numerische  Apertur 

winkel 

a — 1.50 

n = 1,65 

winke) 

ar=  1,50 

a=1.65 

60° 

1.16 

1,26 

33®60‘ 

0,84 

0,92 

56° 

1,23 

1,35 

37" 21 ' 

0.91 

TOT 

60° 

1.30 

1,43 

40»  54' 

0.98 

1,08 

65° 

1.36 

1,50 

44" 29' 

1.05 

1,16 

70° 

1,41 

1,65 

48»  a! 

1,12 

1,23 

75° 

1,45 

1.59 

51  »51' 

1.18 

1.30 

80" 

1,48 

1.62 

55*36! 

1.24 

1,36 

85" 

1,40 

1,64 

59»  211! 

1,29 

1,42 

90" 

1,50 

1,65 

63*26! 

1,48 

Will  man  wie  beim  Paraboloidkondensor  als  größte  nume- 
rische Apertur  1^4  haben,  so  müssen  im  Falle  «=  1,5  die  äußersten 
Strahlen  einen  Neigungswinkel  von  etwa  70°,  und  im  Falle  a=  1,65 
einen  solchen  von  annähernd  60°  besitzen.  Den  innersten  Strahlen 
kommt  dann  in  beiden  Fällen  die  numerische  Apertur  U zu,  so 
daß  in  diesen  Fällen  auch  beim  Kardioidkondensor  die  numerischen 
Aperturen  der  wirksamen  Beleuchtungsstrahlen  zwischen  1J.  und 
1,4  liegen. 


Digitized  by  Google 


1006 


Optik. 


Eine  streng  aplanatische  Strahlenvereinigung  bewirkt  nun  viel 
größere  Intensität  der  Beleuchtung  und  daher  viel  größere  Hellig- 
keitskontraste im  Dunkelfeldbild  wie  eine  nur  aberrationsfreie 
Vereinigung;  denn  bei  Aplanatismus  kommen  ja  alle  von  einem 
Punkte  der  Lichtquelle  herrührenden  Strahlen  im  Vereinigungs- 
punkte mit  gleicher  Schwingungsphase  an,  so  daß  sie  sich  durch- 
weg in  ihrer  Lichtwirkung  verstärken.  So  soll  nach  den  Angaben 
von  H.  Sieden  topf*)  der  von  der  Firma  Zeiß  hergestellte  Kar- 
dioidkondensor  in  der  Tat  „nicht  bloß  theoretisch,  sondern  auch 
praktisch  das  Maximum  des  an  Lichtstärke  überhaupt  Erreich- 
baren“ liefern. 

c)  Zentrale  Blende  im  Mikroskop. 

Die  bisher  beschriebenen  Methoden  zur  Erzeugung  von  Dunkel- 
feldbeleuchtung hatten  alle  gemeinsam,  daß  bei  ihnen  die  nume- 
rische Apertur  der  beleuchtenden  Strahlen  größer  war  wie  die  der 
abbildenden  Beugungsstrahlen.  Man  kann  aber  auch  eine  Ein- 
richtung treffen,  bei  welcher  umgekehrt  die  numerische  Apertur 
der  abbildenden  Strahlen  größer  wie  die  der  Beleuchtungsstrahlen 
ist.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man  nur  hinter  dem  Mikroskopobjektiv 
oder  im  Innern  desselben  eine  geeignete  zentrale  Blende  anzu- 
bringen, welche  die  direkten  Beleuchtungsstrahlen,  so  weit  sie  in 
das  Objektiv  eintreten,  abblendet,  während  die  von  der  Randzone 
des  Objektivs  aufgenommenen  Beugungsbündel  das  mikroskopische 
Abbild  des  Objektes  erzeugen.  Es  ist  klar,  daß  diese  Art  der 
Dunkelfeldbeleuchtung  nur  möglich  ist,  wenn  von  vornherein  die 
numerische  Apertur  des  Beleuchtungskegels  kleiner  ist  als  die 
numerische  Apertur  des  Objektivs.  Man  darf  daher  keinen  Kon- 
densor von  zu  großer  numerischer  Apertur  zur  Beleuchtung  ver- 
wenden oder  muß  die  Apertur  desselben  durch  Einlegen  einer  ge- 
eigneten Blonde  mit  zentraler  Öffnung  (also  nicht  einer  sogen. 
Zentralblende)  in  den  Diaphragmenträger  des  Beleuchtungsapparates 
verringern. 

Bringt  man  die  Blende,  welche  die  in  das  Mikroskop  eintre- 
tenden direkten  Beleuchtungsstrahlen  auffangen  soll,  hinter  dem 
Mikroskopobjektiv  an,  so  wird  das  Bild  durch  die  unvermeid- 
lichen Reflexe  an  den  Linsenflächen  des  Objektivsystems  sehr  ver- 
schleiert. Dies  hat  Abbe  dadurch  vermieden,  daß  er  die  Blende 
direkt  an  der  oberen  Fläche  der  Fronthnse  anbrachte.  Zu  diesem 

*)  a.  a.  0.  S.  5. 
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Zwecke  schliff  er  den  oberen  Teil  der  Frontlinse  bis  zu  einer 
durch  die  numerische  Apertur  der  eindringenden  Beleuchtungs- 
strahlen bedingten  Tiefe  senkrecht  zur  Axe  eben  ab  und  überzog 
dann  diese  plane  Fläche  mit  schwarzem  Lack.  Wenn  sich  auch 
hierdurch  die  störenden  Verschleierungen . bis  zu  gewissem  Grade 
vermeiden  ließen,  so  besitzt  doch  diese  Methode  der  Dunkelfeld- 
beleuchtung, wie  H.  Siedentopf*)  nachgewiesen  hat,  zwei  prinzi- 
pielle Nachteile  vor  den  anderen  Methoden.  Zunächst  wird  durch 
die  zentrale  Abblendung  des  Objektivs  die  Helligkeitsverteilung  in 
den  (im  nächsten  Kapitel  noch  zu  besprechenden)  Beugungsscheib- 
chen, die  sich  als  Bilder  sehr  kleiner  Objekte  ergeben,  erheblich 
geändert.  Und  dann  wird  durch  die  Blende  unter  Umständen 
eine  Änderung  des  Auflösungsvermögens  verursacht;  denn  wenn 
z.  B.  die  Struktur  eines  Parallelgitters  so  fein  ist,  daß  neben  dem 
absoluten  Maximum  in  der  hinteren  Brennebene  des  Objektivs  nur 
noch  gerade  auf  jeder  Seite  das  erste  Beugungsspektrum  zur  Wir- 
kung gelangt,  so  muß  sich  nach  der  im  vorhergehenden  Ab- 
schnitt ausführlich  erörterten  Abbeschen  Theorie  der  Bilderzeu- 
gung als  Folge  des  Abblendens  der  direkten  Beugungsstrahlen, 
d.  h.  also  des  absoluten  Maximums,  eine  Verdoppelung  der  Streifen 
des  Gitters  ergeben.  Andererseits  bietet  die  Methode  der  zentralen 
Abblendung  de3  Objektivs  vor  anderen  den  Vorteil,  daß  sie  sich 
ohne  weiteres  auch  bei  Immersionssystemen  verwenden  läßt,  und 
daß  sie  nach  Untersuchungen  von  N.  Gaidukov**)  unter  Um- 
ständen auch  für  dickere  Präparate  von  10  fi  bis  100  n zur  Er- 
zeugung von  Dunkelfeldbeleuchtung  noch  zum  Resultat  führt,  wo 
andere  Methoden  gegebenenfalls  versagen.  Immerhin  erscheint  aber 
ihre  Verwendbarkeit  infolge  der  ihr  anhaftenden  Nachteile  be- 
schränkt. 


3.  l'ltramikroskoplc. 

Nach  den  früheren  Angaben  (auf  S.  987)  liegt  für  die  sub- 
jektive Beobachtung  die  Grenze  der  Auflösbarkeit  der  Mikroskope 
bei  200  <i,u.  Dimensionen  oder  Teilchen,  welche  unterhalb  dieser 

*)  Vgl.  H.  Siedentopf,  Ober  ultramikroskopische  Abbildung.  Zeitschr. 
f.  wissensch.  Mikroskopie  und  f.  mikroskopische  Technik.  Bd.  XXVI,  1909. 
S.  892  ff. 

*•)  Vgl.  N.  Gaidukov,  Über  die  Anwendung  des  Ultramikroskopes  nach 
Siedentopf  und  des  Mikrospektralphotometers  nach  Engel  mann  in  der  Textil- 
und  Farben -Industrie.  Zeitsehr.  f.  angewandte  Chemie,  Bd.  XXI,  1908, 
S 393  -400. 


Digitized  by  Google 


1008 


Optik. 


Grenze  zu  suchen  sind,  nennt  man  „ ultramikroskopisch“. 
Wenn  es  nun  auch  nicht  möglich  ist,  ultramikroskopische  Teil- 
chen unter  dem  Mikroskop  in  ihrer  wahren  Größe  und  Gestalt 
zu  erkennen,  so  läßt  sich  doch  unter  Umständen  ihre  Anwesenheit 
bemerkbar  machen.  Gelingt  dies,  so  nennt  man  die  ultramikro- 
skopischen Teilchen  „submikroskopisch“  zum  Unterschiede  von 
den  „amikroskopischon  Teilchen“  *),  die  überhaupt  nicht  einmal 
sichtbar  gemacht  werden  können.  Die  Grenze  zwischen  den  sub- 
mikroskopischen und  den  amikroskopischen  Dimensionen  scheint 
nach  den  bisherigen  Erfahrungen  etwa  bei  4 ,«,«  zu  liegen,  so  daß 
man  damit  schon  in  die  Nähe  des  Durchmessers  einer  Wasser- 
stoffmolekel  (von  0,1  /i/u)  gekommen  ist  und  andererseits  den 
Durchmesser  der  Molekel  der  löslichen  Stärke  (von  5 ju/i)  schon 
erreicht  hat. 

Wenn  auf  ein  mikroskopisches  Teilchen  Licht  auffällt,  so 
tritt  neben  der  direkten  Fortsetzung  der  Beleuchtungsstrahlen  ein 
Beugungsvorgang  ein.  Es  verhalten  sich  aber  in  dieser  Beziehung 
die  ultramikroskopischen  Teilchen  anders  wie  enge  Gitter.  Wäh- 
rend an  den  letzteren,  wie  oben  ausführlich  auseinandergesetzt 
wurde,  bei  der  Beleuchtung  getrennte  Beugungsbündel  hervorge- 
rufen werden,  gehen  von  einem  ultramikroskopischen  Teilchen 
nach  allen  Richtungen  im  Raume  abgebeugte  Strahlen  aus,  so 
daß  sich  das  Teilchen  wie  ein  selbstleuchtender  Körper  verhält 
Gegenüber  einem  wirklich  selbstleuchtenden  Körperchen  besteht 
aber  einmal  ein  Unterschied  darin,  daß  die  Intensität  des  abge- 
beugten Lichtes  mit  der  Abweichung  der  Richtung  von  der  Rich- 
tung des  Beleuchtungsstrahles  abnimmt,  so  daß  sie  in  einer  zu 
letzterer  senkrechten  Richtung  nur  noch  etwa  halb  so  groß  ist 
wie  in  der  mit  der  Richtung  des  einfallenden  Strahles  überein- 
stimmenden Richtung.  Und  dann  zeigt  sich  auch,  daß  der  Polari- 
sationszustand des  abgebeugten  Lichtes  in  den  verschiedenen  Rich- 
tungen verschieden  ist. 

Sammelt  man  die  von  einem  ultramikroskopischen  Teilchen 
abgebeugten  Lichtstrahlen  durch  eine  Linse,  so  entsteht,  falls  die 
Konzentration  der  Teilchen  nicht  zu  groß  ist,  so  daß  der  Abstand 
zweier  Nachbarteilchen  noch  aufgelöst  werden  kann,  von  jedem 
Teilchen  als  Objektpunkt  durch  einen  Interferenzvorgang  ein  Bild- 

*)  Vgl.  H.  Siedentopf,  t'lier  die  physikalischen  Prinzipien  der  Sieht- 
hnrmaehung  ultramikroskopi.scher  Teilchen.  Herl.  klin.  Wochenschr.,  1904 
Nr.  32,  S.  3,  Anmerkung. 
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punkt  mit  Ringen,  den  man  als  „Beugungsscheibchen“  bezeichnet. 
Ein  solches  Beugungsscheibchen  ist  um  so  kleiner,  je  kleiner  die 
Wellenlänge  des  abgebeugten  Lichtes  und  je  größer  die  numerische 
Apertur  des  Mikroskopobjektivs  ist. 

Die  Intensität  des  an  ultramikroskopischen  Teilchen  abge- 
beugten Lichtes  ist  um  so  geringer,  je  kleiner  die  Teilchen  sind, 
und  zwar  nimmt  sie  mit  dem  Quadrate  des  Volumens  der  Teil- 
chen, also  bei  kugelförmigen  Teilchen  mit  der  sechsten  Potenz 
ihres  Radius  ab*).  Aus  diesem  Grunde  können  die  den  ultra- 
mikroskopischen Teilchen  entsprechenden  Beugungsscheibchen  nur 
bei  größtem  Helligkeitskontrast  gegenüber  der  Umgebung  bemerk- 
bar werden.  Es  erfordert  daher  ihre  Sichtbarmachung  nicht  nur 
unbedingt  Dunkelfeldbeleuchtung,  sondern  auch  dabei  die  An- 
wendung der  spezifisch  hellsten  Lichtquellen,  wie  der  Sonne  oder 
des  elektrischen  Lichtbogens.  Da  die  spezifische  Intensität  der 
Sonne  zurzeit  durch  keine  künstliche  Lichtquelle  erreicht  wird, 
indem  sie  unter  den  günstigsten  Umständen  noch  etwa  10  mal 
so  groß  wie  die  einer  Bogenlampe  ist,  so  erscheint  es  vorläufig 
als  ausgeschlossen,  die  oben  angegebene  Grenze  von  4 /t/t,  welche 
sich  unter  Anwendung  von  Sonnenlicht  unter  den  günstigsten  Be- 
dingungen als  erreichbar  herausgestellt  hat,  noch  zu  überschreiten. 
Dies  wäre  erst  möglich,  wenn  es  gelingen  sollte,  eine  Lichtquelle 
von  noch  größerer  spezifischer  Helligkeit  wie  die  der  Sonne  her- 
zustellen. 

Außer  den  eigentlichen  ultramikroskopischen  Teilchen  gibt  es 
nun  auch  solche,  die  nur  nach  zwei  Richtungen  ultramikroskopisch, 
in  der  dritten  Richtung  dagegen  von  einer  Ausdehnung  sind,  wel- 
che vom  Mikroskop  noch  direkt  wahrgenommen  werden  kann. 
Dies  ist  z.  B.  bei  manchen  Bakterien , bei  feinen  Kristallnadeln 
und  Fasern,  bei  Rissen  und  feinen  Strichen,  sowie  bei  freien 
Kanten  am  Rande  und  im  Innern  von  Strukturen  der  Fall.  Wäh- 
rend die  allseitig  ultramikroskopischen  Teilchen  Beugung-scheib- 
chen  hervorrufen,  bilden  sich  derartige  längliche  Gebilde  von  nur 
ultramikroskopischem  Querschnitte  in  Beugungsstreifen  ab,  deren 
Breite  um  so  geringer  erscheint,  je  größer  die  numerische  Apertur 
und  je  kleiner  die  Wellenlänge  der  Beleuchtungsstrahlen  ist.  Bei 
einseitiger  Beleuchtung  entstehen  diese  Beugungsstreifen  nach 

*)  Vgl.  hierzu  und  zu  dem  Folgenden  H. Siedentopf,  Cher  einen  neuen 
Fortschritt  in  der  Ultramikroskopie.  Verhandl.  d.  Deutsch.  Phys.  Gesellsch., 
XII.  .Jahrg..  Xr.  I. 

Fi  a ober,  Medizin.  Physik.  64 
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Untersuchungen  von  H.  Siedentopf  *)  aber  nur  dann,  wenn  die 
Ebene  durch  die  Axen  des  Mikroskopes  und  des  schiefen  Beleuch- 
tungskegels annähernd  auf  der  Richtung  der  Längsausdehnung  des 
Objektes  bzw.  der  durch  diese  und  die  Mikroskopaxe  gelegten 
Ebene  senkrecht  steht. 

Da  es  bei  der  Sichtbarmachung  ultramikroskopischer  Teilchen 
und  Dimensionen  vor  allen  Dingen  auf  den  größten  Kontrast 
zwischen  der  Helligkeit  der  Beugungsscheibchen  bzw.  Beugungs- 
streifen und  der  Umgebung  ankommt,  so  muß  das  Beleuchtungs- 
system für  die  Dunkelfeldbeleuchtung  die  präziseste  Strahlenver- 
einigung im  Objekte  liefern  und  daher  besonders  gute  Korrektion 
besitzen.  Es  eignen  sich  infolgedessen  nicht  alle  im  vorhergehen- 
den Kapitel  beschriebenen  Methoden  der  Dunkelfeldbeleuchtung  in 
gleichem  Maße  zur  Ultramikroskopie. 

Die  erste  leistungsfähige  Einrichtung  zur  Sichtbarmachung 
ultramikroskopischer  Teilchen  verdankt  man  H.  Siedentopf  und 

R.  Zsigmondy **).  Sie  verwendeten  eine  Dunkelfeldbeleuchtung, 
bei  welcher  die  Axe  des  Beleuchtungskegels  senkrecht  zur  Axe 
des  Mikroskopes  und  damit  zur  Axe  des  der  Beobachtung  dienen- 
den Beugungskegels  gerichtet  ist.  Da  es  sich  zur  Erzielung  einer 
möglichst  kontrastreichen  Dunkelfeldbeleuchtung  nötig  macht,  eine 
sehr  dünne  Schicht  des  Präparates,  die  nicht  merklich  dicker  sein 
darf  wie  die  Sehtiefe  des  Beobachtungsobjektivs,  ausschließlich  zu 
beleuchten,  so  bildeten  sie  einen  horizontal  gestellten  Präzisions- 
spalt durch  ein  geeignetes  Projektionssystem  stark  verkleinert  im 
festen  oder  flüssigen  Präparate  ab.  Die  Wirkung  war  dabei  die- 
selbe, als  ob  mit  dem  Mikrotom  ein  Dünnschnitt  aus  dem  Präpa- 
rate hergestellt  wäre,  der  bei  der  getroffenen  Einrichtung  nur  die 
geringe  Dicke  von  2/ x bis  4/t  besaß.  Abgesehen  davon,  daß  nur 
durch  eine  derartige  Verengerung  des  Beleuchtungskegels  ein  Hel- 
ligkeitskontrast  hervorgerufen  werden  konnte,  wie  er  zur  Sicht- 
barmachung ultramikroskopischer  Teilchen  ausreicht,  leistete  dieses 
neue  Verfahren,  auf  optischem  Wege  einen  Dünnschliff  herzu- 
stellen, mehr  als  man  mit  dem  Mikrotom  jemals  erreichen  kann. 
Denn  die  optischen  Dünnschliffe  sind  nicht  nur  feiner,  sondern 

*)  Die  Sichtbarmachung  von  Kanten  im  mikroskopischen  Bilde.  Zeitschr. 
f.  wissensch.  Mikroskopie  u.  f.  mikroskopische  Technik.  Bd.  XXV,  1908, 

S.  424-431. 

**)  H.  Siedentopf  und  R.  Zsigmondy,  über  Sichtbarmachung  und 
Größenbest immung  ultramikroskopischer  Teilchen,  mit  besonderer  Anwendung 
auf  Goldrubingläser.  Annalen  der  Physik  (4),  Bd.  X,  1903,  S.  1—39. 
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auch  regelmäßiger,  glatter  und  sauberer  wie  die  auf  mechanischem 
Wege  hergestellten,  und  außerdem  lassen  sie  sich  auch  bei  flüssi- 
gen Präparaten  hervorrufen,  welche  genügende  Durchsichtigkeit 
besitzen. 

H.  Siedentopf  und  R Zsigmondy  haben  ihr  „Spaltultra- 
inikroskop“,  wie  sie  diese  Hinrichtung  nannten,  zuerst  zur  Unter- 
suchung von  Goldrubingläsern  verwendet.  Auch  heute  noch  stellt 
das  Spalt  ultramikroskop  das  beste  Hilfsmittel  zur  ultramikroskopi- 
schen Untersuchung  fester  Kolloide,  wie  gefärbter  Gläser  und 
Kristalle  sowie  mancher  Gele  dar. 

Mit  einer  zur  Axe  des  Mikroskopes  senkrechten  Anordnung 
des  Beleuchtungskegels,  wie  sie  dem  Spaltultramikroskop  eigen- 
tümlich ist,  läßt  sich  nun  noch  nicht  das  Maximum  der  Hellig- 
keit erreichen,  weil  nicht  alle  Azimute  für  die  Beleuchtung  aus- 
genutzt werden.  Das  gilt  auch  u.  a.  von  der  auf  S.  990  angege- 
benen Einrichtung  von  A.  Cotton  und  H.  Mouton  zur  Dunkel- 
feldbeleuchtung, welche  auch  vielfach  zur  Sichtbarmachung  ultra- 
mikroskopischer Teilchen  verwendet  wird.  Es  bedeutet  daher 
einen  neuen  Fortschritt  in  der  Ultramikroskopie,  daß  es  sich  hat 
ermöglichen  lassen,  auch  bei  koaxialer  Anordnung  von  Beleuch- 
tungskegel und  dem  die  Abbildung  bewirkenden  Beugungskegel 
ultramikroskopische  Beobachtungen  anzustellen.  Dies  ist  vor  allen 
Dingen  möglich  geworden,  nachdem  man  in  dem  im  vorhergehen- 
den Abschnitte  ausführlich  beschriebenen  Kardioidkondensor  einen 
aplanatischen  Dunkelfeldkondensor  entdeckt  hatte,  der  den  übrigen 
Dunkelfeldkondensoren  mit  koaxialer  Anordnung  von  Beleuchtungs- 
und Beugungskegel  weit  überlegen  ist.  Infolge  der  wenigstens 
nahezu  aplanatischen  Strahlenvereinigung  übertrifft  z.  B.  das  von 
der  Firma  Carl  Zeiß  in  Jena  hergestellte  Kardioidultramikro- 
skop,  dessen  wesentlichster  Bestandteil  eben  der  beschriebene 
Kardioidkondensor  ist,  an  erreichbarer  Helligkeit  das  Spaltultra- 
mikroskop um  mehr  als  das  Zwanzigfache.  Wo  man  nicht,  wie 
bei  den  festen  Kolloiden,  unbedingt  auf  das  letztere  augewiesen 
ist,  wird  man  daher  dem  Kardioidultramikroskop  für  die  ultra- 
mikroskopische Untersuchung  den  Vorzug  zu  geben  haben. 

Um  bei  Verwendung  des  Kardioidkondensors  der  zu  unter- 
suchenden Flüssigkeit  die  notwendige  geringe  Schichtdicke  geben 
zu  können,  hat  H.  Sieden  topf*)  noch  eine  besondere  Kammer 
zur  Aufnahme  der  Flüssigkeit  konstruiert,  welche  aus  Quarz  her- 

*)  a.  a.  0.  S.  13. 
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gestellt  wird.  Da  für  dieselbe  ein  verhältnismäßig  dickes  Deck- 
glas verwendet  werden  muß,  wenn  die  richtige  Schichtdicke  ge- 
währleistet werden  soll,  so  müssen  die  Mikroskopobjektive  für 
dieses  dicke  Deckglas  aus  geschmolzenem  Quarz  besonders  korri- 
giert werden.  Das  Deckglas  der  Quarzkammer  muß  genau  senk- 
recht gegen  die  Axe  des  Mikroskopes  gestellt  sein,  wenn  die  Beu- 
gungsscheibchen der  ultramikroskopischen  Teilchen  kreisrund  er- 
scheinen sollen.  Bei  der  geringsten  Abweichung  von  dieser  Stel- 
lung erscheint  das  Beugungsscheibchen  seitlich  verlängert  und 
nimmt  unter  Umständen  sehr  komplizierte  Form  an.  Diese  Ver- 
längerung breitet  sich  stets  nach  der  Seite  aus,  auf  welcher  das 
Deckglas  zu  hoch  liegt;  man  kann  daher  leicht  erkennen,  wie  die 
Lage  des  Deckglases  zu  verbessern  ist.  Die  richtige  Lage  des 
Deckglases  ist  aber  wesentlich,  wenn  man  möglichst  lichtstarke 
Beugungsscheibchen  erhalten  will. 

Das  Kardioidultramikroskop  hat  schon  die  vielseitigste  Ver- 
wendung gefunden.  Zunächst  eignet  es  sich  besonders  gut  zur 
Beobachtung  der  Brownschen  Molekularbewegung.  Es  ist  H. 
Siedentopf *)  sogar  möglich  geworden,  nicht  nur  eine,  sondern 
eine  ganze  Serie  von  Momentaufnahmen  derselben  herzustellen, 
so  daß  man  sich  hinterher  auf  kinematographischem  Wege  die 
Bewegung  reproduzieren  kann.  Durch  Momentaufnahme  auf  schnell 
bewegter  photographischer  Platte  hat  sich  außerdem  der  stetige 
Ablauf  der  Brownschen  Molekularbewegung  durch  die  Wegkurven 
der  einzelnen  Teilchen  (vgl.  hierzu  S.  45)  veranschaulichen  lassen**). 
Da  man  beim  Kardioidultramikroskop  im  Gegensätze  zum  Spalt- 
ultramikroskop das  Präparat  durch  mikrometrische  Verstellung 
des  Objekttisches  innerhalb  gewisser  Grenzen  verschieben  kann, 
so  lassen  sich  die  einzelnen  in  Brownscher  Molekularbewegung 
befindlichen  Teilchen  unter  Umständen  einige  Zeit  in  dem  ver- 
hältnismäßig großen  Sehfelde  verfolgen  und  dadurch  auf  ihre 
Farbe  untersuchen.  Auf  diese  Weise  hat  H.  Siedentopf  eine 
Theorie  von  G.  Mie,***)  im  großen  und  ganzen  bestätigen  können, 

*)  Vgl.  hierzu  11.  Siedentopf,  über  ultramikroskopische  Abbildung. 
Zeitsehr.  f.  wissenseh.  Mikroskopie  u.  f.  mikroskopische  Technik,  Bd.  XXVI, 
1909,  S.  391— 410. 

**)  Auf  Taf.  IV  der  eben  zitierten  Arbeit  findet  sich  eine  solche  Moment- 
aufnahme der  Brownschen  Molckularbowegung  auf  fallender  Platte  wieder- 
gegeben. 

***)  Vgl.  G.  Mie,  Beiträge  zur  Optik  trüber  Medien,  speziell  kolloidaler 
Metallösungcn.  Ann.  d.  Physik  (4),  Bd.  XXX,  1909,  S.  185—224. 
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nach  welcher  in  kolloidalen  Goldlösungen  die  kleineren  Goldteil- 
chen wesentlich  gelbgrünes,  die  größeren  von  lOO/i/t  Durchmesser 
und  darüber  dagegen  gelbes  bis  orangefarbiges  Licht  abbeugen 
sollen.  Er  hat  aber  auch  deutliche  Ausnahmen  von  dieser  Regel 
gefunden,  so  daß  diese  Miesche  Theorie  noch  einer  Modifikation 
bedarf,  welche  auch  diesen  Befunden  gerecht  wird. 

Das  von  den  ultramikroskopischen  Teilchen  abgebeugte  Licht 
erweist  sich,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  als  teilweise  po- 
larisiert. H.  Siedentopf  findet  den  Grund  für  diese  Erscheinung 
darin,  daß  die  Schwingungen,  welche  ein  ultramikroskopisches  Teil- 
chen unter  dem  Einfluss  eines  linear  polarisierten  Beleuchtungs- 
strahles  macht,  in  ihrer  eigenen  Richtung  nicht  fortgepflanzt  werden 
können,  da  es  sich  ja  sonst  um  longitudinale  Schwingungen  han- 
deln würde.  Zum  Beweise  der  Richtigkeit  seiner  Anschauung  gibt 
er  folgenden  sehr  bemerkenswerten  Versuch  an:  Verwendet  man 
beim  Spaltultramikroskop  linear  polarisiertes  Licht  zur  Beleuch- 
tung, so  entsteht  in  der  Mitte  der  hinteren  Brennebene  des  Mikro- 
skopobjektivs ein  kleiner  dunkler  Fleck,  wenn  die  Polarisations- 
ebene der  Beleuchtungsstrahlen  auf  der  Mikroskopaxe  senkrecht 
steht.  Bei  Drehung  der  Polarisationsebene  rückt  dieser  dunkle 
Fleck  zur  Seite  nach  einer  Stelle,  welche  in  jedem  Falle  der  ver- 
änderten Schwingungsrichtung  genau  entspricht  Hieraus  ist  zu 
schließen,  daß  sich  die  Goldteilchen  wie  isotrope  Kügelchen  ver- 
halten, die  wesentlich  nur  die  von  Mie  sog.  Rayleighsche  Welle 
aussenden. 

Durch  Deformation  dieser  isotropen  Goldteilchen  man  kann 
in  kolloidalen  Goldlösungen  an  denselben  geordneten  Dichroismus 
hervorrufen  mit  Hilfe  eines  Versuchs,  den  H.  Siedentopf  folgender- 
maßen beschreibt*):  „Läßt  man  in  der  Quarzkammer  (des  Kardioid- 
Ultramikroskops)  aus  einem  Tropfen  kolloidaler  Goldlösung  die 
grünlich  strahlenden  Teilchen  durch  irgendeine  Manipulation  aus- 
fallen,  so  daß  sie  am  Deckglas  adsorbiert  liegen,  ohne  ihre  grüne 
Farbe  zu  ändern,  und  drückt  das  Deckglas  mit  einem  vorn  flach 
abgerundeten  Metallstab  gegen  den  Sockel,  so  erscheinen  plötzlich 
alle  Teilchen,  die  vorher  grün  waren,  orangefarbig  bis  braun.  Der 
Farbton  wird  kräftiger  und  mehr  braunrot  bis  braunviolett,  je 
stärker  man  den  Druck  wirken  läßt  Man  darf  natürlich  nicht 
mit  einem  spitzen  Gegenstand  drücken,  da  dann  das  Deckglas  leicht 

*)  Vgl.  über  einen  neuen  Fortschritt  in  der  Ultramikroskopio.  a.  a.  0. 
Seite  27. 
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zerdrückt  wird.  Dieselbe  Erscheinung  tritt  auch  beim  Drücken  von 
buntfarbigen  Silberteilchen  aus  kolloidalen  Lösungen  ein,  wenn 
dabei,  wie  vorher,  die  Druckrichtung  parallel  der  Sehrichtung  steht. 
Auch  die  Ag- Teilchen  werden  hierbei  braun  bis  purpurfarbig“. 
Nimmt  man  an,  daß  die  ursprünglich  kugelförmigen  Teilchen  durch 
den  Druck  zu  Rotationsellipsoiden  mit  der  kleinen  Axe  in  der 
Druckrichtung  werden,  so  lassen  sich  die  beschriebenen  Erschei- 
nungen des  Dichroismus  erklären  und  lassen  sich  auch  mit  dem 
ebenfalls  von  H.  Siedentopf  festgestellten  Dichroismus  von  ge- 
drücktem farbigem  Steinsalz  und  dem  Dichroismus  in  Silber-  und 
Goldgelatinehäuten  in  nahen  Zusammenhang  bringen. 

Das  Kardioid-LTtramikroskop  zeigt  sich  auch  insofern  viel 
leistungsfähiger  als  das  Spaltultramikroskop,  als  es  nicht  nur  unter 
Umständen  die  direkte  Beobachtung  mikrochemischer  Reaktionen 
gestattet,  sondern  auch  infolge  seiner  außerordentlichen  Lichtstärke 
eine  Menge  meist  bisher  noch  unbekannter  Lichtreaktionen  offen- 
bart. H.  Siedentopf  erhielt  nämlich  bei  fast  allen  anorganischen 
und  organischen  Präparaten  im  Brennpunkte  des  Kardioidkondensors 
photochemische  Änderungen;  insbesondere  konnte  er  u.  a.  unter 
Anwendung  starker  Vergrößerung  die  photochemische  Zersetzung 
von  Halogensilber  direkt  verfolgen*).  Die  letztere  setzt  an  dis- 
kreten Punkten  ein,  liefert  zuerst  vereinzelt  rote  und  gelbe,  dann 
viele  grüne  Teilchen  und  schließlich  blauviolette  Silberteilchen. 

Neben  dem  Spaltultramikroskop  und  dem  Kardioid  - Ultra- 
mikroskop, von  denen  das  erstere  wegen  seiner  bahnbrechenden 
Bedeutung  und  das  letztere  wegen  seiner  außerordentlichen  Leistungs- 
fähigkeit besonders  hervorgehoben  sind,  gibt  es  noch  eine  Reihe 
mehr  oder  weniger  leistungsfähiger  Anordnungen  zur  ultramikro- 
skopischen Untersuchung,  auf  welche  hier,  wo  es  sich  im  wesent- 
lichen nur  um  die  Darstellung  der  physikalischen  Prinzipien  und 
Gesichtspunkte  für  die  Sichtbarmachung  ultramikroskopischer  Objekte 
handeln  sollte,  nicht  weiter  eingegangen  werden  kann.  Auch  muß 
aus  dem  gleichen  Grunde  betreffs  der  Bedeutung  der  Dunkelfeld- 
beleuchtung und  insbesondere  der  Ultramikroskopie  für  Biologie 
und  Medizin,  sowie  der  in  dieser  Hinsicht  bis  jetzt  erzielten  Resul- 
tate auf  die  schon  oben  (auf  S.  1007)  angeführte  Schrift  von 
N.  Gaidukov  und  auf  dessen  zusammenfassende  Darstellung  der 
bisherigen  Untersuchungen  in  der  Schrift:  Dunkelfeldbeleuchtung 
und  Ultramikroskopie  in  der  Biologie  und  in  der  Medizin,  Jena 
1910,  verwiesen  werden. 

•)  Vgl.  hierzu  a.  a.  0.  Seite  38  bis  41  unil  Seite  42. 
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VII.  Über  die  Anwendung  der  Polarisationserschei- 
nungen in  der  Medizin. 

Die  Polarisation  des  Lichtes  findet  im  wesentlichen  in  zweierlei 
Hinsicht  Verwendung  in  der  Medizin,  einmal  beim  Polarisations- 
mikroskop und  dann  bei  den  Polarimetern  bzw.  Saccharimetern 
Das  Polarisationsmikroskop  gewährt  gegenüber  dem  gewöhnlichen 
Mikroskop  zuweilen  einen  tieferen  Einblick  in  den  Zustand  und 
den  Aufbau  der  mikroskopischen  Objekte,  insofern  es  gewisse 
Partien  desselben,  solide  Körner,  Fasern  u.  a , welche  sonst  homogen 
erscheinen,  als  doppelt  brechend  erkennen  läßt.  Der  optische 
Effekt  gestattet  dabei  zugleich  einen  Rückschluß  auf  die  Mole- 
kularbeschaffenheit und  den  Typus  der  inneren  Struktur  derartiger 
Teilchen  und  gibt  unter  Umständen  auch  Aufschluß  über  das 
Verhältnis  zwischen  verschiedenen  Lebenserscheinungen  und  der 
Anordnung  der  Moleküle  in  Elementarorganen , über  gewisse 
innerhalb  derselben  vorhandene  Spannungen  u.  a.  m.  Die  Polari- 
meter dagegen  dienen  u.  a.  zur  Bestimmung  des  Traubenzucker- 
gehaltes im  diabetischen  Harn  und  sind  für  manche  Untersuchungen 
auf  dem  Gebiete  der  physiologischen  und  pathologischen  Chemie 
von  großem  Wert,  indem  sie  eine  für  viele  Fragen  unentbehrliche 
physikalische  Charakterisierung  organischer  Substanzen  ermöglichen. 

Zum  Verständnis  und  zur  richtigen  Deutung  der  in  diesen 
Apparaten  auf  tretenden  Erscheinungen  ist  es  unerläßlich,  daß  man 
volle  Klarheit  über  die  Gnindvorgänge  bei  der  Polarisation  des 
Lichtes  besitzt.  Es  sollen  daher  zunächst  diese  kurz  behandelt 
werden,  aber  nur  soweit  sie  für  die  hauptsächlichste  Verwendung 
des  Polarisationsmikroskops  und  der  Polarimeter  von  Bedeutung  sind. 

1.  Allgemeines  Uber  Polarisation  des  Lichtes, 
a)  Linear  polarisiertes  Liebt. 

Ein  Lichtstrahl  verhält  sich  nicht  immer  rings  um  seine  Fort- 
pflanzungsrichtung gleichmäßig.  So  zeigt  z.  B.  ein  an  einem  Glas- 
spiegel reflektierter  Strahl,  ebenso  wie  jeder  der  beiden  Strahlen, 
in  welche  ein  Lichtstrahl  bei  der  bekannten  Doppelbrechung  im 
Kalkspat  zerlegt  wird,  eine  gewisse  Seitlichkeit,  indem  eine  Drehung 
desselben  um  seine  Fortpflanzungsrichtung  eine  Änderung  in  dem 
beobachteten  Lichteffekte  hervorruft  Ist  dies  der  Fall,  so  nennt 
man  den  Lichtstrahl  „polarisiert“.  Die  Polarisationserscheinungen 
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nötigen  zu  der  Auffassung,  daß  die  Lichtschwingungen,  mögen  sie 
nun  als  rein  mechanische  Schwingungen  oder,  wie  man  jetzt  all- 
gemein annimmt,  als  periodische  elektromagnetische  Zustands- 
änderungen im  Äther  angesehen  werden,  in  Ebenen  vor  sich 
gehen,  die  auf  der  Fortpflanzungsrichtung  der  Lichtwellen  senk- 
recht stehen,  so  daß  man  es  also  mit  Transversalwellen  im  Gegen- 
sätze zu  den  hei  der  Fortpflanzung  des  Schalles  in  der  Luft  fort- 
schreitenden Longitudinalwellen  zu  tun  hat. 

Innerhalb  der  transversalen  Schwingungsebenen  können  die 
Schwingungen  der  Ätherteilchen  sehr  verschieden  sein.  Erfolgen 
dieselben  in  allen  möglichen  Richtungen,  wobei  auch  in  bezug  auf 
die  Schwingungsweite  keine  Richtung  vor  der  andern  ausgezeichnet 
ist,  so  hat  man  es  mit  gewöhnlichem,  unpolarisiertem  Licht  zu  tun. 
Sind  dagegen  die  Schwingungen  auf  eine  einzige  zur  Fortpflanzungs- 
richtung senkrechte  Richtung  beschränkt,  so  nennt  man  das  Licht 
geradlinig  oder  „ linear  polarisiert“. 

So  ist  z.  B.  das  an  der  ebenen  Grenze  zwischen  Luft  und 
einem  dichteren  Mittel  (mit  Ausnahme  von  Metallflächen)  reflek- 
tierte Licht  vollkommen  linear  polarisiert,  falls  dasselbe  unter 
einem  Einfallswinkel  aufgefallen  ist,  dessen  trigonometrische  Tangente 
nach  Brewster  gleich  dem  Brechungsindex  des  betreffenden  Mittels 
ist,  so  daß  der  reflektierte  Strahl  und  der  in  das  neue  Mittel 
hineingebrochene  Strahl  aufeinander  senkrecht  stehen.  Man  be- 
zeichnet diesen  Einfallswinkel  als  den  zu  dem  betreffenden  Medium 
gehörenden  „ Polarisationswinkel*;  aus  seiner  Beziehung  zu 
dem  Brechungsindex  folgt,  daß  derselbe  für  verschiedene  Farben 
etwas  verschieden,  und  zwar  für  violett  größer  wie  für  rot,  ist  Für 
w = */s  ergibt  sich  insbesondere  als  I’olarisationswinkel  56°  18' 34“. 
Ferner  sind  bei  der  Doppelbrechung  die  beiden  Lichtstrahlen, 
in  welche  ein  einfallender  Strahl  zerspalten  wird,  linear  polarisiert. 

Zwischen  dem  Zustande  des  natürlichem  Lichtes  und  dem  des 
linear  polarisierten  Lichtes  gibt  es  nun  alle  möglichen  Zwischenstadien, 
bei  denen  zwar  im  allgemeinen  die  Schwingungen  in  verschiedenen 
Richtungen  stattfinden,  aber  doch  so,  daß  dabei  eine  Richtung 
durch  die  größere  Schwingungsamplitude  vor  den  anderen  hervor- 
gehoben ist.  Man  redet  dann  von  „teilweiser  Polarisation“. 
Dieselbe  läßt  sich  durch  Mischung  von  natürlichem  und  polari- 
siertem Licht  erzeugen. 

Bei  der  Polarisation  durch  Reflexion  bezeichnet  man  die 
Reflexionsebene,  d.  h.  also  die  Ebene,  in  welcher  der  einfallende 
Strahl,  das  Einfallslot  und  der  reflektierte  Strahl  liegen,  als 
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„ Polarisationsebene“.  Es  ist  bis  jetzt  noch  nicht  vollkommen 
sicher  gestellt,  ob  die  konstante  Schwingungsrichtung  im  reflek- 
tierten Strahl  in  der  Polarisationsebene  selbst  liegt  oder  auf  der- 
selben senkrecht  steht  Für  beide  Ansichten  haben  verschiedene 
Forscher  Wahrscheinlichkeitsgründe  angegeben.  Aus  Versuchen 
von  0.  Wiener*),  welcher  bei  der  Reflexion  von  polarisiertem 
Lichte,  das  unter  einem  Winkel  von  45“  auf  einen  Spiegel  auffiel, 
durch  Interferenz  des  einfallenden  Lichtes  mit  dem  reflektierten  Lichte 
stehende  Lichtwellen  auf  photographischem  Wege  nachweisen 
konnte,  ist  allerdings  zu  schließen,  daß  die  Schwingungen,  welche 
chemische  Wirkungen  hervorbringen,  senkrecht  zur  Polarisations- 
ebene stattfinden.  Denn  die  stehenden  Wellen  ergaben  sich  nur, 
wenn  die  Polarisationsebene  der  einfallenden  Strahlen  mit  der 
Reflexionsebene  des  Spiegels  zusammenfiel;  dagegen  blieben  sie 
aus,  wenn  beide  Ebenen  aufeinander  senkrecht  standen.  Da  nur 
dann  Schwingungen  miteinander  interferieren  können,  wenn  sie  in 
der  gleichen  Richtung  stattfinden,  so  lassen  sich  die  Ergebnisse 
des  Wienerschen  Versuchs,  wie  man  unmittelbar  bestätigen  wird, 
für  die  chemisch  wirksamen  Strahlen  nur  in  dem  angegebenen 
Sinne  deuten. 

Die  elektromagnetische  Lichttheorie  nimmt  an,  daß  gleich- 
zeitig sowohl  senkrecht  zur  Polarisationsebene  als  auch  inner- 
halb derselben  Schwingungen  stattfinden,  von  denen  die  einen  elek- 
trischer. die  anderen  magnetischer  Natur  sind.  Vom  Standpunkte 
dieser  Theorie  aus  hat  daher  die  Frage,  wie  sich  die  Schwin- 
gungen zur  Polarisationsebene  verhalten,  keinen  Sinn,  und  es 
bleibt  dabei  nur  zu  entscheiden,  ob  die  elektrischen  oder  die  mag- 
netischen Schwingungen  für  die  Lichtwirkung  maßgebend  sind. 
Stellt  man  sich  aber  auf  den  Standpunkt  der  rein  mechanischen 
Ätherschwingungen,  was  für  die  Erklärung  der  bei  den  Unter- 
suchungen mit  Hilfe  des  Polarisationsmikroskops  und  der  Polari- 
meter auftretenden  Polarisationserscheinungen  vollkommen  ausreicht, 
so  legen  es  die  Wienerschen  Resultate  nahe,  sich  ganz  allgemein 
auch  die  Lichtschwingungen  in  linear  polarisierten  Lichtstrahlen 
senkrecht  zur  Polarisationsebene  vorzustellen,  wie  es  seinerzeit 
schon  von  Fresnel  geschehen  ist;  denn  man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  nur  die  Annahme  zu  machen,  daß  die  Lichtschwingungen 
mit  den  chemisch  wirksamen  Schwingungen  zusammenfallen.  Dies 


*)  Vgl.  0.  Wiener,  Stehende  Lichtwellen  und  die  SchwiiiguDgsriehtung 
polarisierten  Lichtes.  Annalen  der  Physik  N.  P.  Bd.  40,  1890,  S.  203. 
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ist  auch  schon  deshalb  zweckmäßig,  weil  man  dadurch  die  meisten 
Erscheinungen  in  Kristallen  viel  einfacher  beschreiben  und  ver- 
anschaulichen kann , wie  bei  der  entgegengesetzten  Annahme. 
Es  soll  daher  den  folgenden  Erörterungen  immer  die  Fresnel  sehe 
Auffassung  zugrunde  gelegt  werden. 

Es  ist  schon  oben  hervorgehoben  worden,  daß  zwei  linear 
polarisierte  Lichtstrahlen,  deren  Polarisationsebenen  aufeinander 
senkrecht  stehen,  niemals  miteinander  interferieren  können.  Nach 
Untersuchungen  von  Fresnel  und  Arago*)  sind  aber  auch  im  all- 
gemeinen zwei  beliebige  linear  polarisierte  Lichtstrahlen  von  gleicher 
Wellenlänge  selbst  dann  nicht  interferenzfähig,  wenn  ihre  Polari- 
sationsebenen zusammenfallen,  so  daß  also  ihre  Schwingungen  in 
derselben  Richtung  stattfinden.  Interferenz  ist  im  letzteren 
Falle  nur  möglich,  wenn  die  beiden  polarisierten  Strahlen 
aus  ein  und  demselben  polarisierten  Lichtstrahle  ent- 
standen sind. 

Schleift  man  an  einem  zum  quadratischen  oder  hexagonalen 
System  gehörenden  Kristall  eine  ebene  Fläche  an,  welche  der 
kristallographischen  Hauptaxe  parallel  läuft  (sofern  sich  eine  der- 
artige Fläche  nicht  schon  am  natürlichen  Krystall  vorfindet),  und 
läßt  nun  einen,  etwa  durch  Reflexion  erzeugten,  linear  polarisierten 
Lichtstrahl  auf  diese  Fläche  senkrecht  auffallen,  so  kann  sich 
derselbe  nur  dann  ungeändert  in  dem  Kristall  fortpflanzen,  wenn 
seine  Polarisationsebene  entweder  der  kristallographischen  Haupt- 
axe parallel  läuft,  oder  auf  ihr  senkrecht  steht.  Ist  keins  von  beiden 
der  Fall  , so  wird  der  senkrecht  auffallende  Strahl  nach  seinem 
Eintritt  in  den  Kristall  in  zwei  linear  polarisierte  Lichtstrahlen 
zerlegt,  deren  durch  die  Verlängerung  des  einfallenden  Strahles 
gehenden  Polarisationsebenen  aufeinander  senkrecht  stehen,  indem 
die  eine  der  kristallographischen  Hauptaxe  parallel  läuft,  die 
andere  dagegen  auf  derselben  senkrecht  steht;  denn  es  können  im 
Innern  des  Kristalls  in  der  angenommenen  Richtung  nur  trans- 
versale Schwingungen  fortgepflanzt  werden,  welche  entweder  senk- 
recht zur  krystallographischen  Hauptaxe  gerichtet  sind  oder  der 
letzteren  parallel  laufen.  Es  ist  üblich,  eine  Ebene,  welche  durch 
das  Einfallslot  eines  Strahles  und  die  kristallographische  Hauptaxe 
bzw.  die  Parallele  zur  letzteren  im  Einfallspunkte  hindurchgeht, 
als  einen  „Hauptsehnitt  des  Kristalls“  zu  bezeichnen.  Dem- 
nach kann  man  sagen,  daß  die  Polarisationsebene  des  einen  der 

*)  Vgl.  Poggendorfs  Annalen  Bd.  XII,  S.  37Ü  ff. 
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beiden  Strahlen  innerhalb  des  Kristalls  mit  dem  Hauptschnitte  zu- 
sammenfällt, während  die  andere  auf  demselben  senkrecht  steht. 
Da  die  beiden  Polarisationsebenen  einen  Winkel  von  90°  mitein- 
ander bilden,  so  nennt  man  die  beiden  Strahlen  auch  Brecht- 
winklig zueinander  polarisiert“. 

Die  Zerlegung  der  in  den  Kristall  eintretenden  Schwingungen 
in  zwei  zueinander  senkrecht  gerichtete  findet  nun  in  entsprechen- 
der Weise  statt  wie  die  Zerlegung  einer  Kraft,  einer  Beschleuni- 
gung, einer  Geschwindigkeit  oder  irgendeiner  anderen  Vektorgröße 
in  zwrei  zueinander  senkrechte  Komponenten.  Umgekehrt  lassen  sich 
demnach  auch  zwrei  Schwingungen  zu  einer  einzigen  resultierenden 
Schwingung  zusammensetzen.  In  Fig.  299  auf  S.  1020  stelle  die 
Ebene  der  Zeichnung  die  Fläche  dar,  in  welcher  der  linear  pola- 
risierte Lichtstrahl  bei  0 senkrecht  in  den  Kristall  eindringt. 
Dieser  Strahl  ist  also  in  O senkrecht  zur  Zeichnung  zu  denken, 
^ß^ß'  sei  seine  Polarisationsebene,  welche  natürlich  ebenfalls  auf 
der  Ebene  der  Zeichnung  senkrecht  zu  denken  ist;  dann  finden  die 
Schwingungen  parallel  der  Ebene  der  Zeichnung,  und  zwar  senkrecht 
zu  'ß  'ß'  statt.  Die  Amplitude  dieser  Schwingungen  sei  0.4  = OB  = a . 
Innerhalb  des  Kristalls  sollen  sich  nun  nur  Schwingungen  von 
den  beiden  zueinander  senkrechten  Richtungen  AXBX  und  A*iL 
fortpflanzen  können,  deren  Polarisationsebenen  ^^ßj  und  ^ß,^ß'a 
auf  der  Ebene  der  Zeichnung  senkrecht  zu  denken  sind,  wobei 
'’Pq'P,  mit  dem  Hauptschnitt  des  Kristalls  zusammenfallen  möge. 
Dann  zerlegt  sich  der  eintretende  linear  polarisierte  Lichtstrahl  in 
die  beiden  zueinander  rechtwinklig  polarisierten  Strahlen,  deren 
Schwingungen  in  den  genannten  Richtungen  bzw.  die  Amplituden 
OAx  — OBx  = rt,  und  04.  = OB*  = a.3  besitzen,  wo  OAx  und  04. 
bzw.  OBx  und  OB . die  Seiten  eines  Rechtecks  mit  der  Diagonale  04 
bzw.  OB  bilden.  Jedem  Ort  C,  D,  E oder  F usw.  des  schwingen- 
den Ätherteilchens  in  der  ursprünglichen  Schwingung  entspricht 
dabei  ein  Ort  Ci,  I)x,  Ex  oder  Fx  bzw.  C. , T)t,  E»  oder  F»  in 
der  Teilschwingung,  welcher  die  Projektion  des  Punktes  C,  I),  E 
oder  F auf  die  betreffende  Schwingungsrichtung  darstellt,  so  daß 
man  also  jede  der  beiden  Teilschwingungen  als  die  Pro- 
jektion der  ursprünglichen  Schwingung  auf  die  Gerade 
A\BX  bzw'.  A..B.  auf  fassen  kann.  Ist  « der  Winkel,  um  wel- 
chen die  Polarisationsebene  des  einfallenden  Lichtstrahles  gegen 
die  Polarisationsebenen  sß2^ß',,  d.  h.  also  gegen  den  Hauptschnitt 
des  Kristalls  geneigt  ist,  so  hat  man  für  die  Amplituden  der  bei- 
den Teilschwingungen  die  Werte 
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al  — a-  sin  a und  (u  = « • cos  «. 

Die  Intensität  eines  linear  polarisierten  Lichtstrahles  wird 
durch  die  kinetische  Energie  bestimmt,  mit  welcher  das  Äther- 
teilchen durch  seine  Ruhelage  hindurchschwingt;  die  letztere  ist 
aber  nach  S.  513  dem  Quadrat  der  Schwingungsamplitude  propor- 
tional. Da  nun  nach  dem  pythagoräischen  Lehrstatze  a\  -f-a?  — «* 
ist,  so  erkennt  man,  daß  die  Summe  der  Lichtintensitäten  der 
beiden  Strahlen,  in  welche  der  einfallende  Strahl  im  Innern 


P 


des  Kristalls  zerlegt  wird,  gleich  der  Lichtintensität  des  einfallen- 
den Strahles  ist  Man  sieht  auch  ohne  weiteres,  daß  der  ein- 
fallende Strahl  insbesondere  in  zwei  Strahlen  von  gleicher  Inten- 
sität, nämlich  der  halben  ursprünglichen  Intensität  zerlegt  wird, 
wenn  die  Polarisationsebene  des  einfallenden  Strahles  um  45” 
nach  der  einen  oder  anderen  Seite  hin  von  dem  Hauptschnitte 
des  Kristalls  abweicht.  Fällt  dagegen  die  Polarisationsebene  des 
einfallenden  Strahles  mit  s^I^ß'1  oder  zusammen,  so  tritt  gar 

keine  Zerlegung  desselben  ein;  denn  es  verschwindet  dann  die 
Amplitude  der  Schwingung,  deren  Polarisationsebene  auf 
senkrecht  steht. 
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Würde  man  gewöhnliches,  unpolarisiertes  Licht  in  0 (vgl. 
Fig  299)  senkrecht  in  den  Kristall  eintreten  lassen,  so  würde  auch 
dieses  in  zwei  senkrecht  zueinander  polarisierte  Lichtstrahlen  mit 
den  Polarisationsebenen  und  zerlegt  werden;  denn 

man  kann  ja  das  gewöhnliche  Licht  als  linear  polarisiertes  Licht 
auffassen,  dessen  Polarisationsebene  von  Moment  zu  Moment  ihre 
Richtung  ändert.  Infolge  der  fortwährenden  Änderung  des  Win- 
kels a,  welchen  dabei  die  Polarisationsebene  s)J'3ß'  mit  dem  Haupt- 
schnitte des  Kristalls  CJL'ißj  in  Fig.  299)  bildet,  durchlaufen  die 
Amplituden  a,  und  a*  der  beiden  Teilschwingungen  alle  möglichen 
Werte,  so  daß  die  Intensiläten  der  beiden  nach  und 

polarisierten  Lichtstrahlen  in  kurzer  Zeit  zwischen  0 und  einem  Maxi- 
mum so  oft  hin  und  herschwanken,  daß  diese  stetigen  Intensitäts- 
änderungen von  unserem  Auge  gar  nicht  bemerkt  werden  könnten, 
sondern  das  letztere  eine  konstante  mittlere  Intensität  wahmehmen 
würde,  wenn  man  die  Vorgänge  im  Innern  des  Kristalls  direkt 
beobachten  könnte.  Es  wird  daraus  ohne  weiteres  verständlich, 
daß  die  beiden  linear  polarisierten  Lichtstrahlen,  in  welche  ein 
gewöhnlicher  Lichtstrahl  beim  Eintritt  in  den  Kristall  zerlegt 
wird,  gleiche  Intensität  zeigen  müssen,  während  nach  den  obigen 
Erörterungen  diese  Intensitäten  bei  der  Zerlegung  eines  linear 
polarisierten  Strahles  im  allgemeinen  verschiedene  Werte  besitzen. 

Man  bezeichnet  denjenigen  der  beiden  linear  polarisierten 
Strahlen  innerhalb  des  Kristalls,  dessen  Polarisationsebene  mit 
dem  Hauptschnitte  des  Kristalls  zusammenfällt,  als  „ordent- 
lichen Strahl“  und  zum  Unterschiede  von  diesem  den  anderen 
Strahl,  dessen  Polarisationsebene  auf  dem  Hauptschnitte  senkrecht 
steht,  als  „außerordentlichen  Strahl“. 

Die  beiden  linear  polarisierten  Lichtstrahlen,  in  welche  ein 
gewöhnlicher  oder  schon  polarisierter  Lichtstrahl  beim  Eintritt  in 
den  Kristall  zerlegt  wird,  pflanzen  sich  nun  im  Innern  desselben 
mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fort.  Dies  hat,  wie  unten 
noch  ausführlicher  auseinandergesetzt  werden  soll,  seinen  Grund 
darin,  daß  die  Schwingungen  der  Ätherteilchen  in  den  verschie- 
denen zur  Fortpflanzungsrichtung  transversalen  Richtungen  infolge 
der  molekularen  Struktur  des  Kristalls  verschiedene  Elastizitäts- 
verhältnisse vorfinden.  In  einer  der  beiden  Schwingungsrichtungen 
A1B1  und  AoB,  ist  die  Elastizität  des  Äthers  ein  Maximum,  in 
der  anderen  ein  Minimum.  Da  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  Atherschwingungen , wie  sich  unten  zeigen  wird,  mit  der 
Elastizität  des  Äthers  wächst,  so  wird  ein  in  der  Fortpflanzungs- 
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richtung  des  Strahles  von  0 entferntes  Ätherteilchen  von  der 
Schwingung,  welche  der  maximalen  Elastizität  entspricht,  früher 
ergriffen  werden  als  von  jeder  anderen  Schwingung.  Es  wird 
daher  zuerst  im  Innern  des  Kristalls  ein  linear  polarisierter  Strahl 
zustande  kommen,  bei  welchem  die  Schwingung  in  der  Richtung 
der  maximalen  Ätherelastizität  stattfindet  Diesem  Strahle  folgt 
dann  ein  zweiter  nach,  dessen  Schwingungsrichtung  mit  der  Rich- 
tung der  kleinsten  Ätherelastizität  zusammenfällt,  die  auf  der 
ersten  senkrecht  steht.  So  wird  es  verständlich,  daß  sieh  inner- 
halb des  Kristalls  nur  Schwingungen  in  diesen  beiden  Richtungen 
fortpflanzen  können,  und  also  der  eintretende  Strahl  sich  in  zwei 
rechtwinklig  zueinander  polarisierte  Lichtstrahlen  zerlegt. 

So  wie  in  einem  Kristall  ein  Lichtstrahl  in  zwei  andere  tat- 
sächlich zerlegt  wird,  welche  zusammen  dem  einfallenden  Strahle 
äquivalent  sind,  erweist  es  sich  für  manche  Betrachtungen  als 
zweckmäßig,  einen  beliebigen  Lichtstrahl  durch  zwei  rechtwinklig 
zueinander  linear  polarisierte  Lichtstrahlen  ersetzt  zu  denken. 

Um  die  au3  der  ungleichen  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
beiden  linear  polarisierten  Strahlen  innerhalb  des  Kristalls  folgen- 
den Erscheinungen  richtig  verstehen  zu  können,  muß  man  sich 
noch  einmal  die  schon  früher  (S.  480  ff.)  auseinandergesetzten 
Vorgänge  bei  einer  fortschreitenden  Transversalwelle  ins  Ge- 
dächtnis zurückrufen;  denn  ein  linear  polarisierter  Lichtstrahl 
stellt  ja  vom  rein  mechanischen  Standpunkte  aus  eine  solche 
im  Äther  fortschreitende  Transversalwelle  dar.  In  Fig.  300  mögen 
die  von  unten  nach  oben  mit  den  römischen  Ziffern  I bis  XIX 
bezeichneten , in  gleichem  gegenseitigen  Abstande  befindlichen 
Punkte  einer  vertikalen  geraden  Linie  eine  Reihe  von  Ätherteil- 
chen vorstellen,  welche  bei  der  Fortpflanzung  eines  linear  polari- 
sierten Lichtstrahles  senkrecht  zu  der  Geraden  I XIX  Schwingungen 
ausführen.  Diese  Schwingungen  sind  bei  allen  beteiligten  Äther- 
teilchen nach  Amplitude  und  Schwingungsdauer  gleich,  sie  werden 
aber  nacheinander  erregt  , indem  jedes  Ätherteilchen  das  darüber 
befindliche  erst  zum  Schwingen  veranlassen  kann,  nachdem  es 
selbst  schon  aus  seiner  Ruhelage  herausgerissen  worden  ist.  Die 
Folge  davon  ist,  daß,  wenn  die  Schwingungen  im  vollen  Gange 
sind,  jedes  in  der  Fortpflanzungsrichtung  weiter  abliegende  Äther- 
teilchen immer  eine,  wenn  auch  sehr  kurze  Zeit  später  durch  seine 
Ruhelage  hindurchgeht  und  so  gewissermaßen  hinter  dem  darunter 
liegenden  Ätherteilchen  nachhinkt. 

Jede  dieser  Schwingungen  findet  nun  in  regelmäßiger  Weise 
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zwischen  zwei  extremen  Stellungen  A und  B statt,  und  zwar  so, 
daß  die  Bewegung  von  der  Ruhelage  fort  immer  verzögert,  nach 
der  Ruhelage  hin  dagegen  beschleunigt  vor  sich  geht.  Denkt  man 
die  ganze  Schwingungsdauer  in  zwölf  gleiche  Teile  zerlegt,  so 
geben  die  auf  der  in  Fig.  300  unten  gesondert 
gezeichneten  horizontalen  Bewegungsbahn  BA  A 

durch  die  Zahlen  1,2  bis  12  bezeichneten 
Stellen  wieder  die  Orte  an,  welche  das  Äther- 
teilchen am  Ende  des  ersten,  zweiten  bis  zwölf- 
ten Zwölftels  der  ganzen  Schwingungsdauer 
passiert,  falls  es  am  Anfänge  des  ersten  Zwölf- 
tels gerade  durch  die  Ruhelage  von  links  nach 
rechts  hindurchgeht  Es  mögen  diese  Momente 
bei  jeder  Schwingung  als  die  erste,  zweite  bis 
zwölfte  Schwingungsphase  voneinander  unter- 
schieden sein.  In  der  Figur  sind  sie  auf  der 
horizontalen  Bahn  jedes  Ätherteilchens  durch 
Punkte  ohne  Hinzufügen  der  Phasennummer 
angedeutet  worden,  da  man  die  letztere  an 
der  Geraden  AB  leicht  ablesen  kann. 

Die  in  der  Figur  mit  I bis  XIX  nume- 
rierten Ätherteilchen  stellen  natürlich  nur  eine 
Auswahl  der  auf  der  Geraden  zwischen  1 und 
XIX  liegenden  Ätherteilchen  dar.  Die  Auswahl 
sei  so  getroffen,  daß  jedes  benachbarte  Äther- 
teilchen gerade  ein  Zwölftel  der  ganzen  Schwin- 
gungsdauer später  von  links  nach  rechts  durch 
seine  Ruhelage  hindurchgeht  als  das  vorher- 
gehende. Dadurch  ist  man  in  den  Stand  ge- 
setzt, die  gleichzeitige  Lage  der  verschiedenen 
Ätherteilchen  in  einem  bestimmten  Moment 
leicht  anzugeben,  wenn  man  beachtet,  daß  nach 
Ablauf  einer  ganzen  Schwingungsdauer  die 
Phasen  sich  wiederholen,  so  daß  also  auf  die 
Phase  12  immer  wieder  die  Phase  1 folgt. 

Befindet  sich,  nachdem  die  Schwingung  in  Gang  gekommen 
ist,  in  einem  bestimmten  Moment  das  Ätherteilchen  I z.  B.  in  der 
Phase  3,  so  ist  das  Teilchen  II  erst  in  Phase  2,  das  Teilchen  III 
in  Phase  1,  das  Teilchen  IV  in  Phase  12,  das  Teilchen  V in 
Phase  11  usw.  Die  sämtlichen  Ätherteilchen  befinden  sich  daher 
in  diesem  Momente  auf  der  in  Fig.  300  unten  am  weitesten  rechts 
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beginnenden  und  am  stärksten  gezeichneten  Wellenlinie.  Nach  Ablauf 
von  einem  Zwölftel  der  Schwingungsdauer  ist  das  Teilchen  I in 
die  Phase  4,  das  Teilchen  II  in  die  Phase  3 usw.  gekommen,  so 
daß  jetzt  die  sämtlichen  Teilchen  wiederum  in  einer  Wellenlinie 
liegen.  Diese  neue  Wellenlinie  hat  genau  die  Form  der  ersten, 
sie  erscheint  aber  in  der  Richtung  der  Fortpflanzung  der  Schwin- 
gungen, also  in  Fig.  300  nach  oben,  um  den  Abstand  zweier 
benachbarter  Ätherteilchen  verschoben.  Nach  Ablauf  eines  weiteren 
Zwölftels  der  ganzen  Schwingungsdauer  liegen  die  Ätherteilchen 
wiederum  auf  einer  Wellenlinie  von  derselben  Form,  welche 
abermals  um  den  Abstand  zweier  benachbarten  Teilchen  gegen 
die  zweite,  und  daher  um  den  doppelten  Abstand  gegen  die  erste 
Wellenlinie  nach  oben  verschoben  ist. 

Durch  Fortsetzung  dieser  Betrachtung  gelangt  man  schließlich 
zu  dem  Resultate,  daß  nach  Ablauf  der  ganzen  Schwingungsdauer 
die  Ätherteilchen  auf  einer  Wellenlinie  gelagert  sind,  welche  um 
den  zwölffachen  Abstand  zweier  benachbarter  Atherteilchen  gegen 
die  erste  Wellenlinie  verschoben  ist.  Beachtet  man  aber,  daß 
bei  einer  solchen  Wellenlinie  die  Form  sich  in  einem  bestimmten 
Abstande,  den  man  als  „Wellenlänge“  bezeichnet,  periodisch 
wiederholt,  und  daß  in  der  Figur  dieser  Abstand  gerade  gleich 
dem  zwölffachen  Abstande  zwreier  benachbarter  Ätherteilchen  ist, 
so  erkennt  man,  daß  nach  Ablauf  einer  ganzen  Schwingungsdauer 
die  Wellenlinie  gerade  mit  der  Fortsetzung  der  ersten  Wellenlinie 
zur  Deckung  gekommen  ist. 

Während  also  jedes  Ätherteilchen  nur  regelmäßige  Trans- 
versalschwingungen um  seine  Ruhelage  ausführt,  ohne  etwa  in 
der  Richtung  der  Fortpflanzung  der  Schwingungen  seinen  Ort  zu 
ändern,  schreitet  die  Wellenlinie,  auf  welcher  in  jedem  Moment 
die  Ätherteilchen  gelagert  sind,  in  dieser  Richtung  gleichmäßig 
fort,  und  zwar  während  der  ganzen  Schwingungsdauer  eines  Äther- 
teilchens gerade  um  eine  Wellenlänge.  Führt  jedes  Ätherteilchen 
während  einer  Sekunde  n ganze  Schwingungen  aus,  so  beträgt 
demnach  der  von  der  Wellenlinie  in  einer  Sekunde  zurückgelegte 
Weg  n Wellenlängen. 

Da  in  einem  Zwölftel  der  ganzen  Schwingungsdauer  die 
Schwingung  eines  Ätherteilchens  sich  nach  den  für  die  Figur  ge- 
machten Annahmen  gerade  bis  zum  Nachbarteilchen  fortgepflanzt 
hat,  so  kann  man  auch  sagen,  daß  während  der  ganzen  Schwin- 
gungsdauer  sich  die  Schwingung  eines  Ätherteilchens  auf  ein  Ather- 
teilchen übertragen  hat,  welches  gerade  um  eine  Wellenlänge,  und 
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während  einer  Sekunde  auf  ein  anderes  Ätherteilchen  überge- 
gangen ist,  welches  um  n Wellenlängen  von  dem  ersten  in  der 
Richtung  der  Fortpflanzung  des  Lichtes  entfernt  ist  Die  Strecke, 
um  welche  eine  Schwingung  sich  in  einer  Sekunde  fortpflanzt,  ist 
das  Maß  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes.  Be- 
zeichnet man  die  letztere  mit  c und  die  Wellenläge  mit  A,  so  hat 
man  demnach  die  bekannte,  schon  früher  auf  S.  483  abgeleitete 
Beziehung 

nl  — c. 

Die  Wellenlänge  läßt  sich  auch  noch  in  einer  anderen  Weise 
auffassen,  die  sich  als  besonders  zweckmäßig  für  das  Verständnis 
verschiedener  Polarisationserscheinungen  erwies.  Wie  man  aus 
Fig.  300  erkennt,  führen  die  einzelnen  Ätherteilchen  in  einem  be- 
stimmten Zeitintervall  im  allgemeinen  sehr  verschiedene  Bewegungen 
aus.  So  bewegen  sich  z.  B.  von  dem  der  ersten  Wellenlinie  ent- 
sprechenden Moment  aus  die  Teilchen  II  bis  VII  nach  rechts,  da- 
gegen die  Teilchen  VIII  bis  XIII  nach  links,  wie  man  aus  den  bis 
zur  zweiten  gezeichneten  Wellenlinie  gezogenen  Pfeilen  in  der 
Figur  ohne  weiteres  erkennt  Dabei  sind  auch  die  Wege,  welche 
von  den  einzelnen  Ätherteilchen  in  dem  betreffenden  Zeitintervall 
von  einem  Zwölftel  der  Schwingungsdauer  zurückgelegt  worden 
sind,  und  dementsprechend  auch  ihre  Geschwindigkeiten  sehr 
verschieden,  weil  eben  die  Teilchen  zu  gleicher  Zeit  ver- 
schiedene Phasen  durchlaufen.  Zu  jedem  Ätherteilchen  findet 
sich  aber  in  einer  bestimmten  Entfernung  (bei  genügender  Fort- 
setzung der  Figur  nach  oben)  ein  Ätherteilchen,  welches  sich  in 
jedem  Moment  in  genau  der  gleichen  Bewegungsphase  befindet. 
Wie  man  aus  der  Figur  unmittelbar  erkennt,  ist  diese  Entfernung 
nichts  anderes  als  die  Wellenlänge.  Man  bestätigt  ferner,  daß 
im  Abstand  von  einer  halben  Wellenlänge  zwei  Ätherteilchen 
gleichzeitig  immer  genau  entgegengesetzte  Phasen  durchlaufen,  so- 
fern man  als  entgegengesetzte  Phasen  solche  auffaßt,  die  bei  der 
einzelnen  Schwingung  zeitlich  um  eine  halbe  Schwingungsdauer 
auseinander  liegen;  denn  diese  unterscheiden  sich  ausschließlich 
in  der  Bewegungsrichtung,  während  die  Geschwindigkeit  dieselbe 
Größe  besitzt  Ganz  allgemein  findet  man,  daß  zwei  um  irgend 
einen  Bruchteil  einer  Wellenlänge  auseinander  liegende 
Ätherteilchen  verschiedene  Phasen  aufweisen,  welche  bei 
einer  einzelnen  Schwingung  in  demselben  Bruchteil  der 
Schwingungsdauer  aufeinanderfolgen  würden. 

Pischer,  Medizin.  Physik.  65 
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b)  Elliptisch  und  zirkular  polarisiertes  Lieht. 

Dio  beiden  rechtwinklig  zueinander  statt  findenden  Schwingungen 
AiBi  und  AtBt  (vgl.  Fig.  299  auf  S.  1020)  mögen  auf  der  anderen 
Seite  des  Kristalls  an  einer  zu  der  Einfallsfläche  parallelen  Fläche 
wieder  in  Luft  austreten.  Da  in  der  Luft  nicht,  wie  im  Kristall, 
nur  Schwingungen  von  zwei  bestimmten  Richtungen,  sondern 
solche  von  jeder  beliebigen  zum  Lichtstrahl  transversalen  Richtung 
ausgeführt  werden  können,  so  werden  die  im  Kristall  infolge  ihrer 
ungleichen  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  getrennt  nebeneinander 
herlaufenden  Schwingungen,  welche  demselben  polarisierten  Licht- 
strahle entstammten,  nach  ihrem  Austritt  in  die  Luft,  wo  sie 
wieder  die  gleiche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  annehmen,  sich 
wieder  zu  einer  einzigen  resultierenden  Schwingung  zusammensetzen. 
Die  Art  dieser  resultierenden  Schwingung  richtet  sich  nun  nach 
der  Schwingungsphase,  in  der  beide  Teilschwingungen  bei  ihrem 
Austritt  in  die  Luft  Zusammentreffen;  diese  hängt  aber  von  dem 
Unterschied  der  beiden  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  und  der 
Dicke  der  innerhalb  des  Kristalls  durchlaufenen  Schicht  ab. 

Durch  den  Eintritt  einer  Wellenbewegung  in  ein  anderes 
Mittel  ändert  sich  nur  die  Wellenlänge  und  zwar  proportional  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  da  die  Schwingungsdauer  bzw.  die 
Anzahl  der  Schwingungen  in  einer  Sekunde  stets  ungeändert  bleibt. 

Würden  nun  z.  B.  die  Verhältnisse  für  die  beiden  Teil- 
schwingungen so  liegen,  daß  die  Dicke  der  durchlaufenen  Kristall- 
schicht für  die  eine  Schwingung  gerade  eine  Wellenlänge  oder 
eine  ganze  Anzahl  von  Wellenlängen  mehr  beträgt  als  für  die 
andere  Schwingung,  deren  Wellenlänge  in  diesem  Falle  die 
größere  wäre,  so  würden  nach  dem  obigen  Satze  beide  Schwin- 
gungen doch  mit  derselben  Phase  aus  dem  Kristall  austreten  und 
in  ihrem  weiteren  Verlauf  immer  die  gleiche  Phase  aufweisen.  Es 
mögen  allgemein  wie  bei  der  in  Fig.  300  auf  S.  1023  unten  ange- 
deuteten Schwingung  die  nach  dem  Passieren  der  Gleichgewichts- 
lage 0 nach  Ablauf  von  je  einem  Zwölftel  der  ganzen  Schwin- 
gungsdauer erreichten  Bewegungsphasen  fortlaufend  mit  den  Num- 
mern 1 bis  12  bezeichnet  werden,  wie  es  in  den  folgenden  Figuren 
sowohl  für  die  Schwingung  als  auch  für  die  zu  dieser  senk- 

rechte Schwingung  AtB*  angedeutet  ist.  Dann  kann  man  also 
sagen,  daß  in  dem  zuletzt  angenommenen  Falle  auch  nach  dem 
Verlassen  des  Kristalls  beide  Teilschwingungen  so  verlaufen,  daß 
in  ihnen  immer  zu  gleicher  Zeit  Phiisen  von  gleicher  Nummer 
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durchlaufen  werden.  Denkt  man  sich  nun  die  Teilschwingungen 
zu  einer  einzigen  resultierenden  Schwingung  zusammengesetzt,  so 
erhält  man  demnach,  wie  aus  Fig.  301  bzw.  Fig.  299  ohne  weiteres 
zu  erkennen  ist,  eine  Schwingung,  welche  nach  Richtung  und  auch 
nach  Amplitude  mit  der  ursprünglich  in  den  Kristall  eintretenden 
Schwingung  AB  übereinstimmt,  falls  nicht  ein  Teil  der  Schwin- 
gungsenergie durch  Absorption  im  Innern  des  Kristalls  und  an 
dessen  Grenzflächen  verloren  gegangen  ist. 

Anders  gestalten  sich  die  Verhältnisse,  wenn  die  Dicke  der 


B 


Fig.  301 

durchlaufenen  Kristallschicht  an  den  Wellenlängen  gemessen  für 
die  eine  Schwingung  eine  halbe  Wellenlänge  oder  eine  ungerade 
Anzahl  halber  Wellenlängen  mehr  enthält  wie  für  die  andere. 
Dann  treten  die  beiden  Schwingungen  nicht  mit  gleicher  Phase 
aus  dem  Kristall  aus.  Es  wird  zwar  auch  hier  noch  in  beiden 
zu  gleicher  Zeit  die  Ruhelage  passiert;  aber  während  in  der 
Schwingung  Aißi  die  Phasen  1,  2,  3 usw.  durchlaufen  werden,  be- 
findet sich  in  der  Schwingung  A/i*  der  Ätherteilchen  gleichzeitig 
in  den  Phasen  7,  8,  9 usw.  (vgl.  Fig.  301). 

Man  drückt  diesen  Zustand  in  der  Weise  aus,  daß  man  sagt, 
die  beiden  Schwingungen  sind  um  eine  halbe  Wellenlänge  oder 


Digitized  by  Google 


1028 


Optik. 


eine  ungerade  Anzahl  halber  Wellenlängen  in  ihrer  Phase  ver- 
schoben. Diese  Ausdrucksweise  ist  nach  dem  obigen  Satze  auf 
S.  1025  leicht  veiständlich;  denn  man  meint  damit,  daß  die 
Schwingungen  in  der  Phase  genau  so  verschieden  sind  wie  bei 
einer  fortschreitenden  Transversalwelle  die  Schwingungen  zweier 
Ätherteilchen,  die  in  der  Fortpflanzungsrichtung  der  Welle  um  eine 
halbe  Wellenlänge  bzw.  um  eine  ungerade  Anzahl  halber  Wellen- 
längen voneinander  entfernt  liegen.  In  diesem  Sinne  kann  man 
auch  sagen,  daß  in  dem  zuerst  in  Betracht  gezogenen  Falle  die 
beiden  rechtwinklig  zueinander  stattfindenden  Schwingungen  beim 
Austritt  aus  dem  Kristall  um  eine  ganze  Wellenlänge  bzw.  eine 
ganze  Anzahl  von  Wellenlängen  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus 
kommt,  um  eine  gerade  Anzahl  halber  Wellenlängen  voneinander 
verschieden  sind. 

Die  Zusammensetzung  der  beiden  Schwingungen  AtB , und 
A%B.,  ergibt  nun  für  den  Fall,  daß  dieselben  sich  um  eine  halbe 
Wellenlänge  in  ihrer  Phase  unterscheiden,  wieder  eine  geradlinige 
Schwingung.  Denn  denkt  man  in  Fig.  301  die  Ausweichung  1 
der  Schwingung  AtBt  mit  der  Ausweichung  7 der  Schwingung 
durch  Vervollständigung  des  durch  0 und  den  Punkt  1 auf 
AtB,  und  7 auf  bestimmten  Rechtecks,  ferner  in  entsprechen- 
der Weise  die  Ausweichung  2 der  ersten  mit  der  Ausweichung  8 
der  zweiten  Schwingung  usf.  zusammengesetzt,  so  bestätigt  man 
ohne  Mühe,  daß  die  resultierende  Schwingung  auf  einer  Geraden 
A'B'  stattfindet,  welche  in  bezug|  auf  .4,/?,  bzw.  AtBt  zu  der 
Schwingung  AB  symmetrisch  liegt. 

Die  Fälle,  in  denen  die  aus  zwei  zueinander  rechtwinkligen 
Schwingungen  resultierende  Schwingung  wieder  geradlinig  ist,  so 
daß  also  aus  den  beiden  rechtwinklig  linear  polarisierten  Licht- 
strahlen wieder  ein  linear  polarisierter  Lichtstrahl  entsteht,  bilden 
nun  nur  die  Ausnahme.  In  der  Regel  ist  die  Bahn  eines  Äther- 
teilchens, das  gleichzeitig  zwei  verschiedenen  geradlinigen  Schwin- 
gungen unterworfen  wird,  nicht  mehr  geradlinig,  sondern  eine 
bestimmte  in  der  Ebene  der  beiden  Schwingungen  liegende  ge- 
schlossene Kurve,  welche  je  nach  dem  Phasenunterechied  der  Schwin- 
gungen verschieden  ausfällt.  Diese  Kurve  wird  in  jedem  Falle  in 
der  gleichen  Zeit  durchlaufen,  in  welcher  jede  der  beiden  Teil- 
schwingungen ausgeführt  wird. 

Wenn  z.  B.  die  beiden  Schwingungen  bei  ihrem  Austritt  aus 
dem  Kristall  in  dem  oben  auseinandergesetzten  Sinne  um  zwei 
Zwölftel  ihrer  Wellenlänge  gegeneinander  verschoben  erscheinen, 
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so  entsprechen  den  Phasen  1,  2,  3 usw.  der  Schwingung  A,BU 
die  Phasen  3,  4,  5 usw.  der  Schwingung  AtBt.  Setzt  man  in 
diesem  Falle  die  einzelnen  Ausweichungen  von  der  Ruhelage  0 
zusammen,  so  erhält  man  die  in  Fig.  302  wiedergegebene  Kurve; 
dieselbe  stellt  eine  Ellipse  dar,  welche  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
durchlaufen  wird.  Zu  derselben  geschlossenen  Bahn  gelangt  man, 
wenn  die  Schwingungen  um  zehn  Zwölftel  ihrer  Wellenlänge 
gegeneinander  verschoben  sind,  so  daß  also  die  Phasen  1,  2,  3 usw. 
der  ersten  Schwingung  mit  den  Phasen  11,  12,  1 usw.  der  zweiten 


A 


Fig.  303 


Schwingung  zusammenzusetzen  sind;  die  Ellipse  wird  aber  dann 
im  entgegengesetzten  Sinne  durchlaufen,  wie  man  ohne  weiteres 
aus  Fig.  302  ableitet 

Zwei  andere  Fälle  veranschaulicht  Fig.  303.  Hier  handelt  es 
sich  entweder  um  eine  Phasenverschiebung  von  fünf  Zwölftel  oder 
eine  solche  von  sieben  Zwölftel  der  Wellenlänge,  so  daß  den 
Phasen  1,  2,  3 usw.  der  ersten  Schwingung  im  einen  Falle  die 
Phasen  6,  7,  8 usw.,  im  anderen  Falle  die  Phasen  8,  9,  10  usw. 
der  zweiten  Schwingung  entsprechen.  Auch  jetzt  stellt  die  resul- 
tierende Bahn  eine  Ellipse  dar,  welche  im  einen  Falle  im  Sinne, 
im  anderen  Falle  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  durchlaufen 
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wird.  Die  Gestalt  dieser  Ellipse  weicht  aber  insofern  von  der 
Gestalt  der  Ellipse  in  Fig.  302  ab,  als  das  Verhältnis  ihrer  Axen 
ein  größeres  ist;  außerdem  besitzen  die  Axen  eine  andere  Lage 
zu  den  beiden  Sehwingungsrichtungen  AtB , und  AtB%. 

Ein  in  bezug  auf  die  Lage  und  Größe  der  Axen  der  Ellipse 
bemerkenswerter  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Phasenverschiebung  ent- 
weder drei  Zwölftel  oder  neun  Zwölftel,  also  entweder  ein  Viertel 
oder  drei  Viertel  der  Wellenlänge  beträgt  Dann  wird  man,  wie 
man  leicht  bestätigt,  zu  der  Ellipse  in  Fig.  304  geführt,  deren 

beide  Axen  in  die  Richtungen  AyBy  und 
AtB%  fallen,  und  deren  Halbaxen  der 
Größe  nach  mit  den  Amplituden  der  bei- 
den linearen  Schwingungen  übereinstiin- 
men.  Auch  hier  wird  im  einen  Falle 
die  Ellipse  in  der  Richtung  des  Uhr- 
zeigers, im  anderen  Falle  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  durchlaufen. 

Bisher  wurden  die  Amplituden  der 
beiden  Schwingungen  AxBy  und  AtBt 
verschieden  groß  vorausgesetzt,  um  zu- 
nächst möglichst  allgemeine  Verhält- 
nisse zu  haben.  Für  die  Anwendungen 
der  Polarisationserscheinungen  zur  Unter- 
suchung mikroskopischer  Objekte  ist  nun 
der  spezielle  Fall  besonders  wichtig,  daß 
die  beiden  rechtwinklig  zueinander  statt- 
findenden Schwingungen  gleiche  Ampli- 
tude besitzen.  Dieser  Fall  tritt  z.  B. 
nach  den  früheren  Auseinandersetzungen 
(vgl.  S.  1020)  ein,  wenn  die  Polarisations- 
ebene des  in  den  Kristall  einfallenden  linear  polarisierten  Strahles 
mit  dem  Hauptschnitt  des  Kristalls  den  Winkel  von  45°  bildet 
Dann  erhält  man  bei  der  Zusammensetzung  der  beiden  aus  dem 
Kristall  wieder  austretenden  linear  polarisierten  Strahlen  als  resul- 
tierende Schwingungsbahn  Ellipsen,  deren  Axen  bei  jedem  Phasen- 
unterschied in  die  Richtung  der  beiden  Winkelhalbierenden  der 
Sehwingungsrichtungen  AJi,  und  A«B»  fallen. 

Dies  läßt  sich  aus  Fig.  305  leicht  erkennen,  in  welcher  alle 
Ellipsen  eingezeichnet  sind,  die  zu  den  Phasenunterschieden 


A 
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2 j.)>3  jg  usw-  his  1-  J2  gehören,  unter  A die  nach  dem  Austritt 

aus  dem  Kristall  für  beide  Schwingungen  wieder  gemeinsame 
Wellenlänge  verstanden.  Zu  diesen  Ellipsen  gehören  auch  ins- 
besondere die  auf  je  einer  der  beiden  Winkelhalbierenden  liegenden 
Strecken,  indem  bei  ihnen  eine  der  beiden  Halbaxen  der  Ellipse 
gleich  Null  geworden  ist;  diese  entsprechen  je  einem  Phasenunter- 


Fig.  306 


schied  von  ß - ^ und  12  d.  h.  also  von  ^ und  A.  Ferner  bestä- 

lu  lu  u 

A A 

tigt  man  aus  der  Figur,  daß  die  beiden  zu  3 — und  9 — ,d.h.also 
A A 

zu  ^ und  3 ^ gehörenden  Ellipsen  gleichgroße  Halbaxen  aufweisen 
und  daher  in  Kreise  übergegangen  sind.  Im  übrigen  hat  man 


es  aber  mit  wahren  Ellipsen  zu  tun,  deren  Axenverhältnis  sich 
im  allgemeinen  mit  dem  Phasenunterschied  geändert  hat;  der  Phasen- 
unterschied ist  in  Fig.  305  an  jeder  Ellipse  angegeben ; er  kann  aber 
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auch  in  jedem  Falle  um  eine  beliebige  Anzahl  ganzer  Wellen- 
längen vermehrt  gedacht  werden.  Man  wird  nur  dann  wieder 
auf  die  gleiche  Ellipse  geführt,  wenn  die  beiden  Phasenunterschiede 
sich  zu  einer  Wellenlänge  A bzw.  einer  Anzahl  ganzer  Wellen- 
längen ergänzen;  aber  es  besteht  dabei  wenigstens  ein  Unterschied 
in  dem  Sinne,  in  welchem  die  betreffende  Ellipse  bei  der  resul- 
tierenden Schwingung  durchlaufen  wird. 

Wie  die  geradlinigen  Schwingungen  sich  im  Äther  dadurch 
forlpflanzen,  daß  jedes  Ätherteilchen  das  in  der  Richtung  der 
Fortpflanzung  benachbarte  Ätherteilchen  zu  der  gleichen  Schwingung 
veranlaßt,  so  findet  auch  eine  derartige  Übertragung  der  elliptischen 
Schwingung  eines  jeden  Ätherteilchens  auf  das  benachbarte  statt. 
Man  bezeichnet  dann  die  Lichtbewegung  als  »elliptisch  polari- 
siert“ bzw.  im  besonderen  Falle  der  Kreisschwingungen  als  „zirku- 
lar polarisiert“.  Wie  der  zirkular  polarisierte  Lichtstrahl,  so 
läßt  sich  nach  den  obigen  Erörterungen  auch  der  linear  polarisierte 
Lichtstrahl  als  spezieller  Fall  des  allgemeinen  elliptisch  polarisierten 
Lichtstrahls  auffassen. 

Von  den  Vorgängen  bei  der  Fortpflanzung  elliptischer  Schwin- 
gungen kann  man  sich  an  der  Hand  von  Fig.  306  leicht  Rechen- 
schaft geben.  In  dieser  Figur  möge  E die  in  horizontaler  Lage 
angenommenen  Fläche  darstellen,  an  welcher  die  beiden  linear 
polarisierten  Strahlen  senkrecht  aus  dem  Kristall  austreten  und 
dann  einen  in  vertikaler  Richtung  in  Luft  fortschreitenden 
elliptisch  polarisierten  Lichtstrahl  L zusammensetzen.  Die  resul- 
tierende Schwingungsbahn  des  ersten  Ätherteilchens  in  der  Luft 
sei  die  mit  I bezeichnet«  Ellipse;  dann  werden  alle  in  vertikaler 
Richtung  über  demselben  befindlichen  Ätherteilchen  genau  kon- 
gruente Ellipsen  durchlaufen,  aber  dabei  immer  ihre  Schwingung 
einen  Moment  später  beginnen  als  das  jeweils  vorhergehende  Teil- 
chen und  daher  hinter  diesem  etwas  in  ihrer  Schwingungsphase 
Zurückbleiben. 

Es  seien  nun,  wie  bei  der  Darstellung  der  Vorgänge  im 
linear  polarisierten  Lichtstrahl  (vgl.  Fig.  300  auf  S.  1023)  auch  hier 
wieder  nur  diejenigen  Ätherteilchen  herausgegriffen,  von  denen 
jedes  folgende  immer  um  je  ein  Zwölftel  der  ganzen  Uralaufszeit 
der  Ellipse  in  seiner  Phase  gegen  das  vorhergehende  zurückbleibt. 
Dieselben  sind  in  Fig.  306  durch  die  fortlaufenden  Nummern  1, 
II,  III  bis  XIX  bezeichnet  wanden. 

Auf  den  Ellipsen  des  ersten  und  des  letzten  Teilchens  finden 
sich  die  von  irgendeinem  Moment  an  in  Zeitabständen  von  je 
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einem  Zwölftel  der  Umlaufszeit  durchlaufenen  Stellen  fortlaufend 
mit  1 bis  12  numeriert,  und  diese  Numerierung  ist  in  allen  ande- 
ren Ellipsen  an  den  genau  entsprechenden  (in  der  Figur  durch 
Punkte  markierten)  Stellen  hinzugefügt  zu  denken.  Befindet  sich 


dann,  nachdem  die  Schwingung  in  Gang  gekommen  ist,  in  einem 
bestimmten  Augenblicke  das  erste  der  herausgegriffenen  Äther- 
teilchen z.  B.  in  der  Phase  3,  so  durchläuft  in  dem  gleichen  Augen- 
blicke das  Teilchen  II  auf  seiner  Ellipse  erst  die  Phase  2,  das 
Teilchen  III  die  Phase  1,  das  Teilchen  IV  die  Phase  12,  das  Teil- 
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chen  V die  Phase  1 1 usw.  Die  sämtlichen  Ätherteilchen  befinden 
sich  daher  in  diesem  Momente  auf  der  in  Fig.  306  unten  am  weit- 
sten rechts  beginnenden  Spirallinie  auf  dem  Mantel  des  elliptischen 
Zylinders,  welcher  durch  die  sämtlichen  Schwingungsellipsen  be- 
stimmt wird.  Diese  räumliche  Spirallinie  entspricht  daher  in  jeder 
Beziehung  der  ebenen  Wellenlinie,  in  welcher  die  Atherteilchen  in 
einem  bestimmten  Moment  beim  linear  polarisierten  Lichtstrahle 
gelagert  sind;  in  der  Tat  geht  die  erstere  in  die  letztere  über, 
wenn  die  kleine  Axe  der  Ellipse  gleich  Null  und  daher  die  Schwin- 
gungsbahn zu  einer  geradlinigen  geworden  ist. 

Nach  Ablauf  von  einem  Zwölftel  der  Urnlaufszeit  ist  das  Teil- 
chen 1 in  die  Phase  4,  das  Teilchen  II  in  die  Phase  3 usw.  ge- 
kommen, so  daß  jetzt  die  sämtlichen  Teilchen  wiederum  in  einer 
der  ersten  kongruenten  Spirallinie  liegen.  Die  neue  Spirallinie  er- 
scheint aber  wieder  in  der  Richtung  der  Fortpflanzung,  also  in 
Fig.  30(4  in  vertikaler  Richtung  nach  oben  um  den  Abstand  zweier 
benachbarter  Ätherteilchen  verschoben.  Das  gleiche  gilt  für  die 
(in  der  Figur  ebenfalls  noch  angegebene)  Spirallinie,  auf  welcher 
die  Ätherteilchen  nach  Ablauf  eines  weiteren  Zwölftels  der  Um- 
laufszeit gelagert  sind. 

Nach  Ablauf  der  ganzen  Umlaufszeit  befinden  sich  sämtliche 
Atherteilchen  auf  einer  Spirallinie,  die  um  den  zwölffachen  Ab- 
stand zweier  benachbarter  Atherteilchen  gegen  die  ursprüngliche 
Spirallinie  verschoben  ist  und  sich  mit  dieser  bzw.  deren  Fort- 
setzung infolge  der  periodisch  wiederkehrenden  Form  derselben 
deckt.  Diesen  Abstand  bezeichnet  man  auch  im  vorliegenden 
Falle  als  die  „Wellenlänge  des  elliptisch  polarisierten  Licht- 
strahles“; dieselbe  entspricht  zugleich  dem  kürzesten  Abstande 
zweier  aufeinanderfolgenden  Atherteilchen,  welche  in  jedem  Mo- 
ment die  gleiche  Schwingungsphase  durchlaufen,  wie  das  z.  B.  in 
Fig.  300  für  die  Teilchen  I und  XIII,  oder  für  die  Teilchen  II  und 
XIV  usw.  der  Fall  ist. 

Es  ist  auch  für  die  Fortpflanzung  eines  elliptisch  polarisierten 
Lichtstrahles  zu  beachten,  daß  nur  die  Schwingungsform , nicht 
aber  die  schwingenden  Ätherteilchen  in  der  Richtung  der  Fort- 
pflanzung sich  fortbewegen. 

Wie  man  zwei  linear  polarisierte  Lichtstrahlen  zu  einem  ein- 
zigen elliptisch  polarisierten  Lichtstrahle  vereinigen  kann,  so  läßt 
sich  umgekehrt  auch,  sobald  es  sich  als  zweckmäßig  erweist,  jeder 
elliptisch  polarisierte  Lichtstrahl  in  zwei  rechtwinklig  zueinander 
linear  polarisierte  Lichtstrahlen  zerspalten.  Es  ist  dabei  nicht 
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nötig,  daß  man  die  elliptische  Schwingung  erst  in  jeder  zur  Fort- 
pflanzungsrichtung senkrechten  Ebene  wieder  in  zwei  lineare 
Schwingungen  in  der  Richtung  der  ursprünglichen  Teilschwingungen 
zerlegt,  sondern  man  kann  die  Zerlegung  in  zwei  lineare  Schwin- 
gungen von  beliebigen,  aber  zueinander  senkrechten  Richtungen 
vornehmen. 

Eine  derartige  Zerlegung  eines  elliptisch  polarisierten  Licht- 
strahles tritt  beispielsweise  von  selbst  ein,  wenn  derselbe  von 
neuem  in  einen  dem  quadratischen  oder  hexagonalen  System  an- 
gehörenden Kristall  senkrecht  zu  einer  natürlichen  oder  künstlich 
abgeschliffenen  Fläche  eindringt,  welche  der  kristallographischen 
Hauptaxe  parallel  läuft  Man  wird  dabei  immer  zu  demselben 
Resultat  geführt,  gleichgültig  ob  man  von  der  elliptischen  Schwin- 
gung oder  von  den  beiden  Teilschwingungen  ausgeht,  welche  die 
elliptische  Schwingung  erst  zusammengesetzt  haben.  Dies  läßt 
sich  leicht  durch  folgende  Betrachtung  bestätigen. 

In  Fig.  307  auf  S.  1036  bedeuten  AxBi  und  ll,  wieder  die 
beiden  ursprünglichen  Schwingungsrichtungon.  Befindet  sich  das  in 
der  Ebene  der  Zeichnung  in  einer  Ellipse  schwingende  Atherteilchen 
z.  B.  in  einem  bestimmten  Moment  an  der  Stelle  67,  so  würde  es 
sich  bei  der  ersten  Teilschwingung  in  demselben  Moment  in 
bei  der  zweiten  in  St  befinden,  wobei  OS\SS°  ein  Rechteck  dar- 
stellt. Wenn  nun  die  überhaupt  möglichen  Schwingungsrichtungen 
in  dem  neuen  Kristall  A‘B‘  und  A“B“  sind,  so  kann  man  zu- 
nächst jede  der  beiden  Teilschwingungen  nach  diesen  Richtungen 
in  zwei  rechtwinklige  Komponenten  zerlegen.  Die  Zerlegung  der 
ersten  Teilschwingung  ergibt  die  Orte  $'  und  .S'",  die  der  zweiten 
Teilschwingung  die  Orte  und  S'i  auf  den  geradlinigen  Bahnen 
A‘B‘  und  A“B“.  Da  die  Schwingungen  von  einem  einzigen  linear 
polarisierten  Lichtstrahle  (mit  der  Schwingungsrichtung  AB  in 
Fig.  299  auf  S.  1020)  herrühren  sollten,  so  können  sie  nach  dem 
oben  (auf  S.  1018)  angeführten  Satze  miteinander  interferieren.  Auf 
der  Bahn  A‘B‘  würde  daher  das  schwingende  Atherteilchen  in 
dem  betreffenden  Momente  einen  Ort  S‘  einnehmen,  dessen  Ab- 
stand von  der  Ruhelage  O gleich  der  algebraischen  Summe  von 
<>S‘  und  06’,'  ist;  in  entsprechender  Weise  würde  sich  auf  der 
Bahn  A“B“  das  Atherteilchen  an  einer  Stelle  S " befinden  müssen, 
dessen  Abstand  von  0 die  algebraische  Summe  von  OS’“  und  O.V" 
darstellt  Man  überzeugt  sich  nun  leicht,  daß  man  zu  den  gleichen 
Orten  S‘  und  S“  geführt  wird,  wenn  man  direkt  die  Stelle  S 
senkrecht  auf  die  Richtungen  A‘B‘  und  A“B"  projiziert,  wie  es 
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einer  direkten  Zerlegung  der  elliptischen  Schwingung  in  zwei  lineare 
Schwingungen  von  diesen  Richtungen  entsprechen  würde.  Denn 
es  ist  die  Strecke  SjS'  gleich  der  Strecke  O.S’,',  weil  sie  die  Pro- 
jektionen zweier  gleicher  und  gleichgerichteter  Strecken  (nämlich 
SLS  und  OSt)  auf  ÄB‘  darstellen;  ferner  ist  die  Strecke  S'iS“ 
gleich  der  Strecke  OS da  beide  die  Projektionen  jener  gleichen 


und  gleichgerichteten  Strecken  auf  A“B"  bilden.  Demnach  hat 
man  also  in  der  Tat 

os'=os;—os;  und  os“ = os;' + os". 

Hieraus  ergibt  sich  das  wichtige  Resultat: 

Jede  aus  einem  linear  polarisierten  Lichtstrahle  her- 
vorgegangene elliptische  Schwingung  kann  stets  in  zw'ei 
senkrecht  zueinander  stattfindende  Schwingungen  von 
beliebiger  Richtung  innerhalb  der  Schwingungsebene  zer- 
legt w'erden,  indem  man  dieselbe  auf  die  beiden  Schwin- 
gungsrichtungen projiziert 

c)  ElutizitStsaxen  and  optische  A\en. 

Der  Grund  für  die  Zerlegung  eines  Lichtstrahles  in  zwei 
rechtwinklig  zueinander  linear  polarisierte  Strahlen  beim  Eintritt 
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in  einen  Kristall  und  für  die  ungleiche  Fortpflanzung  derselben  inner- 
halb des  Kristalles  liegt  nach  Fresnel  darin,  daß  in  einem  solchen 
Kristalle  die  Elastizität  des  Äthers  nach  verschiedenen  Richtungen 
verschieden  ist.  Nur  wenn  es  sich  um  einen  dem  regulären  System 
angehörenden  Kristall  handelt,  ist  die  Elastizität  des  Äthers  nach 
allen  Richtungen  gleich;  dementsprechend  findet  beim  Eintritt 
eines  Lichtstrahles  in  einen  Kristall  von  diesem  System  auch  keine 
Zerspaltung  desselben  in  zwei  polarisierte  Strahlen  statt. 

Bei  Kristallen  des  quadratischen  und  des  hexagonalen  Systems 
existiert  nur  eine  kristallographische  Hauptaxe.  In  der  Richtung 
dieser  ist  nun  die  Elastizität  des  Äthers  anders  als  in  jeder  an- 
deren Richung,  und  zwar  entweder  am  kleinsten  oder  am  größten; 
im  ersten  Falle  nennt  man  den  Kristall  optisch  positiv,  im  zwei- 
ten optisch  negativ.  In  jeder  von  der  kristallographischen  Haupt- 
axe abweichenden  Richtung  ist  demnach  bei  positiven  Kristallen 
die  Elastizität  des  Äthers  größer  als  parallel  der  Hauptaxe  und 
erreicht  ihren  Maximalwert  in  allen  zu  der  kristallographischen 
Hauptaxe  senkrechten  Richtungen,  welche  daher  betreffs  der 
Ätherelastizität  gleichwertig  sind.  Bei  negativen  Kristallen  ist  da- 
gegen die  Elastizität  in  jeder  von  der  kristallographischen  Haupt- 
axe abweichenden  Richtung  kleiner  als  parallel  der  Hauptaxe  und 
erreicht  ihren  Minimalwert  in  allen  zu  der  kristallographischen 
Hauptaxe  senkrechten  Richtungen,  welche  also  auch  hier  hinsicht- 
lich der  Ätherelastizität  gleichwertig  sind.  Dabei  ist  es  bei  beiden 
Arten  von  Kristallen  gleichgültig,  in  welchem  Punkte  im  Innern 
des  Kristalles  man  die  Elastizitätsverhältnisse  nach  verschiedenen 
Richtungen  untersucht;  parallelen  Richtungen  entsprechen  dabei 
stets  gleiche  Werte  der  Elastizität 

Denkt  man  sich  von  irgendeinem  Punkte  0 im  Innern  eines 
derartigen  Kristalles  aus  in  der  Richtung  der  kristallographischen 
Axe  und  in  den  zu  dieser  senkrechten  Richtungen  Strecken  abge- 
tragen, welche  durch  ihre  Länge  die  Größe  der  Elastizität  veran- 
schaulichen sollen,  so  stellt  Fig.  308  auf  S.  1038  die  Verteilung  der 
extremen  Elastizitäten  bei  einem  positiven  Kristalle,  und  Fig.  309 
dieselbe  bei  einem  negativen  Kristalle  dar.  In  beiden  Bildern  gibt 
AXBX  die  Richtung  der  kristallographischen  Hauptaxe  an;  die  zu  dieser 
senkrechten  Elastizitätsstrecken  bilden  daher  die  Radien  je  eines 
Kreises,  dessen  Ebene  auf  der  kristallographischen  Hauptaxe  senk- 
recht zu  denken  ist»  Der  Radius  dieses  Kreises  ist  bei  positiven 
Kristallen  größer,  bei  negativen  Kristallen  dagegen  kleiner  wie  die 
Elastizitätsstrecke  OAx  bzw.  OBx  in  der  Richtung  der  kristallo- 
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graphischen  Hauptaxe.  In  allen  anderen  Richtungen  liegt  die 
Elastizität  zwischen  den  extremen  Werten,  so  daß  die  Endpunkte 
aller  von  0 aus  in  allen  möglichen  Richtungen  des  Raumes  ge- 
zogenen Elastizitätsstrecken  auf  einer  Fläche,  der  sog.  „Elastizi- 
tätsfläche“, liegen,  welche,  was  hier  nur  nebenbei  bemerkt  sein 
mag,  zwar  einem  Rotationsellipsoide  nahe  kommt,  aber  doch  durch- 
aus nicht  mit  einem  solchen  exakt  übereinstimmt,  wie  man  zu- 
weilen angegeben  findet  Dabei  ist  es  gleichgültig,  ob  man  die 
einzelnen  Elastizitätsstrecken  so  bemißt,  daß  ihre  Länge  direkt 
der  Elastizität  des  Äthers  proportional  ist,  oder,  wie  es  sich  im 


Fig.  309 


Interesse  der  weiteren  Verwendung  der  Elastizitätsfläche  empfiehlt 
die  Strecken  so  wählt,  daß  erst  ihr  Quadrat  ein  Maß  für  die 
Elastizität  des  Äthers  in  der  betreffenden  Richtung  abgibt.  Bei 
Kristallen  des  regulären  Systems  würde  dagegen,  wie  man  un- 
mittelbar bestätigt,  die  zu  einem  Punkte  im  Innern  gehörende 
Elastizitätsfläche  die  exakte  Kugelform  besitzen. 

Aus  dem  Umstande,  daß  senkrecht  zur  kristallographischen 
Hauptaxe  überall  die  gleiche  Elastizität  des  Äthers  vorhanden  ist, 
folgt  nun,  daß  ein  Lichtstrahl,  welcher  sich  in  der  Richtung  der 
kristallographischen  Hauptaxe  im  Kristalle  fortpflanzen  will,  keine 
Zerlegung  in  zwei  linear  iwlarisierte  Strahlen  erfährt  Dringt  also 
z.  B.  ein  Lichtstrahl  bzw.  ein  Lichtbündel  senkrecht  in  den  Kri- 
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stall  an  einer  Fläche  ein,  die  auf  der  kristallographischen  Haupt- 
axe  senkrecht  steht,  so  geht  er,  abgesehen  von  einer  infolge  des 
dichteren  Mittels  geringeren  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  unge- 
ändert  in  dem  Kristall  weiter.  War  er  vorher  unpolarisiert,  so 
bleibt  er  auch  im  Kristall  unpolarisiert;  war  er  dagegen  vorher 
linear  polarisiert,  so  wird  er  auch  im  Kristall  als  einziger  linear 
polarisierter  Strahl  ohne  Änderung  der  Stellung  seiner  Polarisations- 
ebene weitergehen.  In  jeder  anderen  nicht  auf  der  kristallogra- 
phischen  Hauptaxe  senkrechten  Schwingungsebene  ist  nun  die 
Elastizität  nach  der  Richtung  verschieden;  die  Schwingungen 
werden  daher  nach  den  Richtungen  der  größten  und  kleinsten 
Elastizität  in  dieser  Schwingungsebene  in  zwei  senkrecht  zuein- 
ander gerichtete  Schwingungen  zerlegt,  und  der  Lichtstrahl  spaltet 
sich  in  zwei  rechtwinklig  zueinander  linear  polarisierte  Strahlen. 

Man  bezeichnet  jede  Gerade  innerhalb  eines  Kristalles,  in  der 
sich  ein  Lichtstrahl  unzerlegt  fortpflanzen  kann,  als  eine  „op- 
tische Axe  des  Kristalles“.  Nach  dem  Gesagten  geht  durch 
jeden  Punkt  eines  Kristalles  vom  quadratischen  oder  hexagonalen 
System  nur  eine  optische  Axe,  welche  in  diesem  Falle  der  kri- 
stallographischen Hauptaxe  parallel  läuft;  deshalb  nennt  man  diese 
Kristalle  .optisch  einaxig“. 

Betrachtet  man  nun  eine  Lichtschwingung,  welche  sich  von 
einem  Punkte  0 des  Kristalles  aus  im  Innern  desselben  in  einer 
Richtung  OL  (vgl.  die  Figg.  308  und  309)  fortpflanzen  will,  die 
auf  der  optischen  Axe  senkrecht  steht,  so  finden  die  Schwingungen 
in  einer  durch  die  optische  Axe  AxBi  gehenden  und  zu  OL  senk- 
rechten Ebene  statt;  innerhalb  dieser  Schwingungsebene  ist  die 
Elastizität  in  der  Richtung  bei  positiven  Kristallen  am 

kleinsten,  bei  negativen  dagegen  am  größten,  während  in  der  zu 
AtBt  und  OL  senkrechten  Schwingungsrichtung  A«  II., , die  in 
der  Ebene  des  Kreises  in  jeder  der  beiden  Figuren  liegt,  umge- 
kehrt die  Elastizität  des  Äthers  den  größten  bzw.  kleinsten  Wert 
besitzt.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  Transversalschwin- 
gung ist  nun  nach  den  Gesetzen  der  elastischen  Schwingungen  pro- 
portional der  Quadratwurzel  aus  der  Elastizität.  Hat  man  daher 
die  Strecken  OA , , OA«  usw.  so  bemessen,  daß  ihr  Quadrat  der 
Elastizität  proportional  ist,  wie  oben  schon  angedeutet  wurde,  so 
sind  sie  selbst  den  Quadratwurzeln  der  Elastizität  in  ihrer  Rich- 
tung proportional.  Daher  können  sie  unter  dieser  Annahme  direkt 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  der  beiden  linear  polarisierten 
Lichtschwingungen  veranschaulichen.  Wie  man  aus  den  beiden 
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Figuren  erkennt,  pflanzt  sich  daher  die  in  der  Richtung  der  op- 
tischen Axe  stattfindende  Schwingung  mit  kleinerer  oder  größerer 
Geschwindigkeit  wie  die  zu  ihr  senkrechte  Schwingung  fort,  je 
nachdem  man  es  mit  einem  positiven  oder  negativen  Kristall  zu 
tun  hat. 

Beachtet  man,  daß  die  Schwingungen  zu  der  Polarisations- 
ebene senkrecht  stattfinden,  und  daß  die  Ebene  durch  den  Licht- 
strahl OL  und  die  Hauptaxe  AXBX  einen  Hauptschnitt  des  Kri- 
stalles darstellt,  so  kann  man  auch  sagen,  daß  der  linear  polari- 
sierte Lichtstrahl,  dessen  Polarisationsebene  mit  dem  Hauptschnitt 
zusammenfällt , bei  positiven  optisch  einaxigen  Kristallen  sich 
schneller  durch  den  Kristall  fortpflanzt  wie  der  linear  polarisierte 
Lichtstrahl,  dessen  Polarisationsebene  auf  dem  Hauptschnitt  senk- 
recht steht.  Bei  negativen  optisch  einaxigen  Kristallen  findet  ge- 
rade das  Umgekehrte  statt,  Beispiele  positiver  optisch  einaxiger 
Kristalle  hat  man  im  Apophyllit,  Eis,  Eisenoxyd,  Quarz,  Zirkon 
usw.  Dagegen  bilden  Apatit,  Beryll,  Corund,  Kalkspat,  Rubin, 
Saphir,  Smaragd,  Turmalin  u.  a.  Beispiele  negativer  optisch  ein- 
axiger Kristalle. 

Die  Kristalle  des  quadratischen  und  hexagonalen  Systems 
zeichnen  sich  dadurch  vor  anderen  aus,  daß  bei  ihnen  die  Elastizität 
des  Äthers  in  allen  Richtungen,  welche  entweder  senkrecht  zu  der 
Richtung  der  kleinsten  Elastizität  {bei  den  positiven  Kristallen)  oder 
senkrecht  zu  der  Richtung  der  größten  Elastizität  (bei  den  negativen 
Kristallen)  stehen,  den  gleichen  Wert  besitzt.  Es  gibt  also  bei 
diesen  entweder  unzählig  viele  (in  einer  Ebene  liegende)  Rich- 
tungen mit  maximaler  oder  mit  minimaler  Elastizität.  Dies  ist 
nun  nicht  mehr  der  Fall  bei  den  Kristallen  der  drei  letzten  Systeme, 
d.  h.  also  des  rhombischen,  monoklinischen  und  triklinischen 
Systems.  Bei  diesen  gibt  es  zwar  auch  eine  Richtung  größter 
und  eine  solche  kleinster  Elastizität,  und  diese  Richtungen  stehen 
auch  hier  wieder  aufeinander  senkrecht.  In  jeder  anderen  und 
insbesondere  in  der  zu  beiden  senkrechten  Richtung  hat  aber  die 
Elastizität  weder  den  maximalen,  noch  den  minimalen  Wert, 
sondern  einen  zwischen  den  beiden  Extremen  liegenden  Wert 

Dies  möge  Fig.  310  veranschaulichen.  In  derselben  stellen  AXBX 
und  A°Bi  die  Richtungen  größter  und  kleinster  Elastizität  dar, 
und  zwar  sollen  dabei  wieder  die  Längen  von  OAx  und  OAt  bzw. 
OBt  und  OB.,  der  Quadratwurzel  aus  der  in  diesen  Richtungen 
vorhandenen  Elastizität  proportional  sein.  Die  auf  der  durch  AXBX 
und  A3Bf  bestimmten  Ebene  senkrecht  stehende  Richtung  A%B%X 
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welche  also  in  der  Figur  von  vorn  nach  hinten  verlaufend  zu 
denken  ist,  weist  dann  eine  mittlere  Elastizität  auf,  so  daß  man 
die  Strecke  0.1  s kleiner  wie  OAu  aber  größer  wie  OA3  aufzufassen 
hat  Die  gleiche  Länge  wie  OAi  besitzt  OBt.  Denkt  man  auch 
in  diesem  Falle  in  allen  anderen  Richtungen  des  Raumes  von  0 
aus  Strecken  abgetragen,  welche  der  Quadratwurzel  aus  der  Elasti- 
zität in  der  betreffenden  Richtung  proportional  sind,  so  erhält 
man  wieder  die  Elastizitätsfläche.  Die  drei  Richtungen  AXBU 
AiBs  und  A3  stellen  die  Hauptaxen  derselben  dar;  man  be- 
zeichnet dieselben  daher  auch  als  die  „Elastizitätsaxen“.  Die 
Elastizitätsfläche  kommt  zwar  einem 
sogen,  dreiaxigen  Ellipsoid  nahe,  fällt 
aber  keineswegs  mit  einem  solchen  ge- 
nau zusammen.  Auch  erhält  man  in 
den  Schnitten  der  Elastizitätsfläche  mit 
einer  der  drei  durch  die  Elastizitätsaxen 
bestimmten  Ebenen  keine  exakten  Ellip- 
sen. Dagegen  gibt  es  zwei  Ebenen,  in 
denen  die  Elastizität  in  allen  von  0 
ausgehenden  Richtungen  denselben  Wert 
besitzt,  so  daß  die  Endpunkte  der  be- 
treffenden Elastizitätsstrecken  oder,  mit 
anderen  Worten,  die  Schnitte  der  Elasti- 
zitätsfläche mit  diesen  Ebenen  Kreise 
darstellen.  Dies  kann  man  sich  auf 
folgende  Weise  verständlich  machen. 

In  der  durch  die  Elastizitätsaxen 
AXBX  und  Ai  Bi  gehenden  Ebene  variiert 
die  Elastizität  stetig  von  dem  maximalen  bis  zum  minimalen 
Wert;  es  gibt  daher  in  dieser  Ebene  zwei  zu  AXBX  oder  auch 
Ai  Bi  symmetrisch  gelegene  Richtungen  AtBi  und  A^Br,  (in 
Fig.  310  punktiert  angedeutet),  für  welche  die  Ebistizität  ge- 
rade denselben  mittleren  Wert  hat  wie  für  die  Richtung  ASB3. 
Denkt  man  sich  daher  sowohl  durch  A3B3  und  A,Bt>  als  auch 
durch  A3Bt  und  A5J?5  je  eine  Ebene  gelegt,  so  ist  die  Elastizität 
in  jeder  dieser  beiden  Ebenen  nicht  nur  in  den  beiden  zueinander 
senkrechten,  sondern  in  allen  Richtungen  gleich.  In  den  beiden 
zu  diesen  Ebenen  senkrechten  Richtungen,  welche,  wie  man  leicht 
bestätigen  wird,  auch  der  durch  die  Elastizitätsaxen  AXBX  und 
Ai  Bi  bestimmten  Ebene  angehören,  würden  sich  daher  zwei  recht- 
winklig zueinander  linear  polarisierte  Lichtstrahlen  mit  gleicher 

Fiicher,  Medizin.  Physik.  66 
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Geschwindigkeit  forlpflanzen  können.  Trotzdem  kann  man  aber 
diese  Strahlenrichtungen  nicht  als  optische  Axen  des  Kristalls  in 
dem  früher  angedeuteten  Sinne  auffassen,  weil,  wie  eine  Unter- 
suchung der  zu  der  Fortpflanzung  der  Lichtbewegung  im  Kristall 
gehörenden  Wellenfläche  ergibt,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  diesen  Strahlenwegen  entsprechenden  ebenen  Wellen  ver- 
schieden ist  Auf  diese  nicht  ganz  einfachen  Verhältnisse  hier 
ausführlicher  einzugehen,  erübrigt  sich,  weil  sie  für  das  Verständnis 
der  Verwendung  der  Polarisationserscheinungen  in  der  Medizin 
von  untergeordnetem  Interesse  sind.  Es  soll  nur  angeführt  werden, 
daß  in  zwei  von  den  obigen  nicht  sehr  verschiedenen  Richtungen, 
welche  ebenfalls  zu  der  Axe  der  größten  bzw.  kleinsten  Elasti- 
zität symmetrisch  liegen,  sich  die  ebenen  Wellen  der  beiden 
rechtwinklig  zueinander  polarisierten  Lichtstrahlen  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  fortpflanzen.  Diese  Richtungen  hat  man  als  die 
optischen  Axen  des  Kristalles  anzusehen.  Da  es  bei  den  Kristallen 
der  drei  letzten  Systeme  für  jeden  Punkt  stets  zwei  optische  Axen 
gibt  (welche  für  alle  Punkte  gleiche  Richtung  aufweäsen),  so  nennt 
man  diese  Kristalle  „optisch  zweiaxig“.  Je  nachdem  der  spitze 
Winkel  der  beiden  optischen  Axen  von  der  Axe  der  kleinsten  oder 
der  Axe  der  größten  Elastizität  halbiert  wird,  nennt  man  sie 
positiv  oder  negativ.  Ist  der  Winkel  zwischen  beiden  optischen 
Axen  sehr  klein,  dann  fallen  dieselben  nahezu  mit  piner  der  beiden 
Axen  extremer  Elastizität  zusammen,  und  man  nähert  sich  damit 
den  Verhältnissen  optisch  einaxiger  Kristalle,  so  daß  die  letzteren 
als  spezielle  Fälle  der  optisch  zweiaxigen  Kristalle  aufgefaßt  werden 
können. 

Unter  den  optisch  zweiaxigen  Kristallen  ist  beispielsweise  der 
bei  den  Untersuchungen  im  Polarisationsmikroskop  vielfach  ver- 
wendete Gips  positiv  mit  einem  Axenwinkel  von  571/* #,  während 
Glimmer  sich  als  negativ  mit  etwa  45°  Axenwinkel  herausstellt. 

Bei  den  Kristallen  des  rhombischen  Systems  fallen  die  drei 
Elastizitätsaxen  mit  den  drei  kristallographischen  Hauptaxen  zu- 
sammen; bei  den  Kristallen  der  beiden  letzten  Systeme  ist  da- 
gegen die  Beziehung  zwischen  den  Elastizitätsaxen  und  den  kri- 
stallographischen Axen  verwickelter  und’  zum  Teil  noch  nicht 
aufgeklärt. 

Schleift  man  an  einem  optisch  zweiaxigen  Kristall  senkrecht 
zu  einer  der  drei  Elastizitätsaxen  eine  Fläche  ab  und  läßt  einen 
Lichtstrahl  senkrecht  zu  dieser  Fläche  in  den  Kristall  eintreten, 
so  wird  derselbe  wie  bei  den  optisch  einaxigen  Kristallen  in  zwei 
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rechtwinklig  zueinander  linear  polarisierte  Lichtstrahlen  zerlegt, 
welche  sich  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  in  der  Richtung 
des  einfallenden  Strahles  im  Kristall  fortpQanzen.  Dies  ist  nach 
den  früheren  Auseinandersetzungen  ohne  weiteres  verständlich. 
Es  gelten  also  die  oben  für  die  optisch  einaxigen  Kristalle  ange- 
führten Resultate  unter  der  gemachten  Voraussetzung  über  die 
Richtung  der  Kristallfläche  und  des  einfallenden  Strahles  auch  in 
diesem  Falle.  Insbesondere  wird  auch  ein  in  den  Kristall  ein- 
tretender linear  polarisierter  Lichtstrahl  an  einer  zur  Einfallsfläche 
parallelen  Austrittsfläche  im  allgemeinen  als  elliptisch  polarisierter 
Lichtstrahl  wieder  austreten;  nur  bei  einer  im  Innern  des  Kristalls 


erlangten  Phasenverschiebung  von  ^ oder  ^ wird 

4 4 


derselbe  zir- 


kular, und  bei  einer  Phasenverschiebung  von  x oder  — wieder 


linear  polarisiert  sein. 

Etwas  anders  gestalten  sich  jedoch  die  Verhältnisse,  wenn 
entweder  ein  Lichtstrahl  schräg  auf  eine  zu  einer  Elastizitätsaxe 
eines  optisch  einaxigen  oder  optisch  zweiaxigen  Kristalls  senk- 
rechten Fläche,  oder  an  irgendeiner  anderen  Fläche  des  Kristalls 
senkrecht  oder  schräg  auffällt  Dann  spaltet  sich  zwar  auch  der 
Strahl  in  der  Regel  in  zwei  rechtwinklig  zueinander  linear  polari- 
sierte Lichtstrahlen,  aber  dieselben  gehen  im  allgemeinen  in  ver- 
schiedener Richtung  durch  den  Kristall  hindurch,  eine  Erscheinung, 
die  sich  bei  allen  nicht  isotropen  Medien  in  mehr  oder  weniger 
ausgesprochenem  Maße  wiederfindet,  weshalb  man  die  letzteren  ganz 
allgemein  als  „doppelbrechend“  bezeichnet  hat.  Nur  bei  den 
optisch  einaxigen  Kristallen  wird  dabei  ein  Strahl  sein,  welcher 
das  gewöhnliche  Brechungsgesetz  befolgt;  es  ist  derjenige,  dessen 
Schwingungen  senkrecht  zur  optischen  Axe  stattfinden,  so  daß 
seine  Polarisationsebene  durch  die  optische  Axe  hindurchgeht.  Von 
diesem  Strahl,  den  man  auch  im  allgemeinen  Falle  als  „ordent- 
lichen Strahl“  bezeichnet  (vgl.  S.  1021),  abgesehen  werden  die 
anderen  Strahlen,  die  man  dann  durchweg  „außerordentliche 
Strahlen“  nennt,  nach  einem  komplizierteren  Gesetz  aus  ihrer  ur- 
sprünglichen Richtung  abgelenkt.  Durch  Konstruktion  der  Wellen- 
fläche lassen  sich  in  jedem  Falle  nach  einer  von  Huygens  an- 
gegebenen Konstruktion  die  Richtungen  der  letzteren  leicht  ableiten, 
wie  man  es  in  allen  größeren  Lehrbüchern  der  Physik  ausführlich 
auseinandergesetzt  findet.  Auf  diese  Ableitung  soll  jedoch  hier 
nicht  weiter  eingegangen  werden,  da  man  für  die  angedeuteten 


Digitized  by  Google 


1044 


Optik. 


Verwendungen  der  Polarisationserscheinungen  in  der  Regel  nicht 
nötig  bat,  auf  die  genaue  Richtung  der  außerordentlichen  Strahlen 
Rücksicht  zu  nehmen. 

d)  Mittel  zur  Erzeugung  linear  polarisierten  Lichtes. 

Der  Richtungsunterschied  des  ordentlichen  und  des  außer- 
ordentlichen Strahles  nimmt  insbesondere  beim  negativen  optisch 
einaxigen  Kalkspat,  wie  er  in  verhältnismäßig  großen  und  durch- 
sichtigen Kristallen  des  hexagonalen  Systems  auf  der  Insel  Island 
vorgefunden  wird,  beträchtliche  Werte  an,  so  daß  man  in  der 
Regel  alle  Gegenstände  durch  denselben  doppelt  sieht.  Man  ver- 
wendet bekanntlich  diesen  sogen,  „isländischen  Doppelspat“  u.  a. 
zur  Erzeugung  linear  polarisierten  Lichtes,  indem  man  auf  irgend- 
eine Weise  den  einen  der  beiden  den  Kristall  in  verschiedenen 
Richtungen  durchsetzenden  linear  polarisierten  Lichtstrahlen  ver- 
hindert, wieder  aus  dem  Kristall  auszutreten,  so  daß  eben  nur 
noch  ein  linear  polarisierter  Lichtstrahl  übrig  bleibt.  Am  zweck- 
mäßigsten hat  sich  zur  Erreichung  dieses  Zieles  eine  von  dem 
englischen  Physiker  Nicol*)  angegebene  Methode  erwiesen,  weil 
dieselbe  ein  verhältnismäßig  großes  Gesichtsfeld  liefert.  Da  man 
beim  Polarisationsmikroskop  in  der  Regel  das  sogen.  Nicolsche 
Prisma  zur  Polarisation  des  einfallenden  Lichtes  sowie  auch  zur 
Untersuchung  des  aus  dem  Mikroskop  auslretenden  Lichtes  ver- 
wendet findet,  so  ist  es  geboten,  an  dieser  Stelle  die  Einrichtung 
und  Wirkungsweise  desselben  hier  noch  kurz  auseinanderzusetzen. 

Die  in  der  Natur  sich  vorfindenden  Kalkspatkristalle  haben 
gewöhnlich  die  Form  eines  Parallelepipeds  und  lassen  sich  parallel 
den  Flächen  desselben  leicht  spalten.  Man  kann  daher  ohne  große 
Mühe  schiefe  vierseitige  Prismen  von  der  durch  Fig.  311  auge- 
deuteten Form  erhalten,  bei  denen  die  beiden  Grundflächen  CDEF 
und  GHJK  die  Form  von  Rhomben  besitzen  und  gegen  die  längeren 
Seitenkanten,  z.  B.  CG  und  EJ  um  einen  Winkel  von  71  0 geneigt 
sind.  An  zwei  Ecken  (in  der  Figur  C und  J)  treffen  dann  die 
Kanten  durchweg  unter  stumpfen  Winkeln  zusammen,  während 
an  allen  anderen  Ecken  die  von  den  Kanten  gebildeten  Winkel 
zum  Teil  spitz  sind.  Die  zu  je  drei  in  C und  J zusammentreffen- 
den  Kanten  sind  außerdem  selbst  als  stumpfe  Kanten  zu  bezeichnen, 
da  die  in  ihnen  sich  schneidenden  Kristallflächen  einen  Winkel 
von  105° 5*  miteinander  bilden.  Hätte  man  durch  geeignetes  Ab- 

*)  Vgl.  Edinburgh  New  ph.  Jouru.,  XI,  83  (1828). 
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spalten  ein  Rhomboeder  hervorgebracht,  in  welchem  also  die  der 
stumpfen  Ecke  C gegenüberliegende  stumpfe  Ecke  ((<>  in  Fig.  311) 
von  E einen  Abstand  gleich  der  Seite  des  Rhombus  CDEF  be- 
säße, so  würde  die  Diagonale  QC  direkt  die  Richtung  der  kristallo- 
graphischen  Hauptaxe  und  damit  der  optischen  Axe  des  Kristalls 
besitzen.  Bei  einem  länglichen  Prisma,  wie  es  in  Fig.  311  abge- 
bildet ist,  kann  man  daher  leicht  die  Richtung  der  optischen  Axe 


E 


L 


erhalten,  indem  man  die  Seite  der  rhombischen  Grundfläche  von 
E aus  in  der  Richtung  nach  der  stumpfen  Ecke  J zu  abträgt. 
Jedenfalls  ist  hieraus  ersichtlich,  daß  die  Diagonalebene  CE-TO 
unter  allen  Umständen  die  optische  Axe  enthält  und  daher  einen 
Hauptschnitt  des  Kristalls  darstellt. 

Bei  einem  Nicolsehen  Prisma  werden  nun  an  Stelle  der 
beiden  Grundflächen  des  durch  Spaltung  entstandenen  Prismas 
zwei  andere  Flächen  (in  Fig.  311  CD'E'F'  und  JK'G'fF)  abge- 
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schliffen,  welche  gegen  die  Seitenkanten  nur  um  einen  Winkel 
von  etwa  68 0 geneigt  sind.  Darauf  wird  das  auf  diese  Weise 
geänderte  Prisma  durch  einen  nahezu  durch  die  stumpfen  Ecken 
C und  J gehenden  und  auf  dem  Hauptschnitt  CE' JO'  senkrecht 
stehenden  Diagonalschnitt  in  zwei  Teile  zersägt  Das  Prisma  muß 
so  lang  sein,  daß  dieser  Diagonalschnitt  gleichzeitig  auf  den  neu  ange- 
schliffenen Flächen  annähernd  senkrecht  steht  Schließlich  werden 
die  beiden  Hälften  des  Prismas  wieder  an  der  Schnittfläche  mit 
Canadabalsam  zusammengekittet  Fig.  312  auf  S.  1045  stellt  den 
Hauptschnitt  des  zweiteiligen  Kalkspatprismas  dar;  der  Diagonal- 
schnitt bzw.  die  an  demselben  befindliche  Schicht  von  Canada- 
balsam ist  durch  die  schräg  von  links  unten  nach  rechts  oben 
annähernd  zwischen  J und  C hinziehende  Doppellinie  angedeutet. 

Dringt  nun  in  das  Prisma  von  unten  her  etwa  in  der  Rich- 
tung der  langen  Seitenkanten  ein  unpolarisierter  Lichtstrahl  (bzw. 
ein  Bündel  polarisierten  Lichtes)  ein,  so  wird  derselbe  an  der  Ein- 
trittsstelle M nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  in  zwei  linear 
polarisierte  Strahlen  zerlegt.  Die  Polarisationsebene  des  ordent- 
lichen Strahles  fällt  mit  dem  Hauptschnitt  CE' JO'  zusammen; 
seine  Schwingungen  sind  also  in  Fig.  312  senkrecht  zu  der  Ebene 
der  Zeichnung  zu  denken.  Die  Polarisationsebene  des  außer- 
ordentlichen Strahles  steht  dagegen  auf  dem  Hauptschnitt  senk- 
recht, so  daß  seine  Schwingungen  in  der  Ebene  der  Zeichnung 
selbst  stattfinden. 

Da  der  Kalkspat  optisch  negativ  ist,  so  finden  die  Schwingungen 
des  ordentlichen  Strahles  geringere  Elastizität  in  ihrer  (zu  der  op- 
tischen Axe  QC  senkrechten)  Richtung  vor  wie  die  des  außer- 
ordentlichen Strahles.  Infolgedessen  pflanzt  sich  der  erstere  lang- 
samer im  Kristall  fort  wie  der  letztere;  es  verhält  sich  demnach 
so,  als  ob  der  ordentliche  Strahl  in  ein  Mittel  mit  größerem 
Brechungsindex  eindringt  wie  der  außerordentliche.  Wenn  der 
letztere  auch,  wie  oben  erwähnt  wurde,  nicht  mehr  das  gewöhn- 
liche Snelliussche  Brechungsgesetz  befolgt,  wie  es  beim  ordent- 
lichen Strahl  der  Fall  ist,  so  wird  es  dadurch  doch  verständlich, 
daß  der  ordentliche  Strahl  weiter  von  der  ursprünglichen  Strahlen- 
richtuug  abgelenkt  wird  wie  der  außerordentliche,  so  daß  beide 
im  Innern  des  Kristall  gegeneinander  divergieren.  In  Fig.  312  ist 
daher  MN  als  der  ordentliche  und  ML  als  der  außerordentliche 
Strahl  aufzufassen. 

Während  der  Brechungsindex  des  Canadabalsams  etwa  1,54 
beträgt,  besitzt  der  ordentliche  Strahl  als  Brechungsindex  1,6585; 
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der  ordentliche  Strahl  trifft  bei  N unter  einem  so  großen  Einfalls- 
winkel auf  den  Diagonalschnitt,  daß  er  an  dieser  Grenze  zwischen 
dichterem  und  dünnerem  Mittel  total  reflektiert  und  dadurch  in 
der  Richtung  NP  nach  der  Seite  abgelenkt  wird.  Das  Nicolsche 
Prisma  ist  an  den  Seitenflächen  geschwärzt  und  findet  sich  in  der 
Regel  in  einem  zylindrischen  Korkstück  eingebettet,  welches  seiner- 
seits in  einer  ebenfalls  innen  geschwärzten  Metallhülse  befestigt  ist. 
Infolgedessen  wird  der  ordentliche  Strahl  vollständig  absorbiert. 
Dem  außerordentlichen  Strahl  kommt  ein  kleinerer  Brechungsindex 
zu,  und  außerdem  trifft  er  die  Grenze  zwischen  dem  Kalkspat 
und  dem  Canadabalsam  unter  einem  kleineren  Einfallswinkel. 
Der  außerordentliche  Strahl  wird  daher  durch  die  Balsamschicht 
hindurchgelassen,  so  daß  er  an  der  oberen  Fläche  CD‘E‘F‘  des 


Fig.  313 


Prismas  bei  0 wieder  in  Luft  parallel  der  Richtung  des  einfallen- 
den Strahles  austreten  kann,  und  zwar  als  linear  polarisierter 
Lichtstrahl  mit  einer  zum  Hauptschnitt  CE'JG*  senkrechten  Pola- 
risationsebene. Wenn  sein  Austrittspunkt  0 sich  gerade  in  der 
Mitte  des  Rhombus  CD'E'F ' befindet,  so  fällt  demnach  seine. 
Polarisationsebene  mit  der  Diagonalebene  F'D'H'K'  des  Prismas 
zusammen;  auf  alle  Fälle  ist  sie  der  letzteren  parallel.  Verschafft 
man  sich  also  die  Ansicht  eines  Nicolschen  Prismas  von  oben, 
wie  sie  durch  Fig.  313  angedeutet  ist,  so  kann  man  sich  leicht 
durch  die  große  Diagonale  (F'J)'  in  der  Figur)  die  Richtung  der 
Polarisationsebene  des  austretenden  außerordentlichen  Strahles  ver- 
gegenwärtigen. Die  Schwingungen  desselben  finden  dann  zwischen 
zwei  extremen  Punkten  A und  B statt,  die  einer  Geraden  an- 
gehören, welche  die  Richtung  der  kleinen  Diagonale  CE ' des  auf 
die  Ebene  der  Zeichnung  projiziert  zu  denkenden  Rhombus  CI)'EF 
besitzt 


Digitized  by  Google 


1048 


Optik. 


Ersetzt  maD  die  Diagonalschicht  aus  Canadabalsam  durch 
eine  dünne  Luftschicht,  wie  es  z.  B.  Foucault  bei  seinem  nach 
ihm  genannten  Prisma  getan  hat,  so  kann  das  ganze  Prisma 
wesentlich  kürzer  gehalten  werden,  weil  infolge  des  größeren 
Unterschiedes  zwischen  dem  für  den  ordentlichen  Strahl  und  dem 
für  die  Luft  geltenden  Brechungsindex  der  Diagonalschnitt  unter 
einem  viel  größeren  Winkel  gegen  die  Kanten  CO'  und  E“J  des 
Kalkspatprismas  (vgl.  Fig.  312)  geführt  werden  kann  wie  beim 
Nicolschen  Prisma. 

Wenn  auch  das  Nicolsche  Prisma  das  am  meisten  verwen- 
dete Mittel  zur  Erzeugung  linear  polarisierten  Lichtes  darstellt,  so 
kann  man  in  Ermangelung  eines  solchen  oder  eines  Foucaultschen 
Prismas  natürlich  auch  einen  Spiegel  zu  Hilfe  nehmen,  auf  welchen 
man  das  unpolarisierte  Licht  unter  dem  auf  S.  1016  erläuterten 
Polarisationswinkel  auffallen  läßt.  Nur  darf  der  Spiegel  kein 
Metall-  bzw.  kein  Amalgamspiegel  sein.  Es  zeigt  sich  nämlich,  daß 
das  von  Metallspiegeln  reflektierte  Licht  nicht  linear,  sondern  im 
allgemeinen  elliptisch  polarisiert  ist,  eine  Erscheinung,  welche  dar- 
auf zurückzuführen  ist,  daß  an  einem  Metallspiegel  sowohl  Schwing- 
ungen reflektiert  werden,  deren  Polarisationsebene  mit  der  Reflexious- 
ebene  des  Spiegels  zusammenfällt,  als  auch  solche,  deren  Polari- 
sationsebene zur  Reflexionsebene  senkrecht  steht,  und  daß  zw  ischen 
beiden  ein  Phasenunterschied  besteht.  Das  gleiche  findet  man  bei 
der  totalen  Reflexion  an  der  Grenze  zwischen  einem  dichteren  und 
einem  dünneren  Mittel,  so  daß  nach  den  früheren  Erörterungen 
also  auch  hier  elliptisch  polarisiertes  Licht  entstehen  muß. 

Mit  der  linearen  Polarisation  bei  der  Reflexion  an  der  Grenze 
zweier  Mittel  ist  eine  solche  beim  Eindringen  in  das  neue  Mittel 
verbunden.  Das  gebrochene  Lichtbündel  enthält  gerade  so  viel 
linear  polarisiertes  Licht  wie  das  reflektierte,  so  daß,  da  das  letz- 
tere in  der  Regel  nur  einen  kleinen  Bruchteil  des  einfallenden 
Lichtes  darstellt,  das  gebrochene  Lichtbündel  im  allgemeinen  nur 
teilweise  polarisiert  erscheint.  Hat  man  aber  eine  Reihe  anein- 
andergelegter planparalleler  Glasplatten,  so  wird  beim  Eintritt  in 
jede  neue  Glasplatte  ein  immer  größerer  Teil  des  gebrochenen 
Lichtbündels  linear  polarisiert,  so  daß  dasselbe  bei  einer  genügend 
großen  Anzahl  von  Glasplatten  schließlich  als  vollkommen  linear 
polarisiert  die  letzte  Platte  verläßt  Dabei  ist  aber  das  gebrochene 
Lichtbündel  rechtwinklig  zu  dem  reflektierten  polarisiert,  seine 
Polarisationsebene  steht  demnach  auf  der  Reflexionsebene  senk- 
recht Man  hat  also  auch  in  einem  sog.  Glasplattensatz  eine  ein- 
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fache,  leicht  herzustellende  Vorrichtung  zur  Erzeugung  linear  po- 
larisierten Lichtes. 

Schließlich  erhält  man  auch  direkt  linear  polarisiertes  Licht, 
wenn  man  ein  Bündel  natürlichen  Lichtes  durch  eine  Turmalin- 
platte hindurch  sendet,  deren  Flächen  der  kristallographischen 
Hauptaxe  dieses  negativen,  optisch  einaxigen  Minerals  parallel  laufen. 
Der  Turmalin  absorbiert  nämlich  den  ordentlichen  Strahl  in  so 
hohem  Maße,  daß  dieser  bei  genügender  Dicke  der  Platte  voll- 
ständig vernichtet  wird;  es  tritt  daher  nur  der  außerordentliche 
Strahl  aus,  dessen  Polarisationsebene  auf  der  kristallographischen 
Hauptaxe  senkrecht  steht. 

e)  Drehung  der  Polarisationsebene. 

Außer  den  Erscheinungen  der  Zerlegung  eines  Lichtstrahles  in 
zwei  zueinander  senkrecht  linear  polarisierte  bei  der  Reflexion 
und  Brechung  sowie  beiin  Eintritt  in  einen  Kristall,  und  außer 
der  Zusammensetzung  zweier  rechtwinklig  zueinander  linear  polari- 
sierter Lichtstrahlen  zu  einem  elliptisch  bzw.  zirkular  polarisierten 
Strahl  ist  noch  für  die  Medizin  die  unter  Umständen  sich  ein- 
stellende Drehung  der  Polarisationsebene  eines  linear  polarisierten 
Lichtstrahles  von  Bedeutung  geworden.  Es  ist  zuerst  von  Arago 
im  Jahre  1811  am  Bergkristall  ein  von  den  anderen  einaxigen 
Kristallen  abweichendes  Verhalten  beobachtet  worden,  welches 
Biot*)  zu  der  Entdeckung  führte,  daß  eine  senkrecht  zur  Axe 
geschliffene  Quarzplatte  die  Polarisationsebene  eines  senkrecht,  also 
in  der  Richtung  der  optischen  Axe,  durch  sie  hindurchgehenden 
linear  polarisierten  Lichtstrahles  um  einen  bestimmten,  der  Dicke 
der  Quarzplatte  proportionalen  Winkel  dreht.  Der  Sinn  dieser 
Drehung  kann  bei  verschiedenen  Quarzplatten  verschieden  sein. 
Man  unterscheidet  daher  zwischen  rechts-  und  linksdrehendem 
Quarz,  je  nachdem  man,  wenn  man  dem  austretenden  Strahl  ent- 
gegenblickt, die  Polarisationsebene  im  Sinne  oder  entgegen  dem 
Sinne  des  Uhrzeigers  gegen  ihre  ursprüngliche  Lage  verdreht 
findet 

Die  Drehung  der  Polarisationsebene  ist  beim  Quarz,  wie 
auch  bei  verschiedenen  anderen  anorganischen  und  organischen 
Substanzen,  die  sich  in  kristallisiertem  Zustande  befinden,  aus- 

*)  Vgl.  Mi  m.  de  l’Institut,  Annee  1817,  Paris  1819,  4,  p.  58  und  Aimales 
de  Chimie,  Troisieme  Serie,  Tome  X,  1844,  p.  5,  175,  385,  sowie  Tome  XI, 
p.  54. 
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schließlich  an  die  Kristallform  (Bergkristall)  geknüpft  Amorphe 
Kieselsäure  oder  kieselsaurc  Salze  weisen  diese  Eigenschaft  nicht 
auf.  Dagegen  zeigen  umgedreht  sehr  viele  Kohlenstoffverbindungen, 
wie  Rohrzucker,  Weinsäure,  weinsaure  Salze,  Kampfer  und  ver- 
schiedene andere  organische  Substanzen  die  Eigenschaft  der  Drehung 
der  Polarisationsebene  nur  im  amorphen  Zustande  oder  in  Lö- 
sungen, nicht  aber  im  kristallisierten  Zustande.  Bei  diesen  ist  die 
Ursache  des  Drehungsvermögens  also  nicht  in  der  einer  kristallini- 
schen Struktur  entsprechenden  bestimmten  physikalischen  Anord- 
nung von  Molekülgruppen,  sondern  nach  Le  Bel  und  Van't  Hoff 
vielmehr  in  einer  asymmetrischen  Lagerung  der  Atome  innerhalb 
der  chemischen  Moleküle  zu  suchen. 

Auf  welche  Weise  man  die  Drehung  der  Polarisationsebene  nach- 
weisen  und  den  Drehungswinkel  messen  kann,  soll  weiter  unten 
bei  der  Besprechung  der  Polarimeter  ausführlicher  auseinander- 
gesetzt werden.  An  dieser  Stelle  mag  es  sich  zunächst  nur  darum 
handeln,  eine  Erklärung  dieses  eigentümlichen  optischen  Verhaltens 
verschiedener  Substanzen  zu  geben. 

Nach  Fresnel*)  erklärt  sich  die  Drehung  der  Polarisations- 
ebene dadurch,  daß  ein  linear  polarisierter  Lichtstrahl  beim  Ein- 
tritt in  den  Quarz  bzw.  in  die  betreffende  feste  oder  gelöste  Sub- 
stanz in  zwei  zirkular  polarisierte  Lichtstrahlen  von  entgegen- 
gesetztem Drehungssinn  zerlegt  wird,  welche  im  Innern  dieses 
neuen  Mittels  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fortgepflanzt 
werden.  Beim  Austritt  weisen  sie  daher  eine  Phasenverschiebung 
auf,  so  daß  bei  der  Wiedervereinigung  derselben  zu  einem  einzigen 
linear  polarisierten  Lichtstrahl  die  Polarisationsebene  eine  andere 
Lage  erhält. 

Daß  an  und  für  sich  ein  linear  polarisierter  Lichtstrahl  nicht 
nur  zwei  anderen  zueinander  rechtwinklig  linear  polarisierten 
Strahlen  (vgl.  S.  1019),  sondern  auch  zwei  zirkular  polarisierten 
Lichtstrahlen  von  entgegengesetztem  Drehungssinn  äquivalent  an- 
genommen, und  daher  durch  diese  gegebenenfalls  ersetzt  werden 
kann,  und  umgekehrt,  läßt  sieh  leicht  einsehen. 

Der  Kreis  in  Fig.  314  stelle  die  gemeinsame  Bahn  für  zwei 
in  entgegengesetztem  Drehungssinn  stattfindende  zirkuläre  Schwing- 
ungen von  gleicher  Schwingungsdauer  dar.  Die  fortlaufenden  Num- 
mern 1 bis  12  einerseits  und  1'  bis  12'  andererseits  bezeichnen 

*)  Vgl.  Annalen  de  Chiinie  et  de  Physique,  T.  XXYHI  und  Pog^endorfs 
Annalen.  Ud.  XXI. 
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die  Orte,  an  welchen  sich  in  jeder  der  beiden  Kreisschwingungen 
ein  Ätherteilchen  in  Zeitabständen  von  einem  Zwölftel  der 
Schwingungsdauer  befinden  müßte.  Gleiche  Nummern  sollen  sich 
auf  den  gleichen  Moment  beziehen;  daher  würde  z.  B.  im  Moment 
3;  3',  ebenso  wie  im  Moment  9;  9'  jede  der  beiden  Kreischwingungen 
das  Ätherteilchen  zu  der  gleichen  Ausweichung  von  der  Ruhe- 
lage 0 veranlassen.  Bei  gleichzeitiger  Einwirkung  beider  Schwin- 
gungsimpulse muß  daher  das  Ätherteilchen  den  doppelten  Abstand 
von  0 einnehmen;  es  wird  sich  daher  im  Moment  3; 3'  auf  der 


Fig.  314 


Verlängerung  des  Radius  03,  und  im  Moment  9;  9'  auf  der  Ver- 
längerung des  Radius  09  in  je  einem  Punkte  befinden,  welcher 
einen  Abstand  von  0 gleich  dem  Durchmesser  des  Schwingungs- 
kreises besitzt 

Man  kann  nun  leicht  erkennen,  daß  in  allen  anderen  Mo- 
menten das  Ätherteilchen  sich  auf  der  Geraden  AB  befindet  und 
während  der  Umlaufszeit  der  beiden  Kreisschwingungen  eine  regel- 
mäßige lineare  Schwingung  ausführt  Denkt  man  sich  nämlich 
jede  der  beiden  Kreisschwingungen  nach  den  früheren  Erörterungen 
in  zwei  lineare  Schwingungen  in  der  Richtung  Ali  und  der  dazu 
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senkrechten  Richtung  A‘B‘  zerlegt,  so  erkennt  man  aus  Fig.  314 
ohne  Mühe,  daß  in  jedem  Moment  (der  sich  in  beiden  Kreis- 
schwingungen durch  die  gleiche  Nummer  darstellt)  die  Projek- 
tionen der  beiden  Kreisschwingungen  auf  die  Richtung  AB  immer 
die  gleiche  Ausweichung,  die  Projektionen  auf  die  Richtung  A‘ B‘ 
dagegen  entgegengesetzt  gleiche  Ausweichungen  von  0 für  das 
Ätherteilchen  verlangen.  Die  beiden  linearen  Schwingungen  in 
der  Richtung  A'B'  vernichten  sich  daher  vollkommen  durch  Inter- 
ferenz, und  es  bleibt  nur  die  lineare  Schwingung  in  der  Richtung 
AB  als  Resultat  des  Zusammenwirkens  der  beiden  zirkularen 
Schwingungen  übrig. 

So  kann  man  also  nach  Belieben  zwei  entgegengesetzt  gerichtete 
zirkulare  Schwingungen  von  gleicher  Schwingungsdauer  zu  einer 
einzigen  linearen  Schwingung  zusammensetzen,  oder  umgekehrt 
eine  lineare  Schwingung  in  zwei  zirkulare  Schwingungen  zerlegen. 
Daß  das  letztere  beim  Eintritt  eines  linear  polarisierten  Strahles 
in  eine  senkrecht  zur  Axe  abgeschliffene  Quarzplatte  wirklich 
stattfindet,  hat  Fresnel  gezeigt,  indem  er  die  gesonderte  Existenz 
der  beiden  zirkular  polarisierten  Strahlen  experimentell  nach  wies. 

Bei  der  Zusammensetzung  zweier  zirkularen  Schwingungen  zu 
einer  einzigen  linearen  Schwingung  sind  die  einander  diametral 
gegenüberliegenden  Stellen,  an  denen  sich  die  entgegengesetzt  ge- 
richteten Kreisschwingungen  begegnen,  maßgebend  für  die  Rich- 
tung der  resultierenden  linearen  Schwingung.  Wenn  nun  die  beiden 
zirkularen  Schwingungen  sich  im  Innern  des  Quarzkristalles  oder 
einer  die  Polarisationsebene  drehenden  Lösung  mit  verschiedener 
Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Schwingungsebene  fortpflanzen,  so 
muß,  wie  bei  der  Fortpflanzung  der  beiden  linear  polarisierten 
Lichtstrahlen  im  Innern  eines  doppelbrechenden  Kristalls,  beim 
Austritt  eine  Phasenverschiebung  eingetreten  sein.  Infolge  der 
verschiedenen  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  sind  die  Wellen- 
längen der  beiden  zirkular  polarisierten  Lichtstrahlen  (vgl.  hierzu 
S.  1024)  im  Innern  der  betreffenden  Substanz  verschieden,  so  daß 
die  Dicke  der  durchlaufenen  Schicht  für  den  schneller  fortschrei- 
tenden Strahl  ein  geringeres  Vielfache  seiner  Wellenlänge  aus- 
macht wie  für  den  anderen. 

Von  dem  Unterschied  in  der  Anzahl  der  Wellenlängen  hängt 
nun  auch  hier  die  Größe  der  Phasenverschiebung  der  beiden 
zirkularen  Schwingungen  beim  Austreten  aus  der  Substanz  ab, 
was  nach  den  früheren  ausführlichen  Auseinandersetzungen  über 
die  Phasenverschiebung  der  beiden  rechtwinklig  linear  polari- 
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sierten  Lichtstrahlen  beim  Durchlaufen  eines  Kristalls  (vgl. 
S.  1026  ff.)  ohne  weiteres  verständlich  sein  wird.  Nur  bei 
einem  Unterschied  von  einer  ganzen  Wellenlänge  oder  einer 
Anzahl  ganzer  Wellenlängen  würde  sich  keine  Phasenverschie- 
bung herausstellen.  Einem  Unterschied  vom  mten  Teil  einer 
Wellenlänge  (eventuell  vermehrt  um  eine  Anzahl  ganzer  Wellen- 
längen) entspricht  dagegen  in  den  beiden  Kreisschwingungen  ein 
Phasenunterschied,  wie  er  bei  einer  einzigen  Kreisschwingung  in 
dem  mten  Teil  der  ganzen  Schwingungsdauer  vorhanden  ist.  Be- 
trägt also  z.  B.  der  Gangunterschied  so  werden  beim  Aus- 
treten von  der  einen  Schwingung  gerade  die  Phasen  1,  2,  3 usw. 
zu  derselben  Zeit  wie  die  Phasen  2',  3',  4'  usw.  oder  12',  P,  2' 
der  anderen  Schwingung  in  der  ersten  nun  wieder  gemeinsamen 
Schwingungsebene  durchlaufen.  Im  ersten  Falle  durchkreuzen 
sich  demnach  die  beiden  Schwingungen  an  zwei  Stellen  der  Kreis- 
peripherie in  Fig.  314,  welche  in  der  Mitte  zwischen  2 und  3 
(bzw.  3'  und  4')  einerseits  und  in  der  Mitte  zwischen  8 und  9 
(bzw.  9'  und  10*)  andererseits  liegen.  Im  zweiten  Falle  liegen  da- 
gegen die  Kreuzungsstellen  zwischen  3 und  4 (bzw.  2'  und  3') 
einerseits  und  9 und  10  (bzw.  8'  und  90  andererseits  gerade  in 
der  Mitte.  Da  nun  in  der  Luft  beide  Kreisschwingungen  wieder 
mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  fortschreiten,  so  setzen  sie  sich 
zu  einer  einzigen  linearen  Schwingung  mit  dem  Durchmesser  der 
Kreisbahn  als  Amplitude  zusammen,  deren  Schwingungsrichtung 
im  ersten  Falle  A,Z?,,  im  zweiten  Falle  .4,  B.,  ist.  Die  neue 
Schwingungsrichtung  bildet  daher  mit  der  ursprünglichen  einen 
Winkel,  welcher  den  24sten  Teil  von  360°  darstellt.  Um  denselben 
Winkel  erscheint  dann  natürlich  auch  die  zur  Schwingungsrich- 
tung senkrechte  Polarisationsebene  des  austretenden  linear  polari- 
sierten Strahles  gedreht.  Beachtet  man  dies,  so  findet  man  all- 
gemein, daß  einem  innerhalb  der  drehenden  Schicht  hervorgerufenen 
l 

Gangunterschied  von  •—  eino  Drehung  der  Polarisationsebene  um 

w l.  i 3fi,)°  a 18()U  * ■ k* 

einen  Winkel  von  -= — oder  entspricht 

z m m 1 

Man  kann  sich  leicht  davon  Rechenschaft  geben,  daß  der 
Drehungssinn  der  Polarisationsebene  in  jedem  Falle  mit  dem  Um- 
laufsinn derjenigen  Kreisschwingung  übereinstimmt,  die  sich  in 
der  betreffenden  Schicht  schneller  fortpflauzt  Ist  z.  B.  die  im 
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Uhrzeigersinn  stattfinde  Schwingung  (1',  2',  3'  usw.)  die  schneller 
fortschreitende,  so  wird  dieselbe  schon  aus  der  Substanz  ausge- 
treten sein,  wenn  die  andere  an  der  Austrittsfläche  der  Quarz- 
fläche anlangt  Da  nun  bei  einer  fortschreitenden  Wellenbewegung 
in  einer  vorhergehenden  Schwingungsebene  die  Schwingung  alle 
Phasen  früher  durchläuft  wie  in  der  folgenden,  so  muß  also  beim 
Anlangen  der  langsameren  Schwingung  (1,  2,  3 usw.)  an  der  Aus- 
trittsfläche der  Quarzplatte  die  andere  Schwingung  in  ihren  Phasen 
voraus  sein,  so  daß  also  z.  B.  den  Phasen  1,  2,  3 usw.  die  Phasen 
2',  3',  4'  usw.  zu  gleicher  Zeit  entsprechen  und  daher  die  Polari- 
sationsebene im  Uhrzeigersinn  gedreht  erscheinen  muß,  so  wie 
os  der  Lage  AXBX  in  Fig.  314  entspricht  Wenn  sich  dagegen 
die  im  Uhrzeigersinne  stattfindende  Schwingung  langsamer  fort- 
pflanzt wie  die  andere,  so  folgt  durch  eine  entsprechende  Über- 
legung, daß  dann  die  Polarisationsebene  entgegen  dem  Uhrzeiger- 
sinn gedreht  erscheinen  muß,  so  wie  es  z.  B.  der  Lage  .4. 7L  in 
Fig.  314  entspricht. 

2.  Das  Polarisationsmikroskop. 

•)  Allgemeines  Uber  die  Einrichtung  des  Polarisationsmikroskops  und 
die  in  demselben  zu  beobachtenden  Erscheinungen. 

Nach  der  ausführlichen  Darstellung  der  für  die  Anwendung 
in  der  Medizin  hauptsächlich  in  Betracht  kommenden  Polarisations- 
erscheinungen läßt  sich  die  Wirkungsweise  des  Polarisations- 
mikroskops leicht  verstehen.  Dasselbe  unterscheidet  sich  von  dem 
gewöhnlichen  Mikroskop  nur  dadurch,  daß  bei  ihm  als  neue 
Teile  zwei  linear  polarisierende  Vorrichtungen,  in  der  Regel  zwei  Ni- 
colsche  Prismen,  hinzugekommen  sind.  Das  eine  derselben  findet  sich 
zwischen  dem  Spiegel  und  dein  Objekttische  des  Mikroskops,  ge- 
wöhnlich innerhalb  des  Beleuchtungsapparates  angebracht,  so  daß 
das  mikroskopische  Objekt  nur  von  linear  polarisiertem  Lichte  durch- 
leuchtet wird;  man  nennt  dieses  Nicolsche  Prisma  den  „Polari- 
sator“. Das  andere  Nicolsche  Prisma,  das  man  als  den  „Analy- 
sator“ bezeichnet,  ist  dagegen  zwischen  dem  Objektiv  des  Mikroskops 
und  dem  Auge  des  Beobachters  irgenwo  so  eingeschaltet,  daß  es 
das  Gesichtsfeld  nicht  wesentlich  beeinträchtigt  Früher  brachte 
man  es  häufig  im  Innern  des  Okulars  an.  Neuerdings  setzt  man 
es  in  der  Regel  direkt  oben  auf  das  Okular  auf,  was  sich  aus 
verschiedenen  Gründen  als  besonders  zweckmäßig  erweist  und 
u.  a.  den  Vorteil  mit  sich  bringt,  daß  man  nach  Abnahme  des 
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Analysators  das  Mikroskop  in  der  gewöhnlichen  Weise  verwenden 
kann;  denn  ohne  Analysator  läßt  sich  kein  Unterschied  zwischen 
der  Beleuchtung  mittelst  linear  polarisierten  und  der  mittelst  ge- 
wöhnlichen Lichtes  wahmehmen.  Es  erleichtert  daher  die  Ab- 
nehmbarkeit  des  Analysators  die  Vergleichung  der  mikroskopischen 
Bilder  im  polarisierten  und  natürlichen  Lichte. 

Die  Erscheinungen  im  Polarisationsmikroskop  hängen  nun  vor 
allen  Dmgen  von  der  gegenseitigen  Stellung  der  Polarisationsebenen 
der  beiden  Nicolschen  Prismen  ab. 

Denkt  man  sich  zunächst  das  mikroskopische  Objekt  entfernt, 
so  wird  bei  Parallelstellung  bzw.  beim  Zusammenfallen  der  beiden 
Polarisationsebenen  das  im  Polarisator  linear  polarisierte  Licht 
ungehindert  durch  den  Analysator  hindurchgehen  können,  und 
demnach  das  Gesichtsfeld  hei]  erscheinen.  Stehen  dagegen  die 
beiden  Polarisationsebenen  aufeinander  senkrecht,  so  wird  das 
aus  dem  Polarisator  austretende  Licht  nicht  durch  den  Analysator 
hindurchgelassen,  sondern  innerhalb  desselben  total  reflektiert  und 
an  den  geschwärzten  Seitenflächen  absorbiert;  das  Gesichtsfeld 
erscheint  demnach  in  diesem  Falle  dunkel.  Bilden  aber  die  beiden 
Polarisationsebenen  einen  beliebigen  spitzen  Winkel  miteinander, 
so  hat  man  sich  die  Schwingungen  des  aus  dem  Polarisator  aus- 
tretenden linear  polarisierten  Lichtstrahles  in  der  im  vorhergehenden 
Abschnitt  erörterten  Weise  in  zwei  aufeinander  rechtwinklig 
stehende  Schwingungskomponenten  zerlegt  zu  denken,  von  denen 
die  einen  in  der  Polurisationsebene  des  Analysators,  die  anderen 
rechtwinklig  zu  dieser  stattfinden.  Da  nur  die  letzteren  durch 
den  Analysator  hindurchgelassen  werden,  so  muß  also  das  Ge- 
s chtsfeld  zwar  hell  erscheinen,  aber  doch  weniger  hell,  als  wenn 
die  beiden  Polarisationsebenen  parallel  stehen.  Man  bestätigt  auch 
unmittelbar,  daß  hierbei  das  Gesichtsfeld  um  so  heller  erscheint, 
je  kleiner  der  spitze  Winkel  zwischen  den  Polarisationsebenen  ist, 
und  um  so  dunkler,  je  näher  derselbe  an  90°  kommt.  Zur  Be- 
urteilung der  Amplitude  bzw.  der  dem  (Quadrate  der  Amplitude 
proportionalen  Intensität  der  durch  den  Analysator  gehenden 
Schwingung  genügt  es  übrigens  npeh  dem  früheren,  die  aus  dem 
Polarisator  austretende  Schwingung  auf  die  zur  Polarisationsebene 
des  Analysators  senkrechte  Richtung  projiziert  zu  denken,  ohne 
auf  die  hierzu  rechtwinklige  Schwingungskomponente  Rücksicht 
zu  nehmen.  Man  bestätigt  daraus  unmittelbar,  daß  die  Amplitude 
der  durch  den  Analysator  gehenden  Schwingung  sich  zu  der  aus 
dem  Polarisator  austretenden  Schwingung  wie  cos  a : 1 verhält  bzw. 
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ihre  Intensitäten  im  Verhältnis  cos*  a : 1 stehen,  unter  « den  spitzen 
Winkel  zwischen  den  beiden  Polarisationsebenen  verstanden. 

Beachtet  man  dies,  so  erkennt  man,  daß  bei  feststehender 
Polarisationsebene  des  Polarisators  das  Gesichtsfeld  seine  Hellig- 
keit stetig  ändern  und  dabei  zweimal  ein  Maximum  der  Helligkeit 
und  zweimal  ein  Maximum  der  Dunkelheit  erreichen  muß, 
während  man  den  Analysator  aus  irgendeiner  Stellung  um 
360°  um  die  Axe  des  Mikroskops  herumdreht.  Die  maximale 
Helligkeit  entspricht  jedesmal  einer  Paiallelstellung,  die  maximale 
Dunkelheit  einer  rechtwinkligen  Durchkreuzung  der  beiden  Polari- 
sationsebenen. Für  die  Untersuchung  mikroskopischer  Objekte  im 
Polarisationsmikroskop  empfiehlt  es  sich  in  der  Regel,  die  Polari- 
sationsebene der  beiden  Nicolschen  Prismen  zueinander  recht- 
winklig zu  stellen,  so  daß  also  das  Gesichtsfeld  bei  Abwesenheit 
eines  mikroskopischen  Objektes  dunkel  erscheint;  man  redet  dann 
kurz  von  „gekreuzten  Nicols“. 

Bringt  man  nun  bei  gekreuzten  Nicols  irgendein  mikrosko- 
pisches Objekt  auf  den  Objekttisch,  so  bleibt  entweder  das  Gesichts- 
feld wie  vorher  dunkel,  oder  es  hellt  sich  auf.  Ist  das  letztere 
der  Fall,  so  erweist  sich  das  Objekt  als  doppelbrechend  oder 
„optisch  anisotrop“,  mit  welch  letzterem  Ausdruck  angedeutet 
sein  soll,  daß  die  Elastizität  des  Äthers  innerhalb  des  betreffenden 
Objektes  nach  verschiedenen  Richtungen  verschieden  ist.  Wenn 
das  Gesichtsfeld  dagegen  auch  nach  dem  Einbringen  des  Objektes 
dunkel  bleibt,  so  ist  damit  noch  nicht  erwiesen,  daß  das  letztere 
einfachbrechend  oder  „optisch  isotrop“  ist,  also  in  den  verschie- 
densten Richtungen  die  gleiche  Elastizität  des  Äthers  besitzt;  hier- 
zu ist  erforderlich,  daß  das  Objekt  in  keiner  Lage  und  an  keinem 
seiner  Punkte  das  Gesichtsfeld  aufhellt 

Dieser  Einfluß  eines  mikroskopischen  Objektes  auf  die  Hellig- 
keit des  Gesichtsfeldes  bei  gekreuzten  Nicols  ist  nach  den  aus- 
führlichen Auseinandersetzungen  im  vorhergehenden  Abschnitte  leicht 
zu  verstehen. 

Eine  optisch  isotrope  Substanz  läßt  jede  Art  von  Licht- 
strahlen ungeändert,  abgesehen  von  etwaiger  Verringerung  der 
Intensität  durch  Absorption,  die  für  verschiedenfarbiges  Licht 
verschieden  stark  sein  kann.  Es  wird  daher  ein  in  dieselbe  ein- 
dringender linear  polarisierter  Lichtstrahl  aus  derselben  wiederum 
als  linear  polarisierter  Strahl  mit  paralleler  Stellung  der  Polari- 
sationsebene austreten.  Bei  gekreuzten  Nicols  muß  daher  das 
Gesichtsfeld  dunkel  bleiben. 
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Eine  optisch  anisotrope  Substanz,  mag  sie  anorganisch  oder 
organisch  sein,  zerlegt  dagegen  infolgo  der  in  verschiedenen  Rich- 
tungen ungleichen  Ätherelastizität  im  allgemeinen  einen  linear 
polarisierten  Lichtstrahl  in  zwei  rechtwinklig  zu  einander  linear 
polarisierte  Lichtstrahlen,  die  sich  dann  innerhalb  desselben  mit 
verschiedener  Geschwindigkeit  fortpflanzen , wie  es  im  vorher- 
gehenden Abschnitt  an  dem  Beispiel  der  optisch  ein-  und  zwei- 
axigen  Krystalle  ausführlich  auseinandergesetzt  worden  ist.  Ein- 
Iretendes  linear  polarisiertes  Licht  wird  daher  die  betreffende 
Substanz  in  der  Regel  als  elliptisch  polarisiertes  Licht  verlassen.  Daß 
aber  elliptisch  polarisiertes  Licht  vom  Analysator  niemals  ganz 
ausgelöscht  werden  kann,  läßt  sich  nach  den  früheren  Erörterungen 
leicht  einsehen. 

Es  ist  oben  (vgl.  S.  1034  ff.)  gezeigt  werden,  daß  ein  elliptisch 
polarisierter  Lichtstrahl  sich  stets  in  zwei  rechtwinklig  zuein- 
ander linear  polarisierte  Lichtstrahlen  mit  vorgegebener  Stellung 
der  beiden  Polarisationsebenen  zerlegen  läßt  Man  braucht  daher 
nur  den  aus  der  anisotropen  Substanz  austretenden  Lichtstrahl  in 
der  Weise  in  zwei  linear  polarisierte  Lichtstrahlen  zerlegt  zu 
denken,  daß  ihre  Polarisationsebenen  mit  denen  des  Polarisators 
und  Analysators  parallel  laufen.  Dann  erkennt  man  ohne  weiteres, 
welches  Licht  der  Analysator  hindurchläßt;  es  ist  nämlich  das 
linear  polarisierte  Lichtbündel,  dessen  Polarisationsebene  mit  der 
des  Analysators  parallel  läuft.  Um  die  Amplitude  der  durch  den 
Analysator  hindurchgehenden  Schwingung,  und  damit  zugleich  ein 
Maß  für  die  dem  Quadrat  der  Amplitude  proportionale  Intensität 
zu  erhalten,  braucht  man  nach  dem  früheren  (vgl.  S.  1036)  sich  nur 
die  elliptische  Schwingung  in  einer  zu  der  Fortpflanzungsrichtung 
des  Strahles  senkrechten  Ebene  auf  die  zur  Polarisationsebene  des 
Analysators  senkrechte  Richtung  projiziert  zu  denken. 

Fig.  315  auf  S.  1058  zeigt,  wie  diese  Projektion  auf  die  (in  der 
Figur  horizontal  angenommene)  Schwingungsrichtung  im  Analysator 
mit  Hilfe  der  beiden  zu  dieser  Richtung  senkrechten  Ellipsentangenten 
leicht  ausgeführt  werden  kann.  Die  gleichen  Strecken  OA  und 
OH  geben  die  Amplitude  der  Analysatorschwingung  an.  Da  die 
Projektion  einer  Ellipse  auf  irgendeine  in  ihrer  Ebene  liegende 
Richtung  immer  eine  Strecke  von  endlicher  Länge,  niemals  aber 
ein  Punkt  ist,  so  bestätigt  mau,  daß  ein  Nicolsehes  Prisma,  wie 
es  als  Analysator  Verwendung  findet,  stets  eine  lineare  Kompo- 
nente eines  elliptisch  polarisierten  Lichtstrahles  hindurchlassen  muß. 

Die  Amplitude  der  durch  den  Analysator  gehenden  Schwingung 
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ist  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  am  größten,  wenn  die  Polari- 
sationsebene des  Analysators  zu  der  großen  Axe,  und  am  kleinsten, 
wenn  sie  zu  der  kleinen  Axe  der  Ellipse  senkrecht  gestellt  ist; 
denn  sie  wird  dann  in  jedem  der  beiden  Fälle  durch  die  be- 
treffende Halbaxe  der  Ellipse  dargestellt  Man  kann  daher  bei 
elliptisch  polarisiertem  Lichte  die  Axen  der  elliptischen  Schwingungs- 
bahn unter  Umständen  bestimmen,  indem  man  den  Analysator 
droht  und  dabei  beobachtet,  in  welchen  Stellungen  das  Gesichts- 
feld am  hellsten  und  in  welchen  es  am  wenigsten  hell  erscheint. 
Natürlich  muß  ein  derartiger  Versuch  bei  einfarbigem  Licht  au- 
gestellt werden,  weil,  wie  man  leicht  nach  den  früheren  Erörte- 
rungen bestätigen  wird,  die  Gestalt  der  elliptischen  Schwingungs- 
bahn sich  mit  der  Wellenlänge  ändern  muß.  Außerdem  wird  eine 
derartige  direkte  Bestimmung  der  Axen  der  elliptischen  Schwingungs- 


Fig.  315 


bahn  nur  dann  zu  genügend  genauen  Resultaten  führen,  wenn 
der  Unterschied  ihrer  Längen  nicht  zu  gering  ist;  denn  je  geringer 
dieser  Unterschied  ist,  um  so  unmerklicher  werden  die  Hellig- 
keitsänderungen beim  Drehen  des  Analysators,  und  bei  zirkular 
polarisiertem  Lichte  behält  dabei  das  Gesichtsfeld  überall  seine 
Helligkeit  bei. 

Hält  man  nun  aber  an  der  rechtwinklig  gekreuzten  Stelluug 
des  Polarisators  und  des  Analysators  fest,  so  ändern  sich  die  Er- 
scheinungen mit  der  Stellung  des  mikroskopischen  Objektes  zu  den 
Polarisationsebenen  der  beiden  Nicols.  Verwendet  man  z.  B.  als 
Objekt  eine  dünne  Platte  eines  optisch  einaxigen  Kristalls,  deren 
Flächen  der  optischen  Axe  parallel  laufen,  so  wird  diese  beim 
Drehen  um  die  Mikroskopaxe  um  360°  viermal  dunkel  erscheinen, 
nämlich  jedesmal  dann,  wenn  der  Hauptschnitt  des  Kristalls  (d.  h. 
also  die  durch  die  Mikroskopaxe  und  die  optische  Axe  des  Kristalls 
gehende  Ebene)  entweder  der  Polarisationsebene  des  Polarisators 
oder  der  zu  dieser  senkrechten  Polarisationsebenc  des  Analysators 
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parallel  gestellt  ist.  Denn  in  jedem  dieser  Fälle  wird  der  vom  Polari- 
sator herkonnnende  linear  polarisierte  Lichtstrahl  ungeändert  durch 
den  Kristall  hindurchgelassen  und  demnach  vom  Analysator  durch 
Absorption  verschluckt.  In  allen  Zwischenstellungen  erscheint  da- 
gegen das  Gesichtsfeld  hell,  und  zwar  am  hellsten,  wenn  der  Haupt- 
schnitt des  Kristalls  den  rechten  Winkel  zwischen  den  Polari- 
sationsebenen der  gekreuzten  Nicols  halbiert;  es  ist  üblich,  eine 
solche  Stellung  als  „Diagonalstellung“  des  Kristalls  zu  be- 
zeichnen. 

Während,  wie  aus  den  früheren  Figg.  502  bis  504  zu  ersehen 
ist,  die  Richtung  der  großen  Axe  der  elliptischen  Schwingungs- 
bahn nach  dem  Verlassen  des  Kristalls  im  allgemeinen  von  dem 
verlangten  Phasenunterschied  abhängt,  zeichnet  sich  die  Diagonal- 
stellung  vor  den  anderen  dadurch  aus,  daß  die  beiden  Halbaxen 
der  elliptischen  Schwingung  unabhängig  von  diesem  Phasenunter- 
schied auf  den  Polarisationsebenen  der  gekreuzten  Nicols  senk- 
recht stehen.  Dies  erkennt  man  aus  Fig.  305  auf  S.  1031,  welche 
sich  deshalb  mit  geringer  Abänderung  als  Fig.  316  auf  S.  1060 
noch  einmal  angegeben  findet» 

In  dieser  Figur,  deren  Ebene  auf  der  Axe  des  Mikroskops 
senkrecht  zu  denken  ist,  gebe  die  Richtung  der  Polarisations- 
ebene des  Polarisators  und  9191'  die  der  Polarisationsebene  des 
Analysators  an.  Die  aus  dem  Polarisator  austretenden  linearen 
Schwingungen  finden  daher  umgekehrt  in  einer  zu  9191',  und  die 
vom  Analysator  hindurchgelassenen  linearen  Schwingungen  aus- 
schließlich in  einer  zu  sps$‘  parallelen  Richtung  statt.  Bedeutet 
(JA  = Oli  die  Amplitude  der  aus  dem  Polarisator  austretenden 
Schwingung,  so  gehen  bei  Diagonalstellung  des  oben  an- 
genommenen Kristalls  durch  denselben  zwei  lineare  Schwingungen 
in  der  Richtung  der  beiden  Halbierenden  dos  von  den  Polarisations- 
ebetien  gebildeten  rechten  Winkels  hindurch,  deren  Amplituden 
0.1,  und  0.4.»  einander  gleich,  und  zwar  gleich  der  Projektion  der 
Amplitude  OA  auf  die  eine  oder  andere  Winkelhalbierende  sind. 

Wie  schon  früher  (auf  S.  1026  ff.)  auseinandergesetzt  wurde,  ist 
das  aus  dem  Kristall  austretende  Licht  im  allgemeinen  elliptisch 
polarisiert  mit  einer  von  der  erlangten  Phasenverschiebung  ab- 
hängigen Form  der  elliptischen  Schwingungsbahn. 

Würde  beim  Austreten  gar  kein  Phasenunterschied  vorhanden 
sein,  so  wäre  die  Schwingung  noch  linear  in  der  Richtung  9191' 
mit  der  ursprünglichen  Amplitude  0.4.  Bei  einer  Phasendifferenz 
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von  findet  dagegen  dio  Schwingung  längs  der  in  der  Figur  mit 

der  Nummer  1 bezeichneten  Ellipse  statt,  deren  große  Halbaxe 

etwas  kleiner  wie  OA  ist.  Der  Phasendifferenz  2^  = - entspricht 

die  Ellipse  2,  deren  große  Halbaxe  noch  kleiner  geworden  ist, 
während  die  kleine,  in  der  Richtung  liegende  Halbaxe  zu- 


axen  der  Ellipse  gleich  groß  geworden,  so  daß  die  letztere  in  einen 
Kreis  (Nr.  3 in  Fig.  316)  übergegangen  ist.  Die  Phasendifferenz 
l X . . * 

4jg  — — entspricht  wieder  eine  Ellipse  (Nr.  4),  die  an  Gestalt 

mit  der  Ellipse  2 übereinstimmt,  aber  gegen  diese  um  90°  ver- 
dreht erscheint,  so  daß  die  große  Axe  in  die  Richtung  ge- 
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kommen  ist.  Zu  der  Phasendifferenz  5^  gehört  die  mit  Nr.  1 
übereinstimmende,  aber  gegen  diese  ebenfalls  um  90°  verdrehte 
Ellipse  Nr.  5.  Schließlich  ist  beim  Phasenunterschied  6 ~ ^ die 

resultierende  Schwingungsbahn  nach  dem  Austritt  aus  dem  Kristall 
ausnahmsweise  wieder  geradlinig  geworden,  aber  mit  der  gegen 
die  ursprüngliche  Richtung  senkrechten  Schwingungsrichtung 
Es  bat  also  in  diesem  besonderen  Falle  nur  eine  Drehung  der 
Polarisationsebene  um  90°  stattgefunden.  Bei  weiterer  Ver- 
größerung der  Phasendifferenz  auf  7-^-;  8,5  = — ; 9-^-  = -^; 

12  12  d 12  4 

X b?.  A 

10  j.}—  und  11  — nimmt  die  Sehwingungsbahn  bzw.  wieder 
die  Form  der  Kurven  Nr.  5,  4,  3,  2,  1 an,  bis  sie  bei  der  Phasen- 
differenz von  12  = A abermals  geradlinig,  und  zwar  nach  Rich- 

tung und  Amplitude  gleich  der  ursprünglichen  Schwingung  AB 
geworden  ist;  nur  werden  alle  diese  Schwingungsbahneu  dann  in 
umgekehrtem  Drehungssinne  durchlaufen  wie  bei  den  entsprechen- 
den zwischen  0 und  ~ liegenden  Phasendifferenzen.  Welcher 

Drehungssinn  ursprünglich  eingehalten  worden  ist,  das  richtet  sich 
danach,  welche  der  beiden  innerhalb  des  Kristalls  fortschreitenden 
Schwingungen  AJii  und  A«Bt  die  größere  Geschwindigkeit  be- 
sitzt. Da  immer  die  sich  schneller  fortpflanzende  Schwingung  in 
der  Austrittsfläche  des  Kristalls  in  der  Phase  voraus  ist  (vgl.  hierzu 
die  Auseinandersetzungen  bei  der  Erklärung  der  Drehung  der  Polari- 
sationsebene auf  S.  1053),  so  erkennt  man  aus  Fig.  305  auf  S.  1031 
in  welcher  die  Entstehung  der  verschiedenen  Schwingungskurven 

angedeutet  ist,  daß  bei  den  Phasendifferenzen  0 bis  — die  Kurven 

im  Sinne  oder  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  durchlaufen 
werden,  je  nachdem  die  Schwingung  A%B%  oder  die  Schwingung 
AtTS , sich  schneller  im  Kristall  fortpflanzt;  dabei  ist  vorausgesetzt, 
daß  der  elliptisch  polarisierte  Strahl  von  0 aus  auf  den  Beschauer 

zu  fortschreitet.  Bei  den  zwischen  - und  A liegenden  Phasen- 
differenzen ist  dann  natürlich  das  Umgekehrte  der  Fall. 

Mit  Hilfe  von  Fig.  3 1 (5  läßt  sich  nun  unmittelbar  beurteilen, 
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welche  Komponente  der  aus  dem  Kristall  austretenden  elliptischen 
Schwingung  in  jedem  Falle  durch  den  Analysator  hindurchgelassen 
wird.  Nach  dem  früheren  braucht  man  sich  zu  diesem  Zwecke 
ja  nur  eine  jede  der  elliptischen  Schwingungsbahnen  auf  die  Rich- 
tung der  aus  dem  Analysator  allein  austretenden  linearen 
Schwingung  projiziert  zu  denken.  Diese  Projektion  deckt  sich  aber 
unter  den  vorliegenden  Verhältnissen  immer  mit  der  in  die  Rich- 
tung fallenden  Axe  der  betreffenden  Ellipse.  Beachtet  man 
dies,  so  erkennt  man  aus  Fig.  316,  daß  zunächst  bei  einer  von 

0 bis  - wachsenden  Phasendifferenz  (entsprechend  den  Bahnen 

Nr.  0 bis  6)  die  Amplitude  des  aus  dem  Analysator  austretenden 
linear  polarisierten  Lichtstrahles  von  0 bis  zu  der  Amplitude  des 
vom  Polarisator  ausgesandten  linear  polarisierten  Strahles  wächst; 
und  zwar  ist  diese  Tatsache  von  dem  Sinn,  in  welchem  die  einzelnen 
Schwingungskurven  durchlaufen  werden,  unabhängig.  Nimmt  da- 
gegen die  Phasendifferenz  von  - aus  noch  mehr  zu,  bis  sie  schließ- 
lich den  Wert  A erreicht  hat  (entsprechend  den  Bahnen  Nr.  6 bis  12), 
so  vermindert  sich  die  Amplitude  des  durch  den  Analysator  hin- 
durchgelassenen linear  polarisierten  Lichtstrahles  wieder,  bis  sie 
schließlich  für  die  Phasendifferenz  A von  neuem  den  Wert  0 er- 
reicht hat,  so  daß  in  diesem  Falle  das  Gesichtsfeld  wieder  dunkel 
erscheint  Man  sieht  auch  leicht  ein,  daß  bei  weiterer  Vergrößerung 
der  Phasendifferenz  eine  abermalige  Zunahme  der  Amplitude,  und 
damit  der  Helligkeit  des  Gesichtsfeldes,  bis  zu  der  Phasendifferenz 
3A 

ä-  eintritt,  worauf  dann  bis  zu  der  Phasendifferenz  2 A dieselbe 

dt 

wieder  bis  auf  0 herabgesunken  ist  usf. 

Man  wird  so  zu  dem  Resultat  geführt,  daß  unter  der 
Voraussetzung  gekreuzter  Nicols  ganz  allgemein  bei  einer 
Phasendifferenz,  welche  mit  einer  ungeraden  Anzahl 
halber  Wellenlängen  übereinstimmt,  stets  die  größte 
Helligkeit,  bei  einer  Phasendifferenz,  welche  dagegen 
mit  einer  Anzahl  ganzer  Wellenlängen  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  mit  einer  geraden  Anzahl  halber 
Wellenlängen  übereinstimmt,  stets  absolute  Dunkelheit 
im  Analysator  zu  beobachten  ist. 

Natürlich  gilt  dies  nur  bei  gekreuzten  Nicols.  Würde  da- 
gegen die  Polarisationsebene  des  Analysators  zu  der  Polari- 
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sationsebene  des  Polarisators  parallelst ehen,  so  müßte,  wie  man 
aus  Fig.  316  unmittelbar  bestätigt,  in  jedem  Falle  gerade  das 
Gegenteil  eintreten. 

bl  Beobachtungen  nn  Kristallkeilen  und  an  durch  Druck  »der  Zu?  defor- 
mierten <>elatlnekörpern.  Optische  indlkatrlx. 

Die  geschilderten  Erscheinungen  lassen  sich  leicht  zur  Beob- 
achtung bringen,  wenn  man  an  einer  Kristallplatte  von  der  voraus- 
gesetzten Beschaffenheit  eine  schiefe  Fläche  anschleift,  so  daß  die 
Platte  nach  einer  Seite  hin  keilförmig  zugespitzt  ist.  Man  hat 
dann  gewissermaßen  eine  stetige  Reihe  verschiedener  Dicken  der 
Platte  nebeneinander,  und  damit  auch  eine  stetige  Folge  allmäh- 
lich zunehmender  Phasendifferenzen  realisiert.  Es  wird  ohne 
weiteres  verständlich  sein,  daß  ein  solcher  Kristallkeil  in  der 
Diagonallage  seiner  optischen  Axe  bei  gekreuzten  Nicols  und  Ver- 
wendung monochromatischen  Lichtes  abwechselnd  helle  und  dunkle 
Streifen  zeigen  muß,  die  in  gleichem  Abstande  der  scharfen  Kante 
des  Kristallkeils  parallel  laufen.  Die  hellen  Streifen  entsprechen 
dabei  Dicken  des  Kristallkeils,  bei  welchen  die  Phasendifferenz 
eine  ungerade  Anzahl,  und  die  dunklen  Streifen  solchen  Dicken, 
bei  denen  die  Phasendifferenz  eine  gerade  Anzahl  halber  Wellen- 
längen beträgt. 

Anstatt  direkt  nebeneinander,  wie  in  einem  derartigen 
Kristallkeil,  kann  man  sich  die  verschiedenen  Phasendifferenzen 
auch  zeitlich  nacheinander  verschaffen  mit  Hilfe  einer  von 
H.  Ambronn*)  angegebenen  Methode,  welche  infolge  der  einfachen 
Struktur  des  verwendeten  Stoffes  und  der  Möglichkeit,  die  Elasti- 
zitätsverhältnisse im  Innern  desselben  zu  ändern,  ein  bequemes 
Veranschaulichungsmittel  für  die  optischen  Vorgänge  in  anisotropen 
Substanzen  darstellt  und,  wie  sich  zeigen  wird,  bei  den  Unter- 
suchungen organischer  Substanzen  im  Polarisationsmikroskop  sehr 
wertvolle  Dienste  leistet. 

Aus  einer  eben  erstarrten  Gelatinemasse  schneidet  man  nach 
Ambronn  einen  Würfel  von  etwa  5 mm  Seitenlänge  heraus. 
Bringt  man  denselben  auf  den  Objekttisch  des  Mikroskops  zwischen 
die  gekreuzten  Nicols,  so  vermag  er  zunächst  in  keiner  Stellung 
das  Gesichtsfeld  aufzuhellen;  er  verhält  sich  also  isotrop.  Drückt 
man  denselben  jedoch  an  zwei  gegenüberliegenden  Flächen  senk- 

*)  Vgl.  H.  Ambronn,  Anleitung  zur  Benutzung  des  Polarisationsmikro- 
skope:, bei  histologischen  Untersuchungen.  Leipzig  1892. 
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recht  zur  Mikroskopaxe  zusammen,  oder  zieht  man  ihn  mittelst 
einer  zu  diesem  Zwecke  von  Ainbronn  hergestellten  und  in  der 
angegebenen  Monographie  (auf  S.  12)  ausführlich  beschriebenen  Vor- 
lichtung  an  diesen  Flächen  auseinander,  so  zeigt  er  sich  doppel- 
brechend. Es  hellt  sich  nämlich  das  Gesichtsfeld  bei  dieser 
mechanischen  Einwirkung  auf,  sofern  die  Richtung  des  Druckes 
nicht  gerade  zu  einer  der  beiden  Polarisationsebenen  senkrecht  ist; 
die  größte  Helligkeit  tritt  ein,  wenn  der  Druck  oder  Zug  parallel 
der  Halbierungslinie  des  Winkels  zwischen  den  beiden  Schwingungs- 
richtungen, d.  h.  also  in  diagonaler  Richtung  stattfindet. 

Die  Gelatine  ist  also  unter  dem  Einfluß  der  einseitigen  Span- 
nung anisotrop  geworden,  und  zwar  verhält  sie  sich  bei  Druck 
wie  ein  negativer,  bei  Zug  wie  ein  positiver  optisch  einaxiger 
Kristall,  dessen  optische  Axe  in  der  Richtung  des  Druckes  bzw. 
Zuges  liegt.  Der  von  unten  in  den  Gelatinewürfel  eintretende 
linear  polarisierte  Lichtstrahl  wird  demnach  bei  diagonaler  Rich- 
tung der  mechanischen  Einwirkung  in  zwei  gleich  starke  recht- 
winklig zueinander  linear  polarisierte  Strahlen  zerlegt;  die  Polari- 
sationsebene  des  einen  steht  auf  der  Druck-  oder  Zugrichtung 
senkrecht,  während  die  des  anderen  zu  derselben  parallel  läuft. 
Bei  Druck  pflanzt  sich  der  erstere,  bei  Zug  der  letztere  schneller 
innerhalb  der  Gelatine  fort.  Der  Unterschied  zwischen  den  beiden 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  und  die  aus  demselben  resul- 
tierende Phasendifferenz  der  austretenden  Strahlen  sind  u in  so  größer, 
je  stärker  der  auf  die  Gelatine  ausgeübte  Druck  oder  Zug  ist. 
Man  kann  daher  durch  allmähliche  Steigerung  des  Druckes  oder 
Zuges  innerhalb  gewisser  Grenzen  jede  beliebige  Phasendifferenz 
erzeugen  und  also  zeitlich  nacheinander  abwechselnd  Helligkeit 
und  Dunkelheit  hervorbringen,  wie  man  es  bei  einem  Kristallkeil 
in  den  hellen  und  dunklen  Streifen  nebeneinander  beobachtet 

Die  Gelatine  bietet  nun  den  Vorteil  dar,  daß  die  Änderung 
der  optischen  Verhältnisse  neben  einer  deutlich  wahrnehmbaren 
oder  doch  wenigstens  leicht  vorstellbaren  Gestaltsänderung  einher- 
geht. Denkt  man  sich  im  Innern  des  Gelatinewürfels  eine  Kugel- 
fläche markiert,  so  bestätigt  man  ohne  weiteres,  daß  dieselbe 
beim  Zusammendrücken  in  der  Richtung  des  Druckes  abgeplattet, 
beim  Auseinanderziehen  des  Gelatinewürfels  dagegen  in  die 
Länge  gezogen  wird,  ln  beiden  Fällen  geht  dann  die  Kugel 
annähernd  in  ein  sogen.  Rotationsellipsoid  über,  dessen  Rotations- 
axo  im  ersten  Falle  kleiner,  im  zweiten  dagegen  größer  wie  die 
zu  ihr  senkrechten  Axen  ist.  Zeichnet  man  sich  auf  die  obere, 
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dem  Analysator  zugekehrte  Grundfläche  des  Gelatinewürfels  einen 
Kreis  auf,  so  wird  derselbe  bei  senkrecht  auf  zwei  gegenüber- 


liegenden Seitenflächen  des  Würfels  ausgeübtem  Druck  oder  Zug 
annähernd  in  eine  Ellipse  deformiert,  deren  große  Axe  bei  Druck 
senkrecht  zur  Drucklichtung,  bei  Zug  dagegen  in  der  Zugrichtung 
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selbst  liegt.  Das  veranschaulichen  die  beiden  Figuren  317  und 
318  auf  S.  1065,  in  denen  neben  den  Polarisationsebenen  ^33'  und 
3131'  des  Polarisators  und  Analysators  der  durch  Druck  (in  Pig.  317) 
oder  durch  Zug  (in  Fig.  318)  in  diagonaler  Richtung  deformierte  Gela- 
tine würfel  durch  ein  Rechteck,  und  die  Art  der  mechanischen  Ein- 
wirkung durch  Pfeile  angedeutet  ist.  Die  durch  die  Deformation 
aus  je  einem  Kreis  entstandenen  Ellipsen  finden  sich  mit  ihren 
beiden  Axen  in  die  Rechtecke  eingezeichnet. 

Diese  Deformationsellipsen  geben  nun  ein  einfaches  Mittel  an 
die  Hand,  sich  von  der  Verteilung  der  Elastizität  des  Äthers  nach 
der  Fresnelschen  Annahme  Rechenschaft  zu  gebeD.  Da,  wie 
der  Versuch  ergibt,  der  durch  Druck  deformierte  Gelatinewürfel 
sich  wie  ein  negativer,  der  durch  Zug  deformierte  Würfel  da- 
gegen wie  ein  positiver,  optisch  einaxiger  Kristall  verhält,  so 
ist  nach  dem  früheren  in  jedem  Falle  die  Ätherelastizität  in  der 
Richtung  der  kleinen  Axe  der  Ellipse  am  größten,  und  in  der 
Richtung  der  großen  Axe  der  Ellipse  am  kleinsten  aufzufassen. 
Die  Elastizitätsaxen  der  den»  Punkte  0 zugehörenden  Elastizitäts- 
flächo  verhalten  sich  also  umgekehrt  wie  die  Axen  der  Deforma- 
tionsellipse oder  sind,  mit  anderen  Worten,  den  reziproken  Werten 
der  letzteren  proportional.  Würde  man,  wie  es  u.  a.  auch  schon 
von  Fresnel  getan  worden  ist,  sich  eine  Fläche  verschaffen, 
deren  von  0 ausgehende  Halbstrahlen  nicht  direkt  die  Größe  der 
Ätherelastizität  bzw.  des  Quadrates  derselben  (vgl.  S.  1038)  in  ihrer 
Richtung,  sondern  den  zugehörigen  reziproken  Wert  der  Äther- 
elastizität veranschaulichen  sollen,  so  würden  demnach  die  Defor- 
mationsellipsen in  den  Figuren  317  und  318  annähernd  als  Durch- 
schnitte dieser  (reziproken)  Elastizitätsfläche  mit  der  Ebene  der 
Zeichnung  gelten  können,  und  man  würde  in  diesem  Sinne  die 
Deformationsellipsen  als  Elastizitätsellipsen,  und  ihre  Axen  als 
Elastizitätsaxen  zu  bezeichnen  haben.  Dies  ist  in  der  angeführten 
Schrift  von  Ambronn  nach  dem  Vorgänge  von  Nägeli  und 
Schwendener  auch  in  der  Tat  geschehen.  Um  aber  eine  Ver- 
wendung der  gleichen  Bezeichnung  für  zwei  verschiedene  Begriffe 
zu  vermeiden  und  dadurch  einer  nicht  ausgeschlossenen  Verwirrung 
vorzubeugen,  soll  dagegen  nach  dem  Vorgang  von  Mac  Cullagh 
und  Diebisch  eine  solche  Doformationsellipse  für  die  folgenden 
Betrachtungen  als  „Indexellipse“  oder  kürzer  nach  dem  Vorgang 
von  Fletcher  als  optische  „ebene  Indikatrix“  bezeichnet  sein. 
Diese  Ausdrücke  haben  insofern  eine  gewisse  Berechtigung  und 
Bedeutung,  als  der  zu  einem  linear  polarisierten  Strahl  unter  be- 
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stimmten  Verhältnissen  gehörende  Brechungsindex  der  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit desselben,  und  damit  der  Quadratwurzel  aus 
der  in  der  transversalen  Schwingungsrichtung  vorhandenen  Äther- 
elastizität umgekehrt  proportional  ist.  Mit  dem  gleichen  Hechte  und 
in  demselben  Sinne  kann  man  daher  auch  die  aus  der  Kugel  fläche 
innerhalb  des  Gelatinewürfels  durch  Druck  oder  Zug  entstehende 
Fläche,  welche  annähernd  die  Gestalt  eines  Ellipsoides  besitzt,  als 
„Indexellipsoid“  oder  optische  „räumliche  Indikatrix“  be- 
zeichnen, wie  es  ebenfalls  von  Mac  Cullagh  und  Liebisch  ein- 
geführt worden  ist. 

Die  auf  dem  Gelatinewürfel  aufgezeichnete  oder  nur  aufge- 
zeichnet gedachte  optische  Indikatrix  gibt  also  durch  ihre  beiden 
Axen  unmittelbar  die  Richtungen  der  größten  und  kleinsten  Äther- 
elastizität und  damit  der  Elastizitätsaxen  in  der  zur  Mikroskopaxe 
senkrechten  Ebene  an,  wobei  aber  stets  im  Auge  zu  behalten  ist, 
daß  die  größte  Atherelastizität  in  der  Richtung  der  kleineh  Axe 
der  Indikatrix  zu  suchen  ist  und  umgekehrt.  Um  nun  verstehen 
zu  können,  auf  welche  Weise  die  Indikatrix  des  Gelatinewürfels 
die  Bestimmung  der  Elastizitätsaxen  irgendeines  anderen  doppel- 
brechenden Objektes  ermöglicht,  müssen  zunächst  die  Polarisations- 
erscheinungen im  weißen  Licht  besprochen  werden. 

c)  PoUrlsatlonsersehelnung'en  im  weißen  Lickt. 

Gipskeil-  und  Glpspliittcheu. 

Während  bei  Anwendung  monochromatischen  Lichtes  ein 
Kristallkeil  im  Polarisationsmikroskop  nur  dunkle  und  helle  Streifen 
von  der  Farbe  des  verwendeten  Lichtes  zeigt,  und  ein  Gelatine- 
würfel bei  Druck  oder  Zug  ebenfalls  entweder  nur  dunkel  oder 
hell  in  der  gleichen  Farbe  erscheinen  kann,  stellen  sich  bei  Ver- 
wendung weißen  Lichtes  an  verschiedenen  Stellen  des  Keils  bzw. 
bei  verschieden  starker  mechanischer  Einwirkung  auf  den  Gelatine- 
würfel die  mannigfaltigsten  Farben  ein.  Diese  Farben  sind  nicht 
reine  Spektralfarben,  sondern  die  zuerst  von  Newton  beschrie- 
benen Mischfarben,  wie  man  sie  an  dünnen  Blättchen,  Olschichten, 
Seifenblasen  usw.  wahrnimmt;  sie  verdanken  wie  die  letzteren  ihro 
Entstehung  der  Interferenz  des  Lichtes.  Davon  kann  man  sich 
leicht  auf  folgende  Weise  Rechenschaft  geben. 

Bei  Verwendung  monochromatischen  Lichtes  hängt  der  Ab- 
stand der  an  einem  Kristallkeil  zwischen  gekreuzten  Nicols  zu 
beobachtenden  hellen  und  dunklen  Streifen  von  der  Wellenlänge 
des  betreffenden  Lichtes  ab.  Je  größer  die  Wellenlänge  ist,  um 
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so  dicker  muß  natürlich  die  Stelle  des  Kristallkeils  sein,  an  welcher 
die  beiden  rechtwinklig  zueinander  linear  polarisierten  Lichtstrahlen 
gerade  einen  bestimmten,  in  Wellenlängen  ausgedrückten  Phasen- 
unterschied erlangt  haben.  Es  werden  daher  die  einem  Phasen- 
unterschied von  einer  Anzahl  ganzer  Wellenlängen  entsprechenden 
dunklen  Streifen  im  monochromatischen  Licht  um  so  weiter  aus- 
einanderliegen, je  größer  die  Wellenlänge  des  Lichtes  ist;  und 
zwar  wird  ihr  Abstand  der  Wellenlänge  direkt  proportional  sein. 

Ist  nun  z.  B.  an  einer  Stelle  des  Kristallkeils  die  Dicke  gerade 
so  groß,  daß  sie  einem  Phasenunterschied  von  einer  Wellenlänge 
des  äußersten  noch  sichtbaren  violetten  Lichtes  entspricht,  so  wird 
bei  Anwendung  weißen  Lichtes  an  dieser  Stelle  nur  gerade  dieses 
violette  Licht  durch  den  Analysator  ausgelöscht,  während  alle 
anderen  farbigen  Strahlen  mehr  oder  weniger  hindurchgelassen 
werden;  insbesondere  erfährt  hierbei  das  rote  Licht,  dessen  Wellen- 
länge gerade  doppelt  so  groß  wie  die  Wellenlänge  des  betreffenden 
violetten  Lichtes  ist,  überhaupt  keine  Schwächung,  während  hin- 
gegen die  in  der  Nähe  des  Violett  liegenden  Strahlen  verhältnis- 
mäßig stark  geschwächt  werden.  Infolgedessen  muß  die  betreffende 
Stelle  des  Kristallkeils  in  einer  Mischfarbe  erscheinen,  bei  welcher 
der  rote  Farbenton  vorherrschend  ist.  An  Stelle  des  Kristallkeils 
von  etwas  größerer  Dicke  wird  die  Phasendifferenz  für  blau,  bei 
noch  größerer  Dicke  für  grün,  gelb,  orange  usw.  gerade  eine 
Wellenlänge  betragen,  so  daß  dann  in  jedem  Falle  diese  Farbe 
in  der  Mischfarbe  ganz  fehlt.  Ist  schließlich  die  Dicke  so  groß, 
daß  sie  für  das  rote  Licht  eine  Phasendifferenz  von  einer  ganzen 
Wellenlänge  bedingt,  so  entspricht  sie  gleichzeitig  eioer  Phasen- 
differenz von  zwei  ganzen  Wellenlängen  des  violetten  Lichtes; 
es  wird  daher  an  dieser  Stelle  nicht  nur  die  betreffende  rote, 
sondern  auch  die  violette  Farbe  durch  den  Analysator  ausgelöscht, 
so  daß  eine  andere  Mischfarbe  entsteht  wie  an  der  früheren 
Stelle,  an  welcher  zum  ersten  Mal  das  violette  Licht  ausgelöscht 
wurde,  überhaupt  ersieht  man  schon  hieraus,  daß  niemals  an 
zwei  Stellen  des  Kristallkeils  von  verschiedener  Dicke  genau  die 
gleiche  Mischfarbe  entstehen  kann. 

Je  größer  nun  die  Dicke  des  Kristallkeils  wird,  um  so  häufiger 
tritt  es  ein,  daß  nicht  nur  eine  oder  zwei,  sondern  eine  ganze 
Anzahl  verschiedener  Farben  zugleich  im  Analysator  ausgelöscht 
werden,  während  andererseits  auch  die  zwischen  diesen  liegenden, 
zur  Mischfarbe  sich  vereinigenden  Farben  dadurch  um  so  mannig- 
faltiger sich  gestalten.  Es  nähert  sich  aus  diesem  Grunde  mit 
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wachsender  Dicke  des  Kristallkeils  die  Mischfarbe  immer  mehr 
dem  Weiß,  aber  einem  Weiß,  dem  eine  ganze  Reihe  schmaler 
Bezirke  des  Spektrums  fehlen.  Dies  ist  der  farbige  Eindruck,  den 
man  von  vielen  Kristallplatten  erhält,  die  starke  Doppelbrechung 
aufvveisen  und  sich  nicht  mit  genügend  geringer  Dicke  hersteilen 
lassen.  Da  nun  aber  für  die  Untersuchungen  im  Polarisations- 
mikroskop hauptsächlich  solche  Fälle  in  Betracht  kommen,  bei 
denen  der  Phasenunterschied  für  die  verschiedenen  Spektral  färben 
nur  eine  oder  wenige  Wellenlängen  beträgt,  so  muß  man  sich 
nach  einem  Material  umsehen,  welches  verhältnismäßig  schwach 
doppelbrechend  ist  und  sich  in  so  dünnen  Plättchen  herstellen 
läßt,  daß  dieser  Anforderung  entsprochen  wird. 

Ein  derartiges  Material  ist  der  unter  dem  Namen  Marienglas 
käufliche  Gips.  Dieser  läßt  sich  nicht  nur  in  genügend  dünnen 
Lamellen  spalten,  sondern  auch  als  Keil  abschloifen.  Man  stellt 
sich  insbesondere  einen  solchen  Gipskeil  nach  den  Angaben  von 
Ambronn  (a.  a.  0.  S.  14)  dadurch  her,  daß  man  an  eine  dickere 
Gipsplatte  auf  einer  matten  Glastafel  eine  schiefe  Fläche  bis  zum 
Schnitt  mit  der  unteren  Grundfläche  der  Platte  anschleift.  Der 
Neigungswinkel  dieser  schiefen  Fläche  darf  aber  nicht  zu  klein 
sein,  wenn  man  die  verschiedenen  zwischen  gekreuzten  Nicols 
entstehenden  Mischfarben  im  Polarisationsmikroskop  bei  schwacher 
Vergrößerung  nebeneinander  beobachten  will.  Um  diese  Farben 
recht  lebhaft  hervortreten  zu  lassen  und  gleichzeitig  die  beim 
Schleifen  hervorgerufenen  Unebenheiten  weniger  bemerkbar  zu 
machen,  bettet  man  am  besten  den  so  entstandenen  Gipskeil  in 
Kanadabalsam  ein.  Ohne  sich  zunächst  um  die  genaue  Richtung 
der  Axen  des  optisch  zweiaxigen  Gipses  zu  kümmern,  kann  man 
den  Gipskeil  in  die  Diagonalstellung  dadurch  bringen,  daß  man 
ihn  auf  den  Objekttisch  solange  verschiebt,  bis  die  Farben  die 
größte  Intensität  zeigen. 

Bei  einigermaßen  sorgfältiger  Herstellung  des  Gipskeiles  be- 
obachtet man  nun  im  Polarisationsmikroskop  bei  gekreuzten  Nicols 
eine  stetige  Reihe  zur  Kante  des  .Gipskeils  paralleler  Farbenstreifen, 
die  sich  in  mehrere  Gruppen  einteilen  lassen  in  der  Weise,  daß 
am  Ende  jeder  Gruppe  immer  ein  roter  Farbenton  steht.  Das  am 
Ende  der  zweiten,  dritten,  vierten  usw.  Gruppe  stehende  Rot  ent- 
spricht dabei  Stellen  des  Keils,  welche  zwei-,  drei-  oder  viermal 
so  dick  sind,  wie  die  Stelle,  an  welcher  sich  das  erste  Rot  gezeigt 
hat  Die  in  der  ersten  Gruppe  befindlichen  Farbentöne  bezeichnet 
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man  dann  als  Farben  .1.  Ordnung  zum  Unterschied  von  den  der 
zweiten  Gruppe  angehörenden,  die  man  Farben  II.  Ordnung  nennt  usw. 

Nach  Ambronn  ist  die  Aufeinanderfolge  bei  Beobachtung  im 
weißen  Licht  ungefähr  folgende: 


I.  Ordnung 

II.  Ordnung 

III.  Ordm 

Schwarz 

Violett 

Violett 

Grau 

Indigo 

Blau 

Graublau 

Blau 

Grün 

Weiß 

Grün 

Gelb 

Gelb 

Gelb 

Rosaorange 

Braungelb  bis 

Orange 

Rot 

Orange 

Rot 

Hot 


IV.  Ordnung  V.  Ordnung 
Hellviolett  Hellblau 

Bläulichgrün  Hellgrün 

Grün  Weißlich 

Hellgrünlichgelb  Hellrot 
Hellgelblichrot 
Hellrot 

In  den  höheren  Ordnungen  findet  man  dann  nur  noch  ab- 
wechselnd ein  helles  Grüngelb  und  ein  blasses  Rot,  und  schließ- 
lich erscheint  überhaupt  nur  noch  Weiß,  das  man  als  das  Weiß 
höherer  Ordnung  bezeichnet. 

Für  die  mit  dem  Polarisationsmikroskop  anzustellenden  Unter- 
suchungen ist  es  nötig,  vor  allen  Dingen  von  den  Farben  der 
ersten  Ordnungen  eine  recht  deutliche  Vorstellung  zu  erlangen 
und  sich  ihre  Aufeinanderfolge  fest  einzuprägen.  Nach  den  obigen 
ausführlichen  Auseinandersetzungen  (auf  S.  1068)  kann  man  sich 
leicht  ihre  Entstehung  in  allen  Einzelheiten  vergegenwärtigen. 

Der  Anfang  der  Farbenskala  entspricht  der  dünnsten  Stelle 
<les  Gipskeiles  an  dessen  scharfer.  Kante.  Da  hier  für  alle  Farben 
die  Phasendifferenz  annähernd  Null  ist,  so  würden  alle  Farben 
im  Analysator  nahezu  ausgelöscht,  so  daß  an  dieser  Stelle  ein 
vom  Schwarz  nicht  zu  weit  abliegendes  Grau  erscheint  Bei  zu- 
nehmender Dicke  des  Gipskeils  wird  nun  von  jeder  Farbe  ein 
immer  größerer  Teil  den  Analysator  passieren,  so  daß  das  Grau 
sich  immer  mehr  aufhellt.  Dabei  nimmt  es  zunächst  einen  bläu- 


VI.  Ordnung 
Hellblau 
Hellgrün 
Weißlich 
Hellrot 
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liehen  Ton  an,  wenn  für  die  blauen  Strahlen  die  Phasendifferenz 
gleich  der  halben  Wellenlänge  geworden  ist,  so  daß  dann  das 
Blau  in  seiner  ganzen  Intensität  durch  den  Analysator  hindurch- 
gelassen  wird,  während  die  anderen  Farben  mehr  oder  weniger 
geschwächt  erscheinen.  Die  Mischfarbe  nähert  sich  dagegen  mehr 
dem  reinen  Weiß,  wenn  für  die  in  der  Mitte  des  Spektrums  liegen- 
den Farben  der  Phasenunterschied  gleich  einer  halben  Wellenlänge 
geworden  ist,  weil  dann  die  Intensitätsabsl ufung  der  den  Analy- 
sator passierenden  Farben  eine  geringere  ist,  als  wenn  eine  am 
Bande  des  Spektrums  liegende  Farbe  maximale  Intensität  in  dem 
Farbengemisch  besitzt.  Wenn  schließlich  die  Dicke  des  Keils  so 
groß  geworden  ist,  daß  sie  für  Violett  oder  Blau  einen  Phasen- 
unterschied von  einer  ganzen  Wellenlänge  und  damit  ein  Aus- 
löschen der  einen  oder  anderen  dieser  Farben  bedingt,  so  nimmt 
die  Mischfarbe  gelbe  oder  orangefarbene  Töne  an,  bis  sie  schließ- 
lich zu  einem  ausgesprochenen  Rot  wird,  wenn  die  Phiisendifferenz 
für  grün  bzw.  grüngelb  gleich  einer  ganzen  Wellenlänge  geworden 
ist.  Man  hat  es  dann  mit  dem  Rot  I.  Ordnung  zu  tun,  welches 
die  erste  Gruppe  der  Interferenzfarben  beschließt. 

Bei  noch  größerer  Dicke  des  Gipskeils  folgen  dann  die  Farben 
II.  Ordnung.  Dieselben  beginnen  mit  Violett,  entsprechend  dem 
Auslöschen  des  Gelb,  und  setzen  sich  dann  in  Indigo  und  Blau 
fort,  wenn  die  Phasendifferenz  für  die  zwischen  Gelb  und  Rot 
liegenden  Spektralfarben  zu  je  einer  ganzen  Wellenlänge  geworden 
ist.  Wenn  schließlich  das  äußerste  spektrale  Rot  eine  Phasen- 
differenz von  einer  Wellenlänge  erlangt  hat,  so  hat  gleichzeitig 
das  Violett  eine  Phasendifferenz  von  zwei  ganzen  Wellenlängen 
erhalten,  so  daß  beide  Farben  ausgelöscht  werden;  die  Mischfarbe 
ist  dementsprechend  zu  Grün  bis  Gelb  geworden.  Bei  noch  größerer 
Dicke  machen  sich  dann  wieder  das  Rot  und  Violett  in  der  Misch- 
farbe immer  mehr  geltend,  so  daß  sich  ein  dunkelviolettroter 
Farbenton  einstellt  — das  Rot  zweiter  Ordnung,  welches  die 
zweite  Gruppe  der  Farbentöne  beschließt.  Wie  man  sieht,  hat 
man  in  dieser  zweiten  Gruppe  im  großen  Ganzen  die  gleiche 
Farbenfolge  wie  beim  Spektrum,  nur  handelt  es  sich  dabei  nicht 
um  reine  Spektralfarben,  sondern  um  Mischfarben. 

Da  von  nun  an  immer  gleichzeitig  mehrere  Farben  ausgelöscht 
werden,  so  läßt  sich  die  Entstehung  der  Farben  höherer  Ordnung 
nicht  mehr  so  einfach  übersehen  wie  bei  den  Farben  der  1.  und 
II.  Ordnung.  Wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  treten  dann  im 
wesentlichen  abwechselnd  grüne  und  rote  Töne  besonders  deutlich 
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hervor,  wobei  aber  die  Farben  mit  zunehmender  Ordnung  immer 
blasser  werden,  bis  sie  schließlich  weiße  Töne  annehmen. 

Will  man  sich  von  der  Zusammensetzung  aller  dieser  Misch- 
farben eine  direkte  Anschauung  verschaffen,  so  braucht  man  nur 
das  aus  dem  Analysator  austretende  Farbengeinisch  mit  Hilfe  eines 
oberhalb  des  Analysators  angebrachten  Spektroskops  in  seine  ein- 
zelnen Komponenten  zu  zerlegen  Während  inan  an  den  dünnen 
Stellen  des  Gipskoils  dabei  nur  einen  oder  wenige  schwarze 
Streifen  im  Spektrum  wahrnimmt,  w'elehe  sich  bei  wachsender 
Dicke  vom  Violett  nach  dem  Rot  zu  verschieben,  findet  man  an 
den  dickeren  Stellen  das  Spektrum  von  einer  mehr  oder  weniger 
großen  Anzahl  paralleler  Streifen  durchzogen,  indem  allmählich 
immer  mehr  neue  Streifen  vom  violetten  Ende  her  in  das  Spektrum 
hineingewandert  sind.  Je  mehr  sich  aber  diese  schmalen  Absorp- 
tionsstreifen über  das  Spektrum  gleichmäßig  verteilen,  um  so  mehr 
muß,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  der  Ton  der  Mischfarbe 
sich  wieder  dem  reinen  Weiß  nähern. 

Während  man  bei  einem  Gipskeil  die  beschriebenen  Farben, 
welche  nichts  anderes  als  Newtonsche  Interferenzfarben  sind, 
bis  zu  einer  gewissen  Ordnung  nebeneinander  beobachten  kann, 
lassen  sich  dieselben  natürlich  am  Gelatinewürfel  durch  allmähliche 
Verstärkung  des  Druckes  nacheinander  zur  Darstellung  bringen. 
Bei  den  angenommenen  Dimensionen  des  Gelatinewürfels  genügt 
dabei  ein  verhältnismäßig  geringer  Druck  in  diagonaler  Richtung, 
um  in  stetiger  Aufeinanderfolge  schon  die  Farben  I.  und  II.  Ord- 
nung zum  Vorschein  zu  bringen. 

Nach  den  bisherigen  Erörterungen  ist  es  ohne  weiteres  ver- 
ständlich, daß  ein  einzelnes  Gipsplättchen  von  überall  gleicher 
Dicke  bei  Diagonalstellung  zwischen  den  gekreuzten  Nicols  an 
allen  Stellen  gleichmäßig  gefärbt  erscheinen  muß;  die  Farbe  des- 
selben stimmt  dabei  mit  derjenigen  Farbe  des  Gipskeils  überein, 
welche  an  der  mit  dem  Gipsplättchen  gleich  dicken  Stelle  desselben 
zu  beobachten  ist.  Man  kann  daher  aus  der  Farbe  eines  Gips- 
plättchens dessen  Dicke  beurteilen.  Insbesondere  entspricht  nach 
dem  früheren  (vgl.  S.  1069)  dem  Rot  II.  Ordnung  die  doppelte,  dem 
Rot  III.  Ordnung  die  dreifache  Dicke  wie  dem  Rot  1.  Ordnung  usf. 

Für  die  Zwecke  der  Untersuchungen  mittelst  des  Polarisations- 
mikroskops stellt  man  Gipsplättchen  her,  welche  eine  ganz  be- 
stimmte in  der  Newtonschen  Farbenskala  besonders  deutlich  her- 
vortretende Farbe,  wie  z.  B.  Gelb  I.  Ordnung,  Rot  I.  Ordnung, 
Blau  II.  Ordnung,  Rot  II.  Ordnung  usw\  aufweisen.  Bringt  man 
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ein  solches  Plättchen  an  geeignetem  Orte,  etwa  im  Beleuchtugs- 
apparat  oder  auch  im  unteren  Teile  des  Tubus,  zwischen  den 
gekreuzten  Nicols  an,  so  erscheint  dann  bei  nicht  zu  kleinen 
Dimensionen  des  Plättchens  und  Diagonalstellung  desselben  das 
ganze  Gesichtsfeld  des  Mikroskops  in  der  betreffenden  Farbe  gleich- 
mäßig gefärbt,  so  lange  noch  kein  mikroskopisches  Objekt  auf  dem 
Objekttisch  liegt  Die  Diagonalstellung  des  Gipsplättchens  läßt 
sich  leicht  auffinden.  Man  braucht  dasselbe  nur  um  die  Axe  des 
Mikroskops  herumzudrehen,  dann  wird  es  in  zwei  um  90°  von- 
einander abstehenden  Drehungsstellungen  schwarz  erscheinen,  w'as 
nach  den  bisherigen  Auseinandersetzungen  ohne  weiteres  verständ- 
lich ist.  Jede  von  einer  solchen  Stellung  um  45°  abweichende 
Stellung  ist  dann  eine  Diagonalstellung  des  Gipsplättchens;  sie 
zeichnet  sich  außerdem  durch  besonders  intensive  Färbung  vor 
allen  anderen  Stellungen  aus.  Würde  man  jetzt  bei  Festhaltung 
der  Lage  des  Gipsplättchens  den  Analysator  aus  der  gekreuzten 
Stellung  heraus  drehen,  so  müßte  sich  natürlich  die  Farbe  des 
Gipsplättchens  bzw.  des  Gesichtsfeldes  dabei  fortwährend  ändern, 
bis  sie  schließlich  bei  Parallelstellung  der  Polarisationsebenen  des 
Analysators  mit  der  des  Polarisators  genau  in  die  Gegenfarbe  zu 
der  Farbe  bei  gekreuzten  Nicols  übergegangen  wäre;  denn  bei 
Parallelstellung  würde  ja  gerade  der  Teil  jeder  Spektralfarbe  durch 
den  Analysator  hindurchgelassen,  welcher  bei  der  gekreuzten 
Stellung  zurückgehalten  wurde  und  umgekehrt. 

Durch  die  Ermittelung  der  Diagonalstellung  eines  Gipsplätt- 
chens bei  gekreuzten  Nicols  hat  man  zunächst  die  Richtungen 
seiner  Elastizitätsaxen  gefunden;  es  sind  die  beiden  aufeinander 
senkrecht  stehenden  Richtungen,  welche  den  rechten  Winkel 
zwischen  den  Polarisationsebenen  des  Polarisators  und  Analysators 
halbieren.  Man  weiß  jedoch  damit  noch  nicht,  welcher  der  beiden 
Elastizitätsaxen  die  größere  und  welcher  die  kleinere  Elastizität 
des  Äthers  im  Gipsplättchen  zukommt.  Diese  Entscheidung  läßt 
sich  nun  nach  Ambronn  leicht  mit  Hilfe  der  Indikatrix  eines 
Gelatinewürfels  und  der  im  folgenden  zu  besprechenden  Additions- 
und Subtraktionsfarben  treffen. 

d)  Additions-  und  Subtraktionsfarben. 

Es  möge  sich  um  ein  Gipsplättchen  handeln,  das  in  der 
Diagonalstellung  bei  gekreuzten  Nicols  gerade  das  Rot  I.  Ordnung 
aufweist;  es  ist  üblich,  ein  solches  kurz  als  „Gipsplättchen  Rot 
I.  Ordnung  zu  bezeichnen  und  diese  Bezeichnung  auf  dem  Rand 
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der  Fassung  anzubringen,  die  man  dem  Gipsplättchen  infolge  seiner 
leichten  Zerbrechlichkeit  geben  muß.  Man  entferne  nun  zunächst 
das  Gipsplättchen,  nachdem  man  auf  dem  Rand  seiner  Fassung 
die  Richtungen  der  beiden  Elastizitätsaxen  markiert  hat,  und  lege 
den  Gelatinewürfel  dafür  auf  den  Objekttisch.  Durch  geeigneten 
Druck  in  diagonaler  Richtung  bringt  man  es  dann  leicht  dahin, 
das  Gesichtsfeld  gerade  in  der  Farbe  des  Rot  I.  Ordnung  erscheinen 
zu  lassen,  wobei  ein  auf  der  oberen  Fläche  des  Gelatinewürfels 
aufgezeichneter  Kreis  sich  in  die  ellipsenförmige  Indikatrix  defor- 
miert hat.  Behält  man  nun  den  etwa  durch  die  früher  (auf  S.  1064) 
erwähnte  Ambronnsche  Vorrichtung  hervorgebrachten  Druck  auf 
den  Gelatinewürfel  dauernd  bei  und  bringt  das  Gipsplättchen  an 
seinen  alten  Ort  in  Diagonalstellung  zurück,  so  kann  zweierlei 
eintreten:  Entweder  verändert  sich  die  Farbe  des  Gesichtsfeldes 
in  das  Rot  II.  Ordnung,  oder  das  Gesichtsfeld  wird  dunkel.  Im 
ersten  Falle  liegt  die  Axe  der  größeren  Elastizität  des  Gipsplätt- 
chens  parallel  der  Axo  der  größeren  Elastizität  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt  (vgl.  hierzu  S.  1066)  parallel  der  kleinen  Axe 
der  Indikatrix  des  Gelatincwürfels.  Im  zweiten  Falle  steht  dio 
Axe  der  größeren  Elastizität  des  Gipsplättchens  senkrecht  auf  der 
Axe  der  größeren  Elastizität  des  Gelatinewürfels  und  hat  daher 
die  gleiche  Richtung  wie  die  große  Axe  der  Indikatrix  des  letzteren. 

Es  erweist  sich  als  sehr  zweckmäßig,  nach  dem  Vorgang  von 
Ambronn  auf  das  Gipsplättchen  ebenfalls  eine  Indikatrix  aufge- 
zeichnet zu  denken,  welche  die  gleiche  Bedeutung  besitzen  soll 
wie  beim  Gelatine  würfet,  insofern  die  kleinere  Axe  dieser  Ellipse 
die  Richtung  der  größeren  Elastizität  des  Gipsplättchens  angibt 
und  umgekehrt.  Dann  kann  man  sagen,  daß  die  kleine  Axe  der 
Indikatrix  des  Gipsplättchen  im  ersten  der  beiden  Fälle  mit  der 
kleinen  Axe  der  Indikatrix  des  Gelatinewürfels,  im  zweiten  Falle 
dagegen  mit  der  großen  Axe  derselben  parallel  läuft. 

Bei  Parallelstellung  der  Axen  der  größeren  Elastizität  (d.  h. 
also  der  kleinen  Indikatrixaxen)  von  Gipsplättchen  und  Gelatinewürfel 
bringt  der  letztere  noch  einmal  die  gleiche  Phasendifferenz  hervor 
wie  das  Gipsplättchen,  so  daß  sich  im  Ganzen  eine  Phasendifferenz 
und  Farbe  ergibt,  wie  sie  einem  Gipsplättchen  von  doppelter  Dicke 
zukommt,  also  im  vorliegenden  Falle  das  Rot  II.  Ordnung.  Bei 
rechtwinklig  gekreuzter  Stellung  der  kleinen  Indikatrixaxen  bzw. 
der  Axen  der  größeren  Elastizität  von  Gipsplättchen  und  Gelatine- 
würfel läßt  dagegen  der  letztere  denjenigen  der  beiden  linear 
polarisieiten  Lichtstrahlen  mit  größerer  Geschwindigkeit  hindurch- 
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gehen,  welcher  im  Gipsplättchen  sich  am  langsamsten  fortgepflanzt 
hat,  so  daß  dadurch  die  im  Gipsplättchen  hervorgebrachte  Phasen- 
differenz wieder  aufgehoben  wird;  infolgedessen  löscht  der  Analy- 
sator das  eintretende  Licht  aus. 

Die  gleichen  Erscheinungen  würden  sich  zeigen,  wenn  man 
zwei  Gipsplättchen  Rot  I.  Ordnung  einmal  mit  den  entsprechenden 
Indikatrixaxen  parallel  und  dann  rechtwinklig  gekreuzt  stellen 
würde,  wobei  als  „entsprechende*  Indikatrixaxen  zweier  doppel- 
brechender Objekte  immer  entweder  ihre  beiden  großen  oder  ihre 
beiden  kleinen  Indikatrixaxen  verstanden  sein  sollen.  Allgemein 
kann  man  sagen,  daß  bei  der  Zusammenstellung  zweier  Gips- 
plättchen von  gleicher  oder  auch  verschiedener  Dicke  sich  eine 
Farbe  einstellt,  welche  einem  einzigen  Gipsplättchen  entspricht, 
dessen  Dicke  gleich  der  Summe  oder  Differenz  der  Dicken  der 
beiden  Gipsplättchen  ist,  jo  nachdem  man  ihre  entsprechenden 
Indikatrixaxen  parallel  gestellt  oder  rechtwinklig  gekreuzt  hat. 
Man  bezeichnet  dann  die  resultierende  Farbe  im  ersten  Falle  als 
„Additionsfarbe“,  im  zweiten  Falle  als  „Subtraktionsfarbe*. 
Stellt  man  dagegen  ein  Gipsplättchen  mit  irgendeinem  anderen 
doppelbrechenden  Objekt  zusammen,  das  in  Diagonalstellung  zwi- 
schen gekreuzten  Nicols  ohne  das  Gipsplättchon  eine  bestimmte 
Farbe  zeigt,  und  denkt  man  auf  diesem  die  Indikatrix  markiert, 
so  geht  die  Farbe  auch  in  diesem  Falle  beim  Einschalten  des 
Gipsplättchens  in  eine  Additions-  oder  Subtraktionsfarbe  über,  je 
nachdem  die  Indikatrixaxen  des  betreffenden  Objektes  parallel 
oder  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Indikatrixaxen  des  ein- 
geschalteten Gipsplättchens  steht.  Dabei  stimmen  diese  resul- 
tierenden Farben  natürlich  genau  mit  denjenigen  überein,  die  man 
erhalten  würde,  wenn  man  das  doppelbrechende  Objekt  durch  ein 
Gipsplättchen  ersetzen  wollte,  das  allein  zwischen  gekreuzten 
Nicols  in  der  Diagonalstellung  die  gleiche  Interferenzfarbe  zeigt 
wie  das  betreffende  Objekt. 

Die  Bestimmung  der  bei  der  Zusammenstellung  eines  beliebigen 
doppelbrechenden  Objektes  mit  irgendeinem  Gipsplättchen  ent- 
stehenden Additions-  und  Subtraktionsfarben  kann  mit  Hilfe  der 
folgenden  Tabelle  immer  leicht  ausgeführt  werden.  Diese  Tabelle 
enthält  zunächst  in  der  zweiten  und  dritten  Spalte  im  wesent- 
lichen die  schon  in  der  Tabelle  auf  S.  1070  wiedergegebenen 
Newtonschen  Interferenzfarben.  Dabei  ist  aber  hier  genauer  wie 
in  der  früheren  Tabelle  darauf  Bedacht  genommen,  daß  zu  je 
zwei  aufeinanderfolgenden  Farben  immer  der  gleiche  Unterschied 
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in  der  Dicke  der  doppelbrechenden  Schicht  gehört.  So  findet  sich 
dementsprechend  das  unter  den  Farben  der  II.  Ordnung  nur  einen 
geringen  Raum  einnehmende  Violett  fortgelassen,  dafür  aber  unter 
anderen  das  Hellrot  der  IV.  Ordnung  infolge  seiner  verhältnismäßig 
großen  Ausdehnung  doppelt  angeführt.  Die  Farben  sind  von 
Schwarz  an,  welches  die  Nummer  0 trägt,  mit  fortlaufenden  Num- 
mern versehen  worden,  so  daß  also  z.  B.  die  Farbe  Nr.  1(3  (Gelb  III) 
zur  doppelten  Dicke  der  doppelbrechenden  Schicht  gehört  wie  die 
Farbe  Nr.  8 (Blau  II),  oder  zu  der  vierfachen  Dicke  wie  die  Farbe 
Nr.  4 (Gelb  1)  usw.  Außerdem  finden  sich  in  der  ersten  Spalte 
dieselben  Farben  von  unten  beginnend,  also  in  umgekehrter  Reihen- 
folge, wiederholt  und  dabei  zwar  mit  der  gleichen  Nummer,  aber 
außerdem  mit  einem  vor  die  Nummer  gesetzten  negativen  Zeichen 
versehen: 


— 15.  Grün  III 
14.  Blau  III 

— 13.  Violett  IN 

— 12.  Rot  II 
11.  Orange  II 

— 10.  Gelb  II 

— 9.  Grün  II 

— 8.  Blau  II 

— 7.  Indigo  II 

— 6.  Rot  I 

— 5.  Orange  I 
4.  Gelb  I 

— 3.  Weiß  I 

— 2.  Graublau  I 

— 1.  Grau  I 


0.  Schwarz 

1.  Grau  I 

2.  Graublau  I 

3.  Weiß  I 

4.  Gelb  I 

5.  Orange  I 
(5.  Rot  1 

7.  Indigo  II 

8.  Blau  II 

9.  Grün  II 

10.  Gelb  II 

11.  Orange  II 

12.  Rot  il 

13.  Violett  III 

14.  Blau  III 


15.  Grün  III 
1(5.  Gelb  III 

17.  Rosa  111 

18.  Rot  III 

19.  Hellrotviolett  IV 

20.  Bläulichgrün  IV 

21.  Grün  IV 

22.  Hellgrünlich  IV 

23.  Hellrosa  IV 

24.  Hellrot  IV 

25.  Hellrot  IV 

26.  Hellviolettrot  V 

27.  Hellblau  V 

usw. 


Will  man  nun  an  der  Hand  dieser  Tabelle  die  Additions-  oder 
Subtraktionsfarbe  ableiten,  welche  der  Kombination  eines  doppel- 
brechenden  Objektes  mit  einem  Gipsplättchen  von  bestimmter 
Farbe  entspricht,  so  hat  man  folgendermaßen  zu  verfahren.  Das 
Gipsplättchen  besitze  die  Farbe  Rot  I,  die  in  der  Tabelle  die 
Nummer  6 trägt.  Das  doppel brechende  Objekt  zeige  dagegen  in 
Diagonalstellung  zwischen  gekreuzten  Nikols  (ohne  Kombination 
mit  dem  Gipsplättchen)  die  Farbe  Gelb  I,  welche  in  der  Tabelle 
mit  der  Nummer  4 versehen  ist.  Dann  erhält  man  die  Nummer 
der  Additionsfarbe  ohne  weiteres  durch  Addition,  die  Nummer  der 
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Subtraktionsfarbe  dagegen  durch  Subtraktion  der  beiden  Zahlen  6 
und  4.  Es  ist  also  in  diesem  Kalle  die  Additionsfarbe  Gelb  II 
(Nr.  10)  und  die  Subtraktionsfarbe  Graublau  I (Nr.  2).  Hätte  das 
doppelbrechende  Objekt  die  Farbe  Grau  I (Nr.  1 der  Tabelle),  so 
würde  sich  als  Additionsfarbe  Indigo  II  (Nr.  7)  und  als  Subtrak- 
tionsfarbe Orange  I (Nr.  5)  ergeben,  während  die  Interferenzfarbe 
Weiß  I (Nr.  3)  des  Objektes  zu  der  Additionsfarbe  Grün  II  (Nr.  9) 
und  zu  einer  Subtraktionsfarbe  führen  würde,  welche  wieder  mit 
Weiß  I übereinstimmt 

Es  ist  natürlich  bei  der  Subtraktion  der  beiden  Nummern  der 
zu  kombinierenden  Farben  ganz  gleichgültig,  welche  man  als 
Minuend  und  welche  als  Subtrahend  verwendet;  denn  es  hat  an 
sich  keins  der  beiden  doppelbrechenden  Objekte  vor  dem  anderen 
etwas  voraus.  Will  man  aber  z.  B.  konsequent  die  Nummer  der 
Farbe  des  Gipsplättchens  vorausstellen,  so  wird  man  bei  der  Sub- 
traktion zu  negativen  Zahlen  geführt,  wenn  die  Farbe  des  doppel- 
brechenden Objektes  eine  höhere  Nummer  trägt  wie  die  des  Gips- 
plättchens. Man  kann  dann  auch  ohne  weiteres  die  dieser  nega- 
tiven Nummer  entsprechende  Subtraktionsfarbe,  welche  natürlich 
keine  andere  ist,  wie  die  Farbe  von  der  entsprechenden  positiven 
Nummer,  aus  der  ersten  Spalte  der  obigen  Tabelle  ablesen.  So 
führt  die  Kombination  des  Gipsplättchens  Rot  I (Nr.  6)  mit  einem 
Objekt  von  der  Interferenzfarbe  Indigo  II  (Nr.  7)  zu  der  Nummer  13 
der  Additionsfarbe  und  der  Nummer  — 1 der  Subtraktionsfarbe; 
die  erstere  ist  also  Violett  III,  die  letztere  Grau  I. 

Ohne  eist  die  Addition  und  Subtraktion  der  beiden  Farben- 
nummern auszuführen,  kann  man  auch  die  durch  Kombination 
mit  dem  Gipsplättchen  Rot  I entstehenden  Additions-  und  Sub- 
traktionsfarben ohne  weiteres  aus  der  Tabelle  abzählen.  Man 
braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  von  Rot  I aus  um  so  viel  Farben 
weiter  nach  vorwärts  (für  die  Additionsfarbe)  oder  nach  rückwärts 
(für  die  Subtraktionsfarbe)  zu  gehen,  als  die  Nummer  der  Inter- 
ferenzfatbe  des  doppel brechenden  Objektes  beträgt.  Die  beiden 
zusammengehörenden  Kombinationsfarben  liegen  also  in  der  Tabelle 
immer  zu  beiden  Seiten  in  gleichem  Abstand  von  der  Farbe  des 
Gipsplättchens,  so  daß  sie  die  letztere  gerade  in  der  Mitte  haben. 
Es  können  also  bei  Verwendung  eines  Gipsplättchens  Rot  1 nur 
als  zusammengehörige  Additions-  und  Subtraktionsfarbe  auftreten: 
Indigo  II  und  Orange  I,  Blau  II  und  Gelb  I,  Grün  II  und  Weiß  I, 
Gelb  II  und  Graublau  I,  Orange  11  und  Graul,  Rot II  und  Schwarz, 
Violett  III  und  Grau  1 usw.  Verwendet  man  dagegen  ein  Gips- 
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plättchen  Gelb  I,  so  treten  je  nach  der  Interferenzfarbe  des  doppel- 
brechenden Objektes  als  zusammengehörende  Additions-  und  Sub- 
traktionsfarbe auf:  Orange  I und  Weiß  I , Rot  I und  Graublau  I, 
Indigo  II  und  Grau  I,  Blau  II  und  Schwarz,  Grün  II  und  Grau  I, 
Gelb  II  und  Graublau  I usw.  Es  wird  nicht  nötig  sein,  noch 
weitere  Fälle  anzuführen,  da  man  nach  den  bisherigen  Beispielen 
einen  genügenden  Einblick  in  die  bequeme  Verwendbarkeit  der  obigen 
Tabelle  auf  S.  107(5  gewonnen  haben  und  auch  in  den  Stand  ge- 
setzt sein  wird,  in  jedem  bestimmten  Falle  der  Kombination  eines 
doppelbrechenden  Objektes  mit  einem  Gipsplättchen  die  zu  er- 
W'artenden  Kombinationsfarben  aus  der  Tabelle  direkt  abzulesen. 

Man  kann  sich  leicht  auf  experimentellem  Wege  von  der 
Richtigkeit  der  aus  der  letzten  Tabelle  sich  ergebenden  Resultate 
überzeugen,  indem  man  den  früher  beschriebenen  Gipskeil  mit  dem 
zu  einer  Kombination  verwendeten  Gipsplättchen  in  Diagonal- 
stellung so  zusarnmenbringt , daß  die  entsprechenden  Indikatrix- 
axen  beider  entweder  parallel  oder  zueinander  senkrecht  ge- 
richtet sind. 

e)  Cber  die  Untersuchungen  mit  Hlire  des  Polarisationsmikroskops. 

Die  Untersuchungen  mit  Hilfe  des  Polarisationsmikroskops 
laufen  nun  im  wesentlichen  darauf  hinaus,  die  Lage  der  Indikatrix- 
axen  in  einem  doppelbrechenden  mikroskopischen  Objekte  zu  be- 
stimmen und  dadurch  einen  Einblick  in  die  Elastizitätsverhältnisse 
im  Innern  desselben  zu  gewinnen,  welche  weiterhin  einen  Schluß 
auf  die  innere  Struktur  des  mikroskopischen  Objektes  zulassen. 
Man  bedient  sich  dabei  in  den  meisten  Fällen  eines  Gipsplättchens 
Rot  I.  Ordnung,  dessen  Indikatrixaxen  man  vorher  durch  Vergleich 
mit  einem  deformierten  Gelatinewürfel  festgestellt  hat. 

Durch  die  zueinander  senkrecht  gestellten  Richtungen 
und  2131'  der  Polarisationsebenen  des  Polarisators  und  Analysators 
des  Mikroskopes  w ird  dessen  Gesichtsfeld  in  vier  Quadranten  einge- 
teilt, welche  von  dem  rechten  oberen  Quadrant  beginnend  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  des  Uhrzeigers  fortlaufend  mit  1 bis  4 nume- 
riert sein  mögen,  w'ie  es  in  Fig.  319  angedeutet  ist.  In  welche 
Diagonalstellung  man  das  (iipsplättchen  zum  Zwecke  einer  Unter- 
suchung bringt,  um  das  Gesichtsfeld  in  der  Farbe  Rot  I erscheinen 
zu  lassen,  ist  an  und  für  sich  gleichgültig.  Es  möge  so  liegen, 
daß  die  große  Axe  seiner  (in  Fig.  319  mit  ./  bezeiclmeten)  Indika- 
trix  den  ersten  und  dritten  Quadranten  durchzieht  und  dabei  na- 
türlich den  rechten  Winkel  zwischen  den  beiden  Polarisatious- 
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ebenen  halbiert;  es  verhält  sich  dann  wie  ein  Gelatinewürfel,  der 
entweder  (wie  in  Fig.  318  auf  S.  1065)  in  der  Richtung  der  in  den 
Quadranten  1 und  3 verlaufenden  Winkelhalbierenden  einen  Zug, 
oder  in  der  dazu  senkrechten  Richtung  der  in  den  Quadranten 
2 und  4 verlaufenden  Winkelhalbierenden  einen  Druck  er- 
fahren hat. 

Bringt  man  nun  irgendein  ungefärbtes  Objekt  auf  den  Objekt- 
tisch des  Mikroskops,  so  erweist  sich  dasselbe,  sofern  man  es 
nicht  schon  vorher  ohne  Gipsplättchen  zwischen  den  gekreuzten 
Nikols  untersucht  hat,  sofort  als  doppelbrechend,  wenn  es  (abge- 
sehen von  etwaiger  Verdunk- 
lung durch  Absorption)  ent- 
weder in  seiner  ganzen  Aus- 
dehnung, oder  an  irgendeiner 
Stelle  eine  andere  Farbe  wie 
das  Rot  I der  Umgebung  auf- 
weist Zeigt  es  dagegen  durch- 
weg diese  Farbe,  so  braucht 
es  deshalb  noch  nicht  isotrop 
zu  sein,  weil  ja  seine  Elasti- 
zitätsaxen  zufällig  den  Polari- 
sationsebenen der  beiden  Nikols 
parallel  gestellt  sein  könnten. 

Man  hat  in  diesem  Falle  zu- 
nächst das  Objekt  um  die 
Mikroskopaxe  herumzudrehen 
und  zu  beobachten,  ob  sich  dabei  die  Farbe  des  Objektes 
ändert.  Um  diese  Drehung  bequem  ausführen  und  genau  abstufen 
zu  können,  ist  es  sehr  zweckmäßig,  wenn  auch  nicht  unerläßlich, 
daß  das  Polarisationsmikroskop  mit  einem  drehbaren  Objekttische 
versehen  ist.  Bleibt  nun  die  Farbe  des  Objektes  während  seiner 
Drehung  um  180°  immer  genau  gleich  dem  Rot  I des  umgebenden 
Gesichtsfeldes,  so  ist  seine  Indikatrix  auf  dem  untersuchten  Schnitte 
ein  Kreis.  Das  Objekt  braucht  zwar  deshalb  noch  nicht  isotrop 
zu  sein,  denn  es  könnte  sich  ja  als  optisch  einaxig  mit  zur  Mikro- 
skopaxe paralleler  optischer  Axe  herausstellen.  Um  das  letztere 
festzustellen,  müßte  das  Objekt  noch  in  einem  anderen,  etwa  zu 
dem  ursprünglichen  senkrechten  Schnitte  untersucht  werden. 

Wenn  nun  aber  das  Objekt  von  vornherein  oder  bei  der 
Drehung  andere  Farben  wie  die  Umgebung  annimmt,  so  bestimmt 
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man  auf  folgende  Weise  die  Gestalt  und  die  Lage  der  Axen  seiner 
Indikatrix. 

Bei  der  Drehung  findet  man  zunächst  zwei  zueinander  senk- 
rechte Stellungen,  in  denen  das  Objekt  die  (vielleicht  etwas  ver- 
dunkelte) Farbe  Rot  I zeigt.  In  diesen  Stellungen  liegen  dann  die 
Indikatrixaxen  parallel  den  beiden  Polarisationsebenen.  Um  nun 
zu  entscheiden,  welche  Indikatrixaxe  die  größere  und  welche  die 
kleinere  ist,  hat  man  dann  von  einer  dieser  Stellungen  aus  das 
Objekt  durch  Drehen  um  45°  in  die  eine  Diagonalstellung,  und 
darauf  durch  weiteres  Drehen  um  90°  in  detn  einen  oder  anderen 
Drehungssinne  in  die  andere  Diagonalstellung  zu  bringen.  Dann  muß 
es  in  der  einen  der  beiden  zueinander  senkrechten  Diagonalstellungen 
die  Additionsfarbe,  in  der  anderen  dagegen  die  Subtraktionsfarbe 
annehmen.  Beim  Erscheinen  der  Additionsfarbe  liegt  die  Indikatrix 
des  zu  untersuchenden  Objektes  mit  ihrer  großen  Axe  in  den 
Quadranten  1 und  3,  wie  es  in  Fig.  319  durch  die  mit  A bezeich- 
nete  punktierte  Ellipse  angedeutet  ist  Ergibt  sich  dagegen  die 
Subtraktionsfarbe,  so  hat  die  Indikatrix  des  mikroskopischen  Ob- 
jektes die  mit  S bezeichnete  Stellung,  bei  welcher  ihre  große  Axe 
in  den  Quadranten  2 und  4 liegt.  Es  kommt  also  bei  der  Unter- 
suchung schließlich  nur  darauf  hinaus,  die  Additionsfarbe  von  der 
Subtraktionsfarbe  sicher  unterscheiden  zu  lernen. 

Die  organischen  mikroskopischen  Objekte,  mit  denen  es  der 
Mediziner  hauptsächlich  zu  tun  hat,  sind  in  der  Hegel  so  dünn, 
daß  sie  bei  der  Doppelbrechung  nur  eine  geringe  Phasendifferenz 
in  den  beiden  rechtwinklig  zueinander  linear  polarisierten  Licht- 
strahlen hervorrufen.  Ihre  eigene  Interferenzfarbe  in  der  Diagonal- 
stellung zwischen  gekreuzten  Nicols  wird  daher  nur  wenig  von 
dem  Grau  I.  Ordnung  oder  dem  Graublau  I.  Ordnung  abweichen, 
ln  der  Tat  stellt  sich  bei  ungefärbten  mikroskopischen  Objekten 
während  der  Drehung  zwischen  den  gekreuzten  Nicols  in  der 
Hegel  nur  abwechselnd  Aufhellung  und  wieder  Verdunkelung  des 
Gesichtsfeldes  ohne  lebhafte  Färbung  ein,  «so  lange  noch  kein 
Gipsplättchen  eingeschaltet  ist.  Hieraus  geht  aber  hervor,  daß  bei 
der  Kombination  mit  einem  Gipsplättchen  als  Additions-  und  Sub- 
traktionsfarbe gewöhnlich  die  beiden  Farben  auftreten,  welche  in 
der  obigen  Tabelle  (auf  Seite  1076),  d.  h.  also  in  der  Newtonschen 
Farbenskala  entweder  unmittelbar  die  Farbe  des  Gipsplättchens 
einschließen  oder  höchstens  durch  eine  Farbe  beiderseits  von  dieser 
getrennt  sind.  Bei  Verwendung  eines  Gipsplättchens  Rot  1 wird 
daher  als  Additionsfarbe  Violett,  Indigo  bis  Blau,  als  Subtraktions- 
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färbe  Rot,  Orange  bis  Gelb  erscheinen.  Je  dünner  das  mikrosko- 
pische Objekt,  um  so  weniger  werden  die  Additions-  und  Sub- 
traktionsfarbe von  Rot  I abweichen,  während  andererseits  mit  zu- 
nehmender Dicke  die  eine  immer  deutlicher  blau  und  die  andere 
immer  lebhafter  gelb  erscheinen  wird.  Für  manche  Untersuchungen 
ist  es  von  Wichtigkeit,  sich  auch,  von  der  Größe  des  Abstandes 
der  beiden  Kombinationsfarben  von  Rot  I in  der  Newtonschen 
Farbenskala  Rechenschaft  geben  zu  können.  Aus  diesem  Grunde 
mag  hier  noch  eine  kleine  Tabelle  wiedergegeben  sein,  welche  den 
Farbenbezirk  zwischen  dem  Weiß  I und  dem  Grün  I noch  genauer 
abstuft,  als  es  in  den  früheren  Tabellen  geschehen  ist  Die  Auf- 
einanderfolge der  zwischen  diesen  beiden  Grenzen  liegenden  Far- 
ben, welche  natürlich  sämtlich  der  I.  Ordnung  angehören,  ist: 


Weiß 

Gelblichweiß 

Strohgelb 

Hellgelb 

Glänzendes  Gelb 
Orangegelb 


Orange 

Orangerötlich 

Hellrot 

Rot 

Dunkelrot 

Purpurrot 


Violett 
1 Indigo 
Blau 

Bläulichgrün 

Grün 

Helleres  Grün 


Ähnlich  wäe  bei  Rot  1 wird  es  sich  bei  Anwendung  eines 
Gipsplättchens  Rot  II  verhalten;  nur  wird  dabei  die  blaue  Addi- 
tionsfarbe  von  vornherein  noch  etwras  mehr  ins  Violette  über- 
spielen. Schaltet  man  ein  Gipsplättchen  Gelb  I ein,  so  wird  die 
Additonsfarbe  Orange  bis  Rot,  die  Subtraktionsfarbe  ein  mehr 
oder  weniger  schmutziges  Weiß  sein. 

Bei  Verwendung  eines  Gipsplättchens  Violett  III  wird  dagegen 
die  Subtraktionsfarbe  Rot  bis  Orange  sein,  während  die  Additions- 
farbe Blau  bis  Grün  ist.  Wendet  man  schließlich  ein  Gipsplätt- 
chen Blau  II  an,  so  ergibt  sich  als  Additionsfarbe  Grün  bis  Gelb, 
als  Subtraktionsfarbe  dagegen  Indigo  bis  Rot.  Wie  man  sieht, 
kann  man  also  die  verschiedensten  Farben  als  Kombinations- 
farben erhalten  und  sich  daher  durch  geeignete  Wahl  des  ver- 
wendeten Gipsplättchens  diejenigen  Additions-  und  Subtraktions- 
farben aussuchen,  für  die  das  eigene  Auge  am  empfindlichsten  ist 

Ein  Rot-Grünblinder  w'ird  z.  B.  mit  einem  Gipsplättchen  Vio- 
lett III  zu  keiner  sicheren  Entscheidung  gelangen  können,  welche 
der  beiden  Kombinationsfarben  als  die  Additionsfarbe  aufzufassen 
ist,  während  er  unter  Anwendung  eines  Gipsplättchens  Rot  1 
kaum  im  Zweifel  darüber  sein  wird.  Im  allgemeinen  ist  es  nach 
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Ambronn  (a.  a.  0.  S.  30)  zweckmäßig,  bei  einiger  Unsicherheit 
mehrere  verschiedene  Gipsplättchen  anzuwenden  und  sich  daher 
außer  den  Gipsplättchen  Rot  I.  bis  IV.  Ordnung,  welche  den  Po- 
larisationsmikroskopen in  der  Regel  beigegeben  sind,  noch  einige 
andere,  wie  etwa  die  schon  oben  aus  diesem  Grunde  als  Beispiele 
erwähnten  Gipsplättchen  Gelb  I,  Blau  II  und  Violett  III,  zu  ver- 
schaffen. 

Da  es  sich  hier  natürlich  nur  um  die  physikalische  Begrün- 
dung der  Methode  der  Untersuchung  mit  dem  Polarisationsmikro- 
skop handeln  konnte,  so  liegt  eine  ausführliche  Wiedergabe  der 
mit  diesem  Hilfsmittel  gewonnenen  Resultate  außerhalb  des  Rah- 
mens dieses  Buches.  Es  soll  daher  nur  noch  an  einigen  Bei- 
spielen gezeigt  werden,  wie  fruchtbar  die  erörterte  Methode  ist, 
und  wie  mühelos  man  mit  derselben  einen  tieferen  Einblick  in 
die  Elastizitätsverhältnisse  im  Innern  eines  bestimmten  organischen 
Gewebes  gewinnen  kann. 

Die  quergestreiften  Muskelfasern  des  Menschen,  der  Wirbel- 
tiere, sowie  auch  anderer  Tiere,  wie  der  Insekten,  der  Crustaceen, 
erweisen  sich  im  frischen  Zustande  unter  dem  Polarisationsmikro- 
skop als  verhältnismäßig  stark  doppelbrechend,  indem  sie  ohne 
Gipsplättchen  bei  gekreuzten  Nicols  hell  auf  dem  dunklen  Grunde 
aufleuchten,  sobald  man  sie  mit  ihrer  Längsaxe  in  eine  Diagonal- 
stellung bringt.  Bei  Einschaltung  eines  Gipsplättchens  Rot  1. 
dessen  längere  Indikatrixaxe  in  den  Quadranten  1 und  3 (vgl. 
hierzu  Fig.  319)  liegt,  erscheinen  sie  lebhaft  blau  bis  blaugrün 
(Additionsfarbe)  oder  orangegelb  bis  weißgelb  (Subtrakt ionsfarbel 
gefärbt,  je  nachdem  ihre  Längsaxe  der  Winkelhalbierenden  in  den 
Quadranten  1 und  3 oder  in  den  Quadranten  2 und  4,  d.  h.  also  der 
großen  oder  kleinen  Indikatrixaxe  des  Gipsplättchens,  parallel 
liegt.  Daraus  folgt  aber  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen, 
daß  an  jeder  Stelle  die  längere  Axe  ihrer  Indikatrix  mit  ihrer 
Längsaxe  zusammenfällt,  während  die  kürzere  Indikatrixaxe  auf 
der  letzteren  senkrecht  steht  Da  diese  Erscheinung  sich  konstant 
bei  jeder  Muskelfaser  wiederfindet,  wie  dieselbe  auch  um  ihre 
eigene  Längsaxe  orientiert  ist,  so  erweist  sich  also  nach  dem  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Indikatrixaxen  und  den  Elastizitäts- 
axen  eines  doppelbrechenden  Mittels  (vgl.  S.  1096)  eine  quergestreifte 
Muskelfaser  als  positiv  optisch  einaxig,  und  zwar  so,  daß  die  op- 
tische Axe  mit  der  Längsaxe  der  Muskelfaser  zusammenfällt 

Ähnlich  wie  die  Muskelfasern  verhalten  sich  in  den  meisten 
Fällen  die  marklosen  Nervenfasern.  Sobald  aber  eine  Nervenfaser 


Digitized  by  Google 


Das  Polarisationsmikroskop. 


1083 


markhaltig  geworden  ist,  zeigt  ihre  Myelinseheide  gerade  das  ent- 
gegengesetzte Verhalten.*)  Liegt  ihre  Längsaxe  parallel  der  großen 
Indikatrixaxe  des  Gipsplättehens  Rot  I,  so  erscheint  sie  gelb  oder 
gelblichweiß,  liegt  ihre  Längsaxe  dagegen  parallel  der  kleinen 
Indikatrixaxe,  so  erscheint  sie  blau  bis  blaugrün;  da  sie  im  ersten 
Falle  die  Subtraktions-,  im  zweiten  die  Additionsfarbe  aufweist, 
so  liegt  also  in  einer  markhaltigen  Nervenfaser  die  Indikatrix  mit 
ihrer  kleinen  Axe  parallel  der  Längsrichtung  der  Faser.  Das 
Nervenmark  verhält  sich  daher  negativ  optisch  einaxig  mit  der 
optischen  Axe  in  der  Richtung  der  Längsaxe  der  Nervenfaser.  Je 
weiter  die  Entwicklung  der  Markscheide  vorgeschritten  ist,  um  so 
weiter  entfernt  sich,  wie  H.  Ambronn  und  H.  Held  in  einer  ge- 
meinsamen Untersuchung**)  nachgewiesen  haben,  sowohl  die  Sub- 
traktions-  als  auch  die  Additionsfarbe  von  der  Eigenfarbe  des 
Gipsplättchens.  Man  kann  daher  mit  Hilfe  des  Polarisations- 
mikroskops nicht  nur  die  Elastizitätsverhältnisse  in  den  Axen- 
zylindern der  Nerven  und  ihren  Markscheiden  feststellen,  sondern 
auch  einen  Einblick  in  den  Grad  der  Entwicklung  der  letzteren 
gewinnen.  Näheres  hierüber  findet  man  in  der  zuletzt  angeführ- 
ten Arbeit 

In  den  beiden  Beispielen  der  Muskelfaser  und  Nervenfaser 
erwies  sich  die  Elastizität  des  Äthers  in  allen  zu  der  Längsaxe 
der  Faser  senkrechten  Richtungen  gleich  groß,  so  daß  die  räum- 
liche Indikatrix  an  jeder  Stelle  die  Gestalt  eines  Rotationsellipsoides 
mit  einer  zur  Längsrichtung  der  Faser  parallelen  Rotationsaxe  be- 
saß. Dies  ist  nun  bei  anderen  Geweben  nicht  immer  der  Fall, 
sondern  es  wird  sich  häufig  um  drei  verschiedene,  zueinander 
senkrechte  Elastizitätsaxen  handeln.  Um  in  diesen  Fällen  einen 
genauen  Einblick  in  die  Elastizitätsverteilung  an  irgendeiner  Stelle 
gewinnen  zu  können,  darf  man  daher  die  Untersuchung  nicht  auf 
einen  einzigen  Schnitt  durch  das  Gewebe  beschränken,  sondern 
muß  mindestens  in  zwei,  besser  zur  Kontrolle  in  drei  aufeinander 
senkrecht  stehenden  Schnitten  die  Gestalt  und  Lage  der  ebenen 
Indikatrix  bestimmen;  dann  hat  man  alle  Unterlagen  für  die 
Ableitung  der  räumlichen  dreiaxigen  Indikatrix  und  damit  auch 

*)  Vgl.  hierzu  H.  Ambronn,  Das  optische  Verhalten  markhaltiger  und 
matkloser  Nervenfasern.  Berichte  der  math.-phys.  Klasse  der  Künigl.  Sachs. 
Gesellschaft  der  Wissenschaften,  1890,  S.  419. 

**)  H.  Ambronn  und  H.  Held,  ('her  Entwicklung  und  Bedeutung  des 
Nervenmarks.  Berichte  der  math.-phys.  Klasse  der  Künigl.  Sachs.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften,  1895,  S.  38. 
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der  dreiaxigen  Elastizitätsfläche  gewonnen.  Dabei  ist  aber 
immer  zu  beachten,  daß  die  Axen  der  letzteren  den  drei  Axen 
der  ersteren  umgekehrt  proportional  sind,  so  daß  also  die  größte 
der  drei  Indikatrixaxon  die  Richtung  der  kleinsten  Ätherelastizität 
im  Fresnel  sehen  Sinne  angibt  und  umgekehrt,  während  in  der 
Richtung  der  mittleren  Indikatrixaxe  auch  die  mittlere  Elastizität 
des  Äthers  zu  suchen  ist. 

Während  doppelbrechende  Objekte,  deren  räumliche  Indi- 
katrix  ein  Rotationsellipsoid  ist,  optisch  einaxig  sind,  erweisen 
sich  dieselben  natürlich  an  einer  bestimmten  Stelle  als  optisch 
zweiaxig,  wenn  die  zugehörige  räumliche  Indikatrix  ein  dreiaxiges 
Ellipsoid  darstellt.  Auch  in  diesem  Falle  kann  man  sich  in  der 
Regel  durch  Vergleichen  mit  einem  Gelatinewürfel  davon  Rechen- 
schaft geben,  ob  es  sich  ia  dem  früher  (auf  S.  1042)  angedeuteten 
Sinne  um  ein  positives  oder  negatives  optisch  zweiaxiges  Objekt 
handelt.  Man  kann  nämlich  nach  Ambronn  (a.  a.  0.  S.  44 ff.) 
den  ohne  Druck  isotropen  Gelatinewürfel  dadurch  zu  einem  optisch 
zweiaxigen  Körper  machen,  daß  man  ihn  nicht  nur  in  einer  Rich- 
tung, sondern  in  zwei  aufeinander  senkrecht  stehenden  Richtungen 
durch  Druck  oder  Zug  deformiert;  denn  wenn  nicht  gerade  die 
mechanische  Einwirkung  in  diesen  beiden  Richtungen  gleich  stark 
erfolgt,  so  geht  eine  im  Innern  des  Gelatine  Würfels  eingezeichnet 
gedachte  Kugelfläche  nicht  mehr  bloß  in  ein  Rotationsellipsoid, 
sondern  mit  genügender  Annäherung  in  ein  dreiaxiges  Ellipsoid 
über,  welches  dann  die  räumliche  Indikatrix  des  optisch  zweiaxig 
gewordenen  Gelatinekörpers  darstellt. 

Durch  alleinigen  Druck  an  zwei  einander  gegenüberstehenden 
Flächen  wurde  der  Gelatinewürfel  zu  einem  negativen  optisch  ein- 
axigen  Körper  (vgl.  S.  10(54);  übt  man  nun  in  einer  zweiten,  zu 
der  ersten  senkrechten  Richtung  einen  Druck  oder  auch  Zug  aus, 
welcher  merklich  schwächer  ist,  als  der  Druck  in  der  ersten  Rich- 
tung, so  behält  der  Gelatinewürfel  im  wesentlichen  noch  den  Cha- 
rakter eines  negativen  doppelbrechenden  Körpers  bei;  man  nennt 
ihn  demnach  auch  „negativ  optisch  zweiaxig*,  eine  Bezeich- 
nung. welche  mit  der  früher  (vgl.  S.  1042)  eingeführten  im  Einklang 
ist.  Umgekehrt  wird  man  daher  zu  einem  „positiven  optisch 
zweiaxigen“  Körper  geführt,  wenn  man  den  Gelatinewürfel  in 
einer  Richtung  stark  auseinanderzieht  und  in  einer  zweiten,  zu 
der  ersten  senkrechten  Richtung  in  schwächerem  Maße  drückt 
oder  ebenfalls  auseinanderzieht.  Stellt  sich  demnach  bei  der  Unter- 
suchung in  zwei  oder  drei  aufeinander  senkrecht  stehenden  Schnit- 
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teu  heraus,  daß  die  mittlere  Indikatrixaxe  in  ihrer  Länge  der 
einen  der  beiden  extremen  Indikatrixaxen  viel  näher  steht  als  der 
anderen,  so  ist  die  letztere  maßgebend  für  den  optischen  Charakter 
an  der  untersuchten  Stelle.  Je  nachdem  die  von  der  mittleren 
Indikatrixaxe  am  meisten  abweichende  extreme  Axe  die  größte 
oder  kleinste  Länge  besitzt,  ist  das  Objekt  an  dieser  Stelle 
optisch  positiv  oder  negativ.  Nur  in  den  sehr  selten  auftretenden 
Fällen,  daß  die  mittlere  Axe  annähernd  gleich  weit  von  den 
beiden  extremen  Axen  der  Indikatrix  absteht,  könnte  man  im 
Zweifel  sein,  welches  Vorzeichen  dem  optisch  zweiaxigen  Objekte 
zu  geben  ist;  dann  ist  aber  überhaupt  die  immerhin  konventionelle 
Unterscheidung  zwischen  positiv  und  negativ  optisch  zweiaxig  nur 
noch  von  untergeordneter  Bedeutung. 

Wie  schon  wiederholt  angedeutet  wurde,  kann  sich  die  Cha- 
rakterisierung des  optischen  Verhaltens  eines  organischen  Objektes 
durch  die  Indikatrix  in  der  Hegel  nur  auf  eine  bestimmte  Stelle 
desselben  beziehen.  Ein  Kristall  ist  überall  entweder  optisch  ein- 
axig  oder  optisch  zweiaxig  und  besitzt  eine  bestimmte  Indikatrix, 
die  für  alle  Stellen  nach  Gestalt  und  Richtung  ihrer  Axen  gilt 
Ein  organisches  Objekt  kann  sich  dagegen  an  verschiedenen  Stellen 
sehr  verschieden  verhalten,  so  daß  es  nicht  genügt,  nur  für  einen 
Ort  die  Indikatrix  festzustellen.  Im  günstigsten  Falle  verhält  sich 
ein  solches  wie  ein  Aggregat  kleiner  Kristalle,  in  welchem  die  letz- 
teren zwar  nicht  immer  parallel,  aber  doch  in  bestimmter  Weise 
regelmäßig  angeordnet  sind.  So  verhalten  sich  nach  Ambronn 
(a.  a.  0.  S.  42)  z.  B.  die  Stärkekörner  wie  Sphärokristalle,  die  aus 
radial  gestellten  Nadeln  zusammengesetzt  sind,  in  denen  die  Indi- 
katrix an  jeder  Stelle  mit  ihrer  größeren  Axe  parallel  der  Längs- 
richtung der  betreffenden  Nadel  liegt.  Die  Querschnitte  durch  die 
allermeisten  I’flanzenzellen  zeigen  ebenfalls  das  den  Sphärokristallen 
eigentümliche  Bild,  nur  liegt  hier  die  kleinere  Axe  jeder  Indikatrix 
senkrecht  zur  Peripherie. 

Aus  dem  Gesagten  ist  ohne  weiteres  verständlich,  daß  ein 
organisches  Objekt  zwischen  gekreuzten  Nicols  bei  Einschaltung 
eines  Gipsplättchens  im  allgemeinen  an  verschiedenen  Stellen  ganz 
verschieden  gefärbt  erscheinen  wird.  Insbesondere  muß  sich  an 
allen  den  Stellen,  an  welchen  die  große  Axe  der  Indikatrix  des 
organischen  Objektes  mit  der  großen  Axe  der  Indikatrix  des  Gips- 
plättchens parallel  ist.  die  Additionsfarbe,  da  wo  beide  Axen  auf- 
einander senkrecht  stehen,  dagegen  die  Subtraktionsfarbe  ein- 
stellen, während  die  Orte,  an  welchen  die  Indikatrixaxen  den 
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Polarisalionsebeuen  bzw.  den  Schwingungsrichtungen  der  gekreuz- 
ten Nicols  parallel  laufen,  in  der  Farbe  des  Gipsplättchens,  und 
alle  anderen  Stellen  in  irgeneiner  Zwischenfarbe  erscheinen  müs- 
sen. Ohne  Einschaltung  eines  Gipsplättchens  wird  ein  organisches 
doppelbrechendes  Objekt  zwischen  gekreuzten  Nicols  zwar  im  all- 
gemeinen hell  erscheinen,  dabei  aber  von  dunklen  Linien  durch- 
zogen sein,  welche  den  geometrischen  Ort  für  alle  Punkte  des 
Objektes  darstellen,  an  denen  die  Indikatrixaxen  den  beiden  Po- 
larisationsebenen parallel  laufen. 

Alle  bisher  behandelten  Erscheinungen  hatten  zur  Voraus- 
setzung, daß  das  doppelbrechende  Objekt  von  einem  Parallel- 
bündel linear  polarisierter  Lichtstrahlen  senkrecht  durchsetzt  wird. 
Hat  man  jedoch  dieses  Strahlenbündel  vorher  durch  ein  Kollektiv- 
system konvergent  gemacht,  so  daß  nur  die  zentralen  Strahlen 
senkrecht,  die  übrigen  aber  mehr  oder  weniger  schief  in  eine 
Kristallplatte  oder  irgendein  doppelbrechendes  Objekt  eintreten,  so 
stellt  sich  auch  bei  einer  senkrecht  zur  optischen  Axe  geschliffenen 
Kristallplatte  zwischen  gekreuzten  Nicols  nicht  mehr  Dunkelheit, 
sondern  ein  System  farbiger  Ringe  ein,  dessen  Beschaffenheit  einen 
Schluß  auf  den  optischen  Charakter  des  betreffenden  Kristalls 
zuläßt  Während  derartige  Untersuchungen  im  konvergenten 
Lichte  für  den  Mineralogen  und  Kristallographen  von  großem 
Wert  sind,  haben  sie  für  den  Mediziner  deshalb  verhältnismäßig 
geringe  Bedeutung,  weil  an  den  dünnen  Präparaten,  mit  denen  es 
derselbe  in  der  Regel  zu  tun  hat,  die  Ringsysteme  meist  nur  un- 
deutlich und  schwer  zu  beobachten  sind.  Es  sollen  daher  die 
Polarisationserscheinungen  im  konvergenten  Lichte  hier  nicht 
weiter  ausgeführt  werden.  Übrigens  finden  sich  gerade  diese  in 
den  größeren  Lehrbüchern  der  Physik  in  der  Regel  so  ausführlich 
und  eingehend  behandelt,  daß  man  sich  im  Bedarfsfälle  aus  diesen 
Werken  Rat  erholen  kann;  nach  den  obigen  eingehenden  Erörte- 
rungen der  grundlegenden  Erscheinungen  und  Vorgänge  im  pola- 
risierten Lichte  wird  dem  Verständnisse  derselben  kein  Hinder- 
nis mehr  entgegenstehen. 

Die  oben  (auf  S.  1076)  angegebenen  Interferenzfarben  können 
natürlich  nur  dann  in  ihrem  genauen  Farbentone  bei  den  Unter- 
suchungen im  Polarisationsmikroskop  zur  Beobachtung  gelangen, 
wenn  die  Objekte  selbst  farblos  sind,  eine  Voraussetzung,  die  sich 
bei  nicht  künstlich  gefärbten,  mikroskopischen  Objekten  infolge 
ihrer  geringen  Dicke  in  der  Regel  wenigstens  nahezu  realisiert 
findet  Ausnahmsweise  gibt  es  aber  auch  Objekte,  welche  be- 
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stimmte  Farben  so  stark  absorbieren,  daß  sie  selbst  in  dünner 
Schicht  deutlich  gefärbt  erscheinen.  Bei  diesen,  sowie  bei  den 
künstlich  gefärbten,  mikroskopischen  Objekten  kann  man  meist 
nur  dadurch  einen  sicheren  Einblick  in  den  optischen  Charakter 
und  die  denselben  bedingenden  Elastizitätsverhältnisse  gewinnen, 
daß  man  das  Licht  spektral  zerlegt. 

Bei  manchen  doppelbrechonden  Objekten  werden  die  Erschei- 
nungen dadurch  noch  besonders  verwickelt,  daß  die  beiden  senk- 
recht zueinander  polarisierten  Lichtstrahlen,  in  welche  sie  einen 
eintretenden  linear  polarisierten  Strahl  weißen  Lichtes  zerlegen, 
in  ihrem  Innern  verschiedene  Farbenabsorption  erleiden.  Es  wird 
daher  bei  Beobachtung  im  polarisierten  Licht  der  eine  Strahl  beim 
Austritt  anders  gefärbt  erscheinen  wie  der  andere.  Man  bezeichnet 
diese  Erscheinung  als  „Dichroismus“  oder  „Pleochroismus“. 

Das  bekannteste  Beispiel  hierfür  bildet  der  Turmalin,  bei  dem, 
wie  schon  früher  angedeutet  wurde,  die  Absorption  des  einen  Strahles 
für  alle  Farben  so  stark  ist,  daß  derselbe  schon  bei  geringer 
Dicke  vollständig  vernichtet  wird.  Bei  einer  parallel  zur  optischen 
Axe  geschliffenen  Platte  von  Pennin  erweist  sich  dagegen  infolge 
der  verschiedenen  Absorption  der  eine  Strahl  smaragdgrün,  der 
andere  braunrot.  Unter  den  organischen  Objekten  zeigen  nach 
Ambronn  (a.  a.  0.  S.  50)  vor  allen  Dingen  solche  doppelbrechende 
Gewebspartien  auffallenden  Pleochroismus,  welche  mit  Chlorzink- 
jod  eine  blaue  oder  violette  Färbung  annehmen.  „Hierher  ge- 
hören in  erster  Linie  die  meisten  Membranen  der  pflanzlichen 
Zellen,  ferner:  verschiedene  Teile  im  Mantel  der  Tunikaten,  die 
sog.  Rückenschuppen  der  Sepien,  die  Grundsubstanz  einiger 
Schneckenschalen  und  fast  sämtliche  bisher  als  Chitin  bezeichneten 
Teile  der  Arthropoden.  Der  durch  Färbung  mit  dem  genannten 
•lodpräparat  hervorgerufene  Pleochroismus  ist  ein  ebenso  starker 
wie  der  des  Turmalins  und  Herapathits.“  „Andere  Färbungen 
doppelbrechender  Fasern  ergeben  gleichfalls  in  vielen  Fällen  einen 
deutlichen  Pleochroismus,  so  die  Färbungen  mit  Congorot,  Eosin, 
Methylenblau,  Magdalarot.  Man  kann  übrigens  fast  an  jeder  mit 
irgendeiner  Anilinfarbe  gut  gefärbten  Faser  einen  mehr  oder  min- 
der deutlichen  Pleochroismus  beobachten.  In  der  Mehrzahl  der 
Fälle  scheint,  wie  auch  bei  den  Färbungen  mit  Chlorzinkjod,  die 
stärkere  Absorption  immer  dann  einzutreten,  wenn  die  längere 
Axe  der  Indikatrix  senkrecht  zur  Polarisationsebene  (des  Polari- 
sators) steht.  In  einigen  Fällen  jedoch,  wie  z.  B.  bei  Anwendung 
von  Methylenblau  und  Magdalarot,  wurde  auch  das  Gegenteil 
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beobachtet,  übrigens  tritt  der  Pleochroismus  nicht  bloß  an  künst- 
lich gefärbten  Objekten  auf,  sondern  auch  an  vielen  in  der  Natur 
bereits  gefärbt  vorkoimnenden.“  „Ein  Beispiel  aus  dem  Tierreiche 
bieten  die  lebhaft  rot  gefärbten  Borsten  au  den  Panzern  vieler 
Crustaceen,  z.  B.  der  Hummern.  Auch  hier  ist  die  Absorption  am 
stärksten,  wenn  die  Längsrichtung  der  Borste  senkrecht  zur  Po- 
larisationsebene steht.“ 

Zur  Feststellung  des  Pleochroismus  verfährt  man  nach  Am- 
bronn am  besten  so,  daß  man  nur  den  Polarisator  des  Polari- 
sationsmikroskopes  eingeschaltet  läßt,  den  Analysator  dagegen 
entfernt,  und  nun  das  Objekt  dreht  Die  Verschiedenheit  der  Ab- 
sorption ist  dann  bei  der  Drehung  unmittelbar  zu  erkennen.  Hat 
man  beispielsweise  Chitinsehnen  der  Arthropoden  mit  Chlorzink- 
jodlösung intensiv  dunkelblau  gefärbt,  so  beobachtet  man  nach 
Entfernung  des  Analysators,  daß  bei  Drehung  des  Objekttisches 
diese  Fasern  fast  vollkommen  schwarz  erscheinen,  wenn  die 
längere  Axe  ihrer  Indikatrix  auf  der  Polarisationsebene  des  Pola- 
risators senkrecht  steht;  sie  erweisen  sich  dagegen  nahezu  als 
farblos,  wenn  ihre  kürzere  Indikatrixaxo  zu  dieser  Polarisations- 
ebene senkrecht  gerichtet  ist. 

3.  Polarimetrie. 

Es  ist  früher  schon  hervorgehoben  worden  (vgl.  S.  1050),  daß 
verschiedene  im  Organismus  auftretende  Substanzen  die  Eigen- 
schaft besitzen,  die  Polarisationsebene  eines  durch  sie  hindurch- 
gehenden linear  polarisierten  Lichtstrahles  zu  drehen,  und  daß  die 
spezifische  Größe  dieser  Drehung  ein  für  dio  Medizin  sehr  wert- 
volles Mittel  zur  physikalischen  Charakterisierung  dieser  orga- 
nischen Stoffe  darstellt.  Man  nennt  ganz  allgemein  derartige 
Stoffe  „zirkularpolarisierend“  oder  „optisch  aktiv*.  Auf 
welche  Veise  man  im  gegebenen  Falle  die  Drehung  der  Polari- 
sationsebeno  entstanden  denken  kann,  ist  in  einem  früheren  Ab- 
schnitt (vgl.  S.  11)50  ff.)  ausführlich  auseinandergesetzt  worden.  Es 
erübrigt  daher  nur  noch,  einen  Blick  auf  die  verschiedenen  Methoden 
zu  werfen,  nach  denen  man  den  Drehungswinkel  möglichst  genau 
bestimmen  kann,  und  welche  der  Konstruktion  der  diesem  Zwecke 
dienenden  mannigfaltigen  Meßinstrumente  zugrunde  liegen,  die  im 
folgenden  mit  dem  gemeinsamen  Namen  „Polarimeter“  bezeich- 
net sein  sollen.  Soweit  dieselben  irn  besonderen  zur  Bestimmung 
des  Gehaltes  einer  Zuckerlösung  eingerichtet  sind,  führen  sie  auch 
den  Namen  „Saccharimeter“. 
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a)  Blot-Mltscherllchsehes  Polarimeter. 

Die  ältesten  und  einfachsten  Polarimeter  zur  Untersuchung 
gelöster  Substanzen  sind  von  Biot*)  und  Mitscherlich**)  ange- 
geben worden.  Beide  Apparate  bestehen  im  wesentlichen  aus 
einem  festen  Polarisator  P und  einem  drehbaren  Analysator  A 
(vgl.  die  schematische  Fig.  320),  zwischen  welche  die  auf  ihr 
Drehungsvermögen  zu  untersuchende  Lösung  in  einer  Röhre  R ein- 
geschaltet wird.  Bei  dem  Mi  tscherlichschen  Polarimeter  sind  ins- 
besondere die  beiden  polarisierenden  Teile  Nicolsche  Prismen.  Zum 
Zwecke  der  genaueren  Einstellung  des  Analysators  ist  später  ein 
kleines  Fernrohr  vor  dem  Analysator  angebracht  und  dadurch  das 
Instrument  noch  etwas  verbessert  worden. 

In  der  Regel  wird  die  Messung  mit  monochromatischem  Lichte 
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Fig.  320 


ausgeführt.  Man  verwendet  hierzu  am  bequemsten  das  der  Fraun- 
hoferschen  Linie  D entsprechende  gelbe  Natriumlicht,  und  blendet 
das  von  der  gefärbten  Leuchtgasflamme  (F  in  Fig.  320)  sonst 
noch  ausgestrahlte  bläuliche  Licht  ab,  entweder  durch  ein  gelbes 
Glas  oder  durch  eine  Lösung  von  Kaliumbichromat,  die  man  in 
einem  Gefäß  mit  planparallelen  Glaswänden  zwischen  die  Flamme 
und  den  Polarisator  bringt  Die  Beobachtung  geschieht  in  der 
Weise,  daß  man  zunächst  eine  leere,  oder  besser  mit  Wasser  ge- 
füllte Röhre  zwischen  die  Nicols  bringt,  und  dann  den  Analysator 
in  die  gekreuzte  Stellung  dreht,  bis  die  Mitte  des  Gesichtsfeldes 
möglichst  dunkel  erscheint  Bei  einigermaßen  großem  Gesichts- 
felde läßt  sich  nämlich  das  Gesichtsfeld  durch  Kreuzen  der  Nicols 
nicht  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  verdunkeln,  sondern  es  stellt 
sich  nur  ein  nach  der  Seite  zu  an  Dunkelheit  allmählich  abneh- 

•)  Biot,  Ann.  chirn.  phya.  [2]  74  (1840),  pag.  401. 

**)  Mitscherlich,  Lehrbuch  der  Chemie,  4.  Aufl.,  1,  1844,  S.  361. 

Fischer,  Medizin.  Physik.  60 


Digitized  by  Google 


1090 


Optik. 


mender  schwarzer  Streifen  ein,  welcher  bei  genauer  Zentrierung 
gerade  die  Mitte  des  Gesichtsfeldes  durchzieht.  Die  an  einem 
festen  Teilkreise  (T  in  Fig.  320)  abzulesende  Winkelstellung  des 
Analysators  gibt  dann  die  Ausgangs-  oder  Nullstellung  des  In- 
strumentes an.  Nachdem  man  die  letztere  festgestellt  hat,  füllt 
man  nun  die  Rühre  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  Beim 
Einlegen  derselben  in  den  Apparat  erscheint  das  Gesichtsfeld  in 
der  Regel  aufgehellt  Man  muß  dann  den  Analysator  so  lange 
nach  rechts  oder  links  (d.  h.  also  von  vorn  gesehen  im  Sinne  oder 
entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers)  drehen,  bis  der  schwarze 
Streifen  von  neuem  im  Gesichtsfelde  erscheint  Die  absoluten 
Werte  des  negativen  und  des  positiven  Drehungswinkols  des 
Analysators  ergänzen  sich  dabei  stets  zu  180°,  da  das  Gesichts- 
feld immer  von  neuem  verdunkelt  erscheinen  muß,  wenn  man 
von  einer  bestimmten  Dunkelstellung  aus  den  Analysator  weiter 
um  180°  oder  ein  ganzes  Vielfaches  von  180°  im  Sinne  oder  ent- 
gegen dem  Sinne  des  Uhrzeigers  dreht  Es  genügt  daher,  den  po- 
sitiven Winkel  « zu  bestimmen,  um  den  man  den  Analysator  aus 
der  Nullstellung  bis  zur  nächsen  Dunkelstellung  zu  drehen  hat; 
dieser  ist  natürlich  kleiner  wie  180°  oder  höchstens  gleich  180°. 
Es  fragt  sich  nun,  wie  man  aus  dem  positiven  Winkel  « die 
Größe  und  den  Sinn  der  von  der  aktiven  Substanz  bewirkten 
Drehung  der  Polarisationsebene  ableiten  kann. 

Handelt  es  sich  um  eine  Rohrlänge  von  nicht  mehr  als  höch- 
stens 20  cm  oder,  falls  man  auf  entsprechende  Weise  das  Drehungs- 
vermögen einer  zur  optischen  Axe  senkrecht  geschliffenen  Kristall- 
platte  untersucht,  um  eine  Dicke  der  Platte  von  nur  einigen  Milli- 
metern, so  ist  der  absolute  Wert  des  Drehungswinkels  der 
Substanz  in  der  Regel  kleiner  wie  180®.*)  Nimmt  man  das  letz- 
tere an,  so  sind  nur  zwei  Fälle  möglich.  Entweder  ist  der  Dre- 
hungswinkel positiv;  dann  stimmt  er  direkt  mit  dem  positiven 
Winkel  « überein,  um  den  man  den  Analysator  drehen  mußte. 
Oder  hat  einen  negativen  Wert;  dann  ist  &=a — 180“  (vgl. 
hierzu  Fig.  322  auf  S.  1092). 

Um  nun  zu  entscheiden,  welcher  der  beiden  Fälle  tatsächlich 
vorhanden  ist,  muß  man  noch  eine  zweite  Messung,  etwa  mit  der 
halben  Konzentration  der  Substanz  oder,  bei  einem  festen  Körper, 

*)  Vgl.  hierzu  II.  Landolt,  Das  optische Drehungsvermügcn  organischer 
Substanzen  und  dessen  praktische  Anwendungen.,  II.  Aufl.,  Braunschweig 
1898,  S.  281  ff. 
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mit  dor  halben  Schichtdicke  vornehmen,  so  daß  man  es  also  nur 
mit  dem  Drehungswinkel  — zu  tun  hat.  Bei  positivem  Drehungs- 
winkel 3 wird  dann  der  neue  Winkel  a',  um  den  man  den  Analy- 
sator aus  der  Nullstellung  im  Sinne  des  Uhrzeigers  bis  zur  ersten 

Dunkelstellung  zu  drehen  hat,  gleich  — • Dies  veranschaulicht 

Fig.  321,  in  welcher  OP  die  feste  Stellung  der  Polarisationsebene 
des  Polarisators,  ON  die  zu  OP  senkrechte  Nullstellung  des  Analy- 
sators, OA  die  neue  Dunkelstellung  des  Analysators  nach  dem 
Kinschalten  der  aktiven  Substanz,  und  OA'  dieselbo  nach  Herab- 
setzung der  Konzentration  bzw.  der  Schichtdicke  auf  die  Hiilfto 

ihres  ursprünglichen  Wertes  andeuten  soll.  Dabei  ist  hier  a‘  = - , 


und  die  neuen  Stellungen  OP  und  OP'  der  Polarisationsebene  des  ein- 
fallenden Lichtes  nach  dem  Durchgänge  durch  die  aktive  Substanz, 
welche  von  der  ursprünglichen  Stellung  OP  derselben  bzw.  um  die 

Winkel  3 und  r im  Sinne  des  Uhrzeigers  abweichen,  stehen  auf 

den  Stellungen  0.1  und  OA'  des  Analysators  senkrecht,  so  daß 
tt  = « ist 

Anders  gestalten  sich  die  Verhältnisse,  wenn  der  Drehungs- 
winkel 3 negativ  ist,  dabei  aber  wieder  einen  unter  180°  liegen- 
den absoluten  Wert  besitzt.  Diesen  Fall  veranschaulicht  Fig.  322  auf 
S.  1092.  Hierin  bedeuten  wieder  OP  und  OP'  die  Stellungen  der 
Polarisationsebene  nach  Einschalten  der  aktiven  Substanz,  zunächst 
mit  ganzer  und  darauf  mit  halber  Konzentration  bzw.  Schichtdicke. 
Dieselben  weichen  jetzt  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  von 
OP  ab,  entsprechend  dem  negativen  Vorzeichen  von  3.  Der  Analy- 
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sator  soll  zum  Zwecke  der  Messung  grundsätzlich  im  Sinne  des 
Uhrzeigers  gedreht  werden;  es  ergibt  sich  bei  ganzer  Konzentration 
zuerst  Dunkelheit  in  der  ON  am  nächsten  liegenden  Stellung  0.4, 
welche  auf  OD  senkrecht  steht.  Da  infolgedessen  die  absoluten 
Beträge  der  Winkel  VOD  und  NOÄ  sich  zu  180°  ergänzen,  so 
steht  der  negative  Drehungswinkel  der  Substanz  zu  dem  Winkel  a, 
um  welchen  der  Analysator  aus  der  Nullstellung  im  Uhrzeiger- 
sinne herauszudrehen  war,  bis  sich  wieder  der  schwarze  Streifen 


N 


im  Gesichtsfeld  einstellte,  in  der  schon  'oben  angedeuteten  Be- 
ziehung 

& — a — 180°. 

Bei  halber  Konzentration  bzw.  Schichtdicke  ist  aber  nun  der 

Analysator  nicht  um  den  Winkel  —,  sondern  um  einen  Winkel  «' 

aus  der  Nullstellung  herauszudrehen,  der  größer  wie  « ist;  denn 
es  kann  wieder  erst  Dunkelheit  eintreten,  wenn  0.4'  auf  OD' 
senkrecht  steht,  wobei  0D‘  genau  in  der  Mitte  zwischen  OP  und 
OD  liegt,  so  daß  es  von  der  Nullstellung  OP  um  den  Winkel 

~ abweicht.  Berücksichtigt  man  das  negative  Vorzeichen  dieses 

Winkels,  so  ergibt  sich  infolge  der  rechten  Winkel  PON  und 
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ÄOD'  zwischen  a'  und  — die  Beziehung  tt — — = 180°,  woraus 
nach  dem  obigen  Werte  von  # folgt 

«'  = | -f-  90°. 

Dieser  Zusammenhang  zwischen  «'  und  « läßt  sich  auch  direkt 
aus  Fig.  322  erkennen,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  die  (in  der 
Figur  nicht  angegebene)  Halbierende  des  Winkels  NOA  wegen 
der  rechten  Winkel  AOD  und  1 }ON  die  Rückwärtsverlängerung 
von  01)'  darstellen,  also  ebenfalls  auf  0.4'  senkrecht  stehen  muß. 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  die  durchlaufene  Schicht  der 
aktiven  Substanz  klein  genug  ist,  daß  die  durch  sie  hervorgerufene 
Drehung  der  Polarisationsebene  ihrem  absoluten  Betrage  nach  nicht 
größer  wie  180°  sein  kann,  hat  man  also  folgendes  Resultat: 

Die  aktive  Substanz  ist  rechts-  oder  linksdrehend,  je 
nachdem  der  positive  Drehungswinkel  des  Analysators, 
welcher  der  halben  Konzentration  bzw.  der  halben  Schicht- 
dicke entspricht,  entweder  gleich  dem  halben  Winkel  oder 
um  90°  größer  wie  der  halbe  Winkel  ist,  um  den  man  den 
Analysator  bei  der  ursprünglichen  Konzentration  bzw. 
Schichtdicke  im  Sinne  des  Uhrzeigers  aus  seiner  Null- 
stellung drehen  mußte,  um  wieder  Dunkelheit  hervor- 
zubringen. Im  ersten  Falle  ist  dann  der  Drehungs winkel 
der  Substanz  direkt  gleich  dem  Drehungswinkel  des  Ana- 
lysators, im  zweiten  Falle  muß  man  von  dem  letzteren 
180°  abziehen,  um  den  negativen  Drehungswinkel  der  Sub- 
stanz zu  erhalten. 

Die  Entscheidung,  ob  die  Substanz  rechts-  und  linksdrehend 
ist,  kann  bei  Flüssigkeiten  auch  noch  auf  einfacherem  Wege  ge- 
troffen werden.  Man  braucht  sich  zu  diesem  Zwecke  nach  dem 
Vorgang  von  Schmidt-Haensch*)  nur  eine  Röhre  für  die  aktive 
Flüssigkeit  herzustellen,  deren  Länge  sich  ähnlich  wie  der  Tubus 
eines  Mikroskops  innerhalb  bestimmter  Grenzen  verändern  läßt, 
wobei  durch  ein  vertikales  Seitenrohr  bzw.  einen  an  der  Röhre 
oben  angebrachten  Trichter  dafür  gesorgt  werden  kann,  daß  die 
Röhre  immer  ganz  mit  der  Flüssigkeit  ausgefüllt  bleibt.  Ver- 
längert oder  verkürzt  man  nach  der  Einstellung  des  Analysators 

*)  Vgl.  Schmidt-Haensch,  Zeitschrift  für  Instrnmentcnkundc  4,  S.  IliD 
(1884). 
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die  Röhre  um  einen  kleinen  Betrag,  so  braucht  man  dann  nur 
festzustellen,  in  welchem  Sinne  man  den  Analysator  nachzudrehen 
hat,  um  wieder  die  frühere  Verdunkelung  des  Gesichtsfeldes  her- 
zustellen. Je  nachdem  man  bei  Verlängerung  der  Röhre  den 
Analysator  im  Sinne  oder  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers 
nachdrehen  muß,  ist  die  aktive  Substanz  rechts-  oder  linksdrehend. 
Bei  Verkürzung  der  Röhre  würde  natürlich  das  Umgekehrte  gelten. 

Die  Verwendung  einer  solchen  Schmidt-Haenschschen  Kon- 
trollröhre  läßt  die  Messung  bei  halber  Konzentration  als  überflüssig 
erscheinen,  so  lange  man  sicher  ist,  daß  der  Drehungswinkel  der 


Substanz  nicht  über  180°  hinausgeht.  In  Fällen,  in  denen  dies 
unentschieden  bleibt,  und  man  nur  die  Sicherheit  hat,  daß  der 
Drehungswinkel  nicht  größer  wie  360  w sein  kann,  muß  neben  dem 
Versuche  mit  der  Kontrollröhre  dagegen  auch  noch  die  Messung  des 
Winkels  a‘  ausgeführt  werden,  welcher  entweder  der  halben  Kon- 
zentration oder  der  (ebenfalls  mit  einer  geeigneten  verschiebbaren 
Röhre  herstellbaren)  halben  Länge  des  Flüssigkeitszylinders  ent- 
spricht. Davon  kann  man  sich  leicht  auf  folgende  Weise  Rechen- 
schaft geben. 

Angenommen,  die  Substanz  sei  rechtsdrehend,  aber  der 
Drehungswinkel  it  liege  zwischen  -f-180®  und  -f-3600;  dann  hat 
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man  Verhältnisse,  wie  sie  aus  Fig.  323  zu  erkennen  sind.  Der 
Winkel  «‘  steht,  wie  inan  beim  Vergleichen  mit  Fig.  322  be- 
stätigt, mit  a wieder  in  der  Beziehung 

a'  = |-+900, 

während  für  den  positiven  Drehungswinkel  9 infolge  der  rechten 
Winkel  AOD  und  PON  gilt 

9 = a + 180°. 

Solange  für  den  Winkel  £ ein  Spielraum  zwischen  ü°  und  360° 


Fig.  324 


gegeben  ist,  darf  man  daher  nicht  ohne  weiteres  auf  Linksdrehung 
der  Substanz  schließen,  wenn  die  Messung  zwischen  «'  und  a den 

Zusammenhang  a‘  = ” j-  90°  ergeben  hat.  Man  muß  dann  viel- 

Ci 

mehr  die  Kontrollröhre  zu  Hilfe  nehmen  und  mit  dieser  zunächst 
entscheiden,  in  welchem  Sinne  die  aktive  Substanz  die  Polari- 
sationsebene dreht.  Je  nachdem  sich  hierbei  Rechtsdrehung 
oder  Linksdrehung  ergibt,  ist  der  Drehungswinkel  der  Substanz 
um  180“  größer  oder  kleiner  wie  der  positive  Winkel,  um  den 
man  den  Analysator  bei  ganzer  Konzentration  aus  der  Null- 
stellung drehen  muß,  um  Dunkelheit  zu  erhalten. 
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Ist  schließlich  die  zu  untersuchende  Substanz  linksdrehend, 
und  zwar  so  stark,  daß  # zwischen  — 180°  und  — 360°  liegt  so 
ergeben  sich  die  durch  Fig.  324  auf  S.  1095  dargestellten  Ver- 
hältnisse. Wie  man  sieht,  hat  jetzt  «'  wieder  den  halben  Wert 
von  «,  wie  es  bei  Drehungen  unter  180°  einem  positiven  Drehungs- 
winkel & entspricht.  Für  den  negativen  Winkel  if  erhält  man 
dagegen  in  diesem  Falle  unter  Berücksichtigung  der  Gleichheit 
der  Winkel  l'OI)  und  NOA 

# = a — 360°. 

Man  muß  daher  auch  dann  zunächst  mit  Hilfe  der  Kontrollröhre 
den  Sinn  der  Drehung  feststellen,  wenn  die  Messung  für  «'  den 
halben  Wert  von  « ergeben  hat.  Während  bei  Rechtsdrehung 
der  Drehungswinkel  der  Substanz  direkt  mit  dem  Drehungswinkel 
des  Analysators  übereinstimmt,  sind  von  dem  letzteren  360°  ab- 
zuziohen,  wenn  man  den  negativen  Wert  des  ersteren  bei  Links- 
drehung erhalten  will. 

Da  bei  den  im  Organismus  vorkommenden  Substanzen  so 
starke  Aktivität  bisher  nicht  gefunden  worden  ist,  daß  man  nicht 
bei  einer  Länge  der  Flüssigkeitsröhre  von  ca.  20  cm  mit  dem 
Spielraum  von  0°  bis  360°  für  den  absoluten  Betrag  des  Drehungs- 
winkels auskäme,  so  ist  es  hier  nicht  nötig,  noch  weiter  ausein- 
anderzusetzen, auf  welche  Weise  man  mit  Sicherheit  Drehungswinkel 
bestimmen  kann,  die  über  360°  hinausgehen.  Es  soll  schließlich 
nur  noch  hervorgehoben  werden,  daß  es  nicht  unbedingt  erforder- 
lich ist,  außer  der  Messung  bei  der  ursprünglichen  Konzentration 
einer  aktiven  Substanz  noch  eine  zweite  Messung  mit  gerade  halber 
Konzentration  oder  halber  Schichtdicke  vorzunehmen.  Man  würde 
auch  zum  Ziele  gelangen,  wenn  man  im  zweiten  Falle  einen  be- 
liebigen anderen  Bruchteil  der  ursprünglichen  Konzentration,  oder 
ganz  allgemein  eine  beliebige  andere  Konzentration  der  Messung 
unterwerfen  wollte,  sofern  nur  das  Verhältnis  der  beiden  Konzen- 
trationen genau  bekannt  ist  Dann  würden  aber  natürlich  die 
Dreh ungs winkel  a und  a‘  in  einer  weniger  einfachen  Beziehung  zu- 
einander stehen  wie  in  den  oben  eingehend  erörterten  Fällen. 

b)  f'ber  die  Verwendung  weiden  Lichtes  in  der  Polarimetrie.  Soleilsehe 

Doppelquarzplatte. 

Bisher  war  die  ausschließliche  Verwendung  monochromatischen 
Lichtes  vorausgesetzt  worden.  Die  Messung  des  Drehungswinkels 
läßt  sich  jedoch  am  Biot-Mitscherlichschen  und  vielen  anderen 
Polarimetern  auch  mit  weißem  Licht  ausführen.  Wenn  auch 
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dabei  im  allgemeinen  nur  eine  geringere  Genauigkeit  erreicht  werden 
kann,  so  bietet  doch  andererseits  die  Anwendung  weißen  Lichtes 
den  Vorteil  dar,  daß  man  mit  demselben,  wie  sich  im  folgenden 
zeigen  wird,  ohne  weiteres  erkennen  kann,  in  welchem  Sinne  die 
aktive  Substanz  die  Polarisationsebene  dreht 

Der  Drehungswinkel  hat  bei  derselben  Substanz  und  der 
gleichen  Schichtdicke  für  verschiedenfarbige  Strahlen  verschiedene 
Werte.  Es  besteht,  wie  man  es  ausdrückt,  eine  B Rotations- 
dispersion Im  allgemeinen  erfährt  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen die  Polarisationsebene  eine,  um  so  stärkere  Drehung,  je 
kleiner  die  Wellenlänge  des  verwendeten  Lichtes  ist.  Allerdings 
ist  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Drehungswinkel  von  der  Wellen- 
länge des  Lichtes  abhängt,  kein  ganz  einfaches;  denn  es  handelt 
sich  nicht  etwa  um  bloß  indirekte  Proportionalität  Außerdem 
zeigen  gewisse  in  der  Lösung  befindliche  Substanzen  anomale 
Rotationsdispersion,  insofern  bei  ihnen  die  Drehung  der  Polarisations- 
ebene mit  abnehmender  Wellenlänge  nicht  regelmäßig  zunimmt, 
sondern  bei  irgend  einer  mittleren  Farbe  einen  maximalen,  bei 
einer  anderen  einen  minimalen  Wert  hat.*)  Abgesehen  von  solchen 
Ausnahmefällen  findet  man  aber  durchweg,  daß  der  Drehungs- 
winkel für  rote  Beleuchtungsstrahlen  kleiner  wie  für  gelbe,  und 
für  diese  wieder  kleiner  wie  für  blaue  ist  usw. 

Infolge  der  Rotationsdispersion  kann  nun  insbesondere  beim 
Biot-Mitscherlichschen  Polarimeter  nach  dem  Einschalten  der 
aktiven  Substanz  in  keiner  Stellung  des  Analysators  Dunkelheit 
bzw.  nur  ein  das  Gesichtsfeld  durchziehender  schwarzer  Streifen 
eintreten,  sondern  das  Gesichtsfeld  muß  eine  mit  der  Analysator- 
stellung stetig  wechselnde  Färbung  aufweisen.  Dies  wird  nach 
den  obigen  ausführlichen  Erörterungen  über  das  Zustandekommen 
der  Farben  eines  Gipsplättchens  zwischen  gekreuzten  Nicols  (vgl. 
S.  1070  ff.)  ohne  weiteres  verständlich  sein. 

Nimmt  man  beispielsweise  wie  früher  in  Fig.  321  auf  S.  1091  an, 
OD  sei  die  Stellung  der  Polarisationsebene  nach  dem  Verlassen  der 
aktiven  Substanz  für  die  der  Fraunhoferschen  Linie  ZI  entsprechenden 
gelben  Strahlen,  so  liegen  die  Richtungen  der  Polarisationsebenen  für 
die  orangefarbigen  und  roten  Beleuchtungsstrahlen  näher  an  der 
ursprünglichen  gemeinsamen  Stellung  OP  der  Polarisationsebenen 
aller  aus  dem  Polarisator  austretenden  Strahlen,  während  die 
Polarisationsebenen  für  die  grünen,  blauen  und  violetten  Strahlen 

* Vgl.  hierzu  Landolt,  a.  a.  0.  S.  135  ff. 
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sich  in  ihrer  Richtung  weiter  von  OP  entfernt  haben  wie  OD. 
Es  können  daher  in  einer  zu  OD  senkrechten  Stellung  des  Analy- 
sators (0.4  in  Fig.  321)  nur  die  gelben  Natriumstrahlen  vollkommen 
ausgelöscht  werden,  während  alle  übrigen  farbigen  Strahlen  zum 
Teil  den  Analysator  passieren,  und  zwar  mit  um  so  größerer 
Intensität,  je  weiter  ihre  Farben  auf  der  einen  oder  anderen 
Seite  im  Spektrum  von  diesem  Gelb  entfernt  liegen.  Das  Gesichts- 
feld erscheint  daher  in  einer  Mischfarbe  von  violettem  Tone, 
welcher  in  der  Skala  der  Newtonschen  Interferenzfarben  an- 
nähernd dem  Violett  II.  Ordnung  entspricht  (vgl.  S.  1070). 

Denkt  man  dagegen  den  Analysator  aus  der  Stellung  0-4  in 
Fig.  321  um  einen  bestimmten  Winkel  in  der  Richtung  des  Uhr- 
zeigers weiter  gedreht,  so  steht  seine  Polarisationsebene  nun  nicht 
mehr  auf  der  Richtung  der  Polarisationsebene  der  gelben  Strahlen 
nach  dem  Verlassen  der  aktiven  Substanz,  sondern  vielleicht  auf 
der  für  die  grünen  Strahlen  senkrecht,  so  daß  jetzt  ausschließlich 
diese  Farbe  ausgelöscht  wird.  Die  Mischfarbe  muß  infolgedessen 
in  ein  Rot  übergegangen  sein,  welches  annähernd  dem  Rot  I.  Ord- 
nung der  Newtonschen  Farbenskala  gleicht.  Andererseits  werden 
bei  einer  Rückwärtsdrehung  des  Analysators  etwa  die  orange- 
farbenen Strahlen  allein  ausgelöscht,  so  daß  dann  die  Mischfarbe 
zu  Blau,  annähernd  dem  Blau  U.  Ordnung  der  Newtonschen 
Farbenskala  geworden  ist  Bei  weiterer  Drehung  des  Analysators 
im  Sinne  oder  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  werden  sich 
dann  einerseits  rotgelbe  und  gelbe,  andererseits  blaugrüne  und 
grüne  Farbentöne  einstellen  usw.  Ferner  ist  auch  leicht  einzu- 
sehen, daß  nach  der  Drehung  des  Analysators  aus  irgend  einer 
Stellung  um  90°  im  Sinne  oder  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers 
eine  jede  Mischfarbe  in  ihre  Gegenfarbe  oder  Komplementärfarbe 
übergehen  muß,  weil  dann  immer  von  jeder  einzelnen  Spektral- 
farbe gerade  der  Teil  hindurchgelassen  wird,  der  vorher  ausgelöscht 
wurde. 

Unter  den  auf  diese  Weise  entstehenden  Mischfarben  zeichnet 
sich  ein  bestimmter  purpurvioletter  Farbenton  vor  allen  anderen 
dadurch  aus,  daß  er  bei  geringer  Verdrehung  des  Analysators  nach 
der  einen  oder  anderen  Seite  ziemlich  schroff  in  einen  mehr 
roten  oder  mehr  blauen  Farbenton  übergeht.  Diese  purpurviolette 
Mischfarbe  stellt  sich  ein,  wenn  ein  bestimmtes  im  folgenden  mit 
y bezeichntes  Gelb,  welches  zwischen  den  Fraunhoferschen  Linien 
D und  E annähernd  in  der  Mitte,  etwas  näher  der  D-Linie  liegt, 
vollkommen  ausgelöscht  wird.  Wegen  des  raschen  Übergangs  in 


Digitized  by  Google 


Polarimetrie. 


1099 


rote  Farben  töne  auf  der  einen,  und  blaue  Farbentöne  auf  der 
anderen  Seite  eignet  sich  gerade  diese  purpurviolette  Farbe  besonders 
für  eine  möglichst  scharfe  Einstellung  des  Analysators;  man  be- 
zeichnet sie  als  die  empfindliche  oder  Cbergangsfarbe  (couleur 
sensible,  teinte  de  passage). 

Stellt  man  nun,  wie  es  üblich  ist,  bei  der  Messung  mit  weißem 
Licht  auf  diese  empfindliche  Farbe  ein,  so  kann  man  unmittelbar 
entscheiden,  in  welchem  Sinne  die  zu  untersuchende  Substanz  die 
Polarisationsebene  dreht.  Denn  es  ist  nach  den  bisherigen  Er- 
örterungen an  der  Hand  von  Fig.  322  auf  S.  1092  ohne  weiteres  ein- 
zusehen, daß,  während  bei  einer  rechtsdrehenden  Substanz  die  empfind- 
liche Farbe  in  Rot  oder  Blau  übergeführt  wird,  je  nachdem  man  den 
Analysator  um  ein  geringes  im  Sinne  oder  entgegen  dem  Sinne 
des  Uhrzeigers  aus  seiner  Stellung  herausdreht,  bei  einer  liuks- 
drehenden  Substanz  gerade  das  Gegenteil  ein  treten  muß.  Dieses 
Kriterium  ist  vollkommen  davon  unabhängig,  ob  der  absolute  Be- 
trag der  Drehung  kleiner  als  180w  ist,  oder  beliebig  über  180° 
binausgeht,  wie  man  leicht  mit  Hilfe  der  Figg.  323  und  324  auf 
S.  1094  uud  S.  1095  bestätigt. 

Wenn  auch  die  Einstellung  auf  die  empfindliche  Farbe  schärfer 
als  auf  jede  andere  der  auftretenden  Mischfarben  bewirkt  werden 
kann,  so  steht  dieselbe  doch  an  Genauigkeit  hinter  der  Einstellung 
des  schwarzen  Streifens  bei  monochromatischer  Beleuchtung  zurück. 
Dies  ist  hauptsächlich  dem  Umstande  zuzuschreiben,  daß  man  die 
dem  empfindlichen  Violett  benachbarten  roten  und  blauen  Farben- 
töne nicht  gleichzeitig  nebeneinander,  sondern  nur  nacheinander 
hervorrufen  kann,  was  die  Vergleichung  derselben  natürlich  er- 
schwert. Es  bedeutete  daher  seinerzeit  eine  für  manche  Messungen 
nicht  unwesentliche  Verbesserung  des  Mitscherlichschen  Polari- 
meters, daß  Robiquet*)  dem  Apparate  eine  von  Soleil  angegebene 
und  in  dessen  noch  zu  besprechendem  Saccharimeter  zuerst  verwendete 
Doppelquarzplatte  einfügte  und  es  dadurch  ermöglichte,  die  roten 
und  blauen  Nachbartöne  gleichzeitig  nebeneinander  erscheinen  zu 
lassen.  Hierdurch  wurde  wenigstens  bei  verhältnismäßig  schwach 
drehenden  Substanzen  die  Einstellung  mit  weißem  Lichte  noch 
empfindlicher  gemacht  wie  bei  Anwendung  monochromatischen 
Lichtes,  während,  wie  sich  unten  zeigen  wird,  bei  stärker  drehenden 
Substanzen  der  Vorteil  der  doppelten  Quarzplatte  sich  als  illusorisch 
erweist. 

*)  Vgl.  Landolt,  a.  a.  0.  S. 21)4. 
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Die  Soleilbche  Doppelplatte  ist  aus  zwei  senkrecht  zur  op- 
tischen Axe  geschnittenen  Quarzplatten  von  genau  gleicher  Dicke 
zusammengesetzt,  welche  längs  einer  ebenen  Fläche  nebeneinander- 
gekittet sind,  und  von  denen  die  eine  rechts-,  die  andere  links- 
drehend ist.  Infolge  der  gleichen  Dicke  wird  durch  die  eine  Hälfte 
die  Polarisationsebene  des  Lichtes  irgend  einer  Farbe  gerade  um 
denselben  Winkel  entgegen  dem  Uhrzeigersinne  gedreht,  um  den 
sie  durch  die  andere  Hälfte  der  Soleilschen  Platte  im  Sinne  des 
Uhrzeigers  gedreht  wird.  Die  beiden  Stellungen  der  Polarisatious- 


ebenen  bilden  daher  nach  dem  Austritt  des  Lichtes  aus  der  Doppel- 
platte einen  Winkel  miteinander,  der  gleich  dem  doppelten  absoluten 
Betrage  des  Drehungswinkels  in  jeder  einzelnen  Hälfte  ist 

Dies  veranschaulicht  Fig.  325.  In  derselben  gibt,  wie  in  den 
vorhergehenden  Figuren,  OP  die  Richtung  der  Polarisationsebene 
beim  Austritt  des  Lichtes  aus  dem  Polarisator,  aber  vor  dem  Ein- 
tritt in  die  doppelte  Quarzplatte  an.  Nach  dem  Durchgänge  durch 
die  letztere  hat  man  dann  u.  a.  gelbes  linear  polarisiertes  Licht  y 
mit  zweierlei  Richtungen  der  Polarisationsebenen,  etwa  den  Rich- 
tungen Oyr  und  Oyi  , von  denen  die  erste  mit  OP  den  positiven 
Winkel  tb  und  die  zweite  den  negativen  Winkel  itt  bildet  Da 
beide  Teile  der  Doppelplatte  gleich  dick  seiu  sollen,  so  sind  die 
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absoluten  Werte  dieser  beiden  Winkel  gleich  groß,  und  Oyt  bildet 
daher  mit  Oyr  einen  Winkel,  welcher  den  doppelten  Wert  von 

besitzt. 

Bringt  man  nun  den  Analysator  durch  Drehen  um  den  im  vor- 
liegenden Falle  mit  tb  gleichen  Winkel  ar  aus  seiner  Nullstellung  ON 
in  die  zu  ()yr  senkrechten  Stellung  OAr , so  kann  nur  in  dem  einen 
(rechtsdrehenden)Teile  der  Doppelplatte  das  Gelb  yausgelöschtsein,  und 
daher  die  empfindliche  Farbe  erscheinen,  während  der  andere  Teil 
eine  von  dieser  abweichende  Mischfarbe  aufweisen  muß.  Anderer- 
seits wird  in  der  auf  Oyt  senkrechten  Stellung  OAi  des  Analy- 
sators, welche  um  den  Winkel  «<  =180°  — 9r  von  der  Nullstel- 
lung ON  abweicht,  der  linksdrehende  Teil  der  Doppelplatte  die 
empfindliche  Farbe,  dagegegen  der  rechtsdrehende  Teil  die  andere 
Mischfarbe  besitzen.  Jedenfalls  können  in  dem  durch  Fig.  325 
dargestellten  Falle  in  keiner  Stellung  des  Analysators  beide  Teile 
der  Doppelquarzplatte  zugleich  die  empfindliche  Farbe  zeigen.  Man 
erkennt  zwar  ohne  weiteres,  daß  in  der  Stellung  OF,  bei  welcher 
die  Polarisationsebene  des  Analysators  der  des  Polarisators  parallel 
läuft,  aus  Gründen  der  Symmetrie  die  beiden  Teile  gleich  gefärbt 
sein  müssen;  diese  Farbe  ist  aber  hier  nicht  die  empfindliche 
Farbe,  sondern  irgend  eine  andere  von  dem  Werte  des  Drehungs- 
winkels #r  abhängende  Mischfarbe. 

Damit  in  der  Stellung  OP1  des  Analysators  die  empfindliche 
violette  Farbe  erscheinen  soll,  ist  nötig,  daß  die  beiden  Drehungs- 
winkel r und  &i  für  die  gelben  Strahlen  y bzw.  die  Werte  f-  90° 
und  — 90°  besitzen,  wie  es  in  Fig.  326  auf  S.  1102  angedeutet  ist 
Denn  dann  wird  in  beiden  Teilen  der  Doppelplatte  gerade  nur  das 
betreffende  gelbe  Licht  y ausgelöscht,  während,  wiederum  aus 
Gründen  der  Symmetrie,  alle  anderen  Farben  in  jedem  Teil  mit 
der  gleichen  Intensität  in  der  Mischfarbe  enthalten  sind.  Dies 
tritt  bei  einer  bestimmten  Dicke  der  doppelten  Quarzplatte  tat- 
sächlich ein. 

Bei  einer  Plattendicke  von  1 mm  wird  die  Polarisationsebene 
für  die  der  Fraunhoferschen  Linie  I)  entsprechenden  gelben  Strahlen 
im  rechtsdrehenden  wie  im  linksdrehenden  Quarz  nach  Messungen 
von  Broch*)  um  21",67,  die  der  der  Fraunhoferschen  Linie 
E entsprechenden  grünen  Strahlen  dagegen  um  27°, 46  ge- 
dreht. Bei  dem  zur  Erzeugung  der  empfindlichen  Farbe  auszu- 
löschenden Gelb  y,  welches  zwischen  den  beiden  Fraunhoferschen 

*)  Vgl.  Broch,  Doves  Repertorium  der  Physik.  Bd.  VII,  S.  113  (1846). 
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Linien  D und  E liegt,  wird  dagegen  die  Polarisationsebene  durch 
eine  rechts-  oder  linksdrehende  Quarzplatte  von  1 mm  gerade  um 
24°  aus  ihrer  Richtung  abgelenkt  Da  der  Drehungswinkel  einer 
aktiven  Substanz  deren  Dicke  direkt  proportional  ist,  so  folgt  hier- 
aus, daß  man  der  doppelten  Quarzplatte  eine  Dicke  von  33/ 4 »im 
geben  muß,  um  in  beiden  Teilen  derselben  eine  Drehung  der  Polari- 
sationsebene der  betreffenden  gelben  Strahlen  um  90°  zu  erzielen. 
Demnach  werden  bei  einer  Doppelplatte  von  dieser  Dicke  in  der 
Analysatorstellung  01“,  d.  h.  also  bei  paralleler  Stellung  der  Polari- 


sationsebenen beider  Nicols,  beide  Teile  der  Platte  gleichzeitig  das 
empfindliche  Purpurviolett  aufweisen. 

Verschafft  man  sich  eine  Doppelquarzplatte  von  doppelter  Dicke , 
also  einer  solchen  von  71/-.  mm,  so  wird  die  Polarisationsebene  der  an- 
gegebenen gelben  Strahlen  in  beiden  Teilen  um  180°  gedreht  , so 
daß  nach  dem  Verlassen  der  Platte  beide  Polarisationsebenen  die 
Richtung  Ol“  besitzen.  Diesen  Fall  veranschaulicht  Fig.  327.  Es 
wird  daher  schon  bei  der  Nullstellung  ON  bzw.  in  der  einer 
Drehung  von  180°  entsprechenden  Stellung  ON'  des  Analysators,  d.  h. 
also  bei  gekreuzten  Nicols  die  Doppelplatte  in  ihren  beiden  Teilen 
übereinstimmend  die  empfindliche  Farbe  aufweisen. 
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An  einer  Doppelplatte  von  1 1 V«  mm  Dicke  wird  wieder  bei 
Parallelstellung,  an  einer  solchen  von  15  mm  Dicke  dagegen  bei 
rechtwinklig  gekreuzter  Stellung  der  beiden  Nicols  die  gleiche  Er- 
scheinung eintreten  u.  s.  f. 

Man  kann  sich  nun  nach  den  früheren  Auseinandersetzungen 
leicht  davon  Rechenschaft  geben,  daß  in  allen  diesen  Fällen  bei 
einer  weiteren  kleinen  Drehung  des  Analysators  der  eine  Teil  der 
Doppelplatte  sofort  einen  mehr  roten,  der  andere  Teil  dagegen 
einen  mehr  blauen  Farbenton  annehmen  muß;  bei  einer  kleinen 


Fig.  327 


Drehung  im  Sinne  des  Uhrzeigers  wird  der  rechtsdrehende  Teil  rot, 
der  linksdrehende  blau  und  umgekehrt.  Da  die  in  verschiedenem 
Sinne  stattfindenden  Änderungen  des  Farbentones  ziemlich  rasch 
vor  sich  gehen,  so  läßt  sich  also  der  Analysator  mit  verhältnis- 
mäßig großer  Genauigkeit  in  die  Parallelstellung  im  einen  Falle, 
und  die  gekreuzte  Stellung  im  anderen  Falle  bringen. 

Es  sei  nun  eine  Soleilsche  Doppelplatte  von  3 3j,  nun  Dicke 
so  zwischen  den  Polarisator  und  die  Flüssigkeitsröhre  eines 
Mitscherlichschen  Polarimeters  eingefügt,  daß  durch  die  Grenze 
zwischen  den  beiden  Teilen  der  Platte  gerade  das  Gesichtsfeld 
halbiert  wird.  Um  die  Änderungen  der  Farbentöne  der  beiden 
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Hälften  mit  möglichster  Sicherheit  beurteilen  zu  können,  mag  noch 
vor  dem  Analysator  ein  kleines  Fernrohr  angebracht  sein,  das  man 
dann  auf  die  Grenze  zwischen  den  beiden  die  Soleilsche  Platte 
zusammensetzenden  Quarzplatten  scharf  einzustellen  hat.  Als 
Nullstellung  des  Analysators,  welche  einer  nur  mit  Wasser  ge- 
füllten Röhre  entspricht,  ist  dabei  nach  dem  obigen  die  Parallel- 
stellung zum  Polarisator  zu  verwenden.  Es  findet  sich  daher 
in  der  folgenden  Fig.  328  die  Rückwärtsverlängerung  von 
OP  mit  ON  bezeichnet  und  damit  als  Nullstellung  des  Analy- 


sators gekennzeichnet.  In  dieser  weisen  also  die  beiden  Hälften 
des  Gesichtsfeldes  übereinstimmend  die  empfindliche  purpurviolette 
Farbe  auf. 

Schaltet  man  nun  an  Stelle  der  Wasserrohre  eine  mit  der 
Lösung  irgend  einer  aktiven  Substanz  gefüllte  Röhre  ein,  so  er- 
scheinen in  der  Regel  die  beiden  Hälften  des  Gesichtsfeldes  ver- 
schieden gefärbt.  Man  hat  dann  den  Analysator  solange  im  Sinne 
des  Uhrzeigers  zu  drehen  bis  wieder  beide  Hälften  gleiche  Farbe, 
oder  doch  wenigstens  nahezu  gleiche  Farben  zeigen,  und  zwar 
wieder  annähernd  das  empfindliche  Purpurviolett,  Wie  weit  dies 
überhaupt  möglich  ist,  läßt  sich  aus  folgender  Betrachtung  er- 
kennen. 
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Angenommen,  die  in  der  Röhre  enthaltene  aktive  Substanz 
drehe  die  Polarisationsebene  des  der  empfindlichen  Farbe  fehlenden 
gelben  Lichtes  y um  den  (in  Fig.  328  spilzen)  Winkel  dann 
wird  die  Polarisationsebene  des  gelben  Lichtes,  welches  vorher  die 
rechtsdrehende  Quarzplatte  passiert  hat,  im  Ganzen  um  den  Winkel 
tt,  =90°-f-vt,  die  Polarisationsebene  des  gelben  Lichtes  y,  welches 
vorher  durch  die  linksdrehende  Quarzplatte  hindurchgegangen  ist, 
dagegen  um  den  Winkel  = — 90° + # gegen  ihre  ursprüngliche 
Stellung  OP  gedreht  erscheinen  (vgl.  Fig.  328).  Denn  nach  einem 
ohne  weiteres  plausibelen  Satze  von  Biot  ist  die  Drehung,  welche 
die  Polarisationsebene  linear  polarisierten  Lichtes  einer  bestimmten 
Wellenlänge  nach  dem  Durchgänge  durch  eine  beliebige  Anzahl 
optisch  aktiver  Substanzen  erfährt,  gleich  der  algebraischen  Summe 
der  sämtlichen  Einzeldrehungen  in  den  verschiedenen  Substanzen; 
dabei  ist  natürlich  konsequent  jede  im  Sinne  des  Uhrzeigers  statt- 
findende Drehung  positiv,  jede  im  entgegengesetzten  Sinne  vor 
sich  gehende  Drehung  dagegen  negativ  in  Rechnung  zu  ziehen. 
Da  die  absoluten  Werte  der  Drehungswinkel  und  tt,  sich  zu 
180°  ergänzen,  so  fallen  die  definitiven  Richtungen  Oft  und  Oy« 
der  beiden  Polarisationsebenen,  in  gleicher  Weise  wie  ihre  Rich- 
tungen Oyr  udü  Oyi  nach  dem  Verlassen  der  Doppelquarzplatte, 
aber  vor  dem  Eintritt  in  die  Füssigkeitsröhre,  in  eine  gerade  Linie. 
Es  werden  daher  bei  einer  zu  y,  0 y«  senkrechten  Stellung  OA 
des  Analysators,  welche  im  vorliegenden  Falle  um  den  Winkel 
a = ü von  seiner  Nullstellung  ON  abweicht,  in  beiden  Hälften 
des  Gesichtsfeldes  die  betreffenden  gelben  Strahlen  ausgelöscht  sein. 

Man  könnte  nun  denken,  daß  infolge  der  gleichzeitigen  Aus- 
löschung des  gelben  Lichtes  y in  beiden  Hälften  des  Gesichtsfeldes 
genau  das  gleiche  empfindliche  Purpurviolett  erscheinen  müßte. 
Berücksichtigt  man  aber  die  Rotationsdispersion,  so  gelangt  man 
zu  dem  Resultat,  daß  unter  normalen  Verhältnissen  in  der  Stel- 
lung OA  des  Analysators  weder  absolute  Gleichheit  der  Farben 
der  beiden  Gesichtsfeldhälften  untereinander,  noch  Gleichheit  mit 
der  empfindlichen  Farbe  in  der  Nullstellung  ON  des  Analysators 
vor  dem  Einschalten  der  aktiven  Substanz  eintreten  kann. 

Um  dies  verständlich  zu  machen,  finden  sich  in  Fig.  329  auf  S.  1 106 
außer  den  Richtungen  Oyr  und  Oyi  der  Polarisationsebenen  des  gelben 
Lichtes  y noch  diejenigen  für  die  den  Fraunhoferschen  Linien 
(\  D und  E entsprechenden  Farben  orange,  gelb  und  grün  nach 
dem  Durchgänge  durch  die  Doppelquarzplatte  eingezeichnet.  Nach 
den  schon  oben  angedeuteten  Messungen  von  Broch  werden  durch 
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eine  senkrecht  zur  Axe  geschnittene  Quarzplatte  von  1 mm  Dicke 
die  Polarisationsebenen  der  den  Fraunhofersehen  Linien  C,  D und  E 
entsprechenden  Strahlen  bzw.  um  17°, 24;  21°, 67  und  27“, 46  je  nach 
der  Art  des  Quarzes  rechts  oder  links  gedreht.  In  einer  Quarzplatte 
von  3 */<  mm  Dicke  erfahren  daher  diese  Strahlen  eine  Drehung  von 
64°,65;  81°, 26  und  102°, 98,  wie  es  in  Fig.329  bzw.  durch  die  Rich- 
tungen OCr,  ODr  und  OEr  für  den  rechtsdrehenden,  und  durch  die 


Richtungon  OCi , ODi  und  OEi  für  den  linksdrehenden  Teil  der 
Soleilschen  Doppelplatte  dargestellt  ist  Denkt  man  nun  in  den 
Mitscherlichschen  Apparat  eine  rechtsdrehende  aktive  Substanz 
eingeschaltet,  welche  zufälligerweise  die  Polarisationsebene  der 
verschiedenfarbigen  Strahlen  gerade  um  die  gleichen  Winkel  drehen 
möge  wie  eine  rechtsdrehendo  Quarzplatte  von  genau  3 mm  Dicke, 
so  würden  diese  Drehungswinkel  für  die  Strahlen  C,  D,  y und  E 
entsprechend  den  obigen  Angaben  bzw.  die  Werte  51“, 72;  65“, 01; 
72°  und  82“, 38  besitzen.  Nach  dem  Biotschen  Satze  erfahren 
daher  in  dem  mit  der  Soleilschen  Doppelplatte  versehenen  Polari- 
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meter  die  Polarisationsebenen  für  diese  vier  Farben,  soweit  die 
Strahlen  durch  den  rechtsdrehenden  Teil  der  Sol  eil  sehen  Doppel- 
platte hindurchgegangen  sind,  eine  Gesamtablenkung  von  bzwr. 
116®, 37;  146°, 27;  162®  und  185°, 36,  soweit  sie  den  linksdrehenden 
Teil  der  Soleilschen  Doppelplatte  passiert  haben,  dagegen  nur 
eine  Gesamtablenkung  von  bzw.  — 12°, 93;  — 16°, 25;  — 18" 
und  — 20°, 60,  wie  es  in  Fig.  329  durch  die  Richtungen  OCt, 
O/i,,  Oy,  und  OEx  einerseits  und  die  Richtungen  0C4,  OZ)s,  Oy» 
und  OE.  andererseits  angedeutet  ist 

Die  Figur  zeigt  sehr  deutlich  eine  starke  Beeinflussung  der 
Rotationsdispersion  durch  die  aktive  Substanz;  denn  die  verschiedenen 
Polarisationsebenen  liegen  in  derjenigen  Hälfte  des  Gesichtsfeldes, 
welche  dem  rechtsdrehenden  Teile  der  Soleilschen  Doppelplatte 
entspricht,  viel  weiter  auseinander  wie  in  der  anderen  Hälfte.  Dies 
gilt  nicht  nur  für  die  zwischen  den  Fraunhoferschen  Linien  C 
und  E liegenden  Lichtstrahlen,  welche  in  der  Figur  allein  be- 
rücksichtigt sind,  um  ein  teilweises  Cbereinaudergreifen  der  ver- 
schieden Sektoren  Cr  0 Er , C\  OEx  usw.  zu  vermeiden,  sondern  es 
würde  bei  der  Ausdehnung  der  Figur  auf  alle  Farben  des  Spek- 
trums noch  mehr  in  die  Erscheinung  treten.  Die  Figur  läßt  sich 
leicht  für  die  den  Fraunhoferschen  Linien  B,  F und  G entsprechen- 
den Farben  vervollständigen,  wenn  man  die  übrigen  Resultate  der 
Brochschen  Messungen  zu  Hilfe  nimmt.  Der  letztere  fand  noch 
bei  einer  Quarzplatte  von  1 mm  Dicke  als  Drehungswinkel  der 
Polarisationsebene  z.  B.  für  die  roten  Strahlen  B 15°, 30  und  für 
die  blauen  Strahlen  F und  G bzw.  32®, 50  und  42®, 20,  so  daß 
also  bei  einer  Platte  von  3*1 1 mm  Dicke  diesen  Strahlen  bzw.  die 
Drehungswinkel  57°, 38;  121®, 88  und  158®, 25,  und  bei  einer  Platte 
von  nur  3 mm  Dicke  denselben  die  Winkel  45°90;  97®, 50  und 
126°, 60  zukommen. 

Bringt  man  nun  den  Analysator  mit  seiner  Polarisationsebene 
in  eine  zu  der  Richtung  y,Oy»  senkrechte  Stellung,  so  sieht  man 
leicht  ein,  daß  die  Mischfarben  in  den  beiden  Teilen  des  Gesichts- 
feldes sowohl  untereinander  als  von  der  empfindlichen  purpur- 
violetten Farbe  abweichen  müssen,  trotzdem  in  beiden  Hälften 
nur  gerade  die  gelbe  Farbe  y vollkommen  ausgelöscht  wird.  Denn 
es  gilt  ja  ganz  allgemein,  daß  von  linear  polarisiertem  Lichte  irgend- 
welcher Farbe  um  so  mehr  durch  den  Analysator  hindurchgelassen 
wird,  je  weniger  die  Polarisationsebene  des  betreffenden  Lichtes 
von  der  Polarisationsebene  des  Analysators,  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  je  mehr  die  Polarisationsebene  des  Lichtes  von 


Jigitized  by  Google 


1108 


Optik. 


der  zur  Polarisationsebene  des  Analysators  senkrechten  Ebene 
y,Oy*  in  Fig.  329  abweicht.  Es  lehrt  daher  ein  Blick  auf  die 
Figur,  daß  in  der  Hälfte  des  Gesichtsfeldes,  welche  dem  rechts- 
drehenden Teile  der  Soleilschen  Doppelplatte  entspricht,  mit  Aus- 
nahme des  gelben  Lichtes  y im  allgemeinen  alle  Farben  mit  viel 
größerer  Intensität  vertreten  sein  werden  als  in  der  anderen  Hälfte, 
so  daß  eine  absolute  Gleichheit  der  resultierenden  Farbentöne  in 
beiden  Hälften  des  Gesichtsfeldes  unter  allen  Umständen  aus- 
geschlossen ist. 

ln  dem  durch  Fig.  329  veranschaulichten  Falle  liegen  insbe- 
sondere die  Polarisationsebenon  der  durch  den  linksdrehenden 
Teil  der  Soleilschen  Doppelplatte  hindurchgegangenen  Lichtstrahlen 
so  nahe  an  der  zur  Polarisationsebene  des  Analysators  senkrechten 
Ebene  Oy*,  daß  in  dem  entsprechenden  Teile  des  Gesichtsfeldes 
nahezu  Dunkelheit  ohne  merkliche  Farbentönung  vorhanden  sein 
wird,  während  andererseits  in  der  ersten  Hälfte  des  Gesichtsfeldes 
die  purpurviolette  Mischfarbe  in  größerer  Intensität  erscheinen 
inuß  wie  in  der  Sol  ei  Ischen  Doppel  platte  allein.  Würde  die  aktive 
Substanz  einer  rechtsdrehenden  0 uarz.pl atte  von  nicht  nur  3 »«»«, 
sondern  von  gerade  33/t  mm  Dicke  entsprechen,  so  ist  unmittelbar  ein- 
zusehen, daß  dann  die  Polarisationsebenen  0(\ , OZL,  OE*  sowie 
die  aller  anderen  Farben,  welche  den  linksdrehenden  Teil  der 
Soleilschen  Doppelptatte  durchsetzt  haben,  mit  Oy*  zusammen 
und  dabei  in  die  Richtung  der  Polarisationsebene  OP  des  Polari- 
sators fallen  müßten,  so  daß  in  der  zweiten  Hälfte  des  Gesichts- 
feldes absolute  Dunkelheit  entstehen  würde;  denn  zwei  gleich- 
dicke Quarzplatten  von  verschiedenem  Drehungssinne  heben  sich 
natürlich  in  ihrer  Wirkung  auf,  wenn  sie  hintereinander  ge- 
schaltet sind. 

In  dem  behandelten  Beispiele  wurde  vorausgesetzt,  daß  die 
aktive  Substanz  wie  eine  Quarzplatto  von  bestimmter  Dicke  wirkt, 
so  daß  also  die  Drehungswinkel  für  verschiedenfarbige  Strahlen  in 
demselben  Verhältnisse  zueinander  stehen  wie  beim  Quarz.  Dies 
ist  nun  in  der  Regel  durchaus  nicht  der  Fall,  sondern  die  Rotations- 
dispersion ist  im  allgemeinen  bei  verschiedenen  aktiven  Substanzen 
verschieden.  Zieht  man  dies  noch  in  Rücksicht,  so  erkennt  man, 
daß  schon  aus  diesem  Grunde  bei  stärkeren  Drehungen  der  Polari- 
sationsebene die  beim  Auslöschen  des  gelben  Lichtes  y entstehende 
Mischfarbe  von  der  ursprünglichen  empfindlichen  Farbe  abweichen 
muß. 

Damit  ist  wohl  zur  Genüge  gezeigt,  daß  bei  stark  aktiven 
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Substanzen  die  Einfügung  der  Sol  ei  Ischen  Doppelplatte  in  das 
Mitscherlichsche  Polarimeter  keinen  Vorteil  mit  sich  bringen 
kann. 

Anders  verhält  es  sich  dagegen  hei  sehr  schwach  aktiven 
Substanzen,  welche  die  Polarisationsebenen  aller  Farben  höchstens 
um  wenige  Winkelgrade  drehen.  Diese  können  natürlich  in  beiden 
Teilen  des  Gesichtsfeldes  nur  eine  sehr  geringe  Änderung  der 
Rotationsdispersion  hervorrufen,  so  daß  praktisch  nahezu  kein 
Unterschied  in  der  empfindlichen  Farbe  beider  Gesichtsfelder  kon- 
statiert wird.  Für  diesen  Fall  stellt  daher  die  Robiquetsche 
Modifikation  des  Mitscherlichschen  Polarimeters  in  der  Tat  eine 
Verbesserung  des  letzteren  dar,  insofern  dann  die  Einstellung  des 
Analysators  mit  größerer  Genauigkeit  geschehen  kann  als  ohne  die 
Sol  ei  Ische  Doppelplatte.  Beachtet  man,  daß  viele  im  menschlichen 
Organismus  auftretenden  Substanzen,  die  auf  ihr  Drehungsvermögen 
untersucht  werden  sollen,  nur  in  kleiner  Menge  vorhanden  sind, 
und  daß  infolgedessen  ihre  Lösungen  sehr  geringe  optische  Aktivität 
aufweisen,  so  erkennt  man,  daß  das  Robiquet-Mitscherlichsche 
Polarimeter  gerade  für  medizinische  Zwecke  unter  Umständen 
Verwendung  finden  kann.  Immerhin  ist  seine  Anwendbarkeit 
beschränkt;  denn  es  eignet  sich,  wie  man  ohne  weiteres  zugeben 
wird,  ja  nur  zur  Bestimmung  der  Drehung  der  Polarisationsebene 
für  die  zwischen  den  Fraunhoferschen  Linien  I)  und  E liegenden 
gelben  Strahlen  y.  Es  ist  demgemäß  auch  im  Laufe  der  Zeit 
durch  viel  empfindlichere  Meßapparate  verdrängt  worden.  Wenn 
trotzdem  im  Vorhergehenden  in  so  ausführlicher  Weise 
die  Vorgänge  in  diesem  Apparate  und  insbesondere  die  Wirkung 
der  Soleilschen  Doppelplatte  behandelt  wurden,  so  ist  dies  in  der 
Absicht  geschehen,  dadurch  nicht  nur  ein  klares  Verständnis  der 
optischen  Vorgänge  im  oben  angedeuteten  Soleilschen  Sacchari- 
meter anzubahnen,  sondern  auch  die  hauptsächlichsten  Fehler- 
quellen erkennen  zu  lassen,  welche  die  Verwendung  der  sogenannten 
empfindlichen  Farbe  zur  Einstellung  des  Analysators  mit  sich 
bringt,  und  die  man  neuerdings  in  den  sogenannten  Halbschatten- 
apparaten zu  vermeiden  gelernt  hat 

e)  Saccharimeter  von  Soteil.  KellkoiiipensiiUon. 

Von  dem  Übelstande,  daß  bei  ausgiebiger  Drehung  der  Polari- 
sationsebene die  empfindliche  Farbe  nicht  mehr  ungeändert  zum 
Vorschein  kommen  kann,  und  auch  keine  Gleichheit  des  Farben- 
tones in  den  beiden  Gesichtshälften  bei  Verwendung  der 
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Soleilschen  Platte  mehr  zu  erzielen  ist,  kann  man  sieh  dadurch 
bis  zu  gewissem  Grade  unabhängig  machen,  daß  man  die  von 
der  aktiven  Substanz  hervorgerufenen  Drehungen  durch  eine  im 
entgegengesetzten  Sinne  drehende  Quarzplatte  zu  kompensieren 
sucht  Eine  vollständige  Kompensation  ist  jedoch  nur  möglich, 
wenn  die  Rotationsdispersion  der  aktiven  Substanz  mit  der  des 
Quarzes  übereinstimmt.  Dies  trifft  nun  wenigstens  sehr  angenähert 
bei  den  Zuckerlösungen  zu.  Daher  ist  das  Charakteristikum  aller 
der  Untersuchung  von  Zuckerlösungen  dienenden  Polarimeter,  die 
man  mit  dem  speziellen  Namen  „Saccharimeter“  zu  bezeichnen 
pflegt,  eine  solche  Kompensationsvorichtung  aus  Quarz. 

Die  kompensierende  Quarzplatte  muß  natürlich  so  eingerichtet 
sein,  daß  ihre  Dicke  innerhalb  bestimmter  Grenzen  verändert 
werden  kann.  Dies  erreichte  Sol  eil  schon  im  Jahre  1848  da- 
durch, daß  er  die  planparallele  Quarzplatte  aus  zwei  gegen- 
einander verschiebbaren  Quarzkeilen  von  gleichem  Keilwinkel  und 
gleichem  Drehungssinne  zusammensetzte,  wie  es  Fig.  330  in 
schematischer  Weise  andeutet.  Wenn  dabei  der  eine  Keil  (BEF 
in  der  Figur)  etwa  die  dreifachen  linearen  Dimensionen  des  anderen 
Keils  (ABC  in  der  Figur)  besitzt,  und  die  optische  Axe  im  einen 
senkrecht  zu  EF,  im  anderen  senkrecht  zu  AC  steht  (wie  es  der 
Pfeil  andeutet),  so  ist  leicht  einzusehen,  daß  beim  Verschieben 
des  größeren  Keils  gegen  den  als  feststehend  zu  denkenden  kleineren 
Keil  bis  zu  den  in  der  Figur  punktiert  angedeuteten  extremen 
Stellungen  BiEtFi  und  B..E.:F«  des  ersteren  die  Dicke  der  von 
dem  Lichte  in  der  Richtung  des  Pfeiles  durchlaufenen  Quarzschicht 
ungefähr  von  der  Länge  AB  (der  Basis  des  dreieckigen  Quer- 
schnittes des  festen  Keils)  bis  auf  das  Dreifache  derselben  stetig  ge- 
ändert werden  kann.  Der  gleiche  Effekt  wird  natürlich  erzielt, 
wenn  man,  wie  es  bei  der  Ausführung  der  Soleilschen  Quarz- 
keilkombination geschieht,  die  beiden  Keile  nicht  zur  Berührung 
gebracht,  sondern  in  einem  derartigen  Abstande  voneinander 
gehalten  hat,  daß  der  größere  Quarzkeil  ungehindert  in  der  zu  den 
Lichtstrahlen  senkrechten  Richtung  (EF  in  Fig.  330)  verschoben 
werden  kann. 

Da  die  beiden  die  Quarzplatte  von  veränderlicher  Dicke  zu- 
sammensetzenden Keile  natürlich  das  Licht  in  gleichem  Sinne 
drehen  müssen,  so  daß  die  ganze  Quarzplatte  entweder  nur  rechts- 
drehend oder  nur  linksdrehend  ist,  so  müßte  man  eigentlich  zum 
Zwecke  der  Kompensation  der  Drehung  aller  möglichen  rechts- 
oder  liuksdrehenden  Zuckerlösungen  zwei  Keilkombinationen  von 
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verschiedenem  Drehungssinne  zur  Verfügung  haben.  Dies  hat 
Soleil  dadurch  vermieden,  daß  er  die  etwa  rechtsdrehende  Keil- 
kombination mit  einer  linksdrehenden  Quarzplatte  (GHIK  in 
Fig.  330)  von  konstanter  mittlerer  Dicke  zusammenstellte.  Denkt 
man  die  Dicke  GH  genau  gleich  dem  Doppelten  der  Länge  AD, 
so  muß  die  ganze  Quarzkompensation  in  der  Stellung  D^E^F,  des 
großen  Keiles  nach  dem  Biotschen  Satze  linksdrehend,  in  der 
Stellung  D.:EtFt  desselben  dagegen  rechtsdrehend  sein.  In  der 
Mittelstellung  DEF  wird  dagegen  keine  Drehung  der  Polarisations- 
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ebenen  verursacht;  dieselbe  stellt  daher  die  Nullstellung  des  großen 
Keils  dar.  Wie  man  leicht  sieht,  läßt  sich  auf  diese  Weise  jede 
Drehung  einer  rechts-  oder  linksdrehenden  Zuckerlösung  kompen- 
sieren, welche  zwischen  Null  und  der  Drehung  einer  Quarzplatte 
von  der  Dicke  AB  liegt  Da  außer  der  Keilkombination  auch  die 
Doppelquarzplatte  in  dem  Soleilschen  Saccharimeter  angebracht 
ist,  so  kann  man  die  zur  Kompensation  nötige  Stellung  des  ver- 
schiebbaren Keils  DEF  auf  folgende  Weise  finden.  Man  erteilt 
zunächst  vor  dem  Einschalten  der  aktiven  Substanz,  bzw.  bei  nur 
mit  Wasser  gefüllter  Röhre,  dem  Keil  DEF  die  Nullstellung  und 
(bei  einer  Dicke  der  Doppelplatte  von  3 ®/4  mm)  dem  Analysator 
die  zum  Polarisator  parallele  Stellung,  indem  inan  darauf  achtet, 
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daß  in  beiden  Hälften  des  Gesichtsfeldes  übereinstimmend  die 
empfindliche  Farbe  erscheint  Nach  dem  Einlegen  der  Röhre  mit 
der  aktiven  Substanz  verschiebt  man  dann  den  Quarzkeil  DEF 
in  der  einen  oder  anderen  Richtung  so  lange,  bis  wieder  in  beiden 
Hälften  des  Gesichtsfeldes  genau  übereinstimmend  die  empfind- 
liche Farbe  auftritt  Aus  der  Größe  der  Verschiebung,  die  natür- 
lich mit  Hilfe  einer  geeigneten  Vorrichtung  möglichst  genau  zu 
messen  ist,  läßt  sich  dann  die  Dicke  der  der  ganzen  Keilkompen- 
sation äquivalenten  Quarzplatte  und  damit  die  Drehung  der  Polari- 
sationsebenen ableiten. 

Da  es  sich  hier  nur  um  die  Erklärung  des  dem  Soleil'schen 
Saccharimeter  zugrunde  liegenden  Prinzips,  nicht  aber  um  eine 
ausführliche  Beschreibung  des  Apparates  selbst  handeln  kann,  so 
werden  diese  Andeutungen  genügen,  um  den  Apparat  in  seiner 
Wirkungsweise  richtig  beurteilen  zu  können.  Derselbe  hat  im 
.Laufe  der  Zeit  noch  einige  Verbesserungen  erfahren.  So  ist  nach 
dem  Vorgänge  von  Schmidt-Haensch  auch  noch  der  negativen 
Quarzplatte  ( GH1K  in  Fig.  830)  der  Keilkompensation  durch  Zer- 
legen derselben  in  zwei  Keile  eine  veränderliche  Dicke  erteilt 
worden.  Da  hierbei  das  dickere  Ende  des  großen  verschiebbaren 
Keils  nach  derselben  Seite  wie  bei  der  positiven  Keilkombination, 
d.  h.  also  in  Fig.  330  ebenfalls  nach  oben  gelegt  wird,  so  läßt 
sich  dadurch  auch  die  kleine  seitliche  Verschiebung,  welche  die 
Lichtstrahlen  beim  Durchgang  durch  die  zwischen  den  beiden 
Keilen  der  positiven  Quarzplatte  befindliche  Luftschicht  erfahren, 
kompensieren.  Außerdem  bietet  diese  aus  zwei  veränderlichen 
Quarzplatten  bestehende  Keilkompensation  den  Vorteil  dar,  daß 
man  nicht  nur  auf  eine  Art,  sondern  auf  sehr  verschiedene  Weise 
durch  Änderung  der  Dicken  beider  Keilkombinationen  die  Drehung 
der  aktiven  Substanz  kompensieren  und  dadurch  gewisse  Fehler- 
quellen eliminieren  kann. 

Schließlich  hat  man  bei  einem  Saccharimeter  noch  dem 
Umstand  Rechnung  zu  tragen,  daß  Zuckerlösungen  zuweilen  ge- 
färbt sind  und  dadurch  einen  Einfluß  auf  die  empfindliche  Farbe 
ausüben,  und  daß  außerdem  nicht  alle  Augen  für  denselben 
Farbenton  und  den  Wechsel  desselben  gleich  empfindlich  sind. 
Von  den  hierdurch  bedingten  Fehlerquellen  kann  man  sich  bis 
zu  gewissem  Grade  durch  einen  vor  den  Polarisator  oder  auch 
vor  den  Analysator  des  Instrumentes  gesetzten  sog.  Farbenregulator 
unabhängig  machen.  Derselbe  besteht  aus  einer  Quarzplatte  von 
geeigneter  Dicke  und  einem  Nico  Ischen  Prisma,  durch  dessen  Ver- 
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drehung  die  Farben  in  den  beiden  Hälften  des  Gesichtsfeldes  ge- 
ändert werden  können,  so  daß  man  bei  jedem  Versuch  die  für  sein 
Auge  empfindlichste  Übergangsfarbe  einstellen  kann. 

dl  Polaristrobometer  von  Wild.  Savartsehe  Doppelplatte. 

Eine  von  dem  Soleilschen  Prinzip  abweichende  Methode  zur 
polarimetrischen  Einstellung  des  drehbaren  Nicols  benutzte  Wild*) 
in  seinem  von  ihm  „Polaristrobometer“  genannten  Polarimeter. 
An  Stelle  der  doppelten  Quarzplatte  schaltete  er  zwei  gekreuzt 
übereinanderliegende  Quarzplatten  von  gleicher  Dicke  (etwa  2 cm) 
ein,  die  unter  45°  gegen  die  Axe  geschnitten  sind.  Eine  solche 
zusammengesetzte  Quarzplatte  hatte  schon  vorher  Savart  mit 
einer  Turmalinplatte  zu  einem  von  ihm  „Polariskop“  genannten 
Instrument  vereinigt,  mit  Hilfe  dessen  sich  leicht  geringe  Spuren 
von  Polarisation  in  einem  einfallenden  Lichtbündel  nachweisen 
lassen;  man  bezeichnet  sie  daher  auch  als  Savartsehe  Doppel- 
platte. 

Bringt  man  eine  solche  Platte  zwischen  die  gekreuzten 
Nicols  in  der  Weise,  daß  die  zueinander  rechtwinkligen  Haupt- 
schnitte der  beiden  Quarzplatten  die  rechten  Winkel  zwischen  den 
Polarisationsebenen  des  Polarisators  und  Analysators  halbieren, 
so  zeigt  sich  im  Gesichtsfeld  eines  am  Polarimeter  angebrachten 
kleinen  Fernrohrs  bei  monochromatischer  Beleuchtung  eine  Anzahl 
paralleler  schwarzer  Streifen.  Verwendet  man  weißes  Licht  zur 
Beleuchtung,  so  erscheint  nur  der  mittlere  schwarz,  während  die 
übrigen  Streifen  farbig  sind  und  im  wesentlichen  die  Aufeinander- 
folge der  Farben  in  der  Newtonschen  Skala  zeigen.  Diese  Streifen 
stellen  ein  Interferenzphänomen  dar,  welches  dadurch  hervor- 
gerufen wird,  daß  nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  in 
beiden  Teilen  der  Savartschen  Doppelplatte  jeder  einfallende 
linear  polarisierte  Lichtstrahl  in  zwei  rechtwinklig  zueinander 
polarisierte  Strahlen  zerlegt  wird,  die  sich  mit  verschiedener  Ge- 
schwindigkeit und  auch  im  allgemeinen  mit  verschiedener  Richtung 
im  Innern  der  Quarzplatten  fortpflanzen.  Es  treffen  infolgedessen 
an  den  verschiedenen  Stellen  der  Austrittsfläche  der  Savartschen 
Platte  Strahlen  zusammen,  welche  in  ihrer  Phase  mehr  oder 
weniger  gegeneinander  verschoben  sind  und  sich  entweder  durch 
Interferenz  verstärken  oder  schwächen  bzw.  ganz  aufheben.  Es 
wird  nicht  nötig  sein,  noch  ausführlicher  auf  diesen  in  seinen 

*)  Wild,  über  ein  neues  Polaristrobometer,  Bern  18ü5. 
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Einzelheiten  nicht  ganz  einfach  zu  erklärenden  Interferenzvorgang 
einzugehen,  da  das  Wild  sehe  Polaristrobometer  heute  nur  noch 
beschränkte  Verwendung  findet.  So  viel  wird  aber  ohne  weiteres 
einzusehen  sein,  daß  die  Interferenzstreifen  verschwinden  müssen, 
wenn  man  den  Polarisator  um  45°  herumdreht;  denn  dann  fällt 
die  Polarisationsebene  der  in  die  Savartsche  Doppelplatte  ein- 
tretenden Strahlen  mit  dem  Hauptschnitt  einer  der  beiden  Teile 
der  letzteren  zusammen,  und  es  findet  keine  Zerlegung  in  zwei 
Strahlen  statt. 

Beim  Gebrauch  des  Wildschen  Polaristrobometers  dreht  man 
daher  nicht  den  Analysator,  sondern  den  Polarisator  und  stellt 
denselben  vor  und  nach  dem  Einbringen  der  aktiven  Substanz  so 
ein,  daß  gerade  die  Interferenzstreifen  in  der  Mitte  des  Gesichts- 
feldes verschwänden.  Dreht  man  den  Polarisator  aus  einer  solchen 
Stellung  nur  um  ein  geringes  im  einen  oder  anderen  Sinne  heraus, 
so  tauchen  auch  sofort  wieder  Spuren  der  Interferenzstreifen  auf, 
so  daß  also  die  Einstellung  mit  verhältnismäßig  großer  Genauig- 
keit geschehen  kann. 

Neuerdings  sind  nun  sowohl  die  nach  dem  Soleilschen  wie 
die  nach  dem  Savartschen  Prinzip  konstruierten  Polarimeter  bzw. 
Saccharimeter  durch  die  sogen.  „Halbschattenapparate“  über- 
holt worden.  Es  wäre  daher  vielleicht  gar  nicht  nötig  gewesen, 
so  ausführlich  auf  die  älteren  Apparate  einzugehen,  wenn  sich 
nicht  dieselben  vorwäegend  noch  in  medizinischen  Instituten  vor- 
fänden. Außerdem  ist  es  natürlich  für  das  Verständnis  der  Lei- 
stungen der  verbesserten  Apparate  von  großem  Wert,  wenn  man 
einen  klaren  Einblick  in  die  Grenzen  der  Leistungsfähigkeit  der 
früher  angewrendeten  Methoden  gewonnen  hat. 

e)  Halbschuttenapparate. 

Das  in  den  Halbschattenapparaten  angewandte  Prinzip  unter- 
. scheidet  sich  von  dem  Soleilschen  im  wesentlichen  dadurch,  daß 
das  Gesichtsfeld  nicht  in  zwei  in  ihrer  Farbe  veränderliche 
Hälften,  sondern  in  zwei  oder  auch  mehrere  in  ihrer  Helligkeit 
veränderliche  Teile  zerlegt  wird,  und  daß  dementsprechend  nicht 
auf  gleiche  Farbe,  sondern  auf  gleiche  Helligkeit  in  benachbarten 
Teilen  des  Gesichtsfeldes  eingestellt  wärd. 

Bei  gekreuzten  Nicols,  zwischen  denen  weder  eine  doppel- 
brechende, noch  eine  optisch  aktive  Substanz  eingeschaltet  ist, 
erscheint  das  Gesichtsfeld  bekanntlich  absolut  dunkel.  Dreht  man 
aber  einen  der  beiden  Nicols  nur  um  einen  kleinen  Winkel  aus 
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der  gekreuzten  Stellung  heraus,  so  hellt  sich  das  Gesichtsfeld 
etwas  auf,  und  zwar  um  so  mehr,  je  weiter  man  denselben  dreht. 
Das  den  Halbschattenapparaten  zugrunde  liegende  Prinzip  besteht 
nun  darin,  daß  man  durch  irgend  eine  geeignete  Vorrichtung  das 
Gesichtsfeld  so  teilt,  daß  die  Polarisationsebenen  der  benachbarte 
Teile  desselben  erfüllenden  Beleuchtungsbündel  nicht  genau  zu- 
sammenfallen, sondern  um  einen 
kleinen  Winkel  gegeneinander  ge- 
neigt sind. 

Hat  man  es  z.  B.  mit  der 
Teilung  des  Gesichtsfeldes  in  zwei 
Hälften  zu  tun,  die  mit  I und  11 
bezeichnet  sein  mögen,  so  sollen 
also  die  zu  denselben  gehören- 
den Polarisationsebenen  und 

nach  dem  Austritt  aus  dem  Polarisator  einen  Winkel  v mit 
einander  bilden,  so  wie  es  in  Fig.  331  angedeutet  ist  Stellt  man 
nun  den  Analysator  so,  daß  seine  Polarisationsebene  senkrecht 
auf  der  Polarisationsebene  ^,'Pi  steht,  so  muß  demnach  der 


Fig.  332. 


Teil  1 des  Gesichtsfeldes  absolut  dunkel,  der  Teil  II  dagegen  etwas 
aufgehellt  erscheinen.  Das  Gesichtsfeld  sieht  dann  etwa  so  aus, 
wie  es  in  dem  linken  Bild  von  Fig.  332  dargestellt  ist;  21,21,  gibt 
dabei  die  Stellung  der  Polarisationsebene  des  Analysators  an. 
Bringt  man  dagegen  die  letztere  in  die  zu  senkrechte  Stel- 

lung 21,31,,  wie  es  das  mittlere  Bild  in  dieser  Figur  andeutet,  so 
erscheint  der  Teil  II  des  Gesichtsfeldes  absolut  dunkel,  der  Teil  I 
dagegen  etwas  aufgehellt.  In  der  zu  den  beiden  Polarisations- 
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ebenen  'ß^j  und  $ß2^ß'4  symmetrischen  Stellung  9lo2l‘0  des  Analy- 
sators, in  welcher  dessen  Polarisationsebene  den  stumpfen  Winkel 
zwischen  den  Polarisationsebenen  der  einfallenden  Lichtbündel 
halbiert,  werden  dagegen  beide  Hälften  des  Gesichtsfeldes  in 
gleicher  Helligkeit  erscheinen,  welche  aber  der  absoluten  Dunkel- 
heit näher  kommt  als  die  Helligkeit  des  Teils  II  im  linken  bzw. 
des  Teils  I im  mittleren  Bild.  Dies  veranschaulicht  das  rechte 
Bild  von  Fig.  332. 

Die  Einstellung  auf  gleicho  Helligkeit  der  beiden  Teile  des 
Gesichtsfeldes  läßt  sich  mit  größerer  Genauigkeit  ausführen  als 
die  Einstellung  auf  gleichen  Farbenton.  Die  geringste  Drehung 
des  Analysators  aus  der  symmetrischen  Stellung  2f02f0  läßt  den 
einen  Teil  etwas  dunkler,  den  anderen  etwas  heller  wie  vorher 
erscheinen,  so  daß  sich  sofoit  der  Helligkeitsunterschied  bemerk- 
bar macht.  Man  verwendet  daher  diese  symmetrische  Stellung 
bei  den  Polarimetern  als  Nullstellung  des  Analysatois.  Da  dabei 
die  Polarisationsebeno  des  Analysators  infolge  der  Kleinheit  des 
Winkels  v nur  wenig  von  der  zu  jeder  der  beiden  Polarisations- 
ebenen der  geteilten  Beleuchtungsstrahlen  senkrechten  Stellung 
abweicht,  so  ist  die  zu  beobachtende  Helligkeit  nicht  sehr  groß. 
Aus  diesem  Grunde  führen  die  nach  diesem  Prinzip  eingerichteten 
Polarimeter  den  Namen  „Halbschattenapparate“  (Polarimctres  ä 
prenombre).  Gar  zu  dunkel  dürfen  indes  die  beiden  Teile  des  Ge- 
sichtsfeldes nicht  werden,  wenn  die  Empfindlichkeit  des  Auges 
für  die  Einstellung  auf  gleiche  Helligkeit  nicht  beeinträchtigt 
werden  soll.  Da  die  Helligkeit  von  der  Intensität  der  Beleuch- 
tungsstrahlen, sowie  auch  von  der  Durchsichtigkeit  der  zu  unter- 
suchenden aktiven  Substanz  abhängt,  so  ist  es  im  Interesse  der 
Erzielung  einer  möglichst  großen  Genauigkeit  bei  der  Messung 
nötig,  den  Winkel  v zwischen  den  beiden  Polarisationsebenen 
1VP’,  und  'ß/ß',,  den  man  zuweilen  kurz  als  den  „Halbschatten“ 
bezeichnet,  innerhalb  bestimmter  Grenzen  variieren  zu  können. 
Es  wird  im  Hinblick  auf  die  Figuren  331  und  332  ohne  weiteres 
einleuchtend  sein,  daß  man  bei  einer  bestimmten  Intensität 
der  Beleuchtungsstrahlen  die  übereinstimmende  Helligkeit  der 
beiden  Teile  des  Gesichtsfeldes  in  der  Nullstellung  des  Analysators 
durch  Vergrößerung  des  Winkels  v vergrößern  kann  und  um 
gekehrt. 

Bei  der  Messung  hat  man  daher  zuerst  die  günstigste  Größe 
des  Winkels  v auszu probieren  und  dann  den  Analysator  in  die  zu 
den  beiden  Polarisationsebenen  symmetrische  Nullstellung  zu  bringen. 
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Schaltet  man  darauf  die  aktive  Substanz  ein,  so  werden  natür- 
lich durch  dieselbe  beide  Polarisationsebenen  der  Beleucht  ungs- 
strahlen  um  genau  den  gleichen  Winkel  gedreht,  so  daß  die 
Neigung  zwischen  beiden  erhalten  bleibt.  Der  Analysator  muß 
daher  um  denselben  Winkel  und  in  gleichem  Sinne  gedreht  werden, 
um  in  die  neue  Nullstellung  gebracht  zu  werden,  so  lange  die 
Drehung  der  Polarisationsebenen  ihrem  absoluten  Betrag  nach 
kleiner  wie  90°  ist.  Will  man  den  Analysator  grundsätzlich  nur 
im  Sinne  des  Uhrzeigers  drehen,  und  ist  man  auch  von  vornherein 
nicht  sicher,  daß  die  durch  die  aktive  Substanz  verursachte  Dreh- 
ung der  Polarisationsebenen  nicht  mehr  wie  90°  beträgt,  so  hat 
man  für  die  Bestimmung  der  Größe  und  des  Sinnes  der  Drehung 
aus  dem  positiven  Drehungswinkel  des  Analysators  das  oben  bei 
der  Besprechung  des  Mitscherlichschen  Polarimeters  auf  S.  1089  ff. 
Auseinandergesetzte  zu  berücksichtigen. 

Die  Mittel,  welche  man  angewendet  hat,  um  das  Gesichts- 
feld in  zwei  Hälften  zu  teilen,  die  beide  linear  polarisiertes 
Licht,  aber  von  etwas  verschiedener  Stellung  der  Polarisations- 
ebene, erhalten,  sind  sehr  mannifaltig.  So  findet  sich  z.  B.  in 
dem  Halbschattenapparat  von  Laurent41)  hinter  dem  Polarisator 
(d.  h.  also  in  der  Richtung  der  Beleuchtungsstrahlen)  eine  dünne, 
parallel  zur  optischen  Axo  geschliffene  Quarzplatte  angebracht, 
welche  auf  einer  kreisförmigen  Blende  so  befestigt  ist,  daß  sie 
gerade  die  Hälfte  der  Blendenöffnung  bedeckt.  Die  Dicke  dieser 
Quarzplatte  ist  so  bemessen,  daß  die  beiden  Strahlen,  in  welche 
ein  einfallender  linear  polarisierter  Lichtstrahl  zerlegt  wird,  durch 
dieselbe  gerade  einen  Gangunterschied  von  einer  halben  Wellen- 
länge bzw.  einem  ungeraden  Vielfachen  einer  halben  Wellenlänge 
erfahren.  Es  ist  früher  (vgl.  S.  1028  ff.  und  Fig.  301)  ausführlich 
auseinandergesetzt  worden,  daß  in  diesem  Falle  nach  dem  Aus- 
tritt aus  der  doppel brechenden  Platte  die  resultierende  Schwingung 
nicht,  wie  sonst  im  allgemeinen,  elliptisch,  sondern  wieder  linear 
polarisiert  ist  und  dabei  die  ursprüngliche  Amplitude,  aber  eine 
Schwingungsrichtung  besitzt,  welche  in  Bezug  auf  den  Haupt- 
schnitt der  Platte  zu  der  eintretenden  linear  polarisierten  Schwin- 
gung symmetrisch  liegt  Es  weicht  daher  die  Richtung  der  aus- 
tretenden Schwingung  von  der  der  eintretenden  Schwingung  um 
einen  Winkel  v ab,  welcher  doppelt  so  groß  ist  wie  der  Winkel, 
den  die  letztere  mit  dem  Hauptschnitt  der  Quarzplatte  bildet.  Um 

*)  Laurent,  Ding],  t’olvt.  Journ.  223  (1877).  S.  608. 
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den  gleichen  Winkel  v ist  dann  auch  die  Polarisationsebene 
der  durch  die  Quarzplatte  hindurchgegangenen  Schwingung  gegen 
die  Polarisationsebene  der  die  Quarzplatte  nicht  durchsetzen- 

den Schwingung  geneigt  Man  versteht  ohne  weiteres,  daß  man 
durch  Drehen  des  Polarisators  beim  Laurentschen  Polarimeter 
gegen  die  feststehende,  nur  die  eine  Hälfte  des  Gesichtsfeldes  be- 
deckende Quarzplatte  die  Neigung  der  beiden  Polarisationsebenen 
beliebig  gegeneinander  verändern  und  auf  diese  Weise  die  Hellig- 
keit in  den  beiden  Gesichtsfeldhälften  erzielen  kann,  für  deren 
Änderungen  das  Auge  des  Beobachters  am  empfindlichsten  ist 
Da  die  Quarzplatte  nur  für  Licht  von  einer  bestimmten  Wellen- 
länge einen  Gangunterschied  von  gerade  einer  halben  Wellenlänge 
bzw.  einem  ungeraden  Vielfachen  derselben  hervorrufen  kann,  so 
kommt  nur  monochromatisches  Licht  von  dieser  Wellenlänge  zur 
Beleuchtung  beim  Laurentschen  Apparat  in  Frage.  Dasselbe 


gilt  für  eine  Abänderung  des  Apparates,  bei  welcher  die  Quarz- 
platte  kreisförmig  gemacht  und  auf  eine  hinter  dem  Polisator  be- 
festigte Glasplatte  so  aufgekittet  ist,  daß  sie  das  Gesichtsfeld 
nicht  in  zwei  halbkreisförmige  Hälften,  sondern  einen  inneren 
kreisförmigen  und  einen  äußeren  dazu  konzentrischen  ringförmigen 
Teil  zerlegt,  wodurch  die  Empfindlichkeit  der  Einstellung  noch 
etwas  erhöht  werden  soll“) 

Eine  andere  Methode  zur  Zerspaltung  der  Beleuchtungsstrahlen 
in  zwei  Bündel  linear  polarisierter  Strahlen  von  etwas  verschie- 
dener Richtung  der  Polarisationsebene  besteht  darin,  daß  man  auf 
das  erste  Nicolsche  Prisma  (A^  in  Fig.  333)  in  der  Richtung  der 
Beleuchtungsstrahlen  ein  zweites  AT2  folgen  läßt,  welches  nur  die 
Hälfte  des  Gesichtsfeldes  einnimmt,  und  dessen  Polarisationsebene 
um  den  gewünschten  Winkel  v gegen  die  Polarisationsebene 
des  ersten  Prismas  verdreht  ist  Diese  Methode  ist  zuerst  von 
Li p pich**)  in  dessen  Halbschattenpolarimeter  angewendet  worden. 

*)  Vgl.  hierzu  Landolt,  a.  a.  0.  S.  312. 

**)  Lippich,  über  polaristrohometrische  Methoden,  insbesondere  Halb- 
sehattonapparate.  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  III.  Bd.  XC.  1883. 
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Später  hat  Lippich,  um  die  Genauigkeit  der  Einstellung  noch  mehr 
zu  erhöhen,  ein  drittes  Nicolsches  Prisma 'Na  hinzugefügt  und  nun- 
mehr die  Dimensionen  dieses  und  des  zweiten  so  bemessen,  daß 
jedes  je  ein  Drittel  des  Gesichtsfeldes  einnimmt  (vgl.  Fig.  334). 
Da  die  beiden  kleineren  Nicols  (A7,  und  ATg)  zu  beiden  Seiten  von 
der  (in  Fig.  334  durch  den  Pfeil  angedeuteten)  Axe  des  Apparates 
in  gleicher  Entfernung  angebracht  sind,  so  wird  das  Gesichtsfeld 
in  drei  Teile  zerlegt,  von  denen  nur  der  mittlere  Strahlen  empfängt, 
die  allein  das  erste  Nicolsche  Prisma  ATj  durchlaufen  haben, 
während  die  zu  den  beiden  äußeren  Teilen  des  dreiteiligen  Ge- 
sichtsfeldes gelangenden  Strahlen  durch  das  erste  und  je  eins  der 
beiden  anderen  Nicolschen  Prismen  hindurchgegangen  sind.  Stellt 
man  die  Polar isationsebenen  der  beiden  kleineren  Nicols  einander 
parallel,  dabei  aber  unter  einem  bestimmten  Winkel  v gegen  die 
Polarisationsebene  des  größeren  Nicols  geneigt,  so  werden  die 


Fig.  334 


äußeren  Teile  des  Gesichtsfeldes  gleich  hell,  dagegen  aber  im  all- 
gemeinen in  einer  anderen  Helligkeit  erscheinen  wie  der  mittlere 
Teil.  Nur  in  einer  bestimmten  Stellung  des  Analysators  besitzen 
alle  drei  Teile  gleiche  Helligkeit;  diese  gibt  dann  auch  hier  wieder 
die  Nullstellung  des  Analysators  ab. 

Die  Amplituden  der  aus  den  kleineren  Nicols  austretenden 
Schwingungen  sind  infolge  der  Neigung  ihrer  Polarisationsebenen 
gegen  die  Polarisationsebene  des  ersten  Nicols  etwas  kleiner  wie 
die  Amplitude  der  aus  dem  ersten  Nicol  austretenden  Schwingung. 
Daher  wird  die  Nullstellung  des  Analysators  nicht  genau  den 
stumpfen  Winkel  zwischen  den  zwei  verschiedenen  Polarisations- 
ebenen des  Nicols  A7,  einerseits  und  des  Nicols  N.,  (in  Fig.  333) 
bzw.  der  Nicols  Ar,  und  A7„  (in  Fig.  334)  andererseits  halbieren, 
sondern  von  dieser  Stellung  etwas  nach  der  Seite  der  Polarisations- 
ebene des  ersten  Nicols  abweichen. 

Ferner  hat  0.  Lummer  die  Teilung  des  Gesichtsfeldes  noch 
weiter  fortgesetzt,  indem  er  mit  Hilfe  von  im  ganzen  vier  Nicol- 
schen Prismen  dasselbe  in  vier  Felder  zerlegt  hat.  Er  stellt  aber 
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den  Analysator  dann  nicht  auf  gleiche  Helligkeit  der  Felder  ein, 
sondern  so,  daß  sich  zwei  von  den  Feldern  gleich  deutlich  von 
den  sie  umgebenden  Feldern  abheben,  oder  mit  anderen  Worten 
gleich  stark  gegen  die  Umgebung  kontrastieren.*)  Durch  dieses 
sogen.  „Kontrastprinzip“,  welches  schon  vorher  von  Lummer  und 
Brodhun  in  der  Photometrie  mit  Vorteil  angewendet  worden  war, 
wird  die  Genauigkeit  der  Einstellung  noch  mehr  erhöht  Im 
Grunde  kann  das  Kontrastprinzip  schon  bei  dem  oben  angeführten 
Laurentschen  Polarimeter  mit  dreiteiligem  Gesichtsfeld  Anwendung 
finden,  indem  man  die  Polarisationsebenen  der  beiden  kleineren 
Nicols  nicht  ganz  genau  parallel  stellt  und  dadurch  die  Genauig- 
keit der  Einstellung  auch  in  diesem  Apparat  noch  etwas  erhöht 

Schließlich  mag  noch  eine  einfache  von  Jellett**)  und  Cornu***) 
angewendete  Methode  zur  Erzielung  eines  zweiteiligen  Gesichts- 
feldes mit  veränderlicher  Helligkeit  in  beiden  Hälften  erwähnt 
sein.  Dieselbe  besteht  nach  Jellett  darin,  daß  man  ein  Nicol- 
sches  Prisma  der  Länge  nach  durch  einen  Schnitt  zerteilt,  welcher 
von  der  zum  Hauptschnitt  des  Prismas  senkrechten  Richtung 
otwas  ab  weicht,  und  dann  die  beiden  Teile  in  entgegengesetzter 
Lage  wieder  verkittet.  Cornu  zerteilte  dagegen  das  Prisma  ge- 
nau senkrecht  zum  Hauptschnitt,  schliff  dann  aber  jede  Schnitt- 

v 

fläche  um  einen  kleinen  Winkel  - ab  und  kittete  die  Stücke,  ohne 

sie  umzudrehen,  wieder  zusammen. 

Diese  Andeutungen  werden  genügen,  um  die  Wirkungsweise 
der  einzelnen  Arten  der  Polarimeter  verstehen  und  die  Genauig- 
keit der  mit  ihnen  zu  erzielenden  Resultate  beurteilen  zu  können. 
Über  Einzelheiten  der  Konstruktion  und  die  technische  Ausführung 
der  zahlreichen  verschiedenen  Polarimeter  vergleiche  man  das  schon 
oben  angeführte  Werk  von  Landolt  über  das  optische  Drehungs- 
vermögen. 


*)  Die  genaue  Einrichtung  des  auf  diesem  Prinzip  beruhenden  Polarimeters 
findet  sich  in  der  Zeitschrift  für  Instrumentonkunde  16,  210,  1896,  und  in  der 
9.  Auflage  von  Müller-Pouillets  Lehrbuch  der  Physik.  II.  Hand,  I.  Abteilung 
S.  1185 ff.  beschrieben. 

**)  Jellett,  Rep.  Brit.  Assoc.  29,  13  (1860). 

***)  Cornu,  Bull.  soc.  chim.  [2]  14,  140  (1870). 
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